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Introducciéon i

Introduccion

Este texto, es un material que hemos construido con objeto de ofrecer una propuesta didactica que
atienda los aprendizajes y contenidos del Programa de Estudios de la asignatura de Matematicas |,

recientemente actualizada en el Colegio de Ciencias y Humanidades.

Los profesores que conformamos el Grupo de Trabajo, trabajamos bajo los principios del Modelo
Educativo del CCH y revisamos exhaustivamente cada una de las unidades con el propdsito de
presentar de forma clara y coherente los aprendizajes y contenidos del actualizado Programa de

Estudios de Matematicas |

El libro va dirigido a docentes y a los estudiantes que cursan por primera vez Matematicas en el
Colegio de Ciencias y Humanidades. No es un libro para especialistas, sin embargo, consideramos,
que la presentacion redne los requisitos disciplinarios minimos y adecuados para que todos los
interesados lo comprendan y puedan utilizar. Es un texto que consideramos debe ser revisado

constantemente para que cumpla con el objetivo de ser Util a profesores y alumnos del Colegio.

La perspectiva que mostramos esta centrada en el aprendizaje de los conceptos basicos de la
aritmética y algebra, mismos que se describen en las cuatro Unidades. De tal manera que en cada
en Unidad, se proponen actividades, ejercicios resueltos y problemas que deben ser abordados con

los aprendizajes obtenidos y que permiten ser profundizados para quien asi lo considere.

En la elaboracion de esta obra, han participado profesores en activo que precisamente a partir de su
docencia cotidiana, conocen los objetivos del Programa Actualizado de Estudios de Matematicas |,
asi como la ubicacién y el alcance de los aprendizajes indispensables que deben lograr los alumnos

en esta asignatura.

Asi, al contemplar por unidad, todos los contenidos y aprendizajes del Programa de Estudios, se
incluyeron los ejercicios y sitios de internet o ligas que fueron seleccionadas por los profesores del
Grupo de Trabajo, en funcion de que al aplicarse frente a grupo, demostraron ser viables y positivas
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para los alumnos. Se incorporan una serie de figuras con la intencién de situar al lector en el

contexto en que se desarrollan los ejercicios y problemas trabajados.

Como todo producto de trabajo colegiado, sabemos que el texto esta sujeto a la discusidn y réplica
de los docentes del Area de Mateméticas, pues no hay otra forma de medir su contribucion. Los
autores asumimos como benéficas la retroalimentacion, criticas y comentarios con fundamentos

académicos que puedan desprenderse de este recurso didactico.

LOS AUTORES
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EL SIGNIFICADO DE LOS
NUMEROS Y SUS
OPERACIONES BASICAS

CONTENIDO
1.1 SIGNIFICADO DE LOS NUMEROS REALES

Y SU SIMBOLIZACION

e Significado de los numeros racionales Q (enteros Z y
no enteros) e irracionales I.

e Las diversas simbolizaciones de un niimero racional

y sus equivalencias: fraccion (parte de un todo),

=~

decimal, porcentaje.

1.2 OPERACIONES CON  NUMEROS

RACIONALES

e Algoritmos de las operaciones entre numeros

enteros y racionales: suma, resta, multiplicacion,
division, y las condiciones para su ejecucion.

’ e EI minimo comun multiplo (mecm) y la regla
. amcm(bb,d)+cmcm(db,d) [i][i}ﬁ
bra” mem (b, d ) ’ b d ) bd y
a c _ad
b d bc

¢ El Maximo Comun Divisor (MCD) y la simplificaciéon
de resultados.

1.3 POTENCIAS Y RADICALES

| | | | | e Operaciones con potencias: exponentes positivos,

negativos y fraccionarios.
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CONTENIDO

1.4 SIGNIFICADO CONTEXTUAL DE LAS
OPERACIONES

o Significado contextual de las operaciones suma,

resta, multiplicacion, divisiéon, potenciacion y
radicacion.

Relaciones entre partes de una cantidad y la
cantidad.

Relaciones entre partes de una cantidad (medir
una parte tomando como unidad la otra, etcétera).
Relaciones de area.

Relaciones entre porcentajes: el porcentaje de una
cantidad; el porcentaje de un porcentaje y su
relacion con el total; relaciéon porcentual entre una
parte y el total; dada la cantidad que representa un
porcentaje encontrar el total

Relacion de dos magnitudes de distinta clase que
varian conjuntamente. Por ejemplo: relaciones
entre distancia velocidad y tiempo; distancia,
eficiencia en kilometraje por litro de combustible y
volumen de combustible; masa, densidad vy
volumen; fuerza, area y presion.

Aplicacion de estrategias heuristicas en la
resolucion aritmética de problemas con mas de
una operacion.

1.5 PATRONES Y FORMULAS

e Expresion simbdlica de la generalidad (la

obtencion de féormulas).
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SIGNIFICADO DE LOS NUMEROS
REALES Y SU
SIMBOLIZACION

El alumno:

1. Comprendera el significado de los nimeros reales.

2. Usard correctamente las diversas simbolizaciones de un numero racional, transitando entre sus
equivalencias (cuando sea necesario) en problemas puramente aritméticos y en contexto

3. Comparara dos cantidades haciendo uso de las representaciones de un numero racional.

A la palabra “numero” se le asignas diversas interpretaciones, por ejemplo, nos referimos a ellos como simbolos que
indican la cantidad de objetos de un grupo, simbolos que indican el lugar que ocupa un objeto en un grupo, simbolos que
permiten expresar o clasificar grupos de objetos, simbolos que son indicadores de propiedades medibles de objetos, los
numeros también se utilizan en un sentido cualitativo para denominar objetos o cosas; sin embargo, resulta complicado definir
numero rigurosamente. Es posible clasificar los objetos en “conjuntos”, en que los objetos tienen la misma propiedad, por
ejemplo, el grupo “ A” de objetos de la misma forma, el conjunto “B” de objetos con la misma utilidad, el conjunto “C” de
objetos del mismo color, el conjunto “D " de los objetos que pertenecen a una misma regién o el conjunto “ E” de objetos del
mismo tamafio, etc. Los conjuntos que tienen la propiedad de tener el mismo nimero de objetos se conocen como “conjuntos
equipotentes” y se les asigna un simbolo que se conoce como numero.

FIGURA 1.1

La propiedad en comdn de los conjuntos equipotentes (aquellos que tienen el mismo nimero de objetos) se llama “nimero
cardinal’, asi, la idea de “nimero cardinal’, esta asociada con el “sentido de cantidad o nimero”. Por otra parte, contar un grupo
de objetos significa asignar a cada uno de ellos un término de una sucesion natural, el término asignado al Ultimo objeto del
grupo en estudio se llama “numero ordinal’, una combinacion de los conceptos antes tratados (numero cardinal y nimero ordinal
en un grupo de objetos) es préxima al concepto de nimero. El nimero cardinal de los conjuntos unitarios se denomina uno y se
representa con el simbolo 1; el nimero cardinal de los conjuntos de pares de objetos se llama dos y se representa con el
simbolo 2; al nimero cardinal de los conjuntos de ternas de objetos se le nombra tres y se representa por el simbolo 3, etc. La
inclusion de ciertas propiedades en los numeros cardinales (los axiomas de Peano), entre las que destacan:

i. “Si n es un nimero, entonces su sucesor (el que sigue también es un niumero natural’,

ii. “El nmero 1 no tiene sucesor sucesor”,

iii. “Si hay dos numeros naturales con el mismo sucesor, entonces son iguales”;

da formalidad al sistema de numeracién conocido como conjunto de los nimeros naturales que se representa por
IN={123 4, ..}.

En el conjunto de los numeros naturales:

i. El nimero 1 es el primer numero natural y cada nimero natural se construye sumandole 1 al nimero natural anterior
(antecesor).


https://es.wikipedia.org/wiki/Sucesor
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ii. Si sumamos o multiplicamos nimeros naturales el resultado es otro nimero natural.
iii. La multiplicacion de cualquier nimero natural por el nimero 1 no al altera el nimero.

Una representacion de los numeros naturales consiste en utilizar una semi recta dirigida, en ella se seleccionan puntos
equidistantes y cada uno de ellos tiene asociado un nimero natural, vea la figura 1.2.

————— >
7 8 9 10 11 12 13 -«
FIGURA 1.2

| | | | |
| I B N
1 2 3 4 5 6

DEFINICION 1.1 (CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES)

a.Elconjunto IN={1, 2, 3, 4, ... }, recibe el nombre “conjunto de los nimero naturales”.
b. Los elementos del conjunto IN son los numeros naturales.

NOTA
Cuando en el conjunto de los nimeros naturales se agregan las operaciones suma y producto, representadas por + y e
respectivamente, obtenemos la tema { IN, +, e } ala que nos referiremos como “sistema de los nimeros naturales”.

Imprescindible en los sistemas de numeracion es el nimero cero, nimero al que se le asocia el simbolo 0. El numero cero
fue inicialmente utilizado en la India y luego paso a Europa a través de los arabes, su nombre se deriva de la palabra arabe "sifr"
que significa vacia. Del concepto de “nimero cero” se deriva el principio de posicion de la numeracién, concepto que se
desarroll6 en la India en el siglo IX de nuestra era y se cree que fue Brahmagupta, en el afio 598, quien lo inventd. El cero es
el numero que hace referencia a un valor nulo, a la ausencia de objetos, indica un punto de partida o un origen, por ejemplo,
el kildmetro cero es el punto desde donde se empieza a medir una distancia en una carretera; en una balanza el peso se mide a
partir del cero; el nimero cero separa los nimeros negativos de los positivos y da sentido a las operaciones aritméticas.

0
FIGURA 1.3

El conjunto de los nimeros enteros se representa por el simbolo Z y surge de la necesidad de establecer diferencias
entre objetos (numeros) a partir de una referencia, que como antes sefialamos es el nimero 0. El conjunto formado por:
i. los numeros naturales antecedidos por el signo “—" (signo menos),
ii. el nimero cero,
iii. los numeros naturales
se llama conjunto de los nimeros enteros.

DEFINICION 1.2 (SISTEMA DE LOS NUMEROS ENTEROS)

a.z={..-3, -2-10,1 2 3, 4, ... }, recibe el nombre “conjunto de los niimero enteros”.
b. Los elementos del conjunto Z son los nimeros enteros.

Los nimeros enteros se asocian a puntos de una linea recta dirigida, en ella, dos nimeros enteros consecutivos se
encuentran a una misma distancia; el numero cero los separa en dos categorias, estas categorias son los numeros enteros
positivos y los nimeros enteros negativos, vea la figura 1.4.

nameros enteros negativos ndmeros enteros positivos



http://enciclopedia.us.es/index.php/India
https://definicion.de/numeros
https://definicion.de/peso
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Observe que los puntos correspondientes a dos numeros enteros que difieren Unicamente en el signo, digamos -3 y 3 (o
cualquier otro par de nimeros con éstas caracteristicas) se encuentran a la misma distancia de un punto de referencia (el
namero 0 ), vea la figura 1.5.

<+ttt
_ FIGURA 1.5

NOTA
i. Si en el conjunto z se incluyen las operaciones (binarias) + y o se obtiene la tema { z, +, e }, misma que nombraremos

sistema de los niimeros enteros.
i. Los dos nimeros sobre los que actua la operacion ( + ) se llaman sumandos.

ii. Los dos nimeros sobre los que actua la operacion (- ) se llaman factores.

De las propiedades del sistema de los nimeros enteros destacan:
i. El ser cerrado bajo las operaciones suma y producto, es decir, al sumar o multiplicar (algebraicamente) dos nimeros enteros
obtendremos otro nimero entero.
ii. Contiene al nimero 0 que también se conoce como neutro aditivo.
iii. La multiplicacion (o producto) de nimero entero especifico por el nimero 1 tiene como resultado el nimero, por esta razon el
numero 1 recibe el nombre de neutro multiplicativo.

& EJEMPLO 1.1 (“PROPIEDADES DELSISTEMA DE LOS NUMEROS ENTEROS”)

a.Los nimeros 5 y 6 son enteros, también lo es el resultado de la operacién 5+ 6 =11 (propiedad de cerradura bajo la suma).
b. Los nimeros -3 y 4 son enteros, también lo es el resultado de la operacion (-3 ) 4 )=-12 (propiedad de cerradura bajo
la multiplicacion).

c. Los nimeros 0 y 4 son enteros, también lo es el resultado de la operacién 0+ 4 = 4 (propiedad del neutro aditivo).

d. Los nimeros 1 y 6 son enteros, también lo es el resultado de (1) 6 )=6, el multiplicar por 1 un ntimero entero no lo

transforma, actta como un neutro bajo la operacion (- ).
e. Sean los niimeros 6 y —6, entonces 6+(—6)=0, por tanto, 6 es el inverso aditivo de —6, también el nimero —6 es el
inverso aditivo del nimero 6.

*

Conviene sefialar que las propiedades asociativas (tanto de la suma como la del producto), como la propiedad distributiva
(que trataremos posteriormente) introducen los simbolos de agrupamiento (paréntesis, corchetes, llaves, entre otros), mismos
que sugieren el orden en que deben efectuarse las operaciones aritméticas (combinaciones de nimeros).

NOTA
Los simbolos de agrupamiento sugieren el orden en que deben efectuarse las operaciones, dan prioridad a la operacion que se
encuentra contenida en un mayor nimero de ellos.

& EJEMPLO 1.2 (“PROPIEDADES DEL SISTEMA DE LOS NUMEROS ENTEROS”)

Otras propiedades que cumplen los niimeros enteros (también cumplen los nimeros naturales) son:

i. La propiedad conmutativa, afirma “ el orden en que se sumen (o multipliquen)” no altera el resultado de la operacién.

ii. La propiedad asociativa, si sumamos o multiplicamos tres nimeros enteros obtendremos siempre el mismo resultado, no
importa que par de niumeros sea sumado (o multiplicado) inicialmente.

iii. La propiedad distributiva, indica la forma de operar con nimeros cuando estan involucradas las operaciones (+ )y (- ).

2
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@ EJEMPLO 1.3 (ORDEN DE EJECUCION DE OPERACIONES CON NUMEROS ENTEROS)

1 2
a. En la resolucién de la operacién, (3+15 )-4 los superindices indican el orden en que deben efectuarse las operaciones,
primero se efectla la suma y luego la resta.

2 1 3
b. Para realizar la operacion 8-(3+15 )+12 se comienza con la suma marcada con el superindice 1, se contintia con el
producto de superindice 2 y finalmente se efectla la suma con superindice 3.

4 2 1 3
c. En la resolucion de la operacion 8—{10 (4+15 )+12] primero se efectla la suma marcada con el superindice 1, luego el

producto sefialado con el superidice 2, se continua con la suma de superindice 3 y por Ultimo se efectla la resta (suma
algebraica) con el superindice 4.

L 2
Algunas operaciones pueden efectuarse simultaneamente, veamos el ejemplo 1.4
@ EJEMPLO 1.4 (ORDEN DE EJECUCION DE OPERACIONES CON NUMEROS ENTEROS)
a. Para calcular [9—-10(4+15)][15—(5-15 ) 7+2)], primero se realizan las operaciones incluidas en dos simbolos de
agrupamiento (corchetes y paréntesis), asi { 9—10( 4-1+15 ] }{ 15—( 5i15 J( 712) } . Posteriormente se procede con
aquellas operaciones que se encuentran en un simbolo de agrupamiento (corchetes) dando priporidad a los productos:
{ 9310?( 4-1+15 J }4{ 153( 5i15 Jz( 7-1+2j }

b. Para calcular 47 —{22—[9+10(4+15)]+[(9+2)-5]} se inicia con las operaciones incluidas en un mayor nimero de
simbolos de agrupamiento (paréntesis, corchetes y llaves): 47—{ 22—{ 9+10( 4J1r15 j }{ ( gizj—s } } . A continuacion

con aquellas operaciones que se encuentran entre dos simbolos (llaves y corchetes) de agrupamiento dando prioridad a los
productos,

o o o o ]

A continuacién se procede con las operaciones contenidas en un solo simbolo de agrupamiento (llaves), por tanto,

o e o ] {1

*

Los nlimeros enteros son una “extensién” de los nimeros naturales (o los numeros naturales son parte de los nimeros
enteros), esto lo ilustra la figura 1.6.

+-6-5-4-3-2-1 0|11 2 3 4 5 6 sss
IN

FIGURA 1.6

La siguiente etapa en el proceso de conteo y representacion de objetos por medio de simbolos (nimeros) implica a los
ndmeros racionales. Los, numeros racionales se utilizan para medir, es decir, asociar un nimero a una caracteristica de un
objetos (longitud, superficie, volumen etc.). Para este efecto, se establece un patrén de medida (o unidad de medida) con el que
se compara la caracteristica del objeto a medir. En el proceso de medida de la caracteristica del objeto puede ocurrir que el
patrén de medida sea incluido por él. El proceso de medir requiere de otro tipo de nimeros, vea la figura 1.7.
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¢namero  ¢ndmero
asociado? asociado?
patrén de medida < ! 6 1' é 3', ’
(unidad) -1

—>
1 1 1

.
0 1 2

FIGURA 1.7

4 EJEMPLO 1.5 (PARTES DE UN TODO)
a. Supongamos que tenemos un alambre recto cuya longitud es 8 unidades, esto significa que el patron de medida tiene una

longitud de 1 unidad, y que este patron cubre la octava parte del alambre, lo que se representa por % .
b. Para cubrir un piso se utilizaron 100 mosaicos (idénticos), por tanto, un mosaico cubre una centésima parte de la superficie

del piso, esto se representa por el nimero ﬁ. Por otra parte, 23 mosaicos cubriran una superficie de % del piso.
L 4

g 1 1 23 o . » - . ,
NUmeros de la forma 3’ 100 y 100 se llaman “numeros racionales” y se construyen utilizando niimeros enteros, por tanto, asi,

el conjunto de todos éstos numeros se conoce como “conjunto de los nimeros” racionales y se considera una extension de los
numeros enteros, note que todo nimero entero puede rescribirse como un nimero racional utilizando la unidad, por ejemplo:
10 213 3 14

10="",213=", -3=-=, -14=-"— efc.
1 1 1 1

DEFINICION 1.3 (CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES)

El conjunto Q ={ %

m y n son enteros y n=0 },recibe el nombre “conjunto de los nimero racionales”.

NOTA
La simbologia involucrada en la definicion anterior se interpretan: “el conjunto de los nimeros de la forma m sobre n , tales que
m y n son nimeros enteros y n es diferente a cero”.

La figura 1.8 muestra la relacién de contencion entre los conjuntos de nimeros naturales, enteros y racionales.

s -6-5-4-3-2-10]1 2 3 4 5 6 44

FIGURA 1.8
NOTA
i. El nimero % también se llama “fraccion” o “quebrado”.
ii. En el nimero % m es el numeradory n es el denominador.

iii. Todos los nimeros enteros también son numeros racionales, pero no todos los nimeros racionales son nimeros enteros.

Nombraremos a la terna {Q,+, . } como “sistema de los numeros racionales”, El sistema de los numeros reales
satisface todas las propiedades de los nimeros enteros y otras mas, que trataremos en la presente seccién.
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LA PROPIEDAD DEL INVERSO MULTIPLICATIVO
Esta propiedad (o axioma) establece:
“Para todo numero, diferente de cero, existe un (Unico) numero diferente de cero, de manera que el producto de estos dos
numeros es uno.”

4 EJEMPLO 1.6 (INVERSOS MULTIPLICATIVOS)

a. El inverso multiplicativo de % €s 8.

b. El inverso multiplicativo de -3 es —%.

c. El inverso multiplicativo de 8 es —i.
4 43

. C 6 11

d. El inverso multiplicativo de T es 5

*

Los numeros racionales pueden representarse en la forma N.ay,a;a, ..., en esta representacion el simbolo N es un
nimero entero, los simbolos a,, a;, a,, a,, etc, son nimeros naturales y reciben el nombre (“genérico”) de decimales, vea la
figura 1.9, el punto (. ) se llama punto decimal.

décimas  milésimas
b
N.alazag?

punto decimal ———# T

centésimas  diezmilésimas

FIGURA 1.9

DEFINICION 1.4 REPRESENTACION DECIMAL

Todo numero racional tiene asociada una representacion Unica de la forma N.aya,a, ... llamada representacion decimal.

. . , . a - . L
Para determinar la forma decimal del nimero racional o basta efectuar la division, el cociente de esta division es la forma

decimal, por ejemplo, L 0.1, 1 0.01, 1 0.001, N 0.0001, 1 0.25 33 _ 0.33, etc. Todos los numeros
10 100 1000 10000 4 100

racionales tiene una representacién decimal Unica, sin embargo, puede ocurrir que en el proceso de determinacién de la forma
decimal de un nimero racional el nimero de divisiones esté indefinido (sea extremadamente grande o sin fin), si éste es el caso
el cociente serd un nimero decimal periodico.

& EJEMPLO 1.7 DECIMALES PERIODICOS)

a. Es facil verificar que %: 0.545454545454--- | |os puntos indican que los decimales 54 se repiten indefinidamente y son el
periodo de la forma decimal.

b. También ;—3 =0.324324324---, los puntos indican que los decimales 324 (periodo) se repiten indefinidamente.

*

Para simplificar (o indicar) la escritura de un numero decimal periddico se utiliza la barra“ ", misma que se coloca sobre la
secuencia de digitos (o decimales) que es periddica, por ejemplo, 0.545454545454..-=054, 0.324 =0.324324324---, y

0.3=0.33333333.--, etc. Para rescribir el nimero racional en periédico 0.aya;a,... a la forma % es de gran utilidad el

siguiente proceso.
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PROCESO 1 (TRANFORMACION DE 0.a,a,a, ... A LA FORMA %)

i. Cuente el nimero de digitos de un periodo de 0.ay,a,a, ....

ii. Tome un periodo (no incluya el punto decimal) y dividalo por enl nimero que se genera cuando los digitos de un periodo se
sustituyen por numeros 9.

Vea la figura 1.10.
digitos de un periodo

el nimero compuesto por nueves (tantos digitos como tenga un periodo)
FIGURA 1.10

@ EJEMPLO 1.8 (CONVERSION DE DECIMALES PERIODICOS A LA FORMA %)

i. El periodo del niumero racional 0.78 tiene dos digitos, por tanto, 0.78 =

O
| o

ii. El periodo del nimero racional 0.754 tiene dos digitos, por tanto, 0.754 754

999

iii. El periodo del nimero racional 0.2541 tiene cuatro digitos, por tanto, 0.2541= —sggg .

*

Los nimeros racionales también se pueden escribirse como una fraccién del nimero 100, es decir, como un “porcentaje”.

& EJEMPLO 1.9 (PARTES DE UN ENTERO)

La figura 1.11.a. muestra un cuadrado de area igual a la unidad (cuadrado unitario), en la figura 1.11.b.:

a. El cuadrado unitario ha sido dividido en cien cuadrados iguales (congruentes), cada uno de ellos tiene una centésima parte del
area del cuadrado unitario (el uno por ciento).

b. La primera fila (fila superior) tiene 0.1= % del &rea del cuadrado unitario (el diez por ciento del &rea del cuadrado unitario).

1 1 1 1
[ HNEEEN

[y

=

[

[

[

[

[N
[HEEEEN

| HEEEEN
5

| HEEEEN
1 1 1 1
a. b. c. d.
FIGURA 1.11

c. El area de los 36 cuadrados que forman el borde del cuadrado unitario contienen el % de su area (el 36 por ciento).
d. El 4rea de los cuadrados 64 cuadrados que componen el cuadrado central del cuadrado unitario de la figura 1.11. d.
contienen 1% del &rea del cuadrado unitario (el 64 por ciento).

*

DEFINICION 1.5 PORCENTAJE

a. Si un total se divide en cien partes y se selecciona una parte de ella, entonces la fraccion seleccionada se llama porcentaje y
se representa por el simbolo % .
b. El simbolo % se lee “tanto por ciento”.

A continuacién proporcionamos un método para escribir un nimero como un porcentaje.
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PROCESO 2 (CONVERSION DE NUMEROS RACIONALES)

s , m .
Para escribir el nimero — como un porcentaje:
n
i. Se obtiene su forma decimal y luego se multiplca por 100.

ii. Para escribir un porcentaje (tanto por ciento) en la forma — , se coloca el nimero porcentual como numerador y el nimero
n

100 como denominador.

La figura 1.12 muestra las tres formas de un nimero racional.

1/4 0.25 25%

FIGURA 1.12

Los porcentajes se utilizan para otorgar comisiones a empleados sobre sus ventas, para determinar cuanto han subido o
bajado los precios, para saber si han aumentado las ganancias, para realizar rebajas, etc.

4 EJEMPLO 1.10 (PORCENTAJES)

a. Un aumento del 8% a un salario (0 a un precio), equivale a multiplicar el salario o precio por 0.08 y agregar el resultado al
salario (precio) el resultado obtenido. El nuevo salario (o precio) es el resultado de la multiplicacion (1.08 X salario ).

b. Una disminucién (o descuento del 8% a un salario (0 a un precio), equivale a multiplicar el salario o precio por 0.08 y restar

el resultado al salario (o precio) el resultado obtenido. El nuevo salario (o precio) es el resultado de la multiplicacion
(0.92 ) salario ).

*

4 EJEMPLO 1.11 (AUMENTOS Y DESCUENTOS)

a. Si un articulo cuesta mil pesos, después de un incemento del 22% su nuevo precio es (1+0.22 { 1000 ) pesos.

b. Si un articulo cuesta mil pesos, después de un incemento del 40% tendra un precio de (1+0.40 }(1000 ) pesos.

¢. Si un articulo cuesta mil pesos, después de un descuento del 30% su nuevo precio es (1—0.30 ) 1000 ) pesos.

d. Si un articulo cuesta mil pesos, después de un descuento del 15% su nuevo precio es (1—0.15 ) 1000 ) pesos.

e. Si un articulo cueta mil pesos y primero se descuenta un 20% y luego un 30%, entonces su precio final es
(1-0.30 J (1-0.20 X 2000 ) ]=(0.70 ) (0.80 }(1000 ) | =560 pesos y no 500 pesos.

*

@ EJEMPLO 1.12 (TRANSITO ENTRE LAS FORMAS DE UN NUMERO RACIONAL)
a. Escribamos 45 %, 128 %, 213 %, 0.45 %, 0.18 % Yy 0.092 % en laforma % .

Tanto por ciento Omitimos el signo % Divisién por 100 Simplificacion
45 9
45 % 45 — —
’ 100 20
128 32
128 % 128 — —
’ 100 25
0.45 % 0.45 045 —
100 2000
0.18 % 0.18 045 9
100 500
0.092 % 0.002 0.092 B
100 25000
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. . 3 4 1 12 14 4 .
b. Escribamos las fracciones —, —, =, ==, =~ y — en porcentajes.
5 3 6 15 8 10
Fraccion Forma decimal Multiplicacion por 100 En %
% 0.60 60 60 %
% 133 1331 1331 %
1 ~ 2 2
5 0.166 16.5 16.5%
12 24 240 240 %
15
% 1.75 175 175%
4
— 0.40 40 40 %
10
c. Transformemos: 37 %, 18.5 %, 19.3 %, 0.42 %, 30.18 % Yy 0.0792 % a fracciones decimales.
Tanto por ciento Omitimos el signo % Desplazamiento del punto decimal
37 % 37 0.37
185 % 185 0.185
193 % 19.3 0.193
0.42 % 0.42 0.0042
30.18 % 30.18 0.3018
0.0792 % 0.0792 0.000792
d. Transformemos las fracciones decimales 1.78, 0.25, 0.013, 10.14, 203.01 y 0.0004 a porcentajes.
Fraccion decimal | Desplazamiento del punto decimal | Con %
1.78 178 178 %
0.25 25 25%
0.013 1.3 13%
10.14 1014 1014 %
203.01 20301 20301 %
0.0004 0.04 0.04 %
L 4

El sistema de los numeros racionales incluye un “orden” relacionado con la posicién que ocupan en una linea la recta dirigida,
asi, un primer nimero sera mayor que otro, si al representarlo en la recta numérica se encuentra su la derecha; por ejemplo 8
es mayor que 3 (equivalentemente, 3 es menor que 8)y —9 es menor que —2 (equivalentemente, —2 es mayor que -9),
vea la figura 1.13.

-+ttt >

. -10-9-8-7-6-5-4-3-2-101 2 [3]4 56 7[8 9 101 1213

—t— >

-—10—8—7—6—5-4—3—10 12 3456 78 9 1011 1213
FIGURA 1.13

La ley de la tricotomia establece: Dados dos nimeros reales, se cumple una y sélo una de las siguientes afirmaciones:
el primer nimero es menor que el segundo nimero,
el segundo numero es menor que el primer nimero,
los nimeros son iguales.
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Para indicar que un nimero es mayor a otro, se utiliza la relacion de orden (en forma estricta orden total), esto se formaliza
en la definicion 1.6.

DEFINICION 1.6 (RELACION DE ORDEN)

El simbolo > se denomina relacion de orden (estricta) y se utiliza para indicar que un niimero es mayor a otro.
Cuando el simbolo > se encuentra entre dos nimeros:

i. Si se lee de izquierda a derecha se interpreta como “el nimero de la izquierda es mayor que el niumero su derecha’.
ii. Si se lee de derecha a derecha se interpreta como “el nimero de la derecha es mayor que el niimero su izquierda’.

El uso correcto de la relacién de orden total (simbolo >) estriba en que en su parte mas aguda (la punta) debe colocarse el
numero que es menor, en consecuencia, el nimero mayor debe estar colocado en donde su “apertura” es mayor, vea la figura
1.14.

a >pb o a < p

“el numero a “el numero b
€S mayor es menor
que el niimero b” que el niumero b”
FIGURA 1.14

El siguiente proceso es de gran utilidad en la comparacion de niameros racionales (en forma de fraccion).

PROCESO 3 (ORDEN EN NUMEROS RACIONALES EN FORMA DE FRACCION)

i. Si los numeros tiene distinto signo, entonces es mayor el nimero con signo positivo.
ii. Si ambos nimeros son positivos o negativos, multipliquelos por el producto de los denominadores, serd mayor el nimero en
el que el resultado del producto sea mayor.

4 EJEMPLO 1.13 (COMPARACION DE NUMEROS)

a. —% es menor que —% puesto que —%( 7)28)=-84y - %( 7 ) 28 )=-77, este hecho se escribe en términos de la
11 11

o0 -=>-Z,
28 28 7

.y 3
relacion de orden como — 7 <

b. % es menor que el nimero g puesto que que ;( 7)8)=16y g( 7 )8 )=21, este hecho se escribe en términos de la

.y 2 3 3 2
relacion de ordencomo — <=0 —> —.
7 8 8 7

*

Si se ponen en correspondencia (uno a uno) todos los nimeros racionales con los puntos de una linea recta, se puede
demostrar que ésta Ultima no queda totalmente cubierta, es decir, contiene huecos: jla linea recta “contiene mas puntos” que
numeros racionales existentes!, esto garantiza la existencia de nimeros que no son racionales. En efecto, en cursos a otro nivel

de matematicas se compruba la existencia de nimeros que no se pueden escribir en la forma P (p y g nimeros enterosy q
q

distinto de cero) tales como /2, /3, 7, etc. Los puntos de una linea que no estan asociados a niimeros racionales se
asignan a nimeros que se conocen como “irracionales”. vea la figura 1.15.

FIGURA 1.15



1.1 SIGNIFICADO DE LOS NUMEROS REALES Y SU SIMBOLIZACION 13

El conjunto de los nimeros irracionales se representa con el simbolo 1, éstos numeros estan asociados a los vacios que
dejan los numeros racionales a ser representados en una linea recta; Asi, el conjunto de todos los nimeros que “cubren” a la
linea recta se conoce como “conjunto de los nimeros reales” que se representa con el simbolo IR . El conjunto de los nimeros
reales y es la base de todas las ramas de matematica. Al incluir en el conjunto de los reales las operaciones + y e se obtiene
la terna { IR, +, o }, que recibe el nombre de “sistema de los nimero reales”. Los simbolos + y e son las operaciones

“suma” y “producto” y operan sobre dos nimeros respectivamente, bajo un conjunto de reglas conocidas como propiedades o
“axiomas de los nimeros reales”.

NOTA

i. El concepto de “conjunto de los nimeros reales” es abstracto porque consta de objetos abstractos cuya naturaleza no se
precisa y tampoco es necesario saber. En el estudio de este conjunto solo son de interés las relaciones existentes entre sus
objetos (nimeros) tal y como lo establecen los axiomas correspondientes.

ii. Un axioma es una afirmacion o propiedad que se considera evidente por lo que no requiere demostrarse.

clasificacion de los nimeros
A

Q z T IN

Irracionales
|
v

FIGURA 1.16

Rz_icmnales Enteros INaturaIesI

Reales
IR

Si a, b y ¢ son numeros reales, entonces;

Propiedad Nombre Descripcion
. Cerradura bajo la | La suma de dos nimeros reales es un nimero real.
1. a+b esunnumero real.
suma
, Cerradura bajo la | La multiplicacion de dos nimeros reales es un numero real.
2. ab es un numero real. L
multiplicacion.
Conmutativa bajo
3. a+b=b+a I
la suma
Conmutativa bajo
4. a-b=b-a I
el producto
5. (a+b )+c=a+(b+c) Asociativa bajo la | Para sumar tres nimeros reales, no importa cuales dos se suman primero.
suma
6. (a-b)c=a(b-c) Asociativa bajo el | Para multiplicar tres nimeros reales, no importa cuales dos se multiplican
producto primero.
Multiplicar una suma de nimeros por una cantidad especifica equivale a
7. a(b+c)=ab+ac Distributiva multiplicar cada uno de los nUmeros por la cantidad especifica y
posteriormente sumar los resultados.
8. a+0-a Neutro El neutro aditivo es el nimero 0, al sumar cero a un nimero, el nimero no
) aditivo cambia.
9. a.1-a Neutro El neutro multiplicativo es 1, al multiplicar por uno un nimero, el nimero
) multiplicativo no cambia.
10. a+(-a)=0 Inverso . . , L .
(-a) aditivo Junto con la propiedad anterior define la resta aritmética (resta algebraica).
4 1 . Cn s ,
11 a( al )_ al Lot Inverso a’t =, el inverso multiplicativo de a=0. La division de nimeros es
' a ' multiplicativo . .
un caso particular de este axioma.
12. Se cumple una y sélo . , . . .
) Tricotomia IR es un conjunto ordenado. Comparacion de numeros reales
una: a<b, a=boax>b.
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13. [a]=a si a20 01 Valor absoluto, | Establece la distancia de un nimero real y el nimero cero (o entre dos

\a\=—a si a<0.

norma o magnitud | nimeros reales).

14. Si a es un ndmero real
arbitrario y x>0, entonces Propiedad

existe un entero positivo n tal arquimediana
que nx>0

Distingue un numero irracional de otro numero que no lo es.

15. *Su enunciada requiere
de otro tipo deconocimientos.

Propiedad del | Completa la relacién uno a uno entre el conjunto de los nimeros reales y
supremo. “todos” los puntos de la linea recta numérica.

—

1. Determine los inversos aditivos e inversos
multiplicativos.

a. 8. b. —23. c.

(GRS

e. —%. f. 3.1416. g. -8.42.

2. Establezca el orden en que deben efectuarse las
operaciones (no efectle las operaciones).

a. 3(3)+8(4).

b. 5-6(8-2).

. 3(5-4)+8(4-4(2)).

. 5-6(8+2 X 3+4(3)).

. 4(4(5)+2(4))-5(8+4(5)+2).
8-3(4+23)+5(8+4+2).
.[5-3(4-2)][-2(2+5)-2(3-6)].
c6+[+1(2+1)+2(3-1)]-2(3+4).

i. 8{5-3[2+3(4-2+3)+3(6+4(2))]}.

. {5+3[2-3(4(2)+3)-5]}.

oSQ ™™ o0 o O

[V

3. Obtenga el resultado.

a. 4(7)-11-(3+2(1)).

b. 6(4+5(4))-5(1-3(4))+7(10-4).

c. 2(12)-11-(7+3(2))9-2(6)).

d. 6(1-2(6))-1-8(2))8-6).

e. 2+5(-8-12-3)+5-3(8-10).

f. 7+3(8-3)-7(-9+6).

9. (-4-2-3)-10-5-10)-5-3(-4-6).

h. —4[-2-4(3-8)+5(-4-3-1)]-(-1+7).
i. —4(13-5{-4-2[15-(4-22)-7(8+10)]}).
j-[-(5-4)-(-9-4)][(10-8)-8§(-7-3)].
k. —[-1-4(-1-2)-5-2-3-4)].

l —4(7-2{-4-[6-(8-2)-4(4-3)]}).

. m
4. Escriba en la forma —
n

a. 0.16 . b. -2.07. c¢. 0.003. d.20101.
e. 3.18. f. 0.0008. g.3.012. h.0.039.

5. Rescriba en forma decimal.
3 8 12 9
a 700 b. 4000 ° C. 3000 d. 810"

6. Escriba en forma decimal.
a. 13.2%. b. 1853%. c. 0.005%. d.1.03%.

7. a. Escriba en la forma % 36 %, 214 %,

0.006 %, 0.112% y 3.18 %.

b.Escriba £, 3, &, 18 y 3 como un porcentaje.
c. Transforme: 16 %, 85%, 14.3%, 0.002 %,
10.16 % Y 0.0012 % a fracciones decimales.

d. Rescriba: 2.75, 0.015, 0.003, 68.14, 106.04 y
0.0504 como un porcentaje.

. m
8. Rescriba en la forma — .
n

a. 0371. b. 04117. . 029377. d. 041,

9. Verifique:
a.09=1.bh. 049=05.¢. 0.19=0.2.d. 0.09=0.1.

10. Para determinar si la forma decimal de un cociente
de nUmeros enteros terminara o serd periddica se
utiliza la regla:

i. “El nimero racional en la forma — en sus términos
n

mas simples tiene como resultado un decimal terminal,
si los Unicos factores primos del denominador son 2 o
5 ( pueden ser ambos)”.
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- . . m , .
ii. “El nimero racional en la forma — en sus términos
n

mas simples tiene como resultado un decimal
periodico, si los Unicos factores primos del
denominador aparece un factor primo distinto de 2 o
5, pueden ser ambos”.

11. Utilice el criterio anterior y determine cuales de los
siguientes numeros racionales tiene asociado un
decimal periddico.

22 37 24 130
3 55 b. 7 % 50

14 13 4 44
& 53 ik 953 Mo

12. Explique:

a. ¢ Por qué todos los nimeros naturales son nimeros
enteros?

b ¢ Por qué todos los numeros enteros son numeros
racionales?

c.  Existen nimeros irracionales que sean racionales?

13. Investigue:

a. ¢Qué significa que los numeros reales sean
densos?

b ¢ Es denso el conjunto de los nimeros naturales?

¢. ; Es denso el conjunto de los nimeros enteros?

e. ;Es denso el conjunto de los nimeros racionales?




OPERACIONES CON NUMEROS
(28 RACIONALES

El alumno:

4. Operara correctamente con los numeros racionales (enteros y no enteros), en los casos de una sola
operacion y una secuencia de operaciones.

El sistema de los nimeros racionales incluyen dos operaciones binarias (se aplican a dos niimeros), sin embargo, cada
una de éstas operaciones admite otras interpretaciones; la operacion resta (o sustraccion) suele ser considerada como un caso
particular de la suma (o adicion) y la division también se considera como un caso especial del producto (o multiplicacion). En las
siguientes lineas trataremos los algoritmos basicos de las operaciones antes sefialadas en el sistema de los nimeros racionales.
En la seccion 1.4 trataremos el significado de las operaciones en contextos especificos.

Para facilitar las operaciones entre nimeros racionales éstos deben encontrarse en su forma mas simple, lo que se consigue
introduciendo el concepto de “fracciones equivalentes”.

DEFINICION 1.7 (FRACCIONES EQUIVALENTES)

Dos 0 mas (numeros racionales) fracciones que tienen la misma representacion decimal se denominan equivalentes.

Son fracciones equivalentes E, i, 30 y i, puesto que i=0.75, i:0.75, §=0.75, i:0.75, note que
4 16 40 -18 4 36 40 -18

todas las fracciones tienen la misma representacion decimal. La figura 1.17 representa (como areas de regiones) varias

fracciones equivalentes.

1 1 1 1 1

Nl
LN

4
8
FIGURA 1.17

La figura 1.18 muestra fracciones equivalentes a la unidad.

1
v | w 22=1
w | w | 33=1
va | va [ va [wa | =1

vs | ws] ws [ws [ ws | s5=1

vs [us | we [us [we | we] e6=1

vr|wr|wr|wr Jwr|wr [wr ] 77=1

vs|vs | us| vs|us [us|us|us| sE=1

vo[vo[us] o] ue[us[usus]us| a0=1

1/10| 1/10| 1/10|1/10| 1/10|1/10|1/10|1/10 |1/10 |1/10 10/10=1
FIGURA 1.18
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Para generar fracciones equivalentes (a una fraccion especifica) a un niimero racional dado basta con multiplicar (o dividir)
su numerador y su denominador por un mismo nimero distinto de cero (este proceso lo justifica la propiedad del neutro
multiplicativo). Por otra parte, para verificar que dos fracciones (nimeros reales) son equivalentes, ambas deben ser rescritas en
su forma mas simple, es decir, de manera que el numerador y el denominador no tengan factores (o divisores) comunes. De
gran utilidad en la simplificacion de fracciones suele ser el siguiente criterio de divisibilidad.

El conocimiento de los criterios de divisibilidad de los nimeros digitos presenta gran utilidad en la simplificaciéon de
fracciones (nimeros racionales o fracciones), por tanto los enunciamos a continuacién.

DIVISIBILIDAD ENTRE NUMEROS DiGITOS
Un numero entero es divisible por:
i. 3 (tiene tercera), si la suma de sus cifras absolutas es un nimero mdltiplo de 3.
ii. 4 (tiene cuarta), cuando los dos Ultimos digitos son ceros o cuando generan un numero que es multiplo de 4.
iii. 5 (tiene quinta), cuando su Ultimo digitoes 0 oes 5.
iv. 6 (tiene sexta), cuando es par y es divisible por 3.
v. 7 (tiene séptima), si la suma de los productos de los digitos de la sucesion { 1, 3, 2, -1, =3, —2 } por los digitos de las
unidades, decenas, centenas, etc., del nimero considerado es 0 o es multiplo de 7.
vi 8 (tiene octava), si el nimero formado por sus tres ultimos digitos tiene octava.
vii. 9 (tiene novena), sila suma de sus cifras es un nimero multiplo de nueve.

CRITERICSDE 2 s [...term'namOédfrapar ] )
DIVISIBILIDAD
3 s. ... lasuma de sus cifras es niltiplo entero de tres
4 4. ... us dlos Ulitimes cifras son 00 6 un mltiplo de cuatro
UNNUVERO —
ENTEROES 5 4. ... ulltimacifrases065
DIVISIBLE
POR
6 9. ... esdivisible por 2 y por tres
8 .. .... &l nlmero formedo por sus tres Glties cifras tiene octava
9 s ... lasuma.de sus cifras es un ndnero nrlitiplo de 9
. J
FIGURA 1.19

La figura 1.19 no incluye el criterio de divisibilidad por siete, sin embargo, uno éstos criterios consiste en:
Calcular la suma de los productos de los digitos de la sucesion { 1, 3 2 -1 -3 -2} por los digitos de las unidades,

decenas, centenas,... del nimero es 0 o multiplo de 7.

& EJEMPLO 1.14 (DIVISIBILIDAD POR DIiGITOS)
a. El numero 347211 tiene tercera puesto que 3+4+7+2+1+1=18 y 1+8=9 y 9 es mlltiplo de tres.
El nimero 3476 no tiene tercera puesto que 3+4+7+6=20y 2+0=2y 2 no es miiltiplo de tres.
b. El nimero 967212 tiene cuarta puesto que 12 (los dos ultimos digitos) es maltiplo de cuatro.
El nimero 237 no tiene cuarta puesto que 37 (los dos ultimos digitos) no es multiplo de cuatro.
c. El nimero 47214 tiene sexta puesto que es par, 4+7+2+1+1=15y 1+5=6 tiene tercera.
El numero 347211 tiene tercera pero no es par, por tanto, no es multiplo de seis.
d.Veamos si el numero 91414 tiene séptima. Utilizamos la sucesion { 1, 3,2 -1 -3, -2} y obtenemos

9(1)+1(3)+4(2)+1 -1)+4(-3)=9+3+8-1-12=7, es multiplo de siete, por tanto, 91414 tiene séptima.
El nimero 71414 no tiene séptima puesto que 7(1)+1(3)+4(2)+1-1)+4(-3)=7+3+8-1-12=5, que no tiene
séptima.

2
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@ EJEMPLO 1.15 (SIMPLIFICACION DE FRACCIONES)

a. Para simplificar %, notemos que tanto su numerador como su denominador tienen séptima, por tanto, 42_6

—=_,también 6 y
56 8

. . 42 6 3
8 son pares por lo que tienen mitad, luego — ===,
56 8 4
.. 10 . . . 70 10 ,

b. Observemos que en la fraccion ” el numerador y el denominador tienen séptima, por tanto, a1 Los numeros enteros

.10 . . 70 10 5
de al fraccion — son pares, luego tienen mitad, por tanto —=—==,

12 84 12 6

L 4

Un método para efectuar la suma algebraica (suma o resta) de dos fracciones consiste en rescribirlas de forma que tengan
un mismo denominador (denominador comdn), vea la figura 1.20.

4 3 12
4 3 12
1 - 1
4 3
3 . 4 7
12 12 B 12
FIGURA 1.20

Note que para sumar (algebraicamente) dos fracciones con el mismo denominador, el proceso a seguir consiste en sumar
(algebraicamente) los numeradores, el resultado de la suma tendré el mismo denominador que las fracciones a sumar. Para
efectuar la suma de dos fracciones con distinto denominador se utiliza el proceso que se describe a continuacion.

SUMA ALGEBRAICA DE DOS NUMEROS RACIONALES EN FORMA DE FRACCIONES

i. Simplifique las fracciones que desea sumar.

ii. Multiplique los denominadores, el resultado es el denominador de la fraccion resultante.

iii. Multiplique el numerador de la primera fracciones por el denominador de la segunda, haga lo mismo con el otro denominador

y el otro numerador.
iv. Sume algebraicamente los nimeros obtenidos en iii., el resultado de esta suma algebraica es el numerador de la fraccion

resultante.
v. Simplifique la fraccién obtenida en iv.

La figura 1.21., ilustra el proceso antes descrito.

numerador 1 numerador 2 _ ( numerador 1 ) denominador 2 )+( numerador 2 ) denominador 1)
denominador 1 denominador 2 (' denominador 1 ) denominador 2 )
FIGURA 1.21

4 EJEMPLO 1.16 (SUMA ALGEBRAICA DE DOS FRACCIONES)

2 1 _(2)(4)+(1)7)_15

a —+- =~ T A J=""
7 4 28 28

b 5.2 (5)5)+(6)2)_37
6 5 30 30

e 2.1 _(7)2)-(9)1)_5
9 7 63 63
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Para sumar dos 0 mas nimeros racionales, en forma de fracciones decimales, conviene reacomodarlos en una columna
de manera que los puntos decimales se encuentren alineados sobre una misma linea vertical, vea la figura 1.22.

N.2,a.23,..
VETIL

P.c.c,c.c,...

Qdddd,..

FIGURA 1.22

Para sumar dos 0 mas nimeros racionales en forma de porcentajes, se suman de manera ordinaria los nimeros y se
agrega el simbolo de porcentaje.

PRODUCTO DE FRACCIONES
En cursos previos al presente, la operacién aritmética conocida como multiplicacién suele interpretarse como una “suma
s e . 1 o 10113
abreviada”, por ejemplo: 3( 7j significa ~+ >+ >=">;
4 4 4 4 4

2 e 2 2 2 2 8
4| = | significa =+ —+=—+—=—
9 9 9 9 9

9
2 I 2 2 2 2 2 10
5| = | significa —+ -+ -+-+_-="", elc.
3 3 3 3 3 3 3

Estas observaciones sugieren que el resultado del producto de un niimero entero y una fraccién se obtiene multiplicando el
numero entero por el numerador de la fraccién, y que el denominador se conserva, vea la figura 1.23.

\_numerador _ (ndmero entero ) numerador )
’ denominador denominador

(ndmero entero

FIGURA 1.23

La figura 1.24 muestra el significado de los productos de fracciones ( % j( % j = % y [ % j[ % jzé en términos de areas de

cuadrados.
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1ged_ 1 2 l@ge2_2_1
2 7 %5 =7 3 ; ®5=%5=3
FIGURA 1.24

Para multiplicar dos nimeros racionales en forma de fracciones:

i. Simplifique las fracciones que desea multiplicar.

ii. Multiplique los denominadores, el resultado es el denominador de la fraccidn resultante.

iii. Multiplique los numeradores de las fracciones, el resultado de esta multiplicacién es el numerador de la fraccion resultante.
La figura 1.25 muestra el proceso a seguir en la multiplicacién de dos fracciones:

numerador1  numerador 2 _  (numerador 1 X numerador 2 )
denominador 1 denominador 2 ('denominador 1 )X denominador 2 )

FIGURA 1.25
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DIVISION DE FRACCIONES
En los numeros reales, la divisién es una operacién binaria (se efectta con dos nimeros) que se define como el producto de
dos nimeros, se fundamenta en la propiedad del inverso multiplicativo de los nimeros reales.

Propiedad del inverso multiplicativo y la division de numeros racionales

Para todo numero, diferente de cero, existe un Unico nimero (también diferente de cero), de manera que el producto de ambos
numeros es uno.

La propiedad del inverso multiplicativo (de los nimeros reales) proporciona una interpretacion diferente del producto de

numeros y en ella se fundamenta la definicién de la operacion aritmética conocida como division, asi, la division — con n=0
n

es equivalente a multiplicar el nimero m por el inverso multiplicativo del nimero n, (siempre que n=0); la operacién

1 m Cy . . . .
m-n= m( = j =—, se llama division, el nimero n es el denominador (o divisor) y el nimero m se conoce como numerador
n n

(o dividendo).

& EJEMPLO 1.17 (DIVISION DE DOS FRACCIONES)

a. La division 3+2 es el producto de 3 y el inverso multiplicativo de 2, es decir 3+2=3-
b. La division 4+3 es el producto de 4 y el inverso multiplicativo de 3, es decir 4+3=4--=

3
c. La division 4+% es el producto de 4 y el inverso multiplicativo de % es decir 4+%: 4(2)=8.
1

d. La divisién 1. 3 es el producto de 1 y el inverso multiplicativo de 3, por tanto, l+3 T .
6 6 6 6 3 18

e. La division 1.1 es el producto de 1 y el inverso multiplicativo de l, es decir 1.1 l( 2)= 2 .
5 2 5 2 5 2 5 5

2

La figura 1.26. muestra el algoritmo a seguir para efectuar la division de dos nimeros racionales en forma de fracciones.

numeradorl  numerador 2 _ (numerador 1 Xdenominador 2 )
denominador 1~ denominador 2 ((denominador 1 Y numerador 2 )

FIGURA 1.26

La division entre dos fracciones también se realiza utilizando la “regla del sandwich”, misma que muestra la figura 1.27.

numerador 1
denominador 1~ (numerador 1 \ numerador 2 )
numerador 2~ (‘denominador 1 ) denominador 2 )
denominador 2

FIGURA 1.27
& EJEMPLO 1.18 (DIVISION DE FRACCIONES)
2 1 (2)5) 10 3 2 (3)3) 9 4 2 (4)5) 20 10
a —+—= =—. b. -=+==- =—. C. —+—= = =—
75 (7)1) 7 4°3 (4)2) 8 75 (7)2) 14 7
1 2 2 2
g 6.(9X1)_9 3 e 2_1_(9)2) 18 9 o7 (1X2) 2
4 (6)4) 24 8° T4 4 (1)4) 4 27 3 3 (7)3) 21
9 9 9 1
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Con base algunas de las propiedades de los numeros reales (tratadas en las secciones previas) y los algoritmos antes
sefialados, es posible simplificar y obtener el resultado de grupos de operaciones que involucran nimeros racionales, sin
embargo, existen otros procesos que contribuyen en facilitar la obtencién de resultados.

DEFINICION 1.8 (MULTIPLOS DE UN NUMERO REAL)

Los multiplos de un numero real son los numeros que se obtienen al multiplicar el niumero real por los nimeros enteros, es decir,
para los nimeros a y b, se dice que el nimero b es mdltiplo del nimero a, si b=na para algun nimero entero n .

Por ejemplo, los mdltiplos de 8, son todos los nimeros que resultan de multiplicar 8 por cualquier otro niimero entero.

FIGURA 1.28

EL MiNIMO COMUN MULTIPLO (mcm)
El minimo comdn mdltiplo de dos numeros naturales, es el menor numero natural, que es multiplo de ambos nimeros, veamos el
ejemplo 1.14.

4 EJEMPLO 1.19 (MiNIMO COMUN MULTIPLO)
a. El minimo comin multiplo de 6 y 8 es 24, porque 24 es el nimero menor que es multiplode 6 y 8.
b. El minimo comun mdltiplode 2 y 5 es 10, porque 10 es el nimero menor que es mdltiplo de ambos.
¢. El minimo comin multiplo de 12, 15y 30 es 60, porque 60 es el nimero menor que es multiplo de 12, 15y 30 .
L 4

En el proceso de determinacién del minimo comin multiplo de dos o mas numeros naturales requiere de sus
“descomposicion en factores primos”; esto significa que en él debemos:
factorizar el numero 2 tantas veces como sea posible,
luego el nimero 3 tantas veces como sea posible,
luego el numero 5 tantas veces como sea posible
luego el nlimero 7 tantas veces como sea posible,
etc.

4 EJEMPLO 1.20 (DESCOMPOSICI()N EN FACTORES PRIMOS)
a. 10=2x5.
b. 12=2x6=2x2x3.
C. 56=2x28=2x2x14=2x2x2x7 .
d. 324 =2x162=2x2x81=2x2x3x27 =2x2x3x3x9=2x2x3x3x3x3.
L 4

Para determinar el minimo comun mdltiplo de un conjunto de nimeros enteros positivos siga el proceso descrito en las
siguientes lineas.

PROCESO PARA CALCULAR EL MiNIMO COMUN MULTIPLO

i. Descomponga los nimeros en factores primos (como un producto de factores primos).

ii. Identifique los factores comunes en todos los nimeros y seleccione los que se encuentra multiplicado por si
mismo mas veces.
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iii. El minimo comun muiltiplo es el producto de los nimeros comunes que se repiten mas veces con los factores no comunes.

MINIMOCOMUN MULTIPLO

mcm(a, b)=c

FIGURA 1.29
El ejemplo 1.21 ilustra el uso del proceso anterior.

& EJEMPLO 1.21 (CALCULO DEL MiNIMO COMUN MULTIPLO)
a. Calculemos el minimo comdn multiplo de 90 y 324 .
i. Sus descomposiciones en factores primos son:
90=2%x45=2x3x15=2x3%x3x5
324 =2x162=2x2x81=2x2x3x27 =2x2x3x3x9=2x2x3x3x3x3.
ii. El minimo comUn multiplo incluye los factores 2, 3 y 5.
El factor 2 aparece dos veces en ambas descomposiciones, consideramos 2x 2.
El factor 3 aparece mas veces en la descomposicion de 324, consideramos 3x3x3.
Otro factor que aparece es 5, lo consideramos.
iii. Por tanto, el minimo comun miltiplo de 90 y 324 es mem( 90,324 )=2x2x3x3x3x3x5=1620 .

b. Calculemos el minimo comdn multiplo de 42, 36 y 12.
i. Las descomposiciones en factores primos son:
42=2x21=2x3x7.
36=2x18=2x2x9=2x2x3x3.
12=2%x6=2x2x3.
ii. El minimo comun multiplo incluye los factores 2, 3 y 7.
El factor 2 aparece dos veces en dos de las descomposiciones, consideramos 2x2.
El factor 3 aparece dos veces en una descomposicion consideramos 3x3.
Otro factor que aparece es 7, lo consideramos.
iii. EI minimo comdn mdltiplo de los nimeros 42, 36 y 12 es mem (42, 36,12 )=2x2x3x3x7 =252.

*

Si al dividir dos nimeros naturales obtenemos residuo sea 0, entonces el dividendo es mdiltiplo del divisor, si éste es el
caso se dice la division exacta. Si el residuo de una division es un nimero distinto a 0 la divisién no es exacta y el dividendo no
es multiplo del divisor. Los divisores de un numero natural aquellos nimeros naturales que lo dividen resultando como cociente
otro nimero natural y residuo 0.

EL MAXIMO COMUN DIVISOR (MCD)
El méximo comun divisor se aplica para simplificar nimeros racionales escritos como fracciones y, por tanto, en la ejecucién de
operaciones que incluyen esta clase de numeros. Como su nombre lo indica, el maximo comun divisor de dos (0 mas)
numeros naturales es numero mas grande que divide a ambos (todos los) nimeros. Un proceso para determinar el méximo
comun divisor de un conjunto de nimeros lo muestra la figura 1.30.

4 )
Los divisores de 40 son:

1 2 4 5 8 10 20 40,
los divisores de 16 son

1 2 4 8 16

los divisores comunes (los que se repiten) son
1 2 4 8
el mayor de ellos es 8, por tanto,

8 es el MAXIMO COMUN DIVISOR

FIGURA 1.30
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@ EJEMPLO 1.22 (CALCULO DEL MAXIMO COMUN DIVISOR)
Calculemos el méximo comun divisor de la terna (son tres) 12, 20 y 36.
Los divisoresde 12 son 1, 2, 3, 4, 6 y 12.
Los divisores de 20 son 1, z,i,E, 10y 20.
Los divisores de 36 son 1, 2, 3, 4,5,6,9,12,18 Yy 36.
Una vez determinados los divisores, se selecciona el mayor de ellos que es comUn para todos los nimeros, asi, el maximo
comun divisor es 4 . Se escribe MCD (12, 20,36 )=4.
4

Si se tiene un mayor nimero de cantidades o éstas son mas grandes, en ambos casos el siguiente algoritmo facilita el
calculo del MCD.

PROCESO DE CALCULO DEL MAXIMO COMUN DIVISOR

i. Descomponemos los numeros en factores primos (producto de factores primos).

ii. Seleccionamos los factores que son comunes en las descomposiciones.

iii. EI maximo comun divisor es el producto de los factores que son comunes y que se repiten menos veces.

¢ EJEMPLO 1.23

a. Calculemos el maximo comun divisor de la terna (son tres) 12, 24 y 36, utilizando el proceso antes descrito.

i. Descomponemos los nimeros en factores primos

Los factores primos de 12 son 2, 2y 3.

Los factores primos de 24 son 2, 2, 2y 5.

Los factores primos de 36 son 2, 2, 3y 3.

ii. Los factores comunes en las descomposiciones son 2 y 3.

iii. El maximo comdn divisor es el producto de los factores comunes y que se repiten menos veces, es decir 2, 2 y 3, por
tanto, MCD (12, 24, 36 )=2x2x3=12.

b. Calculemos el maximo comun divisor de la diada (son dos) 180 y 225, utilizando el proceso antes descrito.

i. Descomponemos los numeros en factores primos

Los factores primos de 180 son 2, 2, 3,3y 5.

Los factores primos de 225 son 3, 3,5y 5.

ii. Los factores comunes en las descomposiciones son 3 y 5.

iii. EI maximo comun divisor es el producto de los factores comunes que se repiten menos veces, es decir 3, 3 y 5, por tanto,

MCD (180, 225 )=3x3x5=45.
L 4
Tanto el minimo comdn multiplo como el maximo comun divisor son Utiles en la resolucion de problemas en los que se requiere
conocer:
a. El menor de los multiplos de varios nimeros, por ejemplo, para saber cuando coinciden las cantidades de ciertos objetos y es
necesario determinar un nimero mayor a los proporcionados.
b. El maximo comun divisor se utiliza cuando en el texto de un problema se solicita dividir o repartir cierta cantidad de objetos.

& EJEMPLO 1.24 (APLICACIONES DEL MINIMO COMUN MULTIPLO)
a. Se colocaran envases de refresco (cada envase en un lugar) en dos tipos de cajas. Las cajas tipo CH tienen 15 espacios y
las cajas tipo G tienen 20 espacios. Para conocer el méximo nimero envases de manera que las cajas donde se coloquen los
envases estén completas y sea minima es necesario calcular el m mem ( 15,20 )
i. Las descomposiciones de los nimeros de lugares en las cajas, en factores primos son:
15=3x5.
20=2x2x5.
ii. EI minimo comun multiplo incluye los factores 2, 3 y 5.
El factor 2 aparece dos veces en la segunda descomposicion, consideramos 2x2.
El factor 3 aparece mas veces en la primera descomposicion, consideramos 3 .
Otro factor que aparece es 5, lo consideramos.
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iii. Por tanto, mem (15,20 )=2x2x3x5=60, es decir, se requieren un minimo de 60 envases.

b. Se quieren colocar los libros de una estanteria en grupos de 4, 6 y 8 libros sin que sobren. ;Cual es el nimero minimo de
libros necesarios?
i. Las descomposiciones de los tamafios de los bloques en factores primos son:

4=2x%x2

6=2x3.

8=2x2x2.
ii. EI minimo comun mudltiplo incluye los factores 2 y 3.
iii. Por tanto, mcm( 4,6,8 ):2><2><2><3:24, se requieren 24 o mas libros.
¢. Un primer reloj emite una sefial de alarma cada 30 minutos, otro reloj la emite cada 90 minutos y un tercero lo hace cada
150 minutos. A las 8 de la mafiana los tres relojes coinciden en la emisidn de la sefial. ¢ Cuanto tiempo tiene que pasar para
que vuelvan a coincidir las sefiales que emiten?
Se requiere un tiempo superior a los 150 minutos para que las sefialen de emisidn coincidan, por tanto, corresponde a un
problema de célculo de minimo comdn maltiplo.
i. Las descomposiciones en factores primos de los tiempos transcurridos en la emision de sefales son:

30=2x3x5.

90=2x3x5x%x3.

150=2x3x5x5.
ii. El minimo comun multiplo incluye los factores 2, 3 y 5.
iii. Por tanto, mcm ( 30,190,150 ): 2x3x3x5x5=450 y deben transcurrir 450 0 mas minutos.

*

& EJEMPLO 1.25 (APLICACIONES DEL MAXIMO COMUN DIVISOR)

a. ;Cual es la longitud maxima de un “flexémetro” para poder medir de manera exacta los objetos de longitudes 140, 560 y
800 centimetros?

Se pide la longitud de un flexémetro”, su longitud debe ser menor que las longitudes de los objetos, por tanto, se requiere
calcular el MCD.

i. Las descomposiciones de las longitudes de los objetos en factores primos son:

140 =2%x2x5x%x7.

560 =2x2x2x2x5x7.

800=2x2x2x2x2x5x%x5.

ii. El maximo comdn divisor incluye los nimeros 2 y 5.

iii. Por tanto, MCD( 140, 90,150 )=2x2x5= 20, deben transcurrir 450 o mas minutos.

b. En tres depositos d,, d, y d, se aimacenan 1600, 2000 y 3392 cajas de galletas respectivamente (las cajas de galletas

son idénticas). Se desean dividir las cajas de galletas de los depdsitos en bloques con un mismo numero de cajas de galletas y
mayor peso posible.
¢ Cuantas cajas deben contener los bloques?
Se desean obtener bloques del mismo nimero de cajas de galletas de grupos mayores de cajas, por tanto, se requiere calcular
el MCD.
i. Las descomposiciones de las longitudes de los objetos en factores primos son:
1600 =2x2x2x2x2x2x5x5.
2000=2x2x2x2x5x5x5 .
3392=2x2x2x2x2x2x53.
ii. EI maximo comun divisor incluye los nimeros 2 y 5.
iii. MCD(1600,2000,3392 )=2x2x2x2=16 .

Los depdsitos deben dividirse en: d, %:100 bloques, d, en %zlﬁ bloquesy d, en %: 212 bloques.

c. Una persona tiene tres fajos de billetes. El primero tiene $4500, el segundo tiene $5240 vy el tercero $6500. Si todos los
billetes son de la misma denominacién y ésta es la mayor denominacién posible, ¢ cuanto vale cada billete y cuantos billetes hay
en cada fajo?

Se pide determinar la denominacion del billete y ésta debe dividir a los fajos en un nimero entero de billetes, se requiere calcular
el MCD.

i. Las descomposiciones de las longitudes de los objetos en factores primos son:
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4500 =2x2x3x3x5%x5x%5.

5240 =2x2x2x5x131.

6500 =2x2x2x2x3x5x5x%5.
ii. El méximo comdn divisor incluye los nimeros 2 y 5.
iii. MCD( 4500, 5240, 6500 )=2x2x5=20 .

4500

0 ——— =225 billetes, el fajo f, 6500

5240 2> 2 =325 billetes.

Los fajos contienen: el fajo f, e 262 billetes y el fajo f,

*

La aplicacién de mayor utilidad del minimo comn mudltiplo se relaciona con la resolucion de fracciones en las que los
denominadores son distintos., EI minimo comin mdiltiplo se utiliza para transformar las fracciones (con las que se quiere operar)
en fracciones con un mismo denominador.

@ EJEMPLO 1.26 (OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES)
a.En 77—2 + % la descomposicion prima de los denominadores son: 72=2x2x2x3x3y 60=2x2x3x5.

mem( 72, 60 )=2x2x2x3x5=360, por consiguiente
360 360

U7 7+a <1100
72 60 360 7360
b. En %+41—0 — las descomposiciones primas de los denominadores son: 14=2x7, 40=2x2x2x8 y 16 =2x2x2x2.
5 1 3 %X“%Xl B 10s
mem(14,40,16 )=2x2x2x2x5x7 =560, por consiguiente —+_—-— =—.
( )=2x2x2x2x5x P g 14740 16 560 560
c.En —%—%+25—2, la descomposicion prima de los denominadores es 14 =2x7, 18 =2x3x3 y 22 =2x11, por lo que,
L, s 1386 (1), 1386 () 1386 (g o
mem(14,18, 22 )=2x3x 3x 7 x11=1386, entonces — - — - + > = 14 40 16

14 18 22 1386 1386
L 2

Para simplificar y resolver operaciones aritméticas (que incluyen nimeros racionales) se utilizan las propiedades de los nimeros
reales tratadas en la seccidn previa, junto con las de esta seccion.

@ EJEMPLO 1.27 (OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES)

1 11 . ,
a. Para resolver 5752 primero debemos efectuar el producto y posteriormente la resta:

111 1 1 _10-1_9
2 54 2 20 20 20
b. Si ;[ 1—% : li , las operaciones se efectlan en el orden: primero la divisién, luego la resta y por Ultimo el producto.

1116 )5, 16 _5(12-16 ) _5( -4 ) 5
43 ) 4 12) 4 12 ) al12) 12
1 .

2
con los productos y se concluye con la resta.
2( 5, 1) 1(, 15 2( . 1) 1, 5 _2(24+1 48-5) 2(25) 1(43) 50 43 _200-43 157
3 8) 4 4 3 8) 4 24 ) 3 8 "4l 24 ) 3l s 24 ) 24 96 96 96
1.
4

d. En la operacién [ §+ j : ( g— j tienen prioridad las “sumas algebraicas”, entonces

1
4
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-

j 5 el orden en que deben efectuarse las operaciones es: simultaneamente la divisidn y la resta

7

4

17
12

12) 8 22

HE R

4

contenida en el paréntesis, finalmente la resta exterior a los paréntesis, por tanto

B I S
5 5 2 52 )\ 10 10 A 10 100 100 100
f. La operacion §+ ! es equivalente a 3(1_2 1 , por tanto,
411 2 25 153
5 15 3
3. 1 _3 (12,1 3(3-2+5) 376 _18 _9
4701 2 1) 4(5153) 4( 15 415 ) 100 50°
5 15 3
1.1 11
g. Si 3 8 , entonces 3 8 _ E_E + §+f_2 :i+ _E :i. _é :_@:375.
5 1 51 3 8 4 24 28 24 17 208 102
—+ =2 —+-=2
4 7 4 7
S ROIRE
2 3 2 5 10 1 1 1 1 3.2 1 3
h. En la operacién setiene ~->==,3] = |==y —— =", por tanto,
5 2 3 6 2 2° 5 10 10
2{33 }_4[3j 2_[_§ } [g] 4 6 30+20-18 32
6 2 10)_ 6 10 § 5 15 :E:g
5 5 5 5 5 75
L 4
Hercicios 12 .|
1. Simplifique al méaximo. Leoncio asiste a ella cada 20 dias y Pedro lo hace
a 213 e ° cada 38 dias. Si hoy comieron juntos, ;cuantos dias
" 63 315" después volveran a encontrarse volveran a
b 7 d 256 encontrarse?
S 42 T 312°
5. Andrés tiene una cuerda de 120 metros y otra de
2. Determine los digitos que son divisores. 96 metros. Desea cortarlas de modo que todos los
a. 31456. e. 431477. trozos sean iguales pero lo mas largo posible.
b. 414325 . f. 3264338. ¢, Cuantos trozos de cada cuerda obtendra?
C. 238560 . g. 238560. . .
d. 842844 . f. 842844 . 6. Un ebanista quiere cortar una placa de madera de
256 cm de largo y 96 cm de ancho, en cuadrados lo
3. Determine el minimo comun mdltiplo. mas grande posible. .
a. 2,3y 4. a. ¢Cual debe ser la longitud del lado de cada
b. 9y 15. cuadrado?
b. ;Cuantos cuadrados obtendrd de la placa de
c. 3,27y81. A
d. 12,18y 20. '
e.3,12y54. 7. En una banda estd compuesta por un baterista, un
f. 5,15,35y70. guitarrista, un bajista y un saxofonista, el baterista toca

4. Leoncio y Pedro comen en la misma taqueria, pero

en lapsos de 8 tiempos, el guitarrista lapsos de 12
tiempos, el bajista en 6 tiempos y el saxofonista en




16 tiempos. Si todos empiezan al mismo tiempo, ;en
cuantos tiempos sus periodos volveran a iniciar
simultdneamente?

8. Por cierta esquina, la bicicleta de los tamales pasa
cada 8 dias y la bicicleta del panpasa cada dos
semanas. Se sabe que 15 dias atras ambas bicicletas
pasaron coincidieron. Raul cree que dentro de un mes
las bicicletas volveran a encontrarse y Oscar cree esto
ocurrird dentro de dos semanas. ;Quién esta en lo
cierto?

9. Determine la capacidad de un barril sabiendo que es
la menor posible que se puede llenar exactamente con
botellas de 60 cl, 90 cl, 1 litroy 2 litros.

10. Silvestre quiere pintar una casa. Segln sus
calculos, necesitard 12 litros de pintura roja, 24 litros
de pintura verde y 16 litros de pintura blanca. Pero
quiere comprar botes de pintura que tengan la misma
cantidad de litros y que el numero de botes sea el
menor posible, de qué capacidad debe ser cada bote
y cuantos botes de cada color debe comprar Silvestre?

11. Una empresa que vende leche cuenta con tres
establos en la regién, uno en el norte, uno en el sury
uno en el este. El establo del norte produce 300
botellas de leche diarias, el establo del sur produce
240 botellas y el establo del este produce 360
botellas. Se quieren transportar estas botellas de leche
en camionetas de manera que lleven el mismo nimero
de botellas, pero que sea el mayor numero de botellas
posible. ¢ Cuantas botellas de leche deben transportar
en cada camioneta?

12. Tres caballos arrancan juntos en una carrera en
una pista circular. El primero tarda 10 segundos, el
segundo tarda 11 y el tercero tarda 12 segundos en
dar una vuelta a la pista. ;Al cabo de cuantos
segundos pasaran juntos por la linea de salida?

13. Se tienen dos barricas, Ay B, con 216 litros y 360
litros de vino, respectivamente. Su contenido se quiere
envasar en recipientes iguales, de forma que el
numero de ellos sea el menor posible y que contengan
el vino, sin mezclar el de las barricas. ;,Qué cantidad
de vino debe tener cada envase? ;Cuéntos envases
se utilizan para cada barrica?

14. Se instalaran tres tomas de agua (automaticas)
para regar. La primera toma se abrira cada 6 horas, la
segunda lo hard cada 8 horas y la tercera, cada 14
horas.

Si la primera vez que inicia el contador es al mediodia,
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jcuantas veces al mes empezaran todas las tomas a
regar al mismo tiempo?

15. Erika tiene en su tienda los botones en bolsas. En
la caja A tiene bolsas de 24 botones cada una y no
sobra ningun botdn. En la caja B tiene bolsas de 20
botones cada una y tampoco sobra ningin botén. El
numero de botones que hay en la caja A es igual al
que hay en la caja B. 4 Cuantos botones como minimo
hay en cada caja?

16. Ana y Raquel tienen 25 bolas blancas, 15 bolas
azules y 90 bolas rojas y quieren hacer el mayor
numero de collares iguales sin que sobre ninguna bola.
a. ,Cuantos collares iguales pueden hacer?

b. ;Qué nimero de bolas de cada color tendré cada
collar?

17. Luis tiene cubos azules de 55 milimetros de arista
y cubos rojos de 45 milimetros de arista. Apilando los
cubos en dos columnas, una de cubos azules y otra de
cubos rojos quiere conseguir que las dos columnas
sean iguales. ¢ Cuantos cubos, como minimo, necesita
de cada color?

18. Un vigilante pasa por cierto lugar cada 12 minutos,
otro lo hace cada 18 minutos y un tercero cada 60
minutos. A las 6:30 de la tarde los tres vigilantes
coinciden. Determine las veces que coincidiran en las
cinco horas siguientes.

19. Determine la capacidad minima del barril que se
puede llenar exactamente con botellas de 60
centilitros, 90 centilitros, 1 litroy 2 litros.

20. Un obrero trabaja 5 dias seguidos y descansa el
sexto dia. Empieza su trabajo en lunes. Cuantos dias
tienen que transcurrir para que le toque descansar en
domingo?

21. Simplifique al maximo.

311 1
a —+ - —-———.
4 6 3 8
b 2,6_°
4 18 6
38 1
C.————+——.
7 9 63
g 2,38 1.1
" 48 36 18 24
3 1 3 3
e+ ———+—.
36 30 18 15
231 5.5
14 18 822'
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w
|
N -

(SN N
N

ENIE

22. Simplifique al maximo. 1 3
———+4
alf1.18 ol 24| (2,1
303 44 ) 1.1,
3 6
b. 3 2+£+i .
5077277 5[Z_£]_l
4 1) 3 15 h. 2 4 4 .
C. —| 8—=|——| 2—=+—|. 1 1
3 2) 5 5 8 1-— || 2==
3 4 1 1 1 4 4
d| > —+5+= E+—— 4.2 | |. 4 3
23 "4)6°10 8 I I SN P I
2 2 2 1 i 5 10
e.| —+2+— | =——=+6 [+3. ' 1
(5 5)(5 5 ) 5
f_ {1{ 2_3+2J_2}_[ 4 §_£j' 24, Efectue las operaciones.
6 3 8 5 9 5 3 2
371
§+1 a. 1_5
g 8 4=
1 (2 2 3
R 7+7
46 3 1,3 E(
4 3 b 37i7 4 C. 4
38 sl
h. . 5 A 1=
{577 H==) e
—+— |—| 2+=
8 7 6 1 1 4
d. - =+= .
A (1) 5 1] (2.1 551 (4 3]
i T[E_Ej_ _ZT(g_E] 3 6 3
7 e.(i+2+£j+(2+—
5 4
23. Efectue las operaciones. 1 1 2
f. == +2— .
1 3 31 1 1
! 272 2t
a. 474 1+7. 2 2
4=y 2 3
[17£+4JE
9 2i6-1
b 2+%—1 %—1 .3 AT 4
1 2 2 8)6
2 3 2 2 3
§[2—3K1+3J 5(5*5)‘5
C. 3 1 33 2 3 h. §+1_2—£
7(1_7+7j 4 2
5 5 5 1
7=+ (—7+1j—2 —7[7+
i { 3
d 4 L (344t ' 14
512 (1,1)L2 3 . 1
5 2 4 jo 2+ i
1+ 1
e. §i+2 —E + § §+1—1 3+ =
38 5 8 7 2 2
1
f 1 + 3 k. 4+ 1




1 3 POTENCIAS Y RADICALES

El alumno:
5. Operara correctamente con potencias y radicales con la misma base.

En el estudio del sistema de los numeros reales, el primer encuentro con las potencias se presenta en el axioma
denominado “propiedad del inverso multiplicativo”, misma que postula:

“para todo ntimero real a (diferente de cero), existe un Unico nimero real a™ tal que a-a™ =1".

En la propiedad del inverso multiplicativo, en a™, a representa un nimero y se denomina base, el stper indice se
conoce como potencia. Una potencia entera asociada a un nimero real indica cuantas veces la base debe ser multiplicada por si
mismo repetidamente, asi, una potencia entra se utiliza para simplificar y hacer y dar accesibilidad a producto de numeros de
igual base. La figura 1.31 incluye una representacion de las potencias “cuadrada y clbica en términos de superficies y
volumenes.

x
11 2]3 |4
4
\ /
s 167 |8 e 4
\ /
]2 ‘ 9 |10 |11 |12 17
5T ST
13 | 14| 15 | 16 411
4 \\//
e ¢ » 4 4
2 4
2= ox2 =4 £'= 4x4=16 £'= 4x4x4=64

FIGURA 1.31

4 EJEMPLO 1.28 (POTENCIAS)
a. El volumen de un cubo en el que las aristas miden a unidades se obtiene efectuando la operacion axaxa , operacion que

en términos de una potencias se simplifica como a®, vea la figura 1.32.

DNU| 1 2 3 4 5 6

1 |y} @2))@.s3)@.4).5)f(1.6)

2 (2,1) |(2,2) | (2,3) |(2,4) |(2,5) |(2,6)

3 (3,1)] (3.2)] (3,3) ] (3.,4)] (3,5)](3.6)

4 (4,1)] (4,2)] (4.3))(4,4)|(4.5)](4.6)

5 (5,1)] (5,2)1(5,3)](5,4)](5.,5)](5.6)

6 |(6,1))(6.2)](6,3)](6.4)](6.5)](6,6)

FIGURA 1.32 FIGURA 1.33
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b. Si se lanzan dos dados normales y se observan los nimeros de las caras que quedan hacia arriba, entonces se tienen
6x6=62 =36 posible resultados, vea la figura 1.33.

*

DEFINICION 1.9 (BASE Y POTENCIA)

a. Si a representa a cualquier nimero real y n es un nimero entero positivo, entonces la potencia n del nimero a se
representa por a" y equivale al producto a" =axaxax---xa.
axaxax--xa

n factores

b. El nimero a se conoce como base y el nimero n recibe el nombre de potencia.
c. La expresiéon a" selee “a alapotencia n”.

En particular, el nimero a selee “a”0“a alauno’, el nimero a? selee “a cuadrada” o “a ala dos”, el nimero a° se
lee “a clbica”o“a alatres”, a* selee “a cuarta’ 0 “a ala cuatro”, etc.

Rescribamos algunos productos como potencias.

4 EJEMPLO 1.29 (PRODUCTOS COMO POTENCIAS)
a. El producto  3x3x3x3, en términos de una potencia, se representa por 3*.

1111 1 1Y
b. El producto =x =x=x=x = en términos de una potencia, se representa por ( s ] .

c. El producto  0.18x0.18x0.18x0.18x 0.18x0.18x 0.18x 0.18 , escrito en términos de una potencia es (0.18 ).
d. El producto (-5 ) -5 ) -5 ) -5 ) -5 X -5 ), se representapor (-5) -5)-5)-5)-5)-5)=(-5)°.
*

En ciertas situaciones es necesario operar con expresiones (aritméticas o algebraicas) que poseen potencias, por lo que
resulta necesario establecer las propiedades que rigen este tipo de expresiones.

4 EJEMPLO 1.30 (CONJETURAS SOBRE LAS PROPIEDADES DE LAS POTENCIAS)
a. El producto 4°-4%, obtenemos 4°-4% =4x4x4x4x4 =4x4xdx4dx4=4% =432 observe que al multiplicar dos

3 factores 2 factores 5 factores
términos con bases iguales, la expresion resultante contiene la misma base y su potencia es la suma de las potencias de las
bases, estoes a™-a" =a™".
b. Desarrollemos la operacién

(52 ', asi (52 ' =52 x52x52x52,

de donde
4
(52 ) =52x52x52x5% = 5x5 x 5x5 x 5x5 x 5x5 =58,
—— —— —— ——

2 factores 2 factores 2 factores 2 factores

entonces
A4

(52 ) =5,

Por lo que podemos establecer la conjetura
(am )" —a™n

¢. Ahora desarrollemos

[(2)X5)P=(2)X5)X2)X5)2)5)=(2x2x2)5x5x5)=(2)(5),

por lo que podemos establecer la conjetura
[(a)Xp)T"=(a fom ).

4Y 44,8 dxaxa 2
7 77 7 TIx7x7 73’

por lo que, también podemos establecer la conjetura

d. Observe que
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e. Ahora desarrollemos la operacion
7
67: 6x6x6x6x6x6 —6x6x6x6=67% = 6%,
63 6x6x6

de éste resultado establecemos la conjetura:

m

cam _ a _ .
f.Si ==a™"ym=n,entonces = =1=a™" =a°, es decir, a® =1.
a a

. - . am _ . "
9. Bajo las suposiciones de que las expresiones —=a""y a® =1 son validas, podemos escribir
a
1 a° - o1
— =2 _=a""=a™", esdecir, —=a™".
a" a" a"
L 4
Las conjeturas anteriores son validas y son formalizadas en la proposicion 1.3.
Proposicion 1.3 (Propiedades de las potencias)
Si a es cualquier nimero real distinto de ceroy, m y n son nimeros enteros, entonces
a (am Xan )_ amn Para multiplicar dos nimeros con la misma base basta sumar las potencias y agrega
) ' el resultado a la base.
b (am )n _amn) La potencia de la potencia de un nimero tiene como resultado el nimero con
) B ) potencia igual al producto de las potencias.
c [(a )( b )]m —amp" La potencia de un producto de nimeros tiene como resultado el producto de las
) T potencias de los nimeros.
a)" a"
d. Si b= 0, entonces [ Ej = o La potencia de una divisién tiene como resultado la divisién de las potencias.

m

. a" o El resultado de la division de potencias con base comun tiene como resultado un
e.Si a=0, entonces a—n_a .

numero con la misma base y como potencia la resta de las potencias.

f.Si a=0,entonces a’ =1. Todo niimero, distinto de cero, elevado a la potencia 0 es uno.
. 1 . , . C ,

g.Si a =0, entonces a—n= a". El nimero a™ es el inverso multiplicativo del nimero a" .

NOTA

i. La proposicion 1.3 también es valida si las potencias son numeros reales.

ii. Sien a™, m no es un nimero entero su interpretacion es mas complicada y puede no estar definida.
iii. En las siguientes lineas para representar productos utilizaremos de manera indistinta los simbolos x y ( ).

En los siguientes ejemplos utilizamos las propiedades de las potencias en la simplificacién de operaciones aritméticas.

¢ EJEMPLO 1.31 (SIMPLIFICACI()N DE OPERACIONES ARITMETICAS 1)
a. En 3* 3° las bases de los factores son iguales, por tanto, 3* 3% =3*% =39,

b. En 4% 47 4° las bases de los factores son iguales, entonces 42 47 4° = 4275 = 41

2 2 2 7 2 11 2 3
c. En la operacién ( c ) ( s ] ( s j ( c ] , las bases de todos los factores son iguales, entonces

SIEIETE-GE )
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d. La operacion (0.28 )°( 0.28 )(1.11 )°(1.11 )", puede ser reescrita como:
(0.28 (028 °(2.11)°(2.12) =(0.28 ***(1.11 )" =(0.28 }*(1.11 )".
3)? entonces (2% )* =2(3X2
0
= = =2=1024.
2

( )

(om0

o5 (5] | [ (3] (5] - £t oo
( |

37 32\ g
3] entonces[ 23J =f3:(32 X 2° ):(9)( 8)=72

2

e. Si =2°=64.

1 1

l\)\l—\

N

@ EJEMPLO 1.32 (ELIMINACION DE POTENCIAS NEGATIVAS)

4
a. El producto 8* 67 se rescribe sin potencias negativas como 8* 67 = (?7'
7
b. El producto 47 97 27° se rescribe sin potencias negativas como 47297 275 = 43 >
472973 Lo . , 4293 127

c. La operaciobn ——— se rescribe sin potencias negativas como = .
1277 58 127758 584293

d. La operacion (-7 )(6 ) se rescribe sin potencias negativas como (-7 )*(6)”° =

o
(-7)(e )"

=373%4°=3%°,

7 7
oo . . 3
— se rescribe sin potencias negativas como 574°

L racion 3
e. La operacio =

12 4—4 812 4—4 812 83 812+3 815
f. La operacion 8945 se rescribe sin potencias negativas como

g3 45 = 45 2° = 45+ :47'

373454 L . . 373454 4
se rescribe sin potencias negativas como =3 :—4

d. La operacion =31,

@ EJEMPLO 1.33 (SIMPLIFICACION DE OPERACIONES CON POTENCIAS)

5 5
a. La operacion 2 se simplifica como 2— =3"%-32-3.3=9,

448’ (26X2_4X49X4_8)=(26'4X49‘8)=(22X4)=16

12 1 2) (1
c. Al simplificar [ ( —j J obtenemos [ ( 7] J =[ =
2 2 2

2
L (S (2 _(2V2) (o) (2
2f (SF2P " S Fs)T

9

bS|

=
|
=

-5
(-5)°(~

2
-2 \1 4
e. Al simplificar [( ‘;j ] obtenemos [ 327 J L 23 —(3% (2° )=(81) 64 )=5184.
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Los procesos de simplificacion (o ejecucion) de una operacién aritmética pueden ser muchos, sin embargo, el resultado
final es unico.

@ EJEMPLO 1.34 (OPERACIONES ARITMETICAS CON POTENCIAS)

a. El resultado de la operacion 27 + 472 — 272 se obtiene como sigue,

2_1+4_2_2_3_£+ 1 1_8+1—2: 7

216 8 16 16
b. El resultado de 3-27% —5.472 +3-27% se obtiene como sigue:
3.22_5.42,323-3_5,8 12-5+6 13
4 16 8 16 16
-2
¢. En la ejecucion de la operacion 20,51 —27%, primero la reescribimos sin potencias negativas y aplicamos la propiedad
+
3
.22 PYRY
3% =1, obtenemos %—2‘3 _ 22 _4_32_6_1
30401 l+1 3 34 12 2
2
-3
-1
[ 2} +32
d. Para simplificar g0 o1 , reescribamos el interior del paréntesis (“el de mayor tamafio”) sin potencias negativas y
+
3 = 21)°
>+ 2 21)° 11
potencias cero, obtenemos | 2—— | simplificamos | - =[ o= j =(7)%=2=_"".
141 3 3 73 343
2 2

*

Al inicio de la presente seccion sefialamos que las potencias “2” y “3” admiten interpretaciones geométricas de areas y

volimenes, respectivamente. Consecuencia de lo anterior, y en contextos especificos las potencias “ %"y “%” de un nimero

pueden ser interpretadas como el niumero de unidades lineales de la arista de un cuadrado o de un cubo, respectivamente. En la
figura 1.32 los “pequefios” cuadrados y los “pequefios” cubos tienen como longitud de lado la unidad, por tanto,

1 1 1
42 =2,162 =4 y 643 =4
Respectivamente, por tanto, el uso de potencias fraccionarias tiene sentido practico.

g I ¥
x5 13 1 28 [
1 2 3 4
9 10 \\// A 60
5 6 7 8 [~ 11 2% _—1 4
S~ 12 L
5 6 n 1 %
1 2 4 I~ 7 24 1
9 10 | 11 | 12 [~ 8 1
2 1 [~ —1 o2 ¥
2 ~—" 26
314 13| 14| 15 | 16 L3 w—=
4 \\//
i e 3 4 4
) I« 2 >
VA Yo %
4'=2 16 =4 64=4

FIGURA 1.34
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Relacionado con las potencias racionales (irreducibles) se encuentra el simbolo "\f llamado radical de indice n. La

expresion /10 se lee “raiz cuadrada de 10”, la expresion 3/10 es la raiz cibica de 10 y 2/13 es la raiz quinta de 13. Para
dar significado las expresiones de la forma 2/a se utiliza la ecuacion b" =a .

4 EJEMPLO 1.35 (ENTENDIENDO EL SIGNIFICADO DEL SiMBOLO “a)
a. El valor de -/9 es,3tambiénloes -3, puesto que 32 =9 y (-3 )* =9.
b. 121 =11 0 /121 = —11, puesto que, 11? =121 y (-11 )’ =121.

c. 3/8=2, puesto que 2° =8.

d. 4/625 =5 0 4/625 = -5, puesto que, 5* =625 o bien (-5 )* =625.

e. 8/64 =2 (0 8/64 =—2), puesto que, 2° =64 (0 (-2 )° =64).

f. 3/~8=-2,puestoque (-2 ) =-8.

g. Las expresiones 2/—64 , 4/-64 y 8/~64 no estan definidas, debido a que las raices pares de niimeros negativos son
positivas.

*

Formalicemos lo antes tratado.

DEFINICION 1.10 (Raiz “n’)
Si n es un nimero entero y positivo, entonces:

a.laraiz n principal del nimero a se representa por "/a y la expresion %/a =b significa b" = a . La expresion "/a se lee
‘raiz n de a”.

b.Si n es un numero par (y positivo) en %/a = b , necesariamente a y b son niimeros no negativos.

1 , i . .
c. La expresién R/a es equivalente a a", es decir, Na=a" (a representa un nimero no negativo cuando n es par).

La definicion 1.10 asocia a todo nimero con potencia fraccionaria un radical, y viceversa, todo nimero “en el interior de un”
radical (radicando) tiene asociada una potencia fraccionaria.

radical
indice v

n_._\n/?:l*j

radicando

raiz

FIGURA 1.35

4 EJEMPLO 1.36 (EQUIVALENCIA ENTRE RADICALES Y POTENCIAS FRACCIONARIAS 1)
a. El nimero 8é puede escribirse como 2/8 , es decir 8% =38

b. El nimero 13% puede escribirse como 2/13 , es decir 13% =2013.

c. la expresion (- 64 )% no esta definida.

d. El nimero (~10 )5 puede reescribirse como 3/~10 , es decir (~10 )5 =3/~10 .

e. El nimero 4/17 puede reescribirse como 17%, es decir 417 =17%.

1 i3
f. El nimero 412° puede reescribirse como (12° )¢ , es decir 4/12° :(123 )4 =124,
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4 EJEMPLO 1.37 (EQUIVALENCIA DE RADICALES Y POTENCIAS FRACCIONARIAS 2)

a. El nimero itambién puede reescribirse como 8 es decir 8 _8

” e

b. Observe que L !
iz +32 5ok, o
1 1
39 59 B-5 B3-36
c. Observe que = = .
543 o 6l (s f-(a) (%]
4fol-47 (61)a —(17 )4

d. Note que 9_ = ( )1
111 )o

1
eObserve8 - 7+6 =[674j2=§.
9 3

Los radicales son casos especiales de las potencias (son potencias racionales) y como consecuencia de ello “heredan” sus
propiedades., la proposicién 1.4 presenta las propiedades mas comunes de los radicales.

*

Proposicion 1.4 (Propiedades de los radicales)
Sean m y n representan numeros naturales, a y b =0 representan niimeros reales (y las operaciones estan definidas),
entonces:

a "fa Vb= \/; “Si los factores de un producto son radicales con un mismo indice, para efectuar el
Fen ) producto basta con multiplicar los radicandos, el radical conserva su indice.
b. " A /7a =M/a. “Laraiz m delaraiz n de un numero es igual ala raiz mn del nimero”.
"Ja _nla “Una fraccion afectada por un radical es igual a otra fraccion en la que el numerador

, Siempre que b=0. . . -
preq como el denominador estan afectados por el radical’.

"o b

‘Laraiz n se cancela con la potencia n”.

g0 o] @ sinesimpar
la| sines par

*Las barras indican que la raiz tiene signo positivo.

Los siguientes ejemplos ilustran el uso de las propiedades incluidas en la proposicion anterior.

4 EJEMPLO 1.38 (SIMPLIFICANDO RADICALES)
a. Al simplificar 3F%E-% , obtenemos 2/-8-3/2.3/3=3/(-8)2)3)=3-48.

/8 ‘Bl [81 3

=4 = __

‘he 16 2
c. Al simplificar W obtenemos \W 234 (3107 = %3107

3
d. Si simplificamos 317( obtenemos 221678 3\/( 216 )(8) :?/1728 :E.
3729 3729 729 729 9
Bz ALz \[4/A/312 \ﬁ 222312 ™22 831282 312)2) ,[624
e. Si , entonces = =8 2% ~8h04 .
xf J@ 26 | \
Si 220 .5 10 entonces 20510 [(20X(5 X10) _ 1000 10
5 N3 5 NG
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—

1. Simplifique las operaciones.

a (-4), —4* (31416), 44[ ijg, (

{(z) 2) J

:}Zy{uﬂ

2. Simplifique las operaciones.
a.20+{(3+42 )-(22-22 )},

b. 100—{2(7% -30 )42 |+4°.
c. (32-6f-(2'+6 <107,
[{(12 14) } ]2.
e. 3 {(5- 1) 252 |
f. 22( 2) 11- (7 3(2))(82—24(6))3.

h, 110—[ {3(6-ay-3]"-4 } y
. 33—[{(4—2—3)8+

j 23[1—(32—23 f )2—3(52—3-23 f.

a(5-1-3)° J-21]°.

IR

g. 6(1-2%(6 ) f(-102-8%(2) ) *(8-62 ).

k. 52 —22[ {3(6-4)°+3(81-3* )}2—5]3.

|y

3. Simplifique las operaciones.
2

l\.)

b
—
N

(2] 5T
pcathls
(5] %]
e- fﬂzgn )

bl
TN
o
N

5. Simplifique las operaciones.
a. 2%(4)-8"+2.

2
b. l—[ 1) +167L,
2 2
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37

e

©

. 2/4/100000000 .

. Evalte.

364 .
2
. /81 +273.

. 3125 +4/625 .

o

. 210010
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10. Evalue.

=42
4

a — .
/36 +6+10+2

b. @—(ﬁﬂ)zﬂﬁ

4 3+3 )-42

4(-3+2 ) +9.9

416 -22B+2)-40
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OPERACIONES ARITMETICAS
(BWAM £\ DIVERSOS CONTEXTOS

El alumno:

6. Traducira, relaciones contextuales en operaciones entre numeros racionales (enteros y no enteros) y las
resolvera correctamente.

7. Resolvera problemas aritméticos que involucren una secuencia de relaciones contextuales, auxiliandose
de estrategias heuristicas en las etapas de comprension, elaboracidn de un plan 'y su ejecucion.

La construccion de este sistema de numeracién avanzo de manera progresiva a partir de la evolucion de los distintos tipos
de nameros (naturales, enteros, racionales e irracionales) que forman parte de él. El sistema de los niumeros reales (que se
denota con el simbolo IR) incluye dos operaciones binarias (llamadas asi por operar sobre dos niimeros): la suma o adicion y la
multiplicacion o producto. La adicion asigna a cada par de nimeros reales (a,b ) otro nimero real, llamado sumade a y b,y

que se denota a+b; la multiplicacion asocia a cada par (a,b ) de numeros reales otro nimero llamado producto de a y b,

que se representa por a-b (también se representa de las formas ab y axb ). Casos especiales de las operaciones sefialadas
son: la resta o sustraccion, la divisién, la potenciacion y la radicacion. En el contexto de la aritmética la suma se define como
la operacion matematica que resume el proceso de contar (si sélo se utilizan nimeros enteros) o medir (si se utilizan nimeros
racionales), debemos tener en cuenta que el término “suma” se refiere tanto a la operacién como al resultado de la misma, por
ejemplo, al decir “la suma de numeros naturales cumple la propiedad asociativa’, la palabra suma hace referencia tanto a la
operacion como al resultado de ella, al decir “lasumade 3 y 2 es 57, la palabra suma significa el resultado de la operacion.

4 EJEMPLO 1.39 (SITUACIONES ADITIVAS)

a. A una bodega llegaron cargas de 825, 328 y 518 kilogramos de papas, entonces el nimero de kilogramos papas en la
bodega aument6 en 825+ 328+518=1671 kilogramos.

b. Se tienen cuatro cajas con boligrafos, las cajas contienen 5, 12, 17 y 22 boligrafos respectivamente, entonces el total de
boligrafos en las cajas es 5+12+17+22="56.

c. Al inicio de la jornada una papeleria tenia en su almacén 68 boligrafos, si antes del mediodia se vendieron 17 y en la tarde
se vendieron 40, entonces el nimero de boligrafos al término de la jornada es 6817 —40=11.

d. Una persona salié con un carro en el que transportaba 200 tamales para su venta, en tres sitios distintos vendio 112, 20 y
58 tamales respectivamente, entonces regresd con 200-112-20-58=10 tamales.

2

4 EJEMPLO 1.40 (SUMAS)

a. De las 150 personas que asistieron a una fiesta de “traje”; 70 llevaron comida, 60 llevaron bebidas y 40 llevaron golosinas,
35 llevaron comida y bebidas, 25 llevaron comida y golosinas, 20 bebida y golosinas y 15 llevaron los tres elementos.
¢, Cuantas personas no llevaron estos alimentos?

En situaciones de “conteo” en las que una persona u objeto presenta dos o mas caracteristicas (como el planteado en las lineas
anteriores) son de gran utilidad los diagramas de Venn - Euler, como el de la figura 1.36.

FIGURA 1.36
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Los nimeros de personas que aportaron se encuentran en los “circulos”, por tanto, aportaron

25+10+15+20+5+ 20 =75 personas y no aportaron 150 —75 = 75 personas.
b. Una persona va a subir una escalera; puede hacerlo subiendo uno o dos escalones a la vez. Si la escalera tiene 9 escalones
en total, ¢de cuantas formas distintas puede subirla?
El problema se puede razonar de la forma: ¢ De cuantas formas se puede obtener como total 9 usando Unicamente los nimeros
1y 27, por ejemplo, para llegar al escalén 4 puede hacerse de las formas

1+14+1+10 14241, 1+1+2 y 2+1+1 0 2+2 (cinco posibilidades).

La tabla anexa muestra el nimero acumulado de posibilidades para llegar a cierto escalon.

Numero de escalon 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Posibilidades de subir 1 2 3 5 8 13 21 34 55

c. Con base en la figura 1.37 determine el nimero de bloques utilizados si:

mr%rﬁﬂvcéﬂﬂvrﬁ%j

FIGURA 1.37

Si la base tiene un bloque, el nimero de bloques es 1

Si la base tiene dos bloques, el nimero de bloques es 1+2 =3

Si la base tiene tres bloques, el nimero de bloqueses 1+2+3=6

Si la base tiene cuatro bloques, el nimero de bloques es 1+2+3+4=10

i. Por tanto, si la base contiene 5 bloques, el total de bloques del arregloes 1+2+3+4+5=15.

ii. Por tanto, si la base contiene 10 bloques, nimero total de bloques en el arregloes 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55.

iii. Si la base tiene 15 bloques, el numero total de bloques en el arreglo es
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15=120.

d. Con base en la figura 1.38 y determinemos el nimero de cuadrados negros que son agregados:

ol Bl B g oo oo o
. u i BEE Bob
mww| R

FIGURA 1.38

Inicialmente (etapa 0) no hay cuadrados negros agregados.
i. En la etapa 1 existe un solo cuadrado negro. 1
ii. En la etapa 2 son agregados 8=8" cuadrados negros, en total hay 1+8'.
iii. En la etapa 3 son agregados 64 =82 cuadrados negros, por tanto, hay 1+8! +82.
iv. Enla etapa 4 son agregados 512=83 cuadrados negros, es decir, en total hay 1+8" +82 +8°.
vi. Por tanto, en la etapa 8 son agregados 8’ cuadrados negros, hay 1+8" +82 +8° +8* +8° +8° +8'.
vii. Por tanto, en la etapa 12 son agregados 8" cuadrados negros, hay
1+8' +8% +8°+8% +8°+8° +8" +8° +87 +8° +-8™.

e. Con base en la figura 1.39 y determinemos el niimero de cubos en diversas etapas:
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@@%%

FIGURA 1.39

i. Inicialmente hay un cubo.

ii. En la etapa 2 hay 1+ 22 cubos.

iii. La etapa 3 incluye 1+ 22 +32 cubos.

iv. La etapa 4 incluye 1+22 +3% +4? cubos.

v. La etapa 8 incluye 1+22 +32 +42 +5% +6% +7% +82 cubos.

vi. La etapa 10 incluye 1+22% +3? +42 +5% +62 +7% +82 +9% +10? cubos.
g. Tome como base figura 1.40 y exprese como como una suma el nimero de segmentos rectilineos en cada una de ellas:

VAN o SNV 1 P

etapa 1 etapa 2 etapa 3
FIGURA 1.40

i. La etapa 1 incluye 4 segmentos rectilineos.

ii. La etapa 2 incluye 4+4+4+4=4x4=16=42 segmentos rectilineos.
iii. La etapa 3 incluye 16+16+16+16 = 4x16 =4° segmentos rectilineos.
Por consiguiente:

iv. La etapa 8 incluira 4® segmentos rectilineos.

v. La etapa 20 incluird 4%° segmentos rectilineos.
*

LA MULTIPLICACION COMO SUMA ABREVIADA
El producto o multiplicacién puede interpretarse como “suma abreviada’, es decir, puede utilizarse para abreviar la suma de
cantidades iguales, ejemplos 1.41, 1.42 y 1.43.

4 EJEMPLO 1.41 (SUMAS ABREVIADAS)
i.Lasuma 4+4+4+4+4+4 se abreviacomo 6x4, en donde el nimero 6 corresponde al nimero de sumandos.
ii. La suma %+ %+ %+ %+ % se abrevia como 5 x % en donde el nimero 5 corresponde al nimero de sumandos.

iii. Lasuma 0.2+0.2+0.2 se abrevia como 3x 0.2, en donde el nimero 3 corresponde al nimero de sumandos.

& EJEMPLO 1.42 (SUMAS ABREVIADAS)
a. Enla figura 1.41 el nimero de cuadrilateros (unitarios) en las filas es 6 +6+6+6=24,la suma 6+6+6+6 puede
abreviarse como 6x4=24.

14 6 al
IV L4 |

4x6 = 24unidades rectangulares

FIGURA 1.41
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b. En la figura 1.42 para determinar el nimero de cubos (unitarios) notemos:

Primer nivel: 5 mas 5 mas 5mas 5 mas 5mas 5 cubos, subtotal 6 veces 5 0 6 x5 cubos unitarios.
Segundo nivel:5 mas 5 mas 5mas 5 mas 5mas 5 cubos, subtotal 6 veces 5 0 6x5 cubos unitarios.
Tercer nivel: 5 mas 5 mas 5mas 5 mas 5mas 5 cubos, subtotal 6 veces 5 0 6x5 cubos unitarios.
Cuarto nivel: 5 mas 5 mas 5mas 5 mas 5mas 5 cubos, subtotal 6 veces 5 0 6x5 cubos unitarios.
En total, 4 niveles con 6 x5 cubos unitarios cada uno, es decir, 4x6x5=120 cubos unitarios.

5x6x4 = 120 unidades (prismas)
FIGURA 1.42

NOTA

En ocasiones es mas adecuado utilizar paréntesis que el simbolo x en la representacion de una multiplicacion (producto).

4 EJEMPLO 1.43 (SITUACIONES MULTIPLICATIVAS)

a. Los radios de los neumaticos pertenecientes a una bicicleta miden 0.34 metros.

i. El perimetro de un neumatico es p=27(1)=2x metros.

ii. Si en un viaje los neumaticos de la bicicleta rotan 120 veces, entonces quién utiliza la bicicleta se desplaza
d =27(0.34 {120 )=81.6 7 metros.

iii. Si en un viaje los neumaticos de la bicicleta rotaron 1000 veces, quién utiliza la bicicleta se desplaza
d =27(0.34 ) 1000 )= 680 metros.

b. Visto en un paquete de rollos de papel higiénico, “cada rollo contiene 400 hojas dobles”.

i. El nimero de hojas sencillas en un paquete con 18 rollos es (18 ) 400 ) 2 )=14400 .

ii. El nimero de hojas sencillas en un paquete con 12 rollos es (12 ) 400 ) 2 )=9600.
iii. El nimero de hojas sencillas en un paquete con 36 rollos es (36 ) 400 ) 2 )=28800.

¢. Visto en un paquete de chocolates de mesa, “tabletas con 8 porciones cada una’.

i. El nimero de porciones en un paquete con 12 tabletas es 12x8=48.

ii. El nimero de porciones en una caja con 24 paquetes, con 12 tabletas es 24x12x8=48.

d. Lalinea 1 del “MB” de la Ciudad de México incluye 45 estaciones.

i. Si un conductor del “MB” recorre el trayecto de la linea 1 tres veces en un turno (ida y vuelta), entonces recorrid
3x2x45=270 estaciones.

ii. Si un conductor del “MB” recorre el trayecto de la linea 1 siete veces en un dia (ida y vuelta), entonces recorri6
7x2x45=630 estaciones.

4 EJEMPLO 1.44 (OTRAS SITUACIONES MULTIPLICATIVAS)

*

a. Si una persona tiene 3 camisas: roja, azul y blanca; tiene 4 pantalones: café, negro, gris y azul, entonces puede combinarlos

de 3x4=12 formas.

b. Un restaurante de comida italiana especializado en pastas, la ofrece en 12 tipos y con 8 clases de salsa, por tanto, un platillo

se puede solicitar de 12x8 =96 formas.

c. Las estanterias de un supermercado tienen cuatro estantes (baldas), sobre los que se colocan los productos en venta. Los
estantes rectangulares miden 200 centimetros de largo por 40 centimetros de ancho. Si se pide al encargado que forre los
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cantos de las baldas de tres estanterias, necesitara: por balda 40+ 40+ 200+200=2(40 )+2( 200 )=480 centimetros de
forro. En total requerira 4( 480 )=1920 centimetros de forro.

d. Un terreno cuadrado tiene perimetro de 1600 metros. Se cerca utilizando cuatro postes (uno en cada vértice) y ocho
alambres paralelos separados 20 centimetros, por tanto, son necesarios 8x1600=12800 metros de alambre.

*

EL PROCESO DE MEDICION, MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS

Medir ha sido una actividad muy importante para el hombre, siempre le ha sido necesario medir: tiempos, longitudes, superficies,
volumenes, etc. En un principio, el hombre, definié y utilizé unidades de medida tomando como referencia partes del cuerpo
humano, por ejemplo el pie, los dedos de la mano o el brazo, sin embargo, estas unidades eran variables debido a la existencia
de las diferencias fisicas entre una persona y otra. Actualmente, el medir una caracteristica de un objeto incluye un patrén de
medida (que tienen asociados unidades de medida) que se comparan con la caracteristica del objeto a “medir”, al que se le
asigna un numero. Para medir el segmento de recta AB de la figura 1.43 (asignarle un nimero) se ha utilizado como unidad (o
patron de medida) el segmento rectilineo de longitud u , el nimero de veces o la fraccion de u que esta contenidoen AB .

A B
—---- submdltiplo (o fraccion) de la unidad
-
u
I ......... | |a unidad
u
A B
I i i } e RECERER | multiplo de la unidad
A A A A A 2
u u u u u

FIGURA 1.43

Para medir una superficie plana se utiliza como unidad de superficie un cuadrado de lados de longitud u , la medida de la
unidad de superficie es la unidad cuadrada, vea la figura 1.44.

multiplo de la unidad

(cuadrada)
1 - submdltiplo (o fraccion)
u u2 u U2 de la unidad (cuadrada)
7 >

u
FIGURA 1.44

Ofras caracteristicas de los objetos susceptibles de ser medidos son: la capacidad, la masa, el peso, la temperatura, cada
una de estas caracteristicas tiene asociada una unidad especifica de medida que se basa en un patrén de medicién definido
como una cantidad (estandarizada) de la caracteristica. En muchos casos la unidad patrén se construye arbitrariamente, en
otros casos respecto a un fenémeno natural. Asi mismo, el sistema internacional de medidas (Sl) incluye siete magnitudes
fisicas fundamentales que permiten expresar cualquier otra magnitud fisica en sus términos, 0 como una combinacién de ellas.
Son magnitudes fisicas fundamentales:

i. El metro (longitud).

ii. El segundo (tiempo).

iii. La masa (kilogramo).

iv. La temperatura (grado Kelvin).

Las magnitudes fisicas fundamentales se complementan con dos magnitudes fisicas mas, denominadas suplementarias:
v. Angulo plano.

vi. Angulo sélido.
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Ejemplos de magnitudes fisicas derivadas son: el area y el volumen (se derivan de la unidad de longitud), la velocidad y la
aceleracion (se derivan de las unidades de longitud y de tiempo), la presion (se deriva de las unidades de longitud y de masa),
etc. Por otra parte, los multiplos de una unidad basica son medidas mayores a ella y se obtienen multiplicandola por un nimero
mayor que la unidad. Los submdultiplos de una unidad basica son medidas mas pequefias a ella y se obtienen multiplicandola por
un nimero mayor que Cero y menor que uno.

AAO\O
\m\ /
su‘é’m ol \aurt gad

e\
FIGURA 1.45

4 EJEMPLO 1.45 (MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS DEL METRO)
En el sistema internacional de medidas (SI), la unidad basica de longitud es el metro (se abrevia como m ), de ella se derivan las
unidades de area, de capacidad, entre otras. Si consideremos como unidad basica un metro (1 m ), entonces:

a. Algunos de sus submultiplos son:
1

i. Angstrom, 1 Amstrong| A |=0.0000000001 m, se obtiene al multiplicar por ————=— a un metro.
10000 000 000

ii. Nandmetro, 1nanémetro ( nm )=0.000000001 m , se obtiene al multiplicar por L G unmetr.
1000 000 000
iii. Pixel, 1 pixel ( px )=0.000264583m, se obtiene multiplicar por Y Lunmetro.
377957517575025
b. Entre sus multiplos se encuentran:
i. kilometro, 1kilémetro ( km)=1000 m, se obtiene al multiplicar por 1000 a un metro.

ii. mega metro, 1 mega metro ( M)=1000000 m), se obtiene al multiplicar por 1000000 a un metro.

iii. Afio luz, 1afio luz =9460000000000000 m, se obtiene al multiplicar por 9460000000000000 a un metro.
L 4

4 EJEMPLO 1.46 (MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS DEL METRO CUBICO)

En el SI de medidas la unidad basica de longitud es el metro, de ella se deriva la unidad de capacidad, el metro cubico (se
abrevia por m?).

a. Multiplos del metro cubico son:

i. El kilometro cubico, equivale a cubo con arista de un kilémetro de longitud, su capacidad es el resultado de multiplicar por
1000000000 a un metro cubico.

ii. EI decdmetro cubico, equivale a cubo con arista de diez metros de longitud, su capacidad es el resultado de multiplicar por
1000 a un metro clbico.

b. Sub multiplos del metro cubico son:

i. El litro, un litro (1)=0.001 m*, se obtiene al multiplicar por ﬁ a un metro cubico.

ii. EI mililitro, un mililitro ( ml )=0.000001 m?, se obtiene al multiplicar por a un metro cubico.

1000 000

a un metro

iii. Decimetro clbico, un decimetro cubico (dm3 ):1Iitro (I ):0.0001 m?, se obtiene al multiplicar por 10 ?JOO

cubico.

*

4 EJEMPLO 1.47 (MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS DEL SEGUNDO)
En el S| de medidas la unidad basica de tiempo es el segundo.
i. Un dia equivale a veinticuatro horas, una hora equivale a sesenta minutos, un minuto a sesenta segundos, por tanto,

1dia=(24 ) 60 ) 60 )s =86400s, ademas 1s=—* di
86400
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ii. Suponiendo que un mes tiene treinta dias, entonces equivale a 1mes=(30 ) 24 } 60 ) 60 )s =2592000 s, también
1
=———MEeS
2592000

4 EJEMPLO 1.48 (EQUIVALENCIAS)
a. Un metro cuadrado equivale (100 cms ) 200 cms )=10000( cms ).

b. Un metro cubico equivale (100 cms ) 100 cms (100 cms )=1000 000 ( cms )*.
c. Para determinar el nimero de segundos transcurridos de las 8:35 alas 12:10 (del mismo dia) tengamos en cuenta:
De las 8:35 horasalas 9:00 transcurren 25x60=1500 segundos, de las 9:00 alas 12:00 transcurren 3x 60 x 60 =10800
segundos y de las 12:00 a las 12:10 transcurren 600 segundos. El nimero de segundos transcurridos de las 8:35 a las
12:10 es 1500 +10800 +600=12900 segundos.

L 4

En los procesos de medicidn se utilizan prefijos para indicar multiplos y submultiplos de las unidades basicas de medida,
los mas comunes se presentan en la tabla 1.1.

PREFIJO | POTENCIA | SIMBOLO | MULTIPLO O SUBMULTIPLO
tera 1012 T 1000000000000
giga 10° G 1000000 000
mega 108 M 1000000
kilo 10° k 1000
hecto 102 h 100
deca 10t da 10
10° unidad 1
deci 107t d 0.1
centi 1072 c 0.01
mili 1073 m 0. 001
micro 107° H 0. 000001
nano 107 n 0.000000001
pico 1072 p 0.000000000001
TABLA 1.1
— © © =}
0.000 000 000 000 222, 222, 222, 222.
o = o o © ° §
S e E 2 2 z 35
FIGURA 1.46

LA DIVISION, UN CASO PARTICULAR DE LA MULTIPLICACION
En la seccion 1.1 establecimos que todos los nimeros reales (excepto el 0) tienen inverso multiplicativo, parte de la importancia
de esta propiedad es que, permite definir la “divisién” como la operacién inversa de la multiplicacion de la siguiente forma: “dividir
el nimero real a por el nmero b (con b =0 ) significa multiplicar el nimero a por el inverso multiplicativo del nimero b”, vea
la figura 1.47.

a:b:aXUEa%

FIGURA 1.47
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4 EJEMPLO 1.49 (INTERPRETACION DE LA DIVISION COMO UNA MULTIPLICACION)
a. 20:7:20x7*1:20x%.

b. 3:47=3x47*1=3xi.
47
2

La division puede interpretarse como un proceso de particion (o de comparacion) de un grupo de objetos en subgrupos del
mismo tamafio 0 medida, sin embargo, también se interpreta como el nimero de veces que el dividendo contiene al divisor; o
viceversa como el nimero de veces que el divisor esta contenido en el dividendo (nimero de partes), vea la figura 1.48.

a:b= g‘: C <4—— tamafio de las partes

T— namero de partes

FIGURA 1.48

4 EJEMPLO 1.50 (INTERPRETACION DE LA DIVISION)

a. Sea un grupo compuesto por 40 objetos. El hecho de que 40:10=4 se interpreta de las formas:

i. 10 es el tamafio de los subgrupos.

ii. 4 eselnumero de los subgrupos.

b. Un objeto pesa 35 kilogramos, el hecho de que 35:7 =5 se interpreta:

i. 7 es el numero de partes iguales.

ii. 5 es el peso de las partes.

c. Sea un terreno con area de 15000 metros cuadrados. La operacion 15000:100=150 se interpreta como:
i. El terreno puede seccionarse en 100 lotes.

ii. 150 metros cuadrados es el area de cada parte.

2

LA DIVISION COMO UNA RAZON
Con la “division” también se utiliza para comparar cantidades de distinta especie (con unidades distintas), en este caso, recibe el

. . . a ; a
nombre de razdn. La razén entre las cantidades a y b se representa por 0 0 a:b,seleen a esa b; ademas en b el

, . . 8 “ "
numero a se llama antecedente y el niumero b es el consecuente, por ejemplo, en 3 selee “8 esa 3", 8 es el antecedente

y 3 es el consecuente.

& EJEMPLO 1.51 (LA DIVISION COMO RAZON)

a. Si un rectangulo mide 60 centimetros de largo y 15 centimetros de ancho, entonces las longitudes de sus lados se pueden
poner en razén de:

i. % (60 a 15), esto significa el largo es cuatro veces el ancho.

ii. % = % (15a 60), esto significa el ancho es la cuarta parte del largo.

b. Un jardinero cobra 640 pesos por podar 40 metros cuadrados de césped, entonces, la razon % =16

i. Proporciona el costo (en pesos) por podar un metro cuadrado de césped. Cuarenta son los metros cuadrados que poda por
640 pesos.

ii. La razon % =0.0625 representa el area del césped que poda el jardinero por un peso.
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c. La etiqueta de un envase de café indica “contenido neto 660 gramos”. Si su precio es 60 pesos y suponiendo que el envase
. . 660 . , . .
no tiene costo, entonces la razon 0 proporciona el nimero de gramos de café que se adquieren por sesenta pesos.

i. También indica que el costo de 11 gramos es un peso; asi como, y que los 660 gramos se pueden seccionar en grupos 60
de once gramos.

ii. La razon % se interpreta como: el costo de un gramo; el “nimero” de subgrupos en los que se han dividido los 60 pesos.
d. Una coca cola de “tres litros” tiene un costo de 33 pesos (suponga que el envase carece de costo).
i. Larazon ? =11 proporciona el costo de un litro de coca cola. También indica que la coca cola de “tres litros” se secciona en
tres partes.
ii. La razon % proporciona la fraccidn de coca cola que se puede adquirir por un peso.

L 4

LA TASA, CASO PARTICULAR DE UNA RAZON
Si en una razon, el denominador (o consecuente) tiene unidades de tiempo recibe el nombre de tasa, por tanto, son tasas (las
comparaciones por medio de una divisién): los productos elaborados por hora, los metros recorridos por segundo, los litros
extraidos por segundo, el cambio de temperatura en un lapso de tiempo, los intereses contraidos por el paso del tiempo, etc.

4 EJEMPLO 1.52 (TASAS)
a. El salario que recibe una persona en un mes.
b. El costo de una llamada, de duracién 10 minutos, a través de un celular.

c. La rapidez ( r ) con que un objeto se mueve es la tasa (o razén) r = (:— d representa la distancia recorrida por el objeto (en
unidades de longitud) y t es la magnitud del tiempo que utilizo en recorrerla.
d. La rapidez ( r ) con la que un tinaco se vacia es la tasa (o razon) r = % v representa el volumen del tinaco y t el tiempo

en que se vacia.
e. El nimero de objetos que produce una persona en una semana.
f. El nimero de tamales que come una persona en media hora.

*

EL PORCENTAJE, TAMBIEN SE RELACIONA CON LA DIVISION
Otro término relacionado con la divisidn es el “porcentaje”, el término porcentaje se utiliza para comparar un todo con una de sus
partes utilizando una division bajo la apariencia de una fraccién de cien. Para representar esta situacion se utiliza el simbolo %
y se lee “tanto por ciento”. Por ejemplo: “veinte por ciento” es un porcentaje que se escribe como 20% Y se entiende como 20

de cada cien. Si se dice que el 35% de un grupo de cuarenta personas no utiliza celular, la frase supone que

[ 1% j( 40 )=14 de las personas no utilizan celular.

arte del total —» A
P § % 100

total —T

FIGURA 1.49

4 EJEMPLO 1.53 (PORCENTAJES)
a. Si una bolsa contiene 80 canicas de las que 20 son rojas y el resto azules, entonces:

i. El resultado de % multiplicado por 100 proporciona el porcentaje de canicas rojas, en este caso, el 25% .

ii. El resultado de % multiplicado por 100 proporciona el porcentaje de canicas azules, en este caso, el 75%.
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b. Si un grupo esta constituido por 45 personas y de ellos 30 son hombres, entonces:

i. El resultado de % multiplicado por 100 proporciona el porcentaje de hombres, en este caso, el 66.6% .

ii. El resultado de % multiplicado por 100 proporciona el porcentaje de mujeres, en este caso, el 33.3%.

c. Si el precio de lista de un dispositivo electrénico es $20000Yy se ofrece un descuento del 19.3%, entonces quien lo adquiera
pagara (20000 ) 0.807 )=16140 pesos.

d. Si el precio de lista de un articulo es $1200y al pagar a plazos este se incrementa en 40% , entonces se tendré que pagar
(1200 )(1.40 )=1680 pesos.

*

4 EJEMPLO 1.54 (PORCENTAJES VARIOS)
a. Visto en una tienda, descuento del 20% mas otro descuento de 25% .

Si el precio de un articulo es 2300, entonces su costo después del primer descuento es (2300 ) 0.80 ) pesos, y su precio
después del segundo descuento es (2300 ) 0.80 ) 0.75 ) pesos, es decir, 1380 pesos. Un precio de 1380 pesos equivale a un
descuento del 40% y no del 45% como en ocasiones se piensa.

b. Un trabajador tiene un salario de 10000, recibe dos aumentos, el primero del 30% Yy el segundo del 20%, entonces su

salario después del segundo incremento se calcula como sigue:
(10000 )(1.30 ) 1.20 )=15600,

por tanto, el incremento en su salario fue superior al 50%; en realidad fue del 56% (verifiquelo).

@ EJEMPLO 1.55 (PORCENTAJES, LONGITUDES AREAS Y CAPACIDADES)

Para responder las preguntas:

a. Para calcular el porcentaje que representan cuatro pulgadas cuadradas (una pulgada equivale a 25.4 milimetros) de 3500
milimetros cuadrados, es necesario que las cantidades a comparar se tengan las mismas unidades. Cuatro pulgadas cuadradas

2580.64

equivalena 4(25.4 f¥ =2580.64 milimetros cuadrados, luego ~0.7373, por lo que equivalen al 73.73% .

b. Un pie equivale a 0.3048 metros, entonces:
i. Un pie clbico equivale a (0.3048 )’ ~0.0283168 metros clbicos, aproximadamente 2.8317% de un metro cubico.

% ~35.3147 pies cubicos, aproximadamente 3531.47% .
(0.3048)

¢. Un cuadrado de lado igual a 1 metro encierra un area de 1 metro cuadrado, un circulo de didmetro un metro, tiene area de

ii. Un metro clbico equivale a

;z( 1 )2 =" metros cuadrados.
g 4

i. El area del cuadrado es

~1.2732 veces el &rea del circulo, aproximadamente él 127.32% .

sN| e
ERES

N

ii. El area del circulo es == 7 veces el volumen del cilindro, aproximadamente él 78.54% .

d. Un cilindro de altura 4 metros y base circular de radio 50 centimetros, tiene volumen (capacidad) ;r(%)z( 4)=xz metros
cubicos. Un cono de base circular de radio 50 centimetros y doce metros de altura tiene volumen (capacidad) de

%n( 1 F(12 )= 4z metros clibicos.

. Ar .
i. El volumen del cono es — =4 veces el volumen del cilindro, el 400%.
T

" T 1 -
ii. El volumen del cono es e a veces el volumen del cilindro, el 25% .
T
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La division (en sus distintas interpretaciones) también se utiliza para identificar propuestas mas convenientes, y en su caso,
tomar decisiones, revisemos el ejemplo 1.56.

¢ EJEMPLO 1.56 (COMPARANDO CON RAZONES)
a. Una coca cola en presentacion de “600 mililitros” cuesta 14 pesos y en presentacion de “un litro (1000 mililitros)” cuesta 19
pesos, ¢,bajo qué presentacion es mas econdmico el contenido?
Las razones contenido — precio son:

« w600 “ . » 1000
Para la “de 600 mililitros”, s 42.857 mililitros por un peso, y para la “de un litro (1000 mililitros)”, BT 52.63 mililitros por
un peso, por tanto, resulta mas econémica la segunda de las presentaciones.
b. El pan de caja “grande” cuesta 52 pesos y su contenido es 756 gramos, el pan de caja “chico” cuesta 34 pesos y contiene
412 gramos, jcudl presentacion es mas econdémica?
Las razones peso — precio son:
Para la presentacion “grande”, %z14.538 gramos por un peso, y para la presentacion “chico”, %zlz.ﬂe gramos por un
peso, por tanto, resulta mas econdmica la presentacién “grande”.
¢. 24 quilates equivale a “oro puro”, 18 quilates equivale a 18 partes de “oro puro”y 6 partes de aleacion. Para responder la
pregunta ;qué contiene mas “oro puro”, una joya de oro de 18 quilates y peso de 360 o una joya de “oro puro” con peso de
270 gramos?

La cantidad de oro puro de la pieza de peso 360 gramos €s %(360 )=270, por tanto, ambas piezas contienen la misma

cantidad de oro puro.

d. Una yarda equivale a 914 milimetros. Para responder las preguntas:

i. ¢ Cual es la proporcion de area de una yarda cuadrada respecto a un metro cuadrado?
ii. ¢ Cudl es la proporcion de area de un metro cuadrado respecto a una yarda cuadrada?
Procedemos de la siguiente forma.

i. En metros, una yarda equivale a 0.914 metros, por tanto, una yarda cuadrada ( 0.914 )2 =0.835396 metros cuadrados.

" . 1 R
ii. La raz6n entre una yarda 0914 ~1.0941, por tanto, la razén entre un metro cuadrado y una yarda cuadrada es

12
m ~1.1970.

*

Como lo sefialamos en la seccién previa, la operacion “division” es sélo una forma de interpretar la multiplicacion
(producto), por ejemplo, la divisién g, es equivalente al producto 5(0.125 ), la division ?0, es equivalente al producto

10( 0.5 ), etc. Asi, la equivalencia de estas operaciones (en un contexto abstracto) garantiza un mismo resultado.

POTENCIAS
En la seccién anterior establecimos el concepto de potencia de un numero, la representacion de productos en términos de
potencias es de gran utilidad en diversas situaciones de la vida, por ejemplo, en el calculo de areas, volimenes, intereses,
tamafio de poblaciones etc.

& EJEMPLO 1.57 (PORCENTAJES DE PORCENTAJES)
a. Al recibir mensualmente el 3% de intereses por invertir 20 000 pesos, cantidad se ha convertido en:

i. En el primer mes en 20 000( 1.03 )=20 600 pesos.
ii. En el segundo mes en 20 000(1.03 )’ = 21218 pesos.

iii. En el tercer mes en 20 000(1.03 )° =21 854 pesos.
b. Si un objeto pierde el 20% anualmente de su valor inicial (que es 8 000 pesos), entonces:
i. Al primer afio vale 20 000(1.03 )=20 600 pesos.

ii. Al segundo afio vale 20 000(1.03 )* =21218 pesos.
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iii. Al tercer afio vale 20 000(1.03 )* =21 854 pesos.

¢. Descuentos consecutivos no equivalen a la suma de los descuentos.
Si un almacén ofrece dos descuentos consecutivos del 15% sobre el costo de un celular, cuyo precio de lista es 10 000 pesos,

quién lo quiera adquirir pagaria: 10 000( 0.85 )=8500 pesos con el primero de los descuentos y 8500( 0.85 )=7225 pesos con

la aplicacion del segundo de los descuentos (o simplemente 10 000( 0.85 )2 =7225 pesos). En realidad los dos descuentos
representan un unico descuento del 28.75% (menos del 30% ).

d. Incrementos consecutivos no equivalen a la suma de los incrementos.
Si el precio de la gasolina es veinte pesos por litro y se incrementa tres veces el 12% , en realidad su precio se ha

incrementado mas del 36% . Veamos:

i. Con el primer incremento su precio queda en 20(1.12 ): 22.40 pesos.
ii. Con el segundo incremento su precio es 22.40(1.12 ): 25.088 pesos.
iii. Al tercer incremento su precio es 25.088(1.12 )=28.09856 pesos.

8.09856
20

El incremento real en pesos es 8.09856, que equivale al %100 =40.4928% del costo inicial y no al 36% coémo

pudiere pensarse.

*

RAIZ ENESIMA
En la seccion anterior sefialamos que una potencia fraccionaria (que es un niimero racional) puede representarse en términos de
del simbolo conocido como radical. Relacionados con los radicales se encuentran la determinacion de dimensiones de sélidos
geométricos (tales como cubos, conos, cilindros etc.); las longitudes de lados de superficies planas regulares (por ejemplo,
cuadrados, triangulos equilateros, etc.). Sin embargo, debemos sefialar que, en funcién del incremento de la cultura matematica
del lector estara la comprension de la utilidad de las raices enésimas de los numeros.

& EJEMPLO 1.58 (RAICES Y DIMENSIONES)

a. En un terreno de forma cuadrada se han sembrado 324 (en filas y columnas), por tanto, el nimero arboles en cada fila y en
cada columna es /324 =18.

b. El piso de una habitacion tiene 169 losetas de forma cuadrada, si cada una de ellas mide 33 centimetros de lado, para
determinar las dimensiones de la habitacion es necesario calcular el nimero de losetas por lado. Cada lado tiene /169 =13
losetas, en consecuencia, cada lado mide (33 X 13 )=429 centimetros (4.29 metros).

c. En una caja de forma clbica, se han colocado 343 paquetes, también clbicos, de longitud de lado igual a 10 centimetros,
para responder la pregunta ;Cudles son las dimensiones de la caja? Es necesario determinar el nimero de paquetes por lado,
éstos son 3/343 =7.

d. En un terreno se quieren plantar 625 arboles en filas, formando un cuadrado.

i. Para determinar en niimero de arboles por fila calculamos /625 = 25.

ii. Para calcular el nimero de arboles en el borde del terreno, al resultado anterior debemos restar 4 (pertenecen tanto a una fila
como a una columna), por tanto son 25— 4 arboles.

iii. Si cada par de arboles debe estar separado cuatro metros, entonces se requiere una superficie de area minima 16 metros
cuadrados ¢ por qué?

e. 216 latas idénticas se han colocado en una torre, la torre tiene el mismo de latas en su ancho, su largo y su altura; ademas
cada lata mide 12 centimetros de alturay 8 centimetros de diametro. Para determinar las dimensiones de la torre es necesario
calcular el nimero de latas en cada dimension, esto es 2/216 =6, por tanto, la torre tiene 6 latas a lo ancho, 6 latas a lo largo
y 6 alo alto, las dimensiones de la torre son 48x 48 x 72 centimetros cubicos.

*
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—

1. Una encuesta aplicada a 250 personas arroj6 los
siguientes resultados:

128 fuman, 160 toman frecuentemente bebidas gaseosas
y 90 tienen ambas “virtudes”.

Dibuje un diagrama que represente dicha situaciéon y
responda:

a. ; Cuantas solo fuman frecuentemente?

b. ;Cuéntas sbélo toman frecuentemente bebidas
alcohdlicas?

c. ; Cuantas no practican éstas virtudes?

2. En un ‘reventon’, 115 de los asistentes consumieron
enervantes, 35 consumieron enervantes y bebidas
alcoholicas y 105 no consumieron bebidas alcohdlicas.

¢ Cuantos asistentes asistieron al “reventén™?

3. Se entrevistd a un grupo de 25 estudiantes sobre su
consumo referente a dos bebidas: Presidente y Torres 10;
se obtuvo la siguiente informacién: El nimero de
estudiantes que consumieron Presidente pero no Torres
10 fue 6, el numero de estudiantes que consumieron
ambas bebidas 4. Tres manifestaron no haber consumido
bebidas.

a. ;Cuantos de los entrevistados sélo consumieron Torres
10?

b. ¢Cuantos de los encuestados consumieron al menos
una de las bebidas?

4. Una encuesta acerca del consumo de dos productos A
y B efectuada a 500 personas reveld la siguiente
informacién: 344 personas manifestaron consumir el
producto A; 206 manifestaron consumir ambos productos
Ay B; 44 personas afirmaron no consumir los productos
AniB.

a. ¢Cuéntas personas manifestaron consumir solo el
producto A?

b. ;Cuantas personas manifestaron consumir solo el
producto B ?

c. ¢,Cuéntas personas manifestaron consumir el producto
B pero no el producto A?

d. ;Cuantas personas manifestaron consumir por lo menos
uno de los dos productos?

5. En una rifia participé un nimero especifico de personas,
el saldo fue el siguiente:

6 recibieron una patada en los bajos, un garrotazo en la
cabeza y una herida punzocortante,

8 recibieron una patada en los bajos y un garrotazo.

10 recibieron una patada en los bajos y una herida
punzocortante.

12 recibieron un garrotazo y una herida punzocortante.

36 recibieron sélo una patada.

2 recibieron sélo una herida punzocortante.

24 recibieron sélo un garrotazo.

32 tuvieron saldo blanco.

Con la informacién anterior responda:

a. 4 Cuantas personas participaron en la rifia?

b. ; Cuéntas personas recibieron garrotazo?

c. ; Cuantas personas recibieron patada en los bajos?
d. ; Cuantas personas recibieron dos 0 mas agresiones?

6. Imagine que para construir la siguiente figura se
utilizaron palillos. Determine el niumero de palillos en las
etapas:

etapa 1 etapa 2

etapa 3
a.10. b. 15. ¢. 20.

7. Observe la siguiente figura: cuantas semi
circunferencias habra en la etapa 6, en la etapa 77

C NAA

etapa 1 etapa 2
etapa 3 etapa 4

a. 4 Cuantas semi circunferencias existen en la etapa 6 ?
b. ;Cuantas semi circunferencias existen en la etapa
107

8. Observe las etapas en la siguiente figura:

etapa 3 etapa 4
a. ¢ Cuantas circunferencias existen en la etapa 6 ?
b. ; Cuantas circunferencias existen en la etapa 8 ?




52 UNIDAD 1 EL SIGNIFICADO DE LOS NUMEROS Y SUS OPERACIONES BASICAS

9. Revise la siguiente figura (copo de Koch), cuente los
segmentos rectilineos, ¢Cuéntos segmentos de recta
componen la figura en la etapa indicada?

/\

etapa 1 etapa 2
etapa 3 etapa 4
a.jEnlaetapa 57 b. ;Enlaetapa 77

10. (TRIANGULO DE SIERSPINSKI)

a. Sea una region triangular y considere el siguiente
proceso:

Etapa 1, con segmentos de recta se unen los puntos
medios de los lados y asi obtiene cuatro triangulos
equilateros semejantes al original pero sélo tres comparten
su orientacion, seleccionamos y sombreamos el triangulo
con orientacion diferente (etapa 1) y calculamos su area.
Etapa 2, repetimos el proceso efectuado en la etapa 1
con los tres triangulos orientados en la misma forma que el
triangulo original.

Etapa 3, repetimos el proceso efectuado en la etapa 1
con los nueve tridngulos obtenidos en la etapa 2
orientados en la misma forma que el triangulo original.

/\

etapa 0 etapa 1

.

etapa 2 etapa 3
Determine el nimero de tridngulos orientados en la misma
direccion en la etapa:
a. 4.
b. 5.
c. 6.

o

11. (CUADRADO)
Con base en las etapas del siguiente proceso determine el
numero de triangulos blancos en la etapa indicada.

etapa 0 etapa 1

etapa 2 etapa 3
a. ;Enlaetapa 87
b. ;Enlaetapa 10 ?

12. (FRACTAL DE CESAREQ)

Tome como base las etapas del proceso

Etapa 1. Se traza un cuadrado con lados de longitud
igual a la unidad.

Etapa 2. Los cuatro lados del cuadrado se dividen en
tres segmentos y se forma un triangulo equilatero sobre
el segmento del medio, que queda como la base, y se
borra.

Etapa 3 La iteracion de la etapa anterior se repite
‘varias veces”.

Revise la siguiente figura.

etapa 1 etapa 2

etapa 3
a. Determine el nimero de lados en la etapa indicada.
i. Etapa 5. ii. Etapa 6.
b. Determine el nimero de ‘“tridngulos blancos
(concavidades triangulares) en la etapa indicada.
i. Etapa 5.
ii. Etapa 6.

14.

a. jCuantas latas de 5 centimetros de diametro y 8
centimetros de altura se pueden acomodar (en filas y
columnas) en una caja de dimensiones de 40
centimetros de altura, por 60 centimetros de largo y por
40 centimetros de ancho?

b. Si cada lata (con su contenido) pesa 50 gramos,
¢;cudl es el peso del contenido de la caja?
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15. Los radios de los neuméticos de un automévil miden 60
centimetros.

a. Calcule el perimetro de uno de los neumaticos.

b. Si en un viaje los neumaticos del automévil rotan 500,
jcuantos metros se desplazéd el automévil?

16. Ramén va a comprar un terreno de 25x20 metros
cuadrados, si cada metro cuadrado tiene un precio de
600 pesos, jcuanto pagard Ramon por el terreno?

17. Un litro de pintura rinde 10 metros cuadrados.

a. Calcule el rendimiento de una cubeta de 19 litros de
pintura.

b. Calcule el nimero de metros cuadrados de superficie que
se pueden pintar con © cubetas de pintura.

c. Si un pintor cobra 25 pesos por metro cuadrado y ha
utilizado 6 cubetas de pintura, calcule sus emolumentos.

18. a. Calcule el area de un silo cilindrico cuya base tiene
radio 30 metros y su altura mide 35 metros.

b. Calcule el costo del silo, si el costo del metro cuadrado de
base es 500 pesos y el costo de metro cuadrado de pared
lateral es 800 pesos.

19. Investigue las equivalencias adecuadas y efectue las
trasformaciones:

a. 4000 metros a millas terrestres.

b. 4000 pulgadas a metros.

¢. 800 nandmetros a pulgadas.

. 1 metro por segundo a kilémetros por hora.

. 12 millas por hora a pies por segundo.

0.60 metros cuadrados a pulgadas cuadradas.
g. 0.50 yardas cuadradas a metros cuadrados..
h. 25litros a pies cubicos.

i. 250litros a galones imperiales.
j- 3 kilogramos a libras.
k. 28 gramos a libras.

o o

20. Investigue las equivalencias adecuadas y efectle las
trasformaciones:

a. 1 decimetro a kilometros.

b. 1 metro a pies.

¢. 2 segundos luz a kilometros.

d. 25 nandmetros a angstroms.

e. 1 pie a decimetros.

f. 1 semana a minutos.

g. 100 a meses.

h. 12 yardas cuadradas a decimetros cuadrados.

21. Rescriba como una multiplicacion (puede utilizar

decimales).
15 17

a. —. b. =—. c.l
5 2 4

S‘N‘U“»—‘

22. Rescriba las frases como una razon.
a. 12 naranjas por cuarenta pesos.

b. 10 metros cada 2 segundos.

. 3 problema por hora.

. 25 pesos bimestrales.

. 20 metros cuadrados cada media hora.
33 litros por minuto.

g. 12 grados por minuto.

i. 473 mililitros por 12 pesos.

bl B = T 2]

23. Transforme a las unidades que se indican.
a. 60 kilémetros por hora a metros por segundo.
b. 15 metros por segundo a kilémetros por hora.

¢. 1200 pesos por jornada de ocho horas a pesos por

minuto.
d. 0.08 metros cubicos por minuto a litros por minuto.

e. 30 litros por minuto a metros cubicos por segundo.

f. 60 piezas por ocho horas a piezas por minuto.

24. Determine el aumento o descuento neto.

a. Dos descuentos, uno tras otro, del 20 y del 10
ciento.

h. Dos descuentos, uno tras otro, del 10 y del 30
ciento.

¢. Dos descuentos, uno tras otro, del 30 y del 20
ciento.

d. Dos descuentos, uno tras otro, del 20 y del 30
ciento.

e. Dos aumentos, uno tras otro, del 10 y del 20
ciento.

f. Dos aumentos, uno tras otro, del 20 y del 80
ciento.

g. Dos aumentos, uno tras otro, del 80 y del 20
ciento.

h. Dos aumentos, uno tras otro, del 15 y del 15
ciento.

25. Determine el aumento o descuento neto.

por

por

por

por

por

por

por

por

a. Si al precio de un pastel que cuesta 300 pesos se le
hacen dos descuentos sucesivos del 20 por cientoy 10

por ciento, 4 Cual seré su nuevo precio?

h. El precio de una blusa es 800 pesos. Si al comprador
se le hace un descuento del 10 por ciento, y luego un

descuento del
comprador?

30 por ciento, ¢Cuéanto pag6 el

c. Al precio de un objeto se le hacen tres descuentos

sucesivos: 20 por ciento, 50 por ciento y 210
ciento, ¢cual es el descuento en el precio?
d. Un medicamento cuesta 100 pesos pero por

por

los

gastos de transporte se le hacen dos aumentos sucesivos
de 40 por ciento y luego 20 por ciento, ¢;Cual serd su

nuevo precio?

e. El Costo de una botella de licor es 240 pesos, pero
para venderlo en la vinateria se le hacen dos aumentos
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sucesivos del 20 por cientoy 25 por ciento. ;Cuél sera el
precio de venta?

f. El salario minimo recibi6 a inicio de afio un aumento del
20 por ciento. En el mes de julio del mismo afio recibe otro
aumento del 10 por ciento. ¢ En qué porcentaje aumento el
salario minimo con respecto al salario minimo del afio
pasado? (El salario minimo del afio pasado fue 2400
pesos), j.cual es el salario minimo actual?

26. Decida la mejor opcion en cuanto a precio mas
econdmico por unidad (longitud, peso, area, volumen, etc.).

a. 473 mililitros por 12 pesos o 600 mililitros por 13
pesos.

b. 2 litros por 27 pesos o 1.75 litros por 24 pesos.

c. 900 gramos por 62 pesos 0 1000 gramos por 66
pesos.

d. 1 libra por 20 pesos 0 500 gramos por 21 pesos.

e. 10 onzas por 20 pesos 0 250 gramos por 20 pesos.

f. 10 stones por200 pesos 0 60 kilogramos por 190
pesos.

g. 40 metros por 25 pesos 0 42 yardas por 22 pesos.

27. Una tortilleria tiene dos maquinas, M; y M,, en las
que elaboran las tortillas. Suponga una produccién diaria de
10000 tortillas.

El 70% de las tortillas las elabora la maquina M, y el resto
en la maquina M, .

El 3% de las tortillas elaboradas por la maquina M, estéan

quemadas.

El 8% de las tortillas elaboradas por la maquina M, estéan
quemadas.

a. Calcule el numero de tortillas quemadas producidas por la
maquina M; .

b. Calcule el numero de tortillas no quemadas producidas
por la maquina M, .

28. En una ciudad la “poblacion adulta” estd compuesta
por 50000 personas y se sabe que el 4% de ellas es
diabético. Una prueba, llamada “glucemia basal’,
diagnostica correctamente el 95% de los diabéticos, pero
da un 2% de falsos positivos (esto es, personas que NO
tienen la enfermedad pero la prueba les sefiala como
enfermos de diabetes). Después de realizar la prueba a
una persona, sele diagnostica como enfermo de
diabetes. Se aplica la prueba a todas las personas de la
ciudad.

a. Calcule el numero de pruebas que marcaran a la
persona como diabética.

b. Calcule el nimero de pruebas que marcaran a la
persona como no diabética.

c. Calcule el nimero de pruebas que marcaran a la
persona como diabética sin que ésta lo sea.




1 5 PATRONES Y FORMULAS

El alumno:
8. Reconocera patrones numéricos y geométricos en situaciones problematicas y modelard su
comportamiento.

La necesidad del hombre de resolver problemas se desarrollé a la par de su evolucion, en un principio la resolucién de
problemas se basd en la construccion de “recetas” que se aplicaron una y otra vez a problemas similares a los ya resueltos. Asi,
la observacion repetida de las caracteristicas de un problema fue fundamental para establecer conjeturas (en matematicas,
una conjetura se refiere a una afirmacion que se supone cierta, pero que no ha sido probada ni refutada) sobre su solucion. Una
vez que se ha establecido una conjetura, posteriormente con estudios mas detallados es posible determinar su veracidad, si éste
es el caso, se transforma en una proposicién (que puede ser clasificada como un teorema) y asi utilizarse para construir 0
justificar otras afirmaciones. Por otra parte, estrechamente relacionado con el establecimiento de conjeturas se encuentra el
proceso de razonar (o razonamiento), este proceso puede entenderse como la organizacion y estructuracion de observaciones e
ideas en la generacion de conclusiones.

Definicién 1.11
Una conjetura es un juicio u opinién obtenida sobre una caracteristica de un problema, que se sustenta en observaciones
repetidas.

Los procesos de construccion de conjeturas son los razonamientos, mismos que pueden ser clasificados en distintas categorias,
sin embargo, los razonamientos que presenta mayor utilidad en la construccion de conjeturas se conocen como “razonamientos
inductivos”.

RAZONAMIENTO
INDUCTIVO

TEOREMAS
TEORIAS

INDUCCION
1t
OBSERVACION

@ @

$
HECHOS

FIGURA 1.50

4 EJEMPLO 1.59 (ESTABLECIENDO CONJETURAS)
a. Sea la sucesion (conjunto ordenado de nimeros) de nimeros 1, 4, 9, 16, 25. ¢ Cual es el nimero que sigue en la sucesion?

La mayoria de las personas responderiamos que sigue el nimero 36 . ;Por qué? Porque al observar los nimeros de la
sucesion notamos que 1=1%2, 4=22, 9=32, 16=4% y 25=57, entonces podemos establecer la conjetura de que sigue

36 =62. Establecimos como respuesta 36 =62 observando las caracteristicas de los numeros de la sucesion, en particular,
notando que los términos de la sucesion son los cuadrados de los nimeros naturales consecutivos.
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b. Sea la sucesion de nimeros 3, 5, 7,--- , (los puntos suspensivos indican que los nimeros continiian indefinidamente en el

patrén en que se hayan establecido), podemos establecer la conjetura (razonando inductivamente) varias cosas, por ejemplo:
i. Dado que los numeros 3, 5, 7,--- son primos, el nimero que sigue es otro numero primo, el 11.

ii. Dado que los nimeros 3, 5, 7,--- son impares, el nimero que sigue es otro nimero impar, el 9.
c. Al observar el patron de comportamiento del arreglo numérico

1

11

121
1331
146 41

1510 10 51
Podemos establecer la conjetura: la siguiente linea contiene los nimeros 1 6 15 20 15 6 1 (en ese orden).
d. Al observar el comportamiento de los productos:
1x1=1
11x11=121
111x111=12321
1111x1111=1234321
11111x11111=123454321
resulta l6gico establecer las conjeturas: 111111x111111=12345654321 y 1111111x1111111=1234567654321, que son
verdaderas, sin embargo, surge la pregunta ¢ sera verdadera para nimeros con un mayor de digitos 17
4

A continuacion utilizaremos los “nimeros figurados” para ejemplificar razonamientos inductivos y establecimiento de conjeturas.

4 EJEMPLO 1.60 (RAZONAMIENTOS INDUCTIVOS)

Una sucesion de numeros figurados, como su nombre lo indica, es un conjunto de niumeros (ordenados) que resultan de contar
los puntos (en un plano) necesarios en la construccién de poligonos que crecen de una forma especifica.

a. La sucesién de los numeros triangulares 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36 se obtuvo a partir del comportamiento de la configuracién

geométrica mostrada en la figura 1.51.

1=1

1+2=3

1+2+3=6

1+2+3+4=10
1+2+3+4+5=15
1+2+3+4+5+6=21
1+2+3+4+5+6+7=28
1+2+3+4+5+6+7+8=36

1 3 6 10 15 21 28 %%
FIGURA 1.51

Por tanto, podemos suponer que los siguientes tres nimeros triangulares son 36 +9=45, 45+10=55y 55+11=66.
b. La sucesion de los nimeros cuadrados 1, 4, 9, 16, 15, 25 se obtuvo a partir del comportamiento de la configuracion

geométrica mostrada en la figura 1.52.

1=1

1+3=4
1+3+5=9
1+3+5+7=16
1+3+5+7+9=25

1 4 9 16 s
FIGURA 1.52
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Por tanto, el siguiente par de nimeros cuadrados son 1+3+5+7+9+11=36 y 1+3+5+7+9+11+13=49.
c. La sucesion de los nimeros pentagonales 1, 5, 12, 22 se obtuvo a partir del comportamiento de la configuracion geométrica

mostrada en la figura 1.53.

e

1 5 12 22

FIGURA 1.53

Los siguientes tres los nimeros pentagonales son 35, 51 y 70.

4

4 EJEMPLO 1.61 (CONJETURAS)
a. Unnumero par positivo es un numero entero que es divisible entre dos, los primeros numeros pares positivos son
2, 4, 6, 8, 10, ---, y pueden generarse con la relaciéon 2n asignandole a n nimeros enteros positivos.

b. Los primeros nimeros impares y positivos son 1, 3, 5, 7, 9, ---, mismos que se generan a partir de 2n—1 asignando
numeros enteros positivos a n .

4
En el ejemplo 1.62 se establecen “generalizaciones” a partir de observaciones de patrones de comportamiento.
4 EJEMPLO 1.62 (CONJETURAS Y GENERALIZACIONES)
a. Suma de los primeros n numeros naturales.
Observe:
1=}£%;3):1,1+2:E£313):3,1+2+3=§£%;5)=6,1+2+3+4=fiﬁi}):10 112+3+445-30571) 4o
, . , n(n+1)

etc., por tanto, podemos generalizar las operaciones previas por 1+2+3+4+5+---+n= —
b. Suma de los primeros n nUmeros impares (positivos).
Observe:

1=1=1°

1+3=4=22

1+3+5=9=3°

1+3+5+7=16=4°

1+3+5+7+9=25=52
Por tanto, la generalizacion de las observaciones previas es 1+3+5+7+9+11+---+(2n-1)=n?.
¢. Suma de los primeros n numeros pares (positivos).

n(n+1)

Suponiendo vélida la conjetura 1+2+3+4+5+---+n= , podemos escribir 2(1+2+3+4+5+---+n)=n(n+1),

esdecir, 2+4+6+8+10+---+2n=n(n+1).

& EJEMPLO 1.63 (GENERALIZACIONES)
a. Los primeros numeros triangulares son 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, la figura 1.54 muestra que un nimero triangular es igual a

una suma de nimeros naturales consecutivos.


https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_entero
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1=1

1+2=3

1+2+3=6

1+2+3+4=10
1+2+3+4+5=15
1+2+3+4+5+6=21
1+2+3+4+5+6+7=28
1+2+3+4+5+6+7+8=36

1 3 6 10 15 21 28 36

FIGURA 1.54
Por tanto, si T(n) representa el “enésimo” nimero triangular, entonces T (n )= n( n+1). El sexto numero triangular es
T(6)= 8 62+1 )_ 21 y el décimo nimero triangular es T (10 )= w =55,

“Para calcular cualquier numero triangular basta con multiplicar dos nimeros consecutivos y dividirlos entre dos”.

b. Los primeros nimeros cuadrados son 1, 4, 9, 16, 15, 25, por tanto, si C(n ) representa el “enésimo” nimero cuadrado,
entonces

C(n)=n?
geométrica mostrada en la figura 1.55.a.
1=1
1+3=4
1+3+5=9
1+3+5+7=16
1+3+5+7+9=25
1 4 9 16 ps]
a. b.
FIGURA 1.55

c. Los primeros numeros triangulares son 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, Si sumamos pares de nimeros triangulares consecutivos,

obtenemos: 1+3=4, 3+6=9, 6+10=16, 10+15=25, 15+21=36, efc.
Por tanto, es plausible la conjetura “si sumamos dos nimeros triangulares consecutivos obtenemos un nimero cuadrado”.

*

4 EJEMPLO 1.64 (El patron l)
En cada una de las etapas del proceso mostrado en la figura 1.56 el nimero de cuadros se incrementa 5 unidades.

FIGURA 1.56

La secuencia de niimeros que describe el nimero de cuadros es 8, 13, 18, 23, ---. Note que la etapa posterior difiere de la
anterior en 5 por lo que se puede establecer la conjetura “el nimero de cuadrados de la etapa n " es 5n+3.
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& EJEMPLO 1.65 (CONJETURAS Y GENERALIZACIONES)

a. Para construir la curva de Koch (descrita por el matematico sueco Helge von Koch en 1904) se triseca un segmento de recta,
se elimina la parte central y posteriormente se sustituye por dos segmentos de recta de igual longitud al segmento que se
elimind, vea la figura 1.57. En las restantes etapas, se aplica el proceso antes descrito a todos los segmentos de recta.

VA NNt NV 1 PO

etapa 1 etapa 2 etapa 3
FIGURA 1.57

Establecer una conjetura respecto al nimero de segmentos de recta utilizados en cada etapa a partir de la siguiente tabla:

Etapa | Numero de segmentos de recta
0 1=4°
1 4=4
2 16 = 42
3 64=4°
4 256 =4* (conjetura)

La tabla anterior hace suponer que el nimero de segmentos de recta de la curva de Koch se calcula con la expresién 4", enla
que n representa el nimero de etapa.

b. Para establecer una conjetura respecto a la forma en que varia la longitud de cada uno, de los segmentos rectilineos (de
menor tamafio) que integran a la curva de Koch, consideremos la siguiente tabla.

Etapa | Numero de segmentos de recta

1_
81

1 4
(5) (conjetura)

Podemos generalizar los resultados observados indicando que las longitudes de los segmentos rectilineos agregados en la

etapa n son (ljn
3]
L 4

4 EJEMPLO 1.66 (CONJETURAS Y GENERALIZACIONES)

El matematico polaco Waclav Sierpinski (1882-1969), construy6 la figura geométrica conocida como tridngulo de Sierpinski en
1919 del modo siguiente:

Etapa inicial (0): Construimos un triangulo equilatero de lado de longitud a .

Etapa 1: Utilizando segmentos de recta se unen los puntos medios de la etapa inicial, se genera otro tridngulo y se pinta de
negro.


https://es.wikipedia.org/wiki/Suecia
https://es.wikipedia.org/wiki/Helge_von_Koch
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Etapa 2: Utilizando segmentos de recta se unen los puntos medios de los tridngulos blancos de la etapa 1, se generan tres
triangulos y se pintan de negro.

Etapa 3: Utilizando segmentos de recta se unen los puntos medios de los triangulos blancos de la etapa 2, se generan tres
triangulos y se pintan de negro.

El proceso antes descrito contintia indefinidamente.

/N A e

etapa inicial etapa 1 etapa 2 etapa 3
FIGURA 1.58

n
a. Se puede establecer (la conjetura) que la longitud de lado de los triangulos que son construidos en la etapa n es [ % j :

b. Se puede establecer (la conjetura) de que en la etapa n contiene 3" triangulos negros.
c. Se puede establecer (la conjetura) de que la etapa n contiene 3" triangulos blancos.

*

4 EJEMPLO 1.67 (CONJETURAS Y GENERALIZACIONES)

El “Triangulo de Pascal” es una sucesion de numeros naturales que han sido ordenados en forma de triangulo. En esta sucesion
el nimero de cada casilla es la suma de los numeros de las dos casillas contiguas que se encuentran encima de ella. Las lineas
de nUmeros inician y se terminan con nimeros 1. El siguiente arreglo numérico es parte del desarrollo del tridngulo de Pascal.

1 1
1 1 1 1
¥
1 2 1 1 2 1
L RS
1 3 3 1 1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 |11 | 55 |165 (330|462 | 462| 330| 165| 55 | 11| 1

FIGURA 1.59

Se pueden establecer que las siguientes dos lineas de numeros del triangulo de Pascal son:
1, 12, 66, 220, 495, 792, 924 ,792, 495, 220, 66, 12, 1

y
1, 13, 78, 286, 715,1287, 1716, 1716,1287, 715, 286, 78, 13, 1
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—

1. Establezca una conjetura sobre el nimero que es mas
probable que siga. Establezca una relacién (formula) para
determinar los numeros de la sucesion.

a. 4,8,12,16, 20, 24, ---.

b.1,3,7,15, 31,---.

9 cen

TR

d -1,2,-3,4,-5,6,-

C.

) ’ ) ’

N
Nlw
oo,
|

2. Observe la siguiente tabla y establezca conjeturas
sobre las operaciones que siguen.

37x3=111

37x6=222

37x9=333

37x12=444.

¢ Qué ocurre cuando el segundo factor es 30 ?, explique.

3. En cada lista establezca una conjetura sobre la
igualdad que sigue.

5. Numeros poligonales

1x9 )+2=11
12x9)+3=111
123x9 )+4=1111
1234x9 )+5=11,111

T~~~ 9

15873+ 7=111111

15873+14 =222, 222
15873+ 21=333,333
15873+ 28 =444, 444

C.
34x34=1156
334 x334=111,556

3334 x3334=11,115, 556

0,11 2 35 813, 21, 34,55, 715,
89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, ---
recibe el nombre de sucesion de Fibonacci. Establezca
una formula para determinar cada uno de los nimeros
que la componen.

4. La sucesion

La tabla (que se encuentra incompleta) resume algunas caracteristicas de los primeros diez grupos de nimeros poligonales,

complétela.

NOMBRE “FORMULA” | LOS PRIMEROS DIEZ

SUCESION DE DIFERENCIAS
(POSTERIOR MENQOS ANTERIOR

TRIANGULAR
(3 lados)

%n( In+1) |13 610, 15, 21, 28, 36,45, 55

12345678910

CUADRADO
(4 lados)

%n( 2n-0) | 1 4, 6, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100

PENTAGONAL

1
(5 lados) En( 3n-1)

1 4,7, 10,13, 16, 19, 22, 25, 28

HEXAGONAL
(6 lados)

1 6, 15, 28, 45, 66, 91, 120, 153, 190

HEPTAGONAL
(7 lados)

1 7,18, 34, 55, 81, 112, 148, 189, 235

1 6, 11, 16, 21, 26, 31, 36, 41, 46

OCTOGONAL

1
(8 lados) Zn(en=4)

1 7,13, 19, 25, 31, 37, 43, 49, 55

ENEAGONAL
(9 lados)

DECAGONAL
(10 lados)

%n( 8n-6) | 1 10, 27, 52, 85, 126, 175, 232, 297, 370

1 9 17, 25, 33, 41, 49, 57, 65, 73

ENDECAGONAL
(11 lados)

1, 11, 30, 58, 95, 141, 196, 260, 333, 415

DODECAGONAL
(12 lados)

1, 12, 33, 64, 105, 156, 217, 288, 369, 460 1,11, 21, 31, 41, 51, 61, 71, 81, 91

TRIDECAGONAL

1
(13 lados) 5 (1n-9)

TETRADECAGONAL
(14 lados)
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6. Triangulo de Pascal
El siguiente arreglo numérico es parte del desarrollo del
triangulo de Pascal.

28|56|70|56|28

1 1
8 7

36| 84 | 126|126| 84| 36

1
9

10 45|120|210|252|210|120| 45| 10| 1|

11 | 55 |l65|330|462|462| 330| 165| 55 | 11| 1 |

a. Determine una “formula” que proporcione la suma de
los nimeros por fila.

b. Determine una “formula” que proporcione la suma de
los nimeros de la segunda diagonal (de arriba hacia abajo
y derecha a izquierda).

c. Establezca una conjetura respecto a los nimeros de la
tercera diagonal (de arriba hacia abajo y derecha a
izquierda), qué tipo de nimeros son ;,Como se calculan?
d. Establezca una conjetura respecto a la suma de dos
numeros consecutivos de la tercera diagonal (de arriba
hacia abajo y derecha a izquierda), qué tipo de nimeros
son. ¢, Cémo se denominan estas sumas?

e. Seleccione las filas en las que el segundo nimero es
primo, ¢ Qué observa respecto a los nimeros restantes de
cada una de esas filas (establezca una conjetura al
respecto)?

f. Suponga que cada fila estd compuesta por los digitos de
un numero, ;Qué conjetura puede establecer respecto al
namero 117

g. A partir de un nimero 1 sume los numeros de la
diagonal y compare su resultado con el nimero de la fila
siguiente que se encuentra en “diagonal contraria”, ¢qué
puede decir?, establezca una conjetura al respecto.

7. Conjunto de Cantor (Georg Ferdinand Ludwig Philipp
Cantor matematico ruso 3 de marzo de 1845, San
Petersburgo).

Etapa inicial (0): Trace un segmento rectilineo de longitud
uno.

Etapa 1: Divida el segmento rectilineo en tres partes
iguales y elimine el tercio central.

Etapa 2: Divida cada uno de los dos segmentos rectilineos
restantes en tres partes y elimine las partes centrales.

El proceso antes descrito concluye a las n etapas.
Obtenga (conjeture) formulas generales respecto a:

a. Al niumero de segmentos rectilineos en términos del
numero de etapa.

b. La longitud de cada segmento rectilineo en términos
del nimero de etapa.

8. Circulos
Construya un modelo que proporcione el nimero de
circulos en el arreglo de la figura.

] L)

.. ..
ncirculos —— QQ 00)

.. ..

9. Pares

a. Asistieron n personas a una reunion, cada asistente
saludo una sola vez a los otros, los saludos se hicieron
con un apreton de manos. Construya un modelo
matematico que describa el nimero de apretones de
mano.

b. En un torneo participan n equipos, cada equipo juega
una sola vez con los otros. Construya un modelo
matematico que describa el nimero de apretones de
mano.

¢. Construya un modelo matematico para determinar el
numero de diagonales de un poligono (convexo) con n
lados.

10. Numero de triangulos

Construya un modelo que proporcione el nimero maximo
de triangulos en el siguiente proceso: en el arreglo de la
figura.

11.Elpatron T
Construya un modelo que proporcione el nimero maximo
de cuadrados en los arreglos “T".

]
12. El patron T

Construya un modelo que proporcione el nimero de
segmentos rectilineos en los arreglos de la forma:

N A A A



https://www.google.com/search?q=San+Petersburgo&stick=H4sIAAAAAAAAAOPgE-LQz9U3MDbLLlYCs8wKisy0xLKTrfQLUvMLclKBVFFxfp5VUn5R3iJW_uDEPIWA1BKgWFJpUXo-AOwEgplAAAAA&sa=X&ved=2ahUKEwi81567qL_kAhUFPq0KHWbZCHYQmxMoATAYegQIEBAH
https://www.google.com/search?q=San+Petersburgo&stick=H4sIAAAAAAAAAOPgE-LQz9U3MDbLLlYCs8wKisy0xLKTrfQLUvMLclKBVFFxfp5VUn5R3iJW_uDEPIWA1BKgWFJpUXo-AOwEgplAAAAA&sa=X&ved=2ahUKEwi81567qL_kAhUFPq0KHWbZCHYQmxMoATAYegQIEBAH

13. Peldarios
a. Construya un modelo que proporcione el nimero de
segmentos de rectilineos en cada etapa.

T

LA

b. Construya un modelo que proporcione el nimero total
de segmentos rectilineos de todas las etapas.

14. Copo de Koch.

Para construir el copo de Koch se parte de un triangulo
equilatero, se trisecan sus tres lados, se eliminan las
partes centrales de ellos y posteriormente se sustituyen
por dos segmentos de linea recta de la misma longitud
que el segmento que se elimind, vea las siguientes
figuras. En cada una de las siguientes etapas, se aplica
el proceso antes descrito a todos los segmentos de linea

inicio etapa 1
etapa 2 etapa 3

a. Establezca una conjetura respecto al nimero de
segmentos de linea recta utilizados en cada etapa.

b. Establezca una conjetura respecto a la forma en que
varia la longitud de cada uno de los segmentos de recta
agregados (de menor tamafio) que integran el copo de
Koch.

15. Alfombra de Sierpinski (Varsovia, 14 de marzo de
1882).

Considere un cuadrado de lado de longitud uno.

Etapa inicial (0): Trace un cuadrado de lado de longitud
uno.

Etapa 1: Divida el cuadrado en nueve cuadrados iguales
y pinte de negro el cuadrado central.

Etapa 2: Realice el mismo proceso con los ocho
cuadrados restantes.
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El proceso antes descrito concluye a las n etapas.
Obtenga (conjeture) formulas generales respecto a:

a. El nimero de cuadrados agregados en la etapa n .
b. La longitud cada segmento rectilineo en términos del

16. Aritmética del reloj

Si en este instante nuestro reloj marca las 8 horas y
transcurren siete horas, el reloj marcara las tres. Esta
situacion  se  representa  simbdlicamente  asi:
8+7=3(mod 12 ), y se lee “8mas 7 es congruente

con 3 modulo doce.

Completa las tablas de “sumar y multiplicar en médulo
12.
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VARIACION DIRECTAMENTE
PROPOCIONALY FUNCIONES
LINEALES

PROPOSITOS

Al finalizar la unidad el alumnado modelara y
analizara situaciones que involucren la variacion
entre dos cantidades en los casos en que la razén
de sus incrementos sean proporcionales;
utilizando los registros tabular, grafico y
algebraico, con la finalidad de que se inicie en el
estudio de la variacion, la idea de relacion
funcional, sus conceptos asociados y, continte la
comprension del lenguaje algebraico como la
representacion de la generalidad.

CONTENIDO
2.1 VARIACION, VARIACION DIRECTAMENTE
PROPORCIONAL Y EL SISTEMA CARTESIANO
¢ El concepto de variacion entre dos magnitudes
¢ Variable independiente y variable dependiente
¢ Razon de cambio entre dos variables correlacionadas

¢ Representacion tabular de la variaciéon directamente
proporcional entre dos magnitudes

e El patron aditivo en una variaciéon directamente
proporcional

e El punto como representacion de
especificos de la variacion

o Convenciones sobre las escalas

o El patron grafico de una variacion directamente
proporcional.

e Interpretacion de los puntos del patron grafico como
estados de la variacion no registrados en una repre-
sentacion tabular

¢ El punto en el origen y la inclinacion del grafico como

“estados”
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indicadores esenciales de una variacion directamente
proporcional

e y=kx como representacion de una variacion
directamente proporcional

¢ Analisis contextual de la expresion simbdlica y=kx

o El parametro “k” como la rapidez de variacion o razén
de cambio

o El parametro “k” como indicador de la inclinacion del
grafico de la variacion

e La constancia de “k” en una variacion directamente
proporcional

2.2 LAFUNCION LINEAL Y SU ANALISIS

¢ El concepto de funcion lineal

¢ Representacion analitica de una funcion lineal

e Identificacion de los elementos definitorios de una
funcion lineal empleando las representaciones grafi-
cas y analiticas:

------

 Rapidez de variacion.

y=f(x)=hx



66 UNIDAD 2 VARIACION DIRECTAMENTE PROPORCIONAL Y FUNCIONES LINEALES

VARIACION, VARIACION
DIRECTAMENTE PROPORCIONAL
Y EL SISTEMA CARTESIANO

El alumno:

1. Identificara situaciones donde existe variacion entre dos magnitudes.

2. Dada una situacion donde existe variacién entre dos cantidades, el alumno identificara los elementos
que corresponden a los conceptos de variable dependiente e independiente, la razéon de cambio y su
calculo dado un incremento de la variable independiente.

3. El alumno sera capaz de traducir en una tabla de valores algunos “estados” correspondientes a la
descripcion verbal de la variacion directamente proporcional entre dos magnitudes.

4. El alumno sera capaz de traducir en una grafica, la descripcion tabular o verbal de la variacién
relacionada (directamente proporcional) entre dos cantidades y usara esta representacion para obtener
informacidn sobre la variacion.

5. El alumno sera capaz de representar algebraicamente la variacion directamente proporcional entre dos
cantidades y obtener a partir de ella informacién sobre ésta.

Una caracteristica de, una persona, un objeto 0 una cosa, es una cualidad que define su naturaleza propia y que la
distingue de otras personas, objetos o0 cosas de su misma especie, como ejemplos de caracteristicas de una persona son: la
estatura, el peso, su volumen, su temperatura, su envergadura, su nimero de cabellos, su edad, el color de ojos, etc.

Entre las caracteristicas de los objetos destacan: la masa, el peso, el volumen, la densidad, su composicion, la dureza, su
maleabilidad, el costo, la durabilidad, su forma, su estado de agregacion, entre otras.

i
wy

.“
A A A

FIGURA 2.1

Intencionalmente hemos omitido otro tipo de caracteristicas variables de los objetos (tales como color, el olor, el sabor, el
tacto, el dolor, la alegria, la pereza, la estulticia, etc.) que a diferencia de las variables antes sefialadas no es posible medirlas en
el sentido de que exista un patrén o escala de medicion, es decir no podemos asignarles un nimero. En esta obra no son de
nuestro interés este tipo de caracteristicas y solo trataremos con aquellas que sean variables (cambien) y que sea posible
medirlas. Definamos el término de “variable”.

DEFINICION 2.1 (VARIABLE)

a. Una caracteristica de un objeto es variable cuando es susceptible de tomar (o es posible asignarle) distintos valores
numéricos.
b. Es comUn representar a las variables con las ultimas letras minUsculas del alfabeto.

(x)

FIGURA 2.2
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4 EJEMPLO 2.1 (VARIABLES)

Son ejemplos de variables:

a. x ="tiempo que tarda en comer una persona’.

.y = “tiempo de duracién de una llamada telefénica”.

. Z ="numero de caracteres utilizados en un mensaje”.

. W = “volumen de agua que se gasta en una casa’.

. z="volumen de agua consumido por una persona en un dia”.

®© QO O T

*

En ciertas situaciones una variable sélo asume, o si es el caso sélo se le pueden asignar ciertos nimeros, el conjunto
constituido por estos nimeros se llama dominio de la variable.

4 EJEMPLO 2.2 (DOMINIO DE UNA VARIABLE)

a. La variable t="tiempo que tarda en comer una persona”, s6lo toma valores positivos (t >0), es decir, su dominio es una
(una) parte de los numeros reales positivos.

b. La variable y ="“niimero de cigarros que fumados por una persona al dia, sélo asume (o en su caso se le asignan) nimeros
positivos (y >0 ); es decir su dominio es (una parte) el conjunto de los nimeros reales positivos.

c. La variable z =“numero de personas que acuden a una sala de cine”, sélo tiene sentido para nimeros enteros positivos, por
tanto, su dominio son los niimeros naturales”.

*

Frecuentemente, en los objetos, las personas o cosas, las variables estan relacionadas, es decir, al cambiar una de ellas
pueden cambiar otras (en esta obra sélo se contempla la forma en que se relacionan dos variables).

4 EJEMPLO 2.3 (PARES DE VARIABLES RELACIONADAS POR UNA IGUALDAD)
Son ejemplos de pares de variables relacionadas:

a. x ="“tiempo que tarda en comer una persona”y y = “cantidad de comida que come”.
b. x ="“tiempo que dura una llamada telefénica” y y = “costo de la llamada”.

¢. X =“numero de caracteres utilizados en un mensaje” y z = “costo del mensaje”.

d. x =“volumen de agua utilizado al dia una casa”y z = “costo por el servicio”.

4 EJEMPLO 2.4 (OTROS PARES DE VARIABLES RELACIONADOS)
a. Lalongitud I del lado de un cuadrado con su perimetro P, la relacion entre ambas variables esta dada por P =4l .
b. El perimetro P de una pizza circular y la longitud de su radio r, asi la relacion entre ambas variables es P=2zr .

c. La longitud del perimetro (suma de las longitudes de las aristas) P de un cubo y la longitud | de uno de una de sus aristas,
asi estas variables estan relacionadas por P=121.

2

Supongamos que dos variables estan relacionadas, que asignamos valores (nimeros) a una de ellas y que como
consecuencia de ello la otra variable también cambia, es decir, los valores de las variables dependan del nimero (o valor) que
hayamos asignado a la otra variable, por ejemplo:

i. La longitud del perimetro P de un cuadrado depende de la longitud | de uno de sus lados.
ii. El area A de una pizza (circular y grueso fijo) depende de la longitud del radio r .
iii. El volumen V de una tortilla circular (hablando estrictamente, cilindrica) de radio de longitud constante r, depende su grosor

(longitud de la altura h).

En una relacion entre dos variables, a la variable a la que le son asignados los valores (nimeros) recibe el nombre de
variable independiente y la variable (cuyo valor) que depende del nimero que se haya asignado a la variable independiente, se
conoce como variables dependiente.
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DEFINICION 2.2 (VARIABLE INDEPENDIENTE Y VARIABLE DEPENDIENTE)

En una relacién entre dos variables:
a. La variable a la que le son asignados los numeros se denomina “variable independiente”.
b. La variable cuyos valores dependen del niimero asignado a la variable independiente se denomina “variable dependiente”.

una variable es indepenciente
si se le asignansus valores

y=f(x)

T_ una variable es dependiente si suvalor
depende del valor asignado a una variable

independiente
FIGURA 2.3

& EJEMPLO 2.5 (OTROS PARES DE VARIABLES RELACIONADAS)
a. La altura de una persona depende de su edad.
Si h representa la altura de una persona y t edad, entonces h=h(t ), donde t es la variable independiente y h es la

variable dependiente, significa que la altura de una persona depende de su edad.
b. El precio de una torta depende de los costos de los ingredientes utilizados en su elaboracién. Si ¢ representa el costo de la
tortay x el costo de los ingredientes, entonces ¢ =c( x ) X es la variable independiente y ¢ la variable dependiente.

c. El costo por transporte que paga una persona depende de la distancia entre los lugares de origen y de destino. Si ¢
representa el costo por transporte y x la distancia entre los lugares, entonces ¢ = c( x ), donde x la variable independiente y
¢ la variable dependiente.

d. El costo de una llamada efectuada desde un celular depende del tiempo de su duracién.

Si p representa el costo de la llamada y t el tiempo que dura la llamada, en la relacion p=p(t), t es la variable
independiente y p la variable dependiente, p=p(t) significa que el costo de una llamada depende del tiempo de su
duracion.

2

NOTA
El uso de la notacion f (x ) para relacionar dos variables es de gran utilidad en matematicas, sin embargo, por el momento la

omitiremos.

El cambio o variacién de una variable (o caracteristica) de un objeto se puede medir de distintas formas, por ejemplo, si x
representa la variable asociada a una caracteristica de un objeto el cambio entre sus valores x; y x, se puede medir:

i. Restando sus valores x, y x,, hecho que representamos como Ax = x, — X, .

T X .
ii. Dividiendo sus valores x, y x, (=% siempre que X, =0).
X

En el primero de los casos el nimero x, es x, —x, unidades mayor que el nimero x, Yy en el segundo caso el resultado de

Xp . o , . .
—2 indica el nimero de veces que X, esta contenido en x, .
X

4 EJEMPLO 2.6 (COMPARACION DEL CAMBIO EN UNA CARACTERISTICA)
a. Suponga que la variable x representa el costo del litro de gasolina. Si el precio del litro de gasolina en el mes de abril fue 15
pesos y si actualmente es 20 pesos, entonces la variable x cambia de x, =15 a x, =20 pesos, asi
Ax=20-15=5 pesos, es decir, hubo un incremento de 5 pesos.
))((i = % =1.3, el costo final es 1.3 veces el costo inicial.
1

b. Sea y ="“cambio de la estatura de una persona”.
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Si la persona pasa de 156 a 176 centimetros en 5 afios, entonces Ay =176 -156 = 20 centimetros. La estatura de la persona

se ha incrementado en veinte centimetros.

Y2 _ %: %:11282051, la estatura final de la persona es 11282051 veces la estatura inicial.
Y1

c. Sea z="el peso de una persona’.
Si el peso de la persona antes de incluir en su dieta diaria cierto alimento era 60 kilogramos y luego fue 75 kilogramos,
entonces el incremento es Az = 75-60 =15 kilogramos.

z X s

2 - % , entonces el peso final es 1.25 veces el peso inicial.

7

*

En muchas situaciones, cuando dos variables se encuentran relacionadas (una de ellas depende de la otra) por una regla
especifica, al cambiar los nimeros asignados a una de ellas muy probablemente cambiaran los nimeros asignados a la otra, en
estos casos el cociente de las diferencias de los cambios recibe el nombre de razén de cambio. Si la variable x cambia del
numero x, al nimero x, y la variable y (que depende de la variable x ) lo hace del nimero y, al nimero vy, , entonces la

razon de cambio de la variable la variable y respecto al cambio en la variable x es el numero % = % .
27 M

DEFINICION 2.3 (RAZON DE CAMBIO)
Sean x, =0 Yy x, asignaciones a la variable x .
a. Sila variable x cambiade x, a x,, entonces su razon de cambio es ))(TZ

1
b. Si la variable x cambiade x, a x, yla variable y (que depende de la variable x ) lo hace de vy, a vy, , entonces la razén
de cambio entre ambas variables es el nimero % = % , siempre que x; = X,.

La figura 2.4 muestra la forma en que cambian las dos variables h y r que se encuentran relacionadas.

.

===

FIGURA 2.4

& EJEMPLO 2.7 (CALCULO DE RAZONES DE CAMBIO)
a. Si un globo (esférico) tiene inicialmente un radio de longitud r, =2 centimetros y posteriormente alcanza un radio de longitud

r, =4 centimetros, entonces:

' . . . r
i. La razén de cambio en el radio r del globoes -2 = g: 2.
n

v(e) 78]
ii. La razén de cambio del volumen del globo es = =8.
v(2) iﬂ_( 2 )
3
W am(aP-tx(2f
iii. La razon de cambio del volumen al cambiar el radio es T 3 Z ;’ :Eﬂ((4 P -(2) ) centimetros

cubicos por centimetro.
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b. Un bloque de hielo cubico tiene aristas de longitud 1, =40 centimetros, suponiendo que se derrite (sin cambiar su forma)
hasta que sus aristas tienen longitud de I, =10 centimetros, entonces:
i. La razon de cambio de la longitud de una arista es Iliz % = % .

1
ii. Puesto que V(1)=1%, entonces V(40)=(40) y V(10)=(10)*, por tanto, la razon de cambio del volumen es
v(10) (10 1
V(4) (40) 4
iii. Para calcular la razén de cambio de su area recordemos que ésta se calcula por medio de la relacion A(1)=612, entonces
A(10) 6(10) 1
A(40) 6(40) 16°

A(40)=6(40) y A(20)=6(10)?, por tanto

. . . . . AV V,-V, 4-1 1 , -
iv. La razon de cambio del volumen del cubo respecto al cambio en su dreaes — = -2 "1 ~ = — = centimetros clbicos
AA A, —A 16-1 5

por centimetro.
¢. Una gota de tinta cae sobre una tela y luego se expande sobre ella en forma circular, si inicialmente el radio de la mancha
mide r, =2 milimetros y luego aumenta a r, =5 milimetros, entonces:

i. La razon de cambio del radio de la mancha es :i = ; .
1
2
ii. La razon de cambio del area de la mancha es A( 2 ) = A( > ) = )2 _%
Alrn) A(2) z(2)

*

En esta seccion solo trataremos con dos variables relacionadas, por ejemplo las variables x e y, en donde la variable x
es una variable independiente (nosotros le asignaremos los valores) y variable y depende de la variable x, siendo y=kx la
forma en que se relacionan (bajo la suposicién de que k un nimero distinto a cero).

y
A

FIGURA 2.5

DEFINICION 2.4 (VARIACION DIRECTAMENTE PROPORCIONAL)

a. Silas variables x y y estan relacionadas por medio de la ecuacién y =k x para alguna constante k =0, se dice que y
varia de forma directamente proporcional con x (6 simplemente que y es proporcional a x ).
b. El nimero k = 0 se conoce como constante de proporcionalidad.

La figura 2.6 muestra un esquema de la relacion de variacion directamente proporcional.
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FIGURA 2.6

NOTA
En la literatura resulta comun referirse al hecho de que “y varie de forma directamente proporcional con x ”, diciendo que las

variables son directamente proporcionales o que estan en proporcion directa.

Utilizaremos la notacion y ( x )=kx para indicar que las variables x e y estan relacionadas directamente, que la
variable independiente es x y que la variable dependiente es y . Por otra parte, la expresion y (x ) selee “y de x "y no debe
interpretarse como una multiplicacion.

Explique: ¢Por qué en la relacién de variacion directa k=07?, ;Qué ocurre si k=07, si y varia directamente con la
variable x , entonces x varia directamente proporcional con y . ;Por qué?

4 EJEMPLO 2.8 (VARIACION DIRECTAMENTE PROPORCIONAL)
a. El costo “ y ” por un nimero especifico de “latas de cerveza” (iguales) varia directamente respecto al nimero “n " de latas

adquiridas, por tanto, la relacion de variacion directa es y(n )=kn, en donde la constante de proporcionalidad k representa el

precio de una lata de cerveza.
b. Si un kilogramo de “carnitas” cuesta $330.00, entonces el monto a pagar (representado por p) es proporcional a la cantidad

“c” de “carnitas” adquiridas y la relacion entre ambas variables es p(c )=330c pesos. La constante de proporcionalidad es

k =330, el precio de un kilogramo de “carnitas”.
¢. La longitud de una circunferencia es proporcional a la longitud de su radio r y esta dado por la relacion p(r)=2zr, en

este caso la constante de proporcionalidad es el nimero k =27 .
d. La distancia d recorrida por un mévil (a velocidad constante de 13 kilometros por minuto) es proporcional al tiempo t que
emplea en el recorrido, entonces d (t )=13t, la constante de proporcionalidad k =13 representa la velocidad del movil.

*

Una vez que se conoce la constante de proporcionalidad entre dos variables (relacionadas directamente) y se asigna un
numero a una de ellas, la realizacion de un producto proporciona el valor correspondiente de la otra.

& EJEMPLO 2.9 (OBTENCION DE VALORES EN UNA RELACION DE VARIACION DIRECTAMENTE PROPORCIONAL)
Suponga que un kilogramo de “carnitas” cuesta $330.00.

a. La cantidad a pagar por x gramos de “carnitas” es p ( x )=330x, en particular:

i. Por 250 gramos de “camitas” se pagaran p (0.250 )=330( 0.250 )=82.50 pesos.

ii. Por 318 gramos de “carnitas” se pagaran p(0.318 )=330( 0.318)=104.94 pesos.

iii. Por 720 gramos de “carnitas” se pagaran p (0.720 )=330( 0.720 )= 237.60 pesos.

iv. Por 1.75 kilogramos de “carnitas” se pagaran p (1.750 )=330( 1.750 ) =577.50 pesos.

b. También pueden responderse preguntas como ¢qué cantidad de “carnitas” se adquieren con p pesos?, esto se consigue
“despejando” la variable de interés.
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Si p=230x, entonces x= % p , suponiendo que la variable x depende de la variable p podemos escribir x( p )= 2;—0 p.
Volviendo al problema de las “carnitas”, algunos casos particulares son:
i. Con 80 pesos podemos adquirir x( 80 )= %80 =0.242 kilogramos de “carnitas”.
ii. Con 345 pesos podemos adquirir x( 345 )= %345 =1.045 kilogramos de “carnitas”.
FIGURA 2.7
L 4

A Continuacién trataremos algunas propiedades de la relacion de variacion directa.

Asignemos a la variable x de la relacion de variacion directa y =k x los nimeros x; y X, , Si representamos por y; y Y, los
valores respectivos de la variable y obtenemos y, =kx, y vy, =kx,; si despejamos la constante de proporcionalidad k de

RES y k= y—z, por tanto, N y—z, esta ultima expresion es equivalente a las proporciones

1 2 X X

ambas relaciones obtenemos k =

(igualdad de dos razones) X Yo g X N
X Y1 X Y

PROPIEDAD 2.1 (RELACION DE VARIACION DIRECTA SIN CONSTANTE )

Supongamos que la variable x cambia de x; a x, y que la variable y lo hace de y, a y,, entonces denominaremos

L, o . Xy Yo XYy
relacion de variacion directa sin constante a la expresion ~2= 72 o "L = 7L siempre que X,, X,, Y; ¥ Y, NO sean cero.
X Y1 X2 Y

Lo X « . .
La expresion ~2 = Y2 selee X, €@ X, Como Yy, esa Y,, es de gran utilidad cuando se pretende determinar uno de
X Y%

los nimeros x,, X,, Y; Y Y, son conocidos los otros tres (bajo la suposicion de que las variables involucradas lo hacen
directamente).

a c
¢ | @ %
a_¢
b ~d
b
<&
ad =bc

FIGURA 2.8
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4 EJEMPLO 2.10 (OBTENCION DE UN VALOR EN UNA RELACION DE VARIACION DIRECTAMENTE PROPORCIONAL)
a. Supongamos que X e Yy son variables directamente proporcionales y que y, =40 cuando x, =8. Para determinar vy,

cuando x, =10, conviene sistematizar la informacion, por ejemplo, con una tabla:

I |

Valores iniciales | 8 | 40
Valores finales | 10 | v,

Por tanto, si sustituimos en 2 = Y2 obtenemos % = Z—é y en consecuencia y, =50.
X W

b. Supongamos que a y b varian en forma directamente proporcional, y que b, =7 cuando a, =2. Para determinar b,
cuando a, =5. Sistematizamos la informacion:

Valores iniciales | 5 | b,
Valores finales | 2 | 7

Si sustituimos en % = LY obtenemos g: b71 de donde b, =17.5.
a b

4

NOTA
Los simbolos y ( x )=k x indican que en una relacion de variacion directamente proporcional x es la variable independiente y

que la variable y depende de la variable x .

Por otra parte, utilizando el par x,, y, es posible determinar la constante de proporcionalidad en y ( X ): k x, esto se
consigue sustituyendo los datos conocidos y realizando un “despeje”.

& EJEMPLO 2.11 (OBTENCION DE LA CONSTANTE DE PROPORCIONALIDAD)
En cada caso determinaremos la constante de proporcionalidad y la relacién de variacion directa.

a. Si y varia directamente con x y y =6 cuando x=2, entonces y=kx 0 Y _k , de donde k = gz 3 y en consecuencia
X
y( X ): 3X.

1
b. Si z varia directamente con w y z:% cuando w:%,entonces z=kwoO %:k,luego kz%:é y z(w):éw.
2

a(b)zf%b.

Un caso particular de la relacion de variacion directa (entre dos variables) es la “regla de tres”

& EJEMPLO 2.12 (APLICACIONES DE LA RELACION DE VARIACION DIRECTA)

En todos los casos supondremos que existe una relacion de variacion directa entre las variables involucradas.

a. Suponga que un abogado cobra a razén de 1000 pesos por hora asesoria. Cuanto tendra que pagar uno de sus clientes por
50 minutos de asesoria?

Sean las variables: i =" ingresos del abogado” y t = “tiempo de asesoria”, entonces

i, =1000 si t, =1 , debemos calcular i, cuando t, = % . Sistematizando la informacion en la tabla
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Valores iniciales | 1000

ook |~

Valores finales iy

Por tanto, '2
1000

5
=% 0 i, :1000%:8333 pesos. Es decir, cobrara 833.3 pesos.

b. Un banco cobrd 140 pesos de interese sobre una deuda de 2000 pesos (a una tasa de interés fija). Para determinar los
intereses que cobrara por un adeudo de 3517 pesos, sistematizamos la informacién en una tabla;

 EEE
Valores iniciales | 140 | 2000
Valores finales iy 3517

i . .
2 _ 35U de donde i, =14022%=246.19 pesos. Los intereses a cobrar son 246.19 pesos.

140 2000’
¢. Un microbus viajé 21 kildmetros a una rapidez constante de 18 kilometros por hora. Para calcular la distancia que hubiese
recorrido en el mismo tiempo a una velocidad constante de 19.1 kilémetros por hora, conviene sistematizar la informacion.

d v
Valores iniciales | 21 | 18
Valores finales | d, | 19.1

Por tanto g—zlz % 0d,= Zl%z 22.283 kilometros. A la rapidez constante de 19.1 kilometros por hora recorre 22.283

kildmetros.

d. La dosis absorbida (d ) en RADS, de rayos X es directamente proporcional al tiempo de exposicién t a una radiacién X .
Juan Cervantes, quien trabaja diariamente 6 horas con un aparato que emite Rayos X y recibe 354 RADS por jornada de
trabajo. Determinemos la dosis absorbida que recibira si sdlo permanece 2.5 horas expuesto a radiacion. Vea la siguiente tabla.

|

Valores iniciales | 354 | 6
Valores finales | d, | 2.5

Entonces, % = 263 0 d, =147.5 RADS. Esto significa que absorbera una dosis de 147.5 RADS en 2.5 horas.

*

Ahora nos ocuparemos de la obtencion de algunas propiedades de la relacién de variacion directamente proporcional.
a.Si y(x)=kx,entonces y(x )=kx =y; ¥ y(x, )=kx, =y,, ahora calculemos x, +x, con la relacion y(x )=kx,

estoda y(x +x% )=k(x +%, )=k x, +kx, =y; +Y, ,esdecir y(x +Xx, )=y, +Y,.
b. Por otra parte, si y (x )=k x, entonces y( x, )=kx, € y(cx, )=ckx =c(kx, )=cy,,esdecir y(cx, )=cy;.

Llamaremos a las propiedades anteriores “patrdn lineal” de la relacion de variacion directa proporcional, propiedades que
formalizamos en la propiedad 2.2.

PROPIEDAD 2.2 (PATRON LINEAL DE LA RELACION DE VARIACION DIRECTA)

Supongamos que si x cambiade X; a x, e y cambiade y; a y,, entonces

a y(x+% )=y1+Y,.
b. Sea ¢ un numero real, entonces y (cx, )=cy;.

En los ejemplos 2.10, 2.11 y 2.12 utilizamos “tablas” para indicar dos “etapas o estados” de una relacion entre dos
variables, que de antemano, supusimos era de variacion directa; con la misma suposicion (0 hipotesis) basta utilizar un solo
estado (x, , y, ) para “caracterizar” una relacion entre y y x .
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NOTA
i. Los pares ordenados (x, , v; ), (X, » ¥» )s---s (%, , Vo ) SON estados distintos de la relacion y =k x.

ii. También nos referiremos a (x, , y; ), (X, , ¥» ), (X, , ¥o ) cOMo puntos.

Surge la pregunta:
¢ Cuantos estados son necesarios para caracterizar una relacion de variacién directa?

@ EJEMPLO 2.13 (ESTADOS DE RELACION DE VARIACION DIRECTA)
a. Para determinar la expresion de la relacion de variacion directa dado el estado ( x, , y; ) , notemos que vy, =k x, , entonces

k:y—l, que al sustituirlaen y=k x da y:ﬁx.
X X
b. Suponga que el costo de “900 gramos de arroz” es 14 pesos’, lo que se representa por el “estado” (14 , 900 ), entonces

900 - 900 . .
k= TR por tanto, la relacién y = Ix representa nimero de gramos de arroz obtenidos por x pesos.

c. Si el costo de “ 750 mililitros de brandy es 150 pesos”, se representarse por el estado (150 , 750 ), entonces k = % yla

relacion y =>5x representa el nimero mililitros de brandy adquiridos por x pesos.
L 4

El concepto de “estado” en una relacién de variacién directa es equivalente al concepto de punto en el plano cartesiano,
por esta razon, a cada estado, se le asigna una representacién en el plano cartesiano. Recuerde que el plano cartesiano incluye
dos rectas numéricas perpendiculares que tienen en comun el nimero 0 y que cada uno de sus puntos tiene asociado un par
ordenado de la forma (x , y ) llamado punto, vea la figura 2.9.

Ya
yh———— - (x.¥)
I
|
I
I
I
0 x> X
FIGURA 2.9

En lo sucesivo, a un estado de la forma (x , y ) lo denominaremos punto y a los nimeros que determinan al punto
(estado) los reconoceremos como coordenadas, siendo la primera de ellas la abscisa y la segunda la ordenada.

¢Por qué una relacion de variacion directa contiene al punto (estado) (0, 0)?

Toda relacion de variacion directa de la forma y=kx puede representarse en el plano cartesiano, para ello basta con
conocer uno de sus puntos (distinto al estado (0, 0 )), su representacion depende del contexto y pueden ser:

i. Una recta (contexto abstracto).

ii. Un conjunto de puntos alineados en una recta (contexto abstracto).
iii. Una semi recta.

iv. Un conjunto de puntos alineados en una semi recta.

v. Un segmento de recta (segmento rectilineo).

La figura 2.10 muestra la representacion de una la relacion de variacion directa y =k x en diversos contextos.



76 UNIDAD 2 VARIACION DIRECTAMENTE PROPORCIONAL Y FUNCIONES LINEALES

A A
3 » X 0 » X
Ya yA
[ ]
°®
[ ]
[ ]
°
> > >
X » X
0 ° .O

FIGURA 2.10

Para construir la representacion grafica de la relacion y =k x utilice la siguiente estrategia.
i. Asigne el nimero x, ala variable x y obtenga el valor y, que corresponde a la variable y .
ii. En el plano cartesiano marque el punto (estado) ( x; , y; ).

iii. Dependiendo del contexto, trace una recta, un segmento de recta o0 una semirrecta que contenga al origen y al punto (estado)
(% . 1)

& EJEMPLO 2.14 (REPRESENTACION GRAFICA DE UNA RELACION DE VARIACION DIRECTA)
En todos los casos supondremos que existe una relacion de variacion directa.

. . 2
a. Representemos en el plano cartesiano la relacion y (x )= 3

i. Si x=3, entonces y(3)=§(3):2 y tenemos el punto (o estado) p(3, 2).
ii. y iii. Vea la figura 2.11.

YA YA
4 4
2 . 2
> >
-2 0 2 4 -2 0 2 4
-2 -2
FIGURA 2.11

b. Representemos en el plano cartesiano la relacion y ( x )=4x.
i.Si x=1, entonces y(1)=4(1)=4 y obtenemos el punto (0 estado) p(1, 4).
ii. y iii. Vea la figura 2.12.
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. Ly 2
¢. Representemos en el plano cartesiano la relacion y (x )= -

i.Si x=5, entonces y=-2 y obtenemos el punto (o estado) p(5, —2).

ii. y iii. Vea la figura 2.13.

d. Representemos en el plano cartesiano la relacion y ( x ):—3x .

i. Sea x=1, entonces y(1)=-3(1)=
ii. y iii. Vea la figura 2.14.

yA
4
2
» X o 0 4 > X
FIGURA 2.12
y
A
2
> >
X ») 0 4 X
-2
-4
FIGURA 2.13
—3 y obtenemos el punto p (1, —3).
yA
2
> >
4 -2 0 4 X
-2
-4
FIGURA 2.14

7

*

¢Qué efecto tiene el parametro k (suponga que k es positivo) en la representacion grafica de y(x )=kx en el plano

cartesiano?

¢Qué efecto tiene el parametro k (suponga que k es negativo) en la representacion gréfica de y(x )=k x en el plano

cartesiano?

¢ Qué efecto tiene el parametro k en la representacion grafica de y (x )=k x en el plano cartesiano?

Bajo la suposicién de que un gréfico (o representacién grafica) pertenece a una relacion de variacién directa en un
contexto especifico, es posible interpretar algunos de sus puntos (0 estados) intermedios de la recta.
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yA
Yo [ e
|
|
|
I
0 Xo > x
FIGURA 2.15

En la figura 2.15 el nimero x, tiene asociado el numero y, =kx, bajo laregla y (x )=k x con la condicion de que x,
es no negativa.

& EJEMPLO 215 (INTERPRETACION DE LA REPRESENTACION GRAFICA DE UNA RELACION DE VARIACION
DIRECTA)

a. Suponga que el grafico de la figura 2.16 corresponde a un objeto mévil, el eje horizontal representa el tiempo y el eje vertical
representa la distancia.

d

(m) A

40 Py
P,

20 o

0 10 20 30 t(seg)
FIGURA 2.16

i. El punto (o estado) p, indica que alos 10 segundo el mévil a recorrido aproximadamente 17 metros.
ii. El punto (o estado) p, indica que aproximadamente a los 17 segundo el objeto movil ha recorrido aproximadamente 21

metros.

iii. El punto (o estado) p, indica que aproximadamente a los 32 segundos el mévil ha recorrido aproximadamente 38 metros.
b. El diagrama de la figura 2.17 muestra el comportamiento de la temperatura de un objeto cuando se introduce a un refrigerador
en términos del tiempo.

i. Inicialmente el objeto se encuentra a una temperatura de cero grados centigrados.

ii. El punto (o estado) p, indica que (aproximadamente) a los 2 segundos la temperatura del objeto es (aproximadamente) —2
grados centigrados.

iii. El punto (o estado) p, muestra que (aproximadamente) a los 5 segundos el objeto se encuentra a una temperatura de -8

grados centigrados.
iv. El punto (o estado) p, indica que (aproximadamente) a los 14 segundos el cuerpo se encuentra a una temperatura de —22

grados centigrados.

.
(°c)4

0 0
10 (se9)
-20

FIGURA 2.17
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La relacion de variacion directa y (x )=k x incluye al punto (o estado) p(0, 0) puesto que y(0)=k (0)=0, ahora
surge la pregunta ;Qué papel desempefia la constante de proporcionalidad k ? La figura 2.18 muestra las lineas rectas
asociadas a y (x )=k x para distintos valores de k .

y y
A y=ix A

k, es menor que 0
k, es mayor que K,
K, es mayor que Kq

y =k, x
X X
k, es mayor que 0 y =k x
k, es menor que K, y =k, X
P k, es menor que K,

-2 y =k, x
FIGURA 2.18

¢Puede describir el comportamiento de y (x )=k x en términos de k y de la inclinacion (respecto a la parte positiva del eje
coordenado horizontal? ¢ Qué representacion tiene la relacion y (x )=k x en un sistema cartesiano cuando k =0?

La figura 2.19 corresponde a un diagrama de tiempo contra distancia recorrida por un objeto movil, en él se observa un
segmento de recta, los puntos (o estados) que lo constituyen son pares ordenados de la forma v(t , d ); ademas, para un

segmento de recta especifico, todos los cocientes v = T tienen el mismo valor y representan la rapidez del mévil.

-2 2
v, es mayor que 0 0, es mayor que 0
Vv, €s menor que V, y V, €S Menor que Vg 0, es menor que 0, y 0, es menor que 0,
FIGURA 2.19 FIGURA 2.20

Note que si suponemos que cada segmento de recta representa la trayectoria de un objeto, entonces el objeto de mayor
rapidez es aquél que describe un segmento de recta que presenta mayor inclinacion respecto a la parte positiva del eje
coordenado horizontal. En la figura 2.20 cada segmento de recta define un angulo de inclinacién respecto a la parte positiva del
eje coordenado horizontal y que cuando es mayor el valor de la constante de proporcionalidad k el angulo de inclinacién tiene

mayor amplitud.

& EJEMPLO 2.16 (VARIACION DIRECTA)
En cada caso supondremos variacion directa y determinaremos: la constante de proporcionalidad, la relacion de variacién directa

y su representacion grafica.

- 3 .
a. Suponga que un albafil persona tarda n de hora en cubrir 2 metros cuadrados de muro con loseta.
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i. El punto (0 estado) que se proporciona es A[ % , 2 j por tanto, la constante de proporcionalidad es k :2:% y la
4

expresion relacion de variacién directaes A(t )=—t, siempre que t sea mayor o igual que cero.
P 3

ii. La figura 2.21 presenta la representacion grafica de esta situacion.

A A
2
0 1 Ty
FIGURA 2.21
o1 o . . - 8(1 4
iii. Transcurrida > hora el albafiil habra cubierto una superficie de A( 1 ): 5( > j =3 metros cuadrados.

. . - . 15 iy .
iv. El albadil cubrird 5 metros cuadrados del muro, con la loseta, en un tiempo de t= N horas (solucién de la ecuacion

8
5="t).
3t

b. Una maquina expendedora de gasolina utiliza 3 minutos en llenar hasta el tope un tanque de volumen 120 litros.
i. El punto (o estado) que corresponde a los datos anteriores es V (3 , 120 ) por tanto, la constante de proporcionalidad es

_120

k 3 - 40 y la expresion que relaciona las variables tiempo y volumen es V (t )=40t , siempre que t sea mayor o igual

que cero y menor o igual que 3.
ii. La figura 2.22 muestra la representacion grafica de esta situacion.

VA

100

50

FIGURA 2.22

iii. En 1 minuto la maquina depositara V (1 )=40(1)=40 litros de gasolina en el tanque.

iv. El tanque tendré 10 litros de gasolina cuando 10 =40t , es decir, cuando haya transcurrido % de minuto.
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—

1. Suponga que y =kx y determine:

i. La constante de proporcionalidad.

ii. La relacion de variacion directa (ambas).

iii. Trace los graficos correspondientes (ambos).

a.
X y
6

b.
X y
2

c.
X y
—4 —2

d.
X Yy
-6 4

e.
X Yy
-3

f.
X y
-1 -3

2. Suponga que y = kx.

a. Determine k si y=42 cuando x =21.
b. Determine k si y =6 cuando x=27.
c. Determine y si x=13 y k=35.

d. Determine x si y=—28Yy k=4.

3. Suponga que y = kx.

a. y,=1cuando x, =6,si y, =5 determine x, .
b. x, =4 cuando y, =-3, si x, = 3 determine y,.
c. y, =5 cuando y, =-12, si x, = 1 determine ;.
d. y, =% cuando x, =-2,si x, =1 determine y,.

4. Suponga que:

a. y varia en forma directamente proporcional con X,
si y=9 cuando x=-2, escriba la relacion de
variacion directa y trace la grafica asociada.

b. d varia en forma directamente proporcional a t,
d=12.6 cuando t=1.3, escriba la relacién de
variacion y dibuje la gréfica.

¢. w varia en forma directamente proporcional a t,
w=0.6 cuando t=0.01, escriba la relacion de
variacion y dibuje la gréfica asociada.

d. ¢ varia en forma directamente proporcional a t,
¢ =2 cuando t =1, escriba la relacion de variacion y

trace la gréfica asociada.

5. Los siguientes graficos corresponden a relaciones
de variacién directa, determine la relacién entre las
variables.

a.

16

- 16 0 8 16 X

-10 -5 O 5 10 X

-3

6. Responda segun sea el caso.

a. Suponga que c varia en forma directamente
proporcional con t, si t se duplica, qué ocurre con
c?

b. Suponga que p varia directamente proporcional
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con proporcional con d, si d se reduce a la tercera
parte. ; Qué ocurre con p?

c. Suponga que v varia en forma directamente
proporcional con r, si r se reduce a la mitad, ;qué
ocurre con v ?

d. Suponga que y varia en forma directamente
proporcional con x, si y se triplica, ¢qué ocurre con

k?

7. El Doctor Castor Vega estima que la dosis
recomendada (D) de un medicamento es
directamente proporcional al peso de la persona que
se le administra.

a. Si a Juan Brown cuyo peso es de 65 kilogramos se
le administran 260 miligramos, determine la dosis
recomendada a Franco Rea cuyo peso es 88
kilogramos.

b. Determine la relacién de variacion directa entre las
variables involucradas.

8. El Doctor Castor Vega estima que la dosis
recomendada (D) de un medicamento es
directamente proporcional al peso de la persona que
se le administra.

a. Si a Juan Brown cuyo peso es de 65 kilogramos se
le administran 260 miligramos, determine la dosis
recomendada a Franco Rea cuyo peso es 88
kilogramos.

b. Determine la relacién de variacion directa entre las
variables involucradas.

9. Una masa de 20 gramos alarga un resorte 5
centimetros, suponga proporcionalidad directa entre
las variables involucradas.

a. Determine la relacion entre las variables
involucradas.

b. ; Qué masa alargara el resorte 12 centimetros?

c. Si la masa utilizada es 8 gramos, ;cuanto se
alargo el resorte?

10. La utilidad por la venta de “teléfonos celulares” es
una relacion de variacion directa respecto al numero
de teléfonos celulares vendidos. Cuando se venden
88 teléfonos celulares la utilidad obtenida es de
15840 pesos.

a. Determine la relacion de variacidn directa entre el
numero de teléfonos celulares vendidos y la utilidad.

b. Si se venden 125 teléfonos celulares, ¢de cuanto
es la utilidad?

¢. Determine la relacion de variacion directa entre la
utilidad y el nimero de teléfonos celulares vendidos.

11. Han sido mezclados caramelos sabor albéndiga
con caramelos sabor salchicha, por cada dos

caramelos sabor albondiga hay tres caramelos sabor
salchicha.

a. Determine la relacién de variacion proporcional en
una mezcla de los caramelos antes sefialados.

b. Si en una caja se han colocado cien caramelos
sabor albdndiga, ¢ cuantos caramelos sabor salchicha
deben ponerse?

12. La conversion de pesos mexicanos a ddlares sigue
una relacién de variacion de proporcion directa. Juan
Cervantes recibié 42000 pesos por 2000 ddlares.

a. Determine la relacion de variacién proporcional para
convertir pesos a dolares.
b. Determine la relacién de variacién proporcional para
convertir délares a pesos.

13. En las siguientes relaciones (formulas) establezca
las posibles relaciones de variacion de
proporcionalidad directa, haga las hipétesis
adecuadas.

a. El area de un rectangulo de base de longitud x y
altura de longitud y se calcula con A=xy.

b. El volumen de un cono de radio de longitud r y

altura de longitud h se calcula con V = %7: rZh,

c. El volumen de un cilindro de radio de longitud r y
altura de longitud h se calculacon V =zr?h.
d. El &rea de un sector circular de radio de longitud r

y amplitud 6 radianes se calcula con A= %rza .

14. En un contenedor, por cada 50 litros de agua hay
1200 gramos de sal.

a. Determine la relacion de variacion directa entre las
variables involucradas.

b. ¢En qué volumen de agua habrd 200 gramos de
sal?

¢. 320 litros de agua, ¢qué cantidad de sal contienen?

15. Un disco gira 78 veces por minuto.

a. Determine la relacion de variacion directa entre el
numero de revoluciones y los segundos transcurridos.
b. ;En cuéntos segundos el disco dard 215
revoluciones?

¢. Han transcurrido 5 minutos, ¢cuantas revoluciones
ha dado el disco?

16. Por cada 24 kilogramo de maiz se obtienen 6
litros de aceite.

a. Determine la relacion de variacion directa del
numero de kilogramos de maiz utilizados en términos
del numero de litros de aceite.

b. ;Cuéntos litros de aceite se obtienen con 50
kilogramos de maiz?
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¢. Se han obtenido 38 litros de aceite, ¢qué cantidad
de maiz se utiliz6?

17. Un automovil recorre 300 kilometros con 25 litros
de gasolina.

a. Determine la relacion de variacién directa del
nimero de kilometros recorridos por el automovil en
términos de los litros de gasolina consumidos.

b. El automovil ha recorrido 1150 kilometros, ¢cuantos
litros de gasolina consumié?

¢. Se han obtenido 38 litros de aceite, ;qué cantidad
de maiz se utiliz6?

18. Demuestre que larelacion variacion  de
proporcionalidad directa es:

a. Reflexiva (toda variable es proporcional a si misma,
con el constante de proporcionalidad uno).

b. Simétrica (cuando y es proporcional
a x,entonces x lo es a y, con la constante de
proporcionalidad reciproca).

c. Transitiva (si x es proporcional ay eya z,
entonces x lo  es con z, multiplicando los
coeficientes).

83

19. Demuestre que si y ( x )=kx, entonces:
a y(x+x+% )=y (% )+y (% )+y (%)
b. y (% +0x,)=y (% J+oy (%, ).

20. Demuestre que si x;, X, ¥ X, Son asignaciones a

i_ Y2 Vs
2 Yo,

x en y(x )=kx, entonces
X Xy X3



https://es.wikipedia.org/wiki/Relaci%C3%B3n_matem%C3%A1tica
https://es.wikipedia.org/wiki/Relaci%C3%B3n_reflexiva
https://es.wikipedia.org/wiki/Relaci%C3%B3n_sim%C3%A9trica
https://es.wikipedia.org/wiki/Relaci%C3%B3n_transitiva
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FUNCIONES LINEALES
P SUANALISIS

El alumno:

6. Sera capaz de identificar entre una serie de variaciones entre dos variables aquellas que
correspondan al concepto de funcién lineal.

7. Sera capaz de modelar con la expresion y=mx+b, una variacion relacionada entre dos variables
con rapidez de variacion constante y condicién inicial (0, b). Transitando en la etapa de exploracion,
por representaciones tabulares y graficas.

8. Dada una variacion que se modela con una funcién lineal, el alumno seré capaz de calcular
estados especificos de la variacién, su rapidez de cambio y estado inicial, empleando sus
representaciones grafica y analitica.

En la seccidn 2.1 estudiamos y caracterizamos el comportamiento de la relacion de variacion directa (o
proporcional) entre dos variables, es decir caracterizamos la relacién y = kx cuando x € IR (equis es un nimero real)

y k=0. En la presente seccién generalizaremos esta expresién agregando la constante b a y=kx, es decir,
analizaremos la relacion
y = mx+b, especificamente y(x )=mx+b.

Suponga que un comerciante adquiere cierto volumen de maiz y luego lo transporta a un molino. Para llevar a cabo
la operacién necesita envasarlo y posteriormente pesarlo (colocandolo el envase con el maiz sobre una balanza), el
resultado de pesarlo es el “peso bruto”, que incluye el peso del envase y el peso del maiz (el peso del envase se
denomina tara),

peso bruto = peso del envase+ peso del maiz 0 peso bruto=tara+ peso del maiz.

Para adquirir el maiz junto con el envase ha de pagar y pesos. Por otra parte, si x representa la cantidad de
maiz (kilogramos a ser adquiridos), por m el precio de un kilogramo de maiz y por b el costo del envase (que lo
suponemos fijo), entonces la relacion y(x )=mx+b proporciona el total a pagar por los x kilogramos de maiz,

indudablemente m y b son positivas por lo que y( x ) también lo es. Debemos tener en cuenta que el total a pagar
(representado por y( x )) depende de la cantidad de maiz que se desea adquirir, para indicar esto, utilizamos la
notacion y(x ) con la intencion sefialar que la variable y (costo del maiz que se adquiere) depende de la variable
x (cantidad de maiz que se adquiere).

NOTA
La expresion y( x ) selee “ye de equis "y de ninguna forma se refiere a un producto (0 multiplicacion).

Lo antes descrito lo generalizamos y formalizamos con la definicion 2.5.

DEFINICION 2.5 (FUNCION LINEAL)

a. Larelacion y( x )=mx+b, siempre que x € IR, se denomina funcion lineal, m y b son sus parametros.

b. El nimero m recibe el nombre de pendiente.
c. El nimero b recibe el nombre de ordenada al origen.
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A

i t

v

FIGURA 2.23

El hecho de que la relacion y(x )=mx+b reciba el nombre de funcion lineal se fundamenta en que su

representacion en el plano cartesiano es una linea recta (bajo la condicién de que a la variable independiente le sean
asignados todos los numeros reales). Por otra parte, si asignamos a x el nimero 0, entonces y(0 ):m(O )+b=b y

obtenemos el punto o estado (0 , b ), punto que indica donde la linea recta asociada a y( X ): mx+b interseca al eje
vertical del plano cartesiano, vea la figura 2.24.

yA yA

L

FIGURA 2.24

Por otra parte, en y(x )=mx+b elnimero m (la pendiente) define qué tan inclinada esta la linea recta asociada
a y( x )=mx+b respecto a la parte positiva del je cartesiano horizontal, vea la figura 2.25.

Ya Ya

parte positiva del
/b \eje horizontal
b
- > x AN >

/ parte positiva del 0
eje horizontal

FIGURA 2.25

Puesto que los nimeros my b definen las caracteristicas de y(x )=mx+b en el plano cartesiano se les llama
parametros.

NOTA
Observe que la funcion lineal y (x )=mx+b cuando b =0 equivale a la relacion de variacion directa.



86  UNIDAD 2 VARIACION, VARIACION DIRECTAMENTE PROPORCIONAL Y EL PLANO CARTESIANO

Dado que por dos puntos sélo es posible trazar una linea recta, para representar la linea recta asociada (el plano
cartesiano) a la funcion lineal y (x )=mx+b se utilizan los puntos (0, b )y (%, , y(x, )), veala figura 2.26.

yA yA
(X, y(%x)) (x .y (%))
(0,b) (0,b)
0 > x /o > x
FIGURA 2.26

Otra forma de representar la funcion lineal y(x )=mx+b (en el plano cartesiano) consiste en hacer dos
asignaciones x, y x, ala variable independiente x en y(x):mx+b y posteriormente obtener los nimeros y(xl)
y y(x, ) para asi generar los puntos (0 estados) (x, , y(x, ))y (x, , y(x, )), veala figura 2.27.

yA Ya

(% (%)) Af(xz))
- > /0 >
T 100) ,(/xl,f(xln

FIGURA 2.27

@ EJEMPLO 2.17 (TRAZO DE LINEA RECTA ASOCIADA A y ( x )=mx-+b UTILIZANDO EL PUNTO (0, b))

a. La linea recta asociada a f( x )=3x—2 contiene al punto (0, —2 ). Para obtener otro de sus puntos, sea x =1,
entonces y(1)=3(1)-2=1, luego el punto (1, 1) también pertenece a la linea recta. Por los puntos (0, —2) y
(1,1) trazamos la linea recta correspondiente, vea la figura 2.28.

y y
4

A A

o(1,1) (1,1)
0 ;x 0/ X
(0,-2) (0,-2)

FIGURA 2.28

\ 4

b. La linea recta asociada a y( x )=—6x+4 contiene al punto (0, 4 ). Para obtener otro de sus puntos, sea x=1,
entonces y(1)=-6(1)+4=-2, luego el punto (1, —2 ) también pertenece a la linea recta. Por los puntos (0, 4 )
y (1, —2) trazamos la linea recta correspondiente, vea la figura 2.29.
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Ya Ya
(0,4) \ (0,4)
0 >x 0 >x
J(1,-2) (1,-2)
FIGURA 2.29

c. La linea recta asociada a y( x )=-5x—1 contiene al punto (0, —1), para obtener otro de sus puntos, sea x =-1,
entonces y(-1)=-5(-1)-1=4, luego el punto (-1, 4) también pertenece a la linea recta. Por los puntos
(0,-1)y (-1, 4) trazamos la linea recta correspondiente, vea la figura 2.30.

Ya Y a

(_114). (_114)

(0,-1) \(O,-l)

FIGURA 2.30

@ EJEMPLO 2.18 (TRAZO DE y( x )=mx-+b UTILIZANDO DOS PUNTOS)
a. Para trazar la linea recta asociada a y(x )=3x—2, sean: x, =—1 y x, =1, entonces y(-1)=3(-1)-2=-5y
y(1)=3(1)-2=1. Portanto, los puntos (~1,-5)y (1, 1) determinan la linea recta, vea la figura 2.31.

y y

V' N A
.(1,1) /(1,1)
= > O/ >

FIGURA 2.31

. . 1 . .
b. Para ftrazar la linea recta asociada a y(x):zx—z, sean las asignaciones x,=4 y x, =8, entonces

y(4):%(4)—2:—1 y y(8):%(8)—2:0. Los puntos (4 ,-1) y (8, 0) determinan la linea recta, vea la

figura 2.32.
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T (8,0) T (2.0 =
0 X 0 X

(4,-1) (4,-1)

v

FIGURA 2.32
*

Preguntas

¢, Qué condicion deben cumplir dos funciones lineales para que las lineas rectas que tienen asociadas sean paralelas?
¢Qué condicion deben cumplir una funcion lineal para que la linea recta que tiene asociada sea paralela al eje
coordenado horizontal?

En ocasiones es necesario determinar la regla de correspondencia de una funcién lineal conocidos dos de sus
puntos.

@ EJEMPLO 2.19 (OBTENCION DE y( x )=mx+b CONOCIDOS DOS PUNTOS)
Para determinar la regla de correspondencia de la linea recta que contiene a los puntos (-2 ,-4) y (2,6),
sustituimos las coordenadas de cada uno de ellos en f (x)=mx+b, esto da —4=-2m+b y 6=2m+b. Si

multiplicamos por —1 la primera ecuacion y sumamos el resultado a la segunda ecuacion obtenemos 10=4m por lo

que m= g La sustitucion de este valor de m en la segunda ecuacion da 6 = 2( g} b de donde b=1. La regla de

correspondencia es y ( x )= gx +1.
2

El razonamiento empleado en el ejemplo 2.18 se puede aplicar para obtener los valores de m y b en la funcién
lineal y(x )=mx+b conocidos dos de sus puntos (estados).

Por otra parte, en la funcion lineal, y ( x )=mx+b, el pardmetro m también se interpreta como el cambio de la variable
f (x )=y respecto al cambio de la variable x .

PROPIEDAD 2.3 (PENDIENTE O RAZON)

Sean: la funcion lineal y (x )=mx+b,si x #x, ¥ (% ,y (%)), (x, ,y (x,)) son dos de sus puntos (o estados),

y (%)-y (%)

entonces el nimero m= se conoce como pendiente.

En la propiedad 2.33, Por qué x, = x, ?, ;Qué significaria el hecho de qué x, =x,?

/ horizontal / horizontal

>
»® gl x X, I'd ol % %, >x
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X% \
horizontal horizontal

1
> >
X 0 X 1 Xz X

0 X X,

FIGURA 2.33

& EJEMPLO 2.20 (OBTENCION DE LA FUNCION LINEAL A PARTIR DE DOS DE SUS ESTADOS)
a. Si los puntos (estados) (1,6) y (4 ,-3) pertenecen a la linea recta asociada a la funcion lineal y (x )=mx+b,

entonces m= %=—3 y y(x)=-3x+b. Para obtener el valor de b, sustituimos uno de los estados (puntos en

y(x)=-3x+b), por ejemplo, (1,6 ), obtenemos 6=-3(1)+b y b=9.
Por tanto la funcion lineal a la que pertenecen los puntos (estados) (1,6)y (4 ,-3)es y(x)=-3x+9.
b. Si los puntos (estados) (-2,5) y (6,-1) pertenecen a la linea recta asociada a la funcion lineal

-5 3 y y(x):—%x+b.Para obtener el valor de b, sustituimos (6 ,-1)

y(x)=mx+b, entonces m:m__Z

en y(x ):—%x+b, obtenemos —1:—%(6 )+b, de donde b:%. La funcion lineal que contiene a los puntos

(estados)es (-2 ,5)y (6,-1) es y(x)=—%x+%.
*

En un contexto especifico, el dominio (asignaciones plausibles a la variable independiente) de una funcién lineal,
es sblo parte del conjunto de los nimeros reales, por ejemplo, cuando se utilizan funciones lineales como modelos en los
que la variable independiente es el tiempo o representa dimensiones de figuras geométricas (longitud, area, volumen,
etc.) o dimensiones fisicas como presidn, peso, masa, entre otras.

Las asignaciones numéricas (dominio) a la variable independiente dependen del contexto del problema.

En situaciones en las que la variable independiente representa al tiempo (o alguna otra variable que no acepte
valores negativos), la funcion lineal adquiere la forma y(t )=mt+b bajo la condicion t>0 (esta Ultima expresion

significa que t es mayor o igual que 0), observe que si t=0, entonces y (0 ):m(o )+b=Db por lo que el punto
(0,b) se conoce como condicion inicial, vea la figura 2.34.

y y
A A

(O,b)/ (0,b) \

[
>, >,

FIGURA 2.34
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DEFINICION 2.6 (CONDICION INICIAL)

Sea la funcion lineal y(t)=mt+b sujeta a la condicion t >0, entonces:
El punto (o estado) (0, b ) se conoce como condicion inicial.

El “pardmetro” m esta relacionado con el angulo de inclinacién de la recta (semirrecta o segmento de recta)
asociada a y(t)=mt+b respecto a la parte positiva del eje horizontal. También se interpreta, como la razon de

cambio promedio de la variable independiente respecto a la variable t, vea la figura 2.35.
Y- Y4
m= 5, Y(0)=b
2- L
FIGURA 2.35

La figura 2.36 muestra el efecto del “tamafio” del parametro m .

yA y:m1t+b yA y:mlt+b yA y=mt+b

) g 0 > T >

m, es mayor que 0 M, es mayor que m,  m, es mayor que m,

FIGURA 2.36

Los ejemplos 2.21, 2.22, y 2.23 incluyen diversas situaciones cuyo modelo es una funcion lineal definida sobre un
intervalo de los nimeros reales.

4 EJEMPLO 2.21 (COSTOS)
a. El costo de x kilogramos de tortillas, a un precio 14 pesos por kilogramo, se puede modelar con la funcion
c(x )=14x+2 donde el precio de la “bolsa” es 2 pesos.

b. El costo de adquirir x litros de gasolina, a un precio de 24 pesos por litro, se puede modelar con la funcién
c(x ): 24x+5 donde es 5 pesos es la propina que se proporciona al empleado.

c. El costo de efectuar una llamada, por celular, de duracién de t minutos, a un precio de 1.25 pesos por minuto, se
puede modelar con la funcion ¢ ( x )=1.25x+0.6 donde 0.6 pesos es el costo de interconexion.

d. La tarifa de un viaje en autobus depende de la distancia recorrida, si inicialmente se pagan 10 pesos y luego 40
centavos por kilometro recorrido, entonces el modelo que describe esta situacion es ¢ ( x )=0.40x+10 .

*

En el ejemplo 2.21 denominado “modelos lineales 1” la variable independiente, ya sea x o t, sblo acepta
asignaciones positivas y el conjunto de nimeros que toma la variable dependiente estan acotados.

4 EJEMPLO 2.22 (MODELOS LINEALES 1)

a. Un porcicultor decidié proporcionar una dieta, alta en cereales, a un “cerdo pochilon” para engordarlo rapidamente.
Inicialmente el cerdo tenia un peso de 20 kilogramos y aumentd a una razon constante. Transcurridos 8 meses
pesaba 160 kilogramos.
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i. Las variables involucradas son: el tiempo t (en meses) como variable independiente y el peso p como variable
dependiente, por tanto p(t ).
ii. La condicion inicial es el estado (0, 20 ), otro de sus estados (8 , 160 ) y la razon entre el incremento del peso y el
160-20 35

8-0 2
iii. La funcién lineal (restringida a un intervalo) que describe el peso del cerdo en funcién del tiempo es

tiempoes m=

p(t )=20+%t; también puede representarse por la tabla (bajo la suposiciéon de que corresponde a una funcién

lineal).
Tiempo (meses) | Peso (kilogramos)
0 20
8 160

Debemos tener en cuenta que t es mayor o igual que ceroy que p(t)=20+ 375t esta acotada.

iv. El grafico que correspondiente a la evolucion del “cerdo pochilon” se muestra en la figura 2.37 (note que las escalas
en los ejes son diferentes).

p
A
40
20
0 2 4t
FIGURA 2.37

b. Una persona baja desde la cima de un cerro, lo hace a una rapidez constante de metros 30 por minuto.
Transcurridos 15 minutos la persona se encuentra en el pie del cerro.

i. Las variables involucradas son: el tiempo t (en minutos) como variable independiente y la distancia d que ha
descendido como variable dependiente, esto se escribe como d(t). Para determinar la funcion de la forma
d (t )=mt+d,, en particular la condicion inicial es el estado (0 , d, ).

iii. Una tabla equivalente a la funcién lineal que describe esta situacion es

Tiempo (meses) | Peso (kilogramos)
0 do
15 0

iv. La rapidez con que desciende la persona es m=—$=—30, uno de los estados del descenso es (15, 0 ) al

sustituir en d (t )=mt+d, obtenemos 0=(15 ) —3 )+d,, de donde d, =—45. Finalmente d (t )=-3t +45. Puesto
que t representa al tiempo, entonces es positiva, esto se cumple cuando 0<t<15 (léase “entre los cero y los 13

minutos).
v. La figura 2.38 describe esta situacién (note que las escalas en los ejes son diferentes).
da
40 \
20
>
0 2 4 t

FIGURA 2.38
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¢. Un jardinero se dedica a podar céspedes en sus ratos de ocio. En cada podada de césped cobra una cuota inicial de
30 pesos, mas 40 pesos por cada hora de trabajo.

i. Las variables involucradas son: el tiempo t (en horas) como variable independiente y el cobro ¢ que efectiia por
podar como variable dependiente, asi i ( t ). La condicion inicial es el estado (0, 30).

ii. La razén entre el peso y el tiempo es m= 41—0 =40 y también es equivalente a la tabla.

Tiempo (horas) | Ingresos (pesos)
0 30

iii. La funcion que describe los ingresos del jardinero en funcion del tiempo es i (t )=30+40t pesos. Debemos tener en
cuenta que t es mayor o igual que cero y que i (t )=30+ 40t esta acotada.
iv. La figura 2.39 describe esta situacion (note que las escalas en los ejes son diferentes).

i
A

) /
30

v

FIGURA 2.39
*

¢ EJEMPLO 2.23 (MODELOS LINEALES 2)

a. En un plan de renta telefonica cierta empresa cobra, mensualmente, una tarifa fija de 48 pesos mas 1.20 pesos (o la
proporcion correspondiente) por cada 2 de minutos de comunicacion.

i. Las variables involucradas son: el tiempo t (en minutos) variable independiente y el cobro C que efectua la empresa
telefonica como variable dependiente.

ii. La condicion inicial es el estado (0, 48 ) y la razon entre los minutos de comunicacion y el costo es m = % =0.6

iii. Por tanto, la funcion que determina la tarifa de renta telefonica es C (t )=48+0.6t, con t>0 minutos y limitado a

un mes.
iv. La siguiente tabla muestra el costo para algunos “estados” de la renta telefénica.

v. La figura 2.40 describe el comportamiento de la renta telefénica en funcion del tiempo transcurrido.

Tiempo (minutos) | Costo (pesos)
0 48
5 51
10 54

CA

60

30

v

10

FIGURA 2.40
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b. Un tanque se encuentra a un nivel de agua de 120 centimetros, al iniciar su purga el nivel de agua disminuye a razon
de 6 centimetros por minuto.

i. Las variables involucradas son: variable dependiente el nivel del agua h (en centimetros) y variable independiente el
tiempo t que transcurrido hasta que se vacia el tanque.

ii. La condicion inicial es el estado (0, 120) y la razon con la que disminuye el nivel del agua es m = ? =6 centimetros

por minuto.

iii. Por tanto, la funcion que determina el nivel de agua del tanque es h(t )=120—6t, bajo la condicion 0<t< 20
minutos.

iv. La siguiente tabla muestra el nivel del tanque para algunos tiempos.

Tiempo (minutos) | Nivel (centimetros)
0 120
10 60
20 0

v. La figura 2.41 (note la diferencia de escala en los ejes coordenados) describe el comportamiento del nivel del agua del
el tanque en funcién del tiempo

120

60

v

0 10 20t

FIGURA 2.41

c. Un contenedor tiene inicialmente 120 litros de un cierto liquido. Se introduce mas liquido al contenedor (a razén
constante) y cinco segundos después ya contiene 360 litros del liquido.
i. Las variables involucradas son: el volumen V (en litros) variable dependiente y el tiempo t que transcurre como
variable independiente.
ii. La condicion inicial es (0, 120) y uno de sus “estados” es (5, 360 ). La razon con la que aumenta el volumen del
liquido es

me 360 -120 _

5-0

48

litros por segundo.
iii. La funcion que describe el liquido en el contenedor es h (t )=120+ 48t , bajo la condicion t >0 minutos.

iv. La figura 2.42 (note la diferencia de escala en los ejes coordenados) ilustra el comportamiento liquido en el
contenedor.

240

120

v

0 2 4 t
FIGURA 2.42
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4 EJEMPLO 2.24 (MODELOS LINEALES 3)
a. Una alberca tiene capacidad para 25000 litros. Se llena utilizando un motor que bombea el agua al ritmo constante de

500 litros por minuto. La bomba inicia su trabajo cuando la alberca contiene 2500 litros de agua.

i. Para determinar la funcion que representa el volumen V en funcion del tiempo t , de agua en la alberca notemos que
la condicion inicial es el estado (0 , 2500) y que la razon de bombeo es m=500 litros por minuto, por tanto
V (t )=2500+500t siempre que t>0 y esté acotadaa 25000 litros.

ii. Para determinar el niumero de litros de agua en la alberca a los 3 minutos de que el motor empez6 la bombear agua a
la alberca debemos calcular V (3 ), entonces V (3 )=2500+500( 3 )=4000.

iii. Para determinar el nimero de litros de agua en la alberca a los 8 minutos de que el motor inicid a bombear agua
debemos calcular V (8 ), asi V (8 )=2500+500( 8 ) =6500 litros.

iv. Podemos responder preguntas como: jes cierto que a los 10 minutos habrd 6000 litros de agua en la alberca?, lo
que resulta falso puesto que V (10 )= 2500+ 500( 10 )=7500.

v. La alberca se encontrara llena cuando 25000 = 2500 + 500t , es decir, alos t = %: 45 minutos.

b. El duefio de un local comercial cobra 1200 pesos mas el 5% de la recaudacion total por mes de renta, esto por

permitir la instalacién en su local una maquina tragamonedas.

i. Las variables involucradas son: el ingreso | (en pesos) que cobra el duefio del local como variable independiente y el
dinero d depositado en la maquina tragamonedas.

ii. Para determinar la funcién que representa el ingreso 1 del duefio del local en funcién del dinero depositado en la
maquina tragamonedas d, utilizamos la condicion inicial (0,1200) y como pendiente m=0.05, por tanto,

I (d )=1200+0.05d , siempre que d >0 y esté acotado.
iii. Para determinar el ingreso del duefio del local cuando en la maquina tragamonedas han sido depositados 3600
pesos debemos calcular 1(3600 ), asi 1 (3600 )=1200+0.05( 3600 )=1380. Entonces, 1380 pesos son los

ingresos en este caso.
iv. Podemos “conocer” el dinero depositado en la maquina tragamonedas conocido el ingreso del duefio del local, si por

ejemplo el duefio del local recibié6 2300 pesos, entonces 2300=1200+0.05d y d —%—22000, es decir, se

depositaron 22000 pesos.

L 4
—
1. Obtenga la regla de correspondencia de la funcion d. Contiene a los puntos (estados) (—5 ,—%) y
lineal que cumple con las caracteristicas indicadas. ( 4 A)

a. Condicion inicial (0, —3), razon de cambio —2. R
T . ——
b. Condicion inicial (0 , ~2), raz6n de cambio 3 3. Obtenga la regla de correspondencia de la funcién
¢. Condicion inicial (0 , 4 ), razon 2 lineal que cumple con las caracteristicas indicadas.
d. Condicién inicial (0 , 2), razon -1 a. Contiene al punto (1 —1) y f (2)=1
b. Contiene alpunto ( 4, 0)y y(-1)=—
2. Obtenga la regla de correspondencia de la funcién c. Contiene al punto (4, -3)y y ( %)
lineal que cumple con las caracteristicas indicadas. d. Contiene al punto ( -6, 2)y y(2)=1
a. Contiene a los puntos (estados) (1,-1) vy
(2,-1). 4. En un mismo sistema cartesiano trace la linea recta
b. Contiene a los puntos (estados) (—2 L 4) y asociada y explique el papel que desempefia el término
(-3, -3). constante.

a.y(x)=-%x-6.
b.y (x)=-%x+2.
c.y(x)=—4x+5.

c. Contiene a los puntos (estados) (—%, %) y

(=3.-%).
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5. En un mismo sistema cartesiano trace la linea recta
asociada y explique el papel que desempefia la
pendiente (o razén)

y (x)=-
y (x)=-
y (x)=-
y (x)=-11x-3.

6. Identifique si los puntos pertenecen o no pertenecen
a la misma linea recta (explique su respuesta).

a. (1,-20), (3,-2)y (4,7).
b.(4,0),(1,1)y(-3,0).
c.(1,0),(-5,4)y(-8,6).

7. Determine la regla de correspondencia asociada a la
linea recta.

a. b.
y A VA |
. A1 A
S //
Z ‘\\‘ Z /
4 9 4 :. 4 9 / 4 :.

c d.
Yy A Yy A
B\ Z /"/;
4 \\ 4 x|l -4 - S’ 4 ;
N e

= _//m
N

P

N

D

8.
a. Verifique que, si y(x)=4x+2, entonces
y(2+3) esdiferentea y (2 )+y(3).

b. Verifique que, si y (x )=x+5, entonces

y((2)3)) esdiferentea (2 )-y(3).
c. Generalice los resultados anteriores para una
funcién lineal con condicién inicial distinta de cero.

9. En cada caso determine un registro equivalente (una
representacion grafica, la regla de correspondencia o
€en su caso una tabla con un maximo de tres filas), haga
las suposiciones adecuadas.

a. y(x)=2x-3. b. y(x)=-3x+4.
c. d.
x [y(x) y(x)
—4 0 1 -5
6 -2 3 9
e f.
VA VA
z )
\ | | .
4 of N4 ¢ x|| 4 2.4 | x
: Pdb

10. En cada caso determine un registro equivalente
(una  representacion  grafica, la regla de
correspondencia 0 en su caso una tabla con un maximo
de tres filas), haga las suposiciones adecuadas.

a. y(x)=4x-3.

b. y(x)=-3x-4.

c. d.
y(x) x | y(x)
4 —2 -1 6
5 -3 3
e. f
VA VA
~L .
¥ \\ i /(
2 2//
4‘2:4674';/‘3‘467

11. Identifique la funcion que crece con mayor rapidez,
justifique su respuesta (suponga que t >0, es decir t
€s no negativa).

a vy (t)=2t+2, y,(t)=t+2, ys(t)=4t+2 e
y,(t)=Lt+2.

b. y,(t)=-2t+4, y,(t)=—-t+4,
ya(t)=-3t+4 ey, (t)=-5t+4.
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12. a. Identifique las asignaciones a la variable
independiente en las que la funcién es positiva.

b. Identifique las asignaciones a la variable
independiente en las que la funcion es negativa.
ioy(t)=4t-2.

ii. y(t)=-3t+6.

fil. y(t)=21t+3.

iv. y(t)=-3t-2.

13. El salario anual de un profesor se modela por una
funcién lineal del numero de afios que ha laborado.
Un profesor con 12 afios de antigliedad recibe
14,400 pesos; un profesor que ha laborado 17 recibe
18,300 pesos.

a. Exprese el salario del profesor en funcion del
tiempo laborado.

b. Determine los salarios de profesores con 5, 8.3 y
27 afos de antigliedad.

c. Calcule el tiempo laborado por profesores que
cobran 21,500, 18,500 y 19,300 pesos.

14. El numero n de latidos del corazén de un gato se
relaciona linealmente con la temperatura en que éste
animal se encuentra. Un gato a una temperatura de
35° centigrados tuvo una frecuencia cardiaca de
210 y a una temperatura de 32° centigrados su
frecuencia cardiaca es de 150 latidos.

a. Exprese la frecuencia cardiaca en términos de la
temperatura.

b. Determine la frecuencia cardiaca para una
temperatura de 27° centigrados.

c. Exprese la temperatura en términos de la
frecuencia cardiaca.

15. Suponga que, en las panaderias “El Elefante”, el
costo ¢ para producir 10 virotes es 20 pesos y la
produccion de 40 unidades tiene un costo de 70
pesos. Suponga que existe una relacion lineal entre
las variables involucradas y que 2<n<40.

a. Exprese el costo ¢ como una funcién del nimero
n de virotes.

b. Determine el costo de producir 27 virotes.

¢. Determine el costo inicial de producir los virotes.

16. Suponga que el precio p de un automovil
disminuye cada aflo 5% de su precio original. Si el
precio original de un auto de esa clase es 200,000 .
Suponga que existe una relacion lineal entre las
variables involucradas.

a. Exprese el precio p del automévil como funcién de
t, el tiempo trascurrido, con 0<t<15.

b. Calcule el precio del automdvil a los 7 afos.

c. Si el valor de un automévil es de 190,000 pesos,
¢,qué tiempo ha transcurrido?

17. Cierta clase viboras nacen midiendo 5
centimetros e incrementan su longitud | a una razén
de 2 centimetros por dia. Suponga que existe una
relacion lineal entre las variables involucradas.

a. Exprese la longitud de las viboras en términos del
ndmero n de dias transcurridos 0<n <150.

b. Calcule la longitud de una vibora a los 23 dias de
nacida.

¢. Si una vibora mide 105 centimetros, ;cuantos dias
han transcurrido?

18. Vicente Sanchez Camalote tiene un salario s, de
80 pesos diarios mas el 8% de las ventas v, de
carnitas que realice. Suponga que existe una relacién
lineal entre las variables involucradas.

a. Determine una relacién que indique el salario de
Juan en términos de las ventas de carnitas.

b. Si vende 12000 pesos en carnitas, ¢ de cuanto son
sus emolumentos?

c. ;Qué cantidad de carnitas necesita vender para
ganar 250 pesos?

19 En un contenedor se encuentran inicialmente 100
centimetros cubicos de un liquido y luego se pone
mas liquido en él. Transcurridos cinco segundos,
contiene 300 centimetros clbicos de este liquido. Si
n representa la cantidad de liquido en el contenedor
(en centimetros cubicos) y t representa el tiempo (en
segundos) y ambas variables se relacionan
linealmente:

a. Determine la funcién correspondiente.

b. Si el contenedor tiene una capacidad de 10 litros,
¢,en cuanto tiempo se llenara?

c. ;Qué representan la pendiente y la condicién inicial
en el contexto del problema?

20. Cada una de las cubiertas tiene un grueso de
5 milimetros. Sabiendo que el grueso de 200
paginas es 1 centimetro, determine la funcién que
describe el nimero de paginas en funcion del grueso
del libro.

21. Suponga que un robot camina a una razon
constante de 25 metros cada dos minutos. Si el robot
se ha puesto a caminar desde hace dos minutos, ¢a
qué distancia del punto inicial se encuentra en el
tiempo t ?

22. La tarifa que cobra una empresa de mensajeria
con entrega a domicilio es de una cuota fija de 12
pesos mas 25 pesos por cada 100 gramos.
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a. Determine la funcién "costo del envio" como funcién
de su peso en kilogramos.

b. Representarla graficamente.

¢. ¢ Cuénto costara enviar un paquete que pesa 750
gramos?

d. Si se pretendemos invertir sdlo 92 pesos, ¢ cual es
el peso del paquete que se debera enviar?

23. Considere la tabla

Altura (metros) 0 360 | 720 | 990
Temperatura
(grados 10 | 8 6 45
centigrados)

a. Trace el grafico correspondiente.

b. Obtenga la funcion lineal que mejor se ajusta.

c. ;A partir de qué altura la temperatura sera menor a
cero grados centigrados?

24. En una vulcanizadora los trabajadores tienen un
sueldo diario formado por una cuota fija mas 30
pesos por cada llanta reparada. En cierto dia del mes
después de que un trabajador habia reparado 15
llantas, el empleado recibié su un salario de 600
pesos.

a. Obtenga la funcién que describe el salario diario de
un trabajador en términos del numero de llantas
reparadas.

b. ;Puede un trabajador recibir un salario de 500
pesos? Explique.

¢. ;Cuantas llantas debe reparar un trabajador para
recibir un salario de 900 pesos?

25. Un vareador recolecta 30 kilogramos de peras
por hora, también utiliza media hora preparandose al
inicio de la jornada.

a. Obtenga la funcién que describe el nimero de
kilogramos de peras recolectadas por el vareador.

b. ;Cual es el numero de kilogramos de peras
maximo que puede recolectar el vareador en un dia?

26. El Cibercafé “La Web @ Total", cobra una cuota
inicial de 6 pesos, mas 8 pesos por hora (o la parte
proporcional) por el uso de una de sus computadoras.
a. Exprese la cantidad a pagar c, por un usuario que
utiliza una de las maquinas, en términos del tiempo t .
b. ;Cuanto debe pagar una persona que utilizd una
de las computadoras 3.4 horas?

¢. Una persona pag6 35 pesos, ¢qué tiempo utiliz6 la
computadora?

27. En la colonia “Venus” al oriente del D.F., los “moto
taxistas” cobran una cuota fija de 5.20 pesos mas
3.50 pesos por kilometro recorrido.

a. Exprese la cantidad a pagar p por un usuario en

términos del nimero x de kilometros que recorre.

b. ;Cuanto debe pagar un usuario que recorre en un
taxi de esa ciudad 23 kilometros?

¢. ;Qué distancia puede recorrer una persona que
cuenta con 83 pesos?

28. “Don Tamales” ofrece a cada uno de sus posibles
trabajadores un salario de 60 pesos diarios mas una
comision de 50 centavos por cada tamal vendido.

a. Exprese el salario s, que pagaria “Don Tamales” a
uno de sus posibles trabajadores, en términos del
ndmero n de tamales que éste vendera.

b. ;Cuanto deberia pagar a uno de sus posibles
trabajadores si éste vendiese 73 tamales?

¢. Uno de los posibles trabajadores aspira a ganar
110 pesos ¢cuantos tamales tendria que vender?
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PROPOSITOS

Al finalizar la unidad el alumno sera capaz de modelar y
resolver situaciones problematicas que conduzcan a una
ecuacion de primer grado con una incégnita, esto lo hara
manipulando algebraicamente el modelo, con la finalidad
de que la representacion algebraica sea una herramienta en
la resolucion de tales situaciones.
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EL LENGUAJE ALGEBRAICO
I  COMO REPRESENTACION DE
L A GENERALIDAD

El alumno:
1. Comprendera el concepto de “ecuacidn” en el contexto de la resolucién de problemas y lo expresara en
el lenguaje algebraico.

Los modelos matematicos asociados a la descripcion y resolucion de problemas relacionan expresiones algebraicas y/o
cantidades. En matematicas, entre las diversas formas de relacionar expresiones algebraicas (entendidas como grupos de
simbolos que incluyen nimeros, letras, stper indices, sub indices, entre otros) se utiliza el simbolo =" (llamado relacion de

igualdad o simplemente igualdad), mismo genera una ecuacion. Asi, las expresiones 3x+8=0, 8x—4( X—2)=7x+1, etc. se
conocen como ecuaciones y en una ecuacion el signo "=" es equivalente a una afirmacion, la veracidad de esta afirmacién

dependera de la asignacion que se haga a la incognita (o incognitas) presentes en las expresiones algebraicas que se
encuentran a sus lados.

DEFINICION 3.1 (Ecuacion)

a. Una ecuacion es una afirmacién que establece que dos expresiones algebraicas son iguales, las dos expresiones que
constituyen la ecuacion se llaman lados o0 miembros y estan separados por la relacion de igualdad "=".

b. El numero (0 nimeros) asignado a una incdgnita (o incdgnitas) que transforma (o transforman) a una ecuacién en una
identidad se conoce como solucién o raiz.

La figura 3.1 interpreta la ecuacion mx =hb como una balanza en equilibrio.

FIGURA 3.1

NOTA
Una ecuacion es una afirmacion que se hace sobre la igualdad de dos expresiones algebraicas.

4 EJEMPLO 3.1 (IDENTIDADES Y ECUACIONES)

a. Las relaciones %: % 10=7+2+1Yy 4% =16, son identidades y siempre son verdaderas.

b. Mientras que 8x—4(x—2)=7x+1, 8x—4(x—2)=7x+1y %a—ﬁzlz son ecuaciones condicionales (o simplemente

ecuaciones).

2
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NOTA
1. Tenga en cuenta que el concepto de igualdad en matematicas es caracteristico de la rama o parte de la matematica que se
toma como contexto, por ejemplo, aunque sea utilizado el signo "=" tanto en relaciones de variacién directa como en

ecuaciones algebraicas su significado no es el mismo.
2. En la presente unidad utilizaremos “la igualdad algebraica” en el sentido de que en una ecuacién con una sola una incdgnita,
digamos x , todos los nimeros asignados a x que al ser sustituidos en la ecuacién generan una identidad seran iguales.

& EJEMPLO 3.2 (IGUALDAD DE NUMEROS)
a. Enla ecuacion x—2=2 es evidente que x=4 es una solucién, pero también lo son x=2+2, x=3+1, x=5-1, efc. por

tanto se cumple que 4=2+2=3+1=5-1, efc.

b. En la ecuaciéon 3x—15=0, x=5 es una solucién, pero también lo son x=7-2, x=10-5, x=5-0, etc. por lo que
5=10-5=5-0, efc.

c. La expresion x? +2x+1=x(x+2)+1 es una identidad puesto que la igualdad se cumple independientemente de la
asignacion que se hagaa x .

d. La expresion x> -4=(x+2) x-2) es una identidad puesto que la igualdad se cumple independientemente de la
asignacion que se hagaa x .

e. La expresion x—4=x—3 no es una ecuacion, la igualdad no se cumple independientemente de la asignacion que se haga a
X.

*

4 EJEMPLO 3.3 (SOLUCION DE UNA ECUACION)

a. Sealaecuacion 5x —2=2x+7.

i. La ecuacion 5x—2=2x+7 tiene como solucién el nimero x=3. Si sustituimos x=3 en 5x—2=2x+7 obtenemos
5(3)-2=2(3)+7, es decir generamos la identidad 13=13.

ii. El nimero x=1 no es solucién de la ecuacién 5x—2=2x+7. Si sustituimos x=1 en 5x—2=2x+7 obtenemos
5(1)-2=2(1)+7, es decir obtenemos 3=9 lo que es falso.

b. Sea la ecuacion -2 5X4+ 4
. ., bx—-2 bx+4 .. .y i 8 . o 8 bx—-2 b5x+4
i. La ecuacion = tiene como solucion el niUmero x = 5" Si sutituimos x = c en 5 = obtenemos
5[ g j -2 5[ g j +4

5 = A , Si luego simplificamos obtenemos la identidad 3=3.
ii. El nUmero x=1 no es solucion de la ecuacion 5X2_2 _Sx+4 . Si sustituimos x=1 en Sx-2_Sx+4 obtenemos
5(1)-2_5(1)+4 02-2 que es falso.

2 4 2 4

L 2

NOTA
El lector no debe confundirse, la_solucion de una ecuacién es Unica, si “supuestamente existieren otras soluciones” al ser
simplificadas serian iguales a la primera.

DEFINICION 3.2 (ECUACION LINEAL)

a. Toda ecuacion que pueda transformarse en la forma mx+b =0 (siempre que m=0) mediante un proceso algebraico recibe
el nombre de ecuacion lineal.

b. En el caso anterior x recibe el nombre de incdgnita.

La figura 3.2 representa a una ecuacion lineal en términos de una balanza.
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FIGURA 3.2

@ EJEMPLO 3.4 (COMPARACION ENTRE UNA FUNCION LINEAL Y UNA ECUACION)
En la unidad anterior analizamos la expresion f (x )=mx+b a la que llamamos funcion lineal, note que incluye la relacion de

igualdad (o simplemente el signo "="), ahora estamos analizando expresiones de la forma 0=mx+b. Aunque ambas
expresiones incluyen el signo " =" su significado no es el mismo. (Suponiendo que m=0).
mx+b=0 f(x)=mx+b
Ecuacion lineal Funcién lineal

X es una variable (la variable

X es la incdgnita (no se le asignan . . )
independiente) por lo que se le asignan

valores)
valores.
S6lo un valor de x genera una Para cualquier asignacion a x se
afirmacion verdaderaen O=mx+b. obtiene una niimero real.
No admite representacion en el plano Admite una representacion en el plano
cartesiano. cartesiano.

*

Pese a las diferencias entre la ecuacion lineal 0=mx+b y la funcion lineal f (x )=mx+b, algunas autores las vinculan
considerando como un caso particular de la funcion lineal a la ecuacion lineal. En efecto, sien f (x )=mx+b efectuamos el
cambio f(x)=0 obtenemos O=mx+b. Los autores de esta obra consideraremos el contexto de trabajo por tanto,
consideraremos a las ecuaciones y las funciones como objetos ajenos.

Las “herramientas” utilizadas en la resolucién de las ecuaciones lineales son las propiedades de los nimeros reales junto
con las propiedades de la relacion de igualdad, estas “herramientas” se combinan con el propdsito de transformar la ecuacion
que se desea resolver en ecuaciones equivalentes de menor complejidad hasta obtener ax+b=0 (con a=0), cuya solucion

, b
eselnimero x=-—.
a

PROPIEDAD 3.1 (PROPIEDADES DE LA IGUALDAD)

Supongamos que a, b y ¢ representan tres niimeros reales, entonces:

i. La propiedad reflexiva de la igualdad garantiza que a=a . (PRF)

ii. La propiedad reciproca de la igualdad garantiza que, si a=b, entonces b=a. PRC)

iii. La propiedad transitiva de la igualdad garantiza que, si a=b y a=c, entonces b=c. (PT)

La figura 3.3 ilustra las propiedades de la igualdad en términos de balanzas.

H B = =1 L= 0N ="

TS~ T9X ISR/ T8 = 3%

FIGURA 3.3

Entre las propiedades de los nimeros reales que destacan por su utilidad en la resolucién de ecuaciones se encuentran:
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PROPIEDADES 3.2 (ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES)

Supongamos que a es un numero real.

i. EXISTENCIA DEL NEUTRO ADITIVO (PNA)

Existe un Gnico nimero real (representado por 0) tal que, para todo nimero real a se cumple que a+0=a.

ii. EXISTENCIA DEL NEUTRO MULTIPLICATIVO (PNM)

Existe un nico nimero real (representado por 1) tal que, para todo nimero real a se cumple que a-1=a.

iii. EXISTENCIA DEL INVERSO ADITIVO (PIA)

Para todo niimero real a existe un Unico nimero real, representado por -a, tal que a+(—a )=0, el nimero -a se denomina
inverso aditivo del nimero a (también el nimero —a se considera el inverso aditivo del nimero a ).

iv. EXISTENCIA DEL INVERSO MULTIPLICATIVO (PIM)

, . . , 1 Ly
Para todo nimero real a (excepto para el cero) existe un tnico niimero real, representado por = (o también por a™ ), tal que
a

1 , 1 - S , . , . -
a| = |=1, el nimero = se denomina inverso multiplicativo del nimero a (también, el nimero a es el inverso multiplicativo
a a

del niumero %).

FIGURA 3.4

En la resolucion de ecuaciones lineales también es importante el concepto de “ecuaciones equivalentes”.

DEFINICION 3.3 (ECUACION EQUIVALENTE A UNA ECUACION LINEAL)

Una ecuacion es equivalente a la ecuacién mx+b=0.
a. Si tiene la misma solucién que mx+b=0.
b. Podemos rescribirla en la forma mx+b =0 aplicandole un niimero finito de propiedades de los nimeros reales.

Utilicemos las propiedades anteriores en la resolucion de algunas ecuaciones lineales.

& EJEMPLO 3.5 (RESOLUCION DE UNA ECUACION UTILIZANDO LAS PROPIEDADES 3.1y 3.2)
a. Sea la ecuacion 5x—2=2x+7.
Para resolver la ecuacion
BX—2=2x+7,
conviene agrupar los términos que contienen a la incognita en uno de sus miembros y los términos que no la contienen en el otro
miembro, lo que se consigue aplicando (PIA) y (PNA).

ECUACION | ECUACIONES EQUIVALENTES | FUNDAMENTACION
BX—2=2x+7 Bx—2x—-2=7+2 (PIA)
3x=9 (PNA)

{41

x=3 (PNM)
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L2 1
b. Sea la ecuacion ;—8:4+g.

Para resolver la ecuacion

g—8=4+£.
X 6

Inicialmente conviene simplificar términos semejantes, posteriormente reagrupar términos de forma que aquellos que
contienen la incognita se encuentren en uno de sus miembrosde la ecuacién; los términos que no la contienen la incégnita en el
otro miembro de la ecuacion, esto se consigue aplicando las propiedades (PIA) y (PNA).

ECUACION | ECUACIONES EQUIVALENTES | FUNDAMENTACION
2 1 2 1
;_8_4+E ;_4+8+E (PIA) y (PNA)
§= 7(73 SIMPLIFICACION
2 73
;(X)—K(X) (PIm)
2= (PNM)
6 73( 6
12
X=g (PR)

c. Para resolver la ecuacion %x —4x-5=3x— % +4-8x,

simplifiquemos términos semejantes, a continuacién los agrupamos de manera que los términos que incluyen la incdgnita se
encuentren en uno de sus miembros, los restantes términos deben estar en el otro miembro de la ecuacion; esto se consigue
aplicando las propiedades (PIA) y (PNA).

ECUACION ECUACIONES EQUIVALENTES | FUNDAMENTACION
gx—4x—5:3x—£+4—8x —EX—5:—5X+Z SIMPLIFICACION
3 2 3 2

5x-%x - %+5 (PIA) y (PNA)
%x = % SIMPLIFICACION
5(3 17( 3
5(5}(‘?(5) (PIA)
51
x=1s (PNM)

NOTAS

En el lenguaje coloquial:

1. Se hace referencia al uso simultaneo de las propiedades (PIA) y (PNA) como “transposicién de términos” o “propiedad de la
suma de la igualdad”.

2. Se hace referencia al doble uso simultaneo de las propiedades (PIM) y (PNM) como “propiedad del producto de la iqualdad”.
3. Otras propiedades de los numeros reales imprescindibles en la resolucién de ecuaciones son aquellas que involucran
simbolos de agrupamiento (o agrupacion), estas propiedades reciben los nombres de “propiedades asociativas”, “propiedad
distributiva”. Parte de su importancia consiste en que sugieren la “operacion algebraica” que debe efectuarse en primer término.
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PROPIEDADES 3.3 (ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES)

Supongamos que a, b y ¢ representan tres nimeros reales, entonces:
i. ASOCIATIVA DE LA SUMA (PAS)
a+(b+c)=(a+b)+c.
ii. ASOCIATIVA DE LA MULTIPLICACION (PAM)
a(bc)=(ab)c.
iii. DISTRIBUTIVA (PD)

a(b+c)=ab+ac.

Los simbolos de agrupamiento de términos son los “paréntesis ( )", los “corchetes [ ]7y las “llaves { } entre otros, éstos

simbolos sugieren el orden en que han de efectuarse o simplificarse las operaciones involucradas en una ecuacién; esto bajo la
sugerencia de que, en general, conviene iniciar con las operaciones contenidas en un numero mayor de estos simbolos.

@ EJEMPLO 3.6 (APLICACION DE PROPIEDADES EN LA RESOLUCION DE ECUACIONES)
a. Sea la ecuacion 3(x—1)+2=2(1-x ).
Una forma de resolver 3(x—1)+2=2(1-x ) es:

ECUACION ECUACIONES EQUIVALENTES | FUNDAMENTACION
3(x-1)+2=2(1-x) 3x—3+2=2-2x (PD)
3x—1=2-2x SIMPLIFICACION
3X+2x—1+1=2-2x+2x+1 (PIA)
5x =3 (PNA)
1 1
x| = [=3 =
x[ ; j [ 5 j (PIM)
1 1
5x| = =3 =
x[ : j ( . ) (PNM))
X= g SIMPLIFICACION

5x+4

b. Sea la ecuacion 4x-2=

Una forma de resolverla ecuacion se muestra en el siguiente cuadro:

ECUACION ECUACIONES EQUIVALENTES | FUNDAMENTACION
4x-2:5xz4 (4)(4)(—2):5)(:4(4) (PIM) Y (PNM)
16x—8=>5x+4 (PD)
16x —5x=4+8 (PI1A)
11x =12 SIMPLIFICACION
1 1
11( i ]x =12[ ﬁj (PIM) Y (PNM)
12 .
X= o SIMPLIFICACION
y 2
c. Sea la ecuacion = .
2y-3 1y+9

Una forma de resolverla es como sigue:
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ECUACION ECUACIONES EQUIVALENTES | FUNDAMENTACION
3 2 3 2
= 2y-3)iy+9)= 2y-3)iy+9
2y 3 Ty | 2y 3\ N iy+9) %y+9( y-3)4y+9) (PIM)
3Ly+9)=2(2y-3) (PNM)
3y+27=4y-6 (PD)
3y-3y4+27+6=4y-3y-6+6 (PIA)
21+6=4y-3y (PNA)
33- 13y SIMPLIFICACION
4 13 ( 4
33 —
( 13j 4y( 13] (PIM) y PNM)
132 132
3 ' PR

*

Familiarizados con el uso y manejo de las propiedades de los nimeros reales en la resolucion de ecuaciones lineales,
cuando resolvamos ecuaciones lineales ya no sera de utilidad mencionarlas, sin embargo, el lector debe tener en cuenta que en
resolucion de ecuaciones pueden ser aplicadas una 0 mas propiedades de los nimeros reales simultaneamente, y que cuando
se cuenta con cierta experiencia resulta innecesario indicar el nombre de la propiedad o propiedades utilizadas.

€ EJEMPLO 3.7 (RESOLUCION DE ECUACIONES)

2w+1
a.En
2wW+7

=4, multipliquemos ambos miembros por ( 2w + 7 )

simplifiquemos
desarrollemos el producto

agrupemos términos semejantes
simplifiquemos
despejemos w

2w+1
(2w+7)2W+7_(2w+7)4,

2w+1=(2w+7 )4,
2w+1=8w+28,
1-28=8w-2w,
—27 =6w,

27
w=-"-0w=--
6

b. Sea 2f+3: I -4f

, multipliquemos por (5 ) 2)

simplifiquemos

desarrollemos los productos
agrupemos términos semejantes
simplifiquemos y despejemos  f

2
2
(5X2)2f+3 (5) )1 at

2
2(2f +3)=5(1-4f ),
4f +6=5-20f
4f +20f =5-86,

24f = -1, entonces f :—i.
24

c. En (x+7 )* =x*-5x+2, desarrollemos el binomio del miembro
izquierdo

posteriormente agrupamos términos semejantes

luego simplificamos

despejamos x .

X2 +14x+49 = x> —5x+2,
x2 —x? +14x+5x=2-49,

19x = -47
x:—ﬂ 0 x=-3.
19

d. En (x+1)x+3)=x*>+2, desarrollemos el producto de

binomios del miembro izquierdo.

Posteriormente agrupamos términos semejantes
luego simplificamos

despejamos X

X2 +4x+3=x>+2,

x? —x? +4x=2-3,
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4 EJEMPLO 3.8 (RESOLUCION DE ECUACIONES)

a.En (1-x ) 1+x)=—(3+x ) x+9)
desarrollamos los productos en ambos lados
posteriormente agrupamos términos semejantes

1-x% =—x% —12x-27,
x? —x? +12x =-27-1,

luego simplificamos 12x =28,
por Ultimo despejemos x . 7
=3
4 y-3 y+4 y-3
b.En YF2_Y=° 7 —4 = 7 —4)2 >
v 7 y=4 (yr7Xy=4) 7 =(y+7Xy-4) —,

multipliquemos ambos miembros por (y+7 ) y—4)
simplifiquemos

desarrollemos los productos

posteriormente agrupamos términos semejantes
luego simplificamos y ordenamos y despejemos y

(y-4)Xy+4)=(y+7)y-3),
y2—16=y2 +4y-21,
y?—y?-16+21=4y,

4y =5,

y:

Ao

1 1
a—E a+Z
c.En =
1 1
a+-— a—-—
4 2

multipliquemos ambos lados por ( a-

N -
—
[}
+
N
~—

simplifiquemos

desarrollemos los productos

posteriormente agrupamos términos semejantes

luego simplificamos y finalmente despejemos a

2 > 1 1
a‘—-a+-=a‘+-a+_—,
2 16
, 1 1 1 3 1
a‘-a*+--—=—a+a, —=—a, a=—.
4 16 2 15 8

L 2

Las ecuaciones lineales presentan gran utilidad e importancia para aquellas personas que requieren resolver problemas
algebraicos de su entorno. Dependiendo del problema a resolver o analizar, surge la necesidad de construir ecuaciones lineales
como modelos de solucion de problemas especificos, de forma que al resolver estas ecuaciones se obtienen cantidades o se
conocen caracteristicas especificas. En las siguientes lineas presentaremos parte del lenguaje basico y su representacion
simbolica de la construccion de modelos matematicos relacionado con el algebra y en particular con las ecuaciones lineales. El
lector debe tener en cuenta que las representaciones que proponemos no son Unicas, y que en consecuencia existen gran
cantidad de representaciones equivalentes a las que nosotros proponemos.

EL LENGUAJE RELACIONADO CON PROBLEMAS QUE CONDUCE A LA CONSTRUCCION DE UNA ECUACION LINEAL

CON UNA INCOGNITA.

FRASE REPRESENTACION
i. Un nimero cualquiera x , 0 cualquier otra del alfabeto.
ii. Un nimero se incrementa a unidades X+a.
iii. Un nimero disminuye a unidades X-a

iv. La suma de dos nimeros es s

El primer nimero es x, el otro nimeroes s —x.

v. El doble de un nimero

Si el nimero es x, su doble es 2x.

vi. El nimero que supera al triple de otro nimero en diez .

Si uno de los numeros es x , el otro nimero es 3x+10.

vii. Dos nimeros enteros consecutivos.

X Yy x+1,también x-1y x.
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vii. El producto de dos nimeros cuya suma es otro numero. x(s-x)=a.

. , X S—X
viii. El cociente de dos numeros cuya suma es s <y 0 ~
. Ly . X
ix. Una fraccion de un nimero. 3

. 37

X. El 37% de una cantidad. 0.37x 0 mx.
xi. Una cantidad se incrementa en 37% X+0.37x=1.37x .
xii. Una cantidad disminuye en 37% x—0.37x=0.63x
xiii. Concentracién de una sustancia al 35%. 0.35x, siendo x el total de la sustancia.
xiv. El incremento en un porcentaje de un objeto. x+( p )x, donde p el porcentaje de incremento.

Al inicio, el proceso de resolver un problema algebraico suele presentar dificultades a quien lo intente, sin embargo, las
siguientes observaciones pueden resultar de gran apoyo.
i. Un primer paso es el comprender el problema, en parte, esto consiste en identificar la incognita y los datos que se
proporcionan.
ii. Elaboracion de un plan, establecer relaciones entre datos e incdgnitas, identificar y re3lacionar el significado de las
operaciones aritméticas con los datosdel problema y con la incégnita. ¢
iii. Ejecutar el plan
iv. Examinar la solucion obtenida, verificar el resultado, verificar los pasos ejecutados.

Respecto a la pregunta ;qué tipo de problemas se modelan y resuelven con una ecuacion lineal y luego obteniendo su
solucion?, la respuesta es una gran cantidad, sin embargo, muchos de ellos siguen los patrones que presentamos en el ejemplo
3.9.

4 EJEMPLO 3.9 (MODELOS GENERALES)

a. TAREA REALIZADA POR DOS MAQUINAS

Supongamos que tenemos dos méquinas para efectuar una tarea y que algun factor opera retardando la tarea realizada por
ambas maquinas.

, . . L1 . . L1
Asi, en una hora la maquina A realiza la fraccién . de la tarea, la maquina B realiza la fraccion . de la tarea y el factor de
A B

retardo deshace ti de la tarea.
R
i. En una hora, las dos méaquinas trabajando simultineamente y evitando el factor de retardo, habran realizado la fraccion

1 i+i de la tarea.
T t t
| [F
=
FIGURA 3.5
ii. En una hora, las dos maquinas trabajando simultaneamente, habran realizado la fraccion 1_ ti + ti_ti de la tarea.
1 2 3

b. PROBLEMAS DE ALEACIONES

Una aleacion es una mezcla de dos metales, se obtiene fundiéndolos y solidificandolos. La proporcion en peso en que el metal
precioso puro se encuentra en una aleacion se denomina ley de la aleacién.

Suponga que deseamos hacer una aleacion con los dos metales M y N con una ley de aleacién diferente (proporcion de
metal).
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Sean:
T la cantidad total de metal en la aleacion. L, la ley de aleacion del metal resultante.
Cu =x la cantidad de metal M . Ly laley de aleacion del metal M .
Cy =T —x lacantidad de metal N . Ly laley de aleacion del metal N .

La informacion anterior se puede representar en una tabla

CANTIDAD | LEY METAL
METAL M | Cy =x Ly | XLy
METAL N | Cy=T-x | Ly | (T—x)Ly
ALEACION T L | xLy+(T—x)-Ly

Por tanto

FIGURA 3.6

c. PROBLEMAS DE MEZCLAS

Una mezcla es el agregado de varias sustancias, objetos o cuerpos que no se combinan quimicamente entre si. Suponga que
deseamos hacer una mezcla con dos sustancias A 'y B.
Sean:

T la cantidad total de mezcla. Py es el precio total de la mezcla.
X, =X la cantidad de sustancia A. P, es el precio de la sustancia A.
xg =T —x la cantidad de sustancia B. P es el precio de la sustancia B .

La informacion anterior se puede representar en una tabla

CANTIDAD | PRECIO | COSTO
SUSTANCIA A | x,=x Py X-P,
SUSTANCIA B | x5 =T —x Py (T-x)-Py
MEZCLA T Pu T Py

Por tanto,
XP, + T X PB =T -Py -

AN iini

FIGURA 3.7

d. PROBLEMAS DE MONEDAS
Suponga que se tienen almacenadas monedas de dos denominaciones y que se conoce el monto de todas ellas.

Sean:
T la cantidad de monedas. V,, €l monto de las monedas.
x la cantidad total de monedas de la denominacion A. V, el monto de las monedas de denominacion A.
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T —x la cantidad total de monedas de la denominacién B. V, el monto de las monedas de denominacion B .
La informacion anterior se puede representar en una tabla:

] CANTIDAD | DENOMINACION | MONTO DE LAS MONEDAS
MONEDAS DE DENOMINACION A X A X-Vy
MONEDAS DE DENOMINACION B T-x Vg (T—x Vs
CANTIDAD DE MONEDAS T Vq

Por tanto,

FIGURA 3.8

NOTA: Seguramente el lector observo la similitud del proceso de construccién del modelo y del modelo obtenido en los tres
primeros incisos del problema anterior.

e. PROBLEMAS DE OBJETOS EN MOVIMIENTO
La rapidez (suponiendo que es constante), el desplazamiento y el tiempo son tres magnitudes fisicas relacionadas entre si. Si v

representa la rapidez, d el desplazamientoy t el tiempo, entonces v:% 0 d=v-t.Tenga en cuenta:

i. El desplazamiento d y la rapidez v son cantidades directamente proporcionales (a mayor rapidez, mayor desplazamiento, en
un mismo tiempo).

ii. El tiempo t yla rapidez v son magnitudes inversamente proporcionales (a mayor rapidez, es necesario menos tiempo en
recorrer un mismo desplazamiento).

iii. El desplazamiento d y el tiempo t son magnitudes directamente proporcionales (para un mayor desplazamiento se requiere
mayor tiempo en recorrelo (suponiendo rapidez constante).

- e
d

FIGURA 3.9
iv. La distancia recorrida por uno de los méviles al punto de encuentro mas la distancia que ha recorrido el segundo movil es

igual a la distancia que los separa.
o=

dl Lo — dz

[P e ol
€ ¢ 1q]

d=d, +d,

FIGURA 3.10

I€

v. La velocidad a la que se aproximan dos maviles, en sentidos opuestos es la suma de sus velocidades.
FIGURA 3.11
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vi. Si dos moviles viajan en la misma direccion a distintas velocidades, en el punto de encuentro han recorrido la misma

distancia.
LA
(e
e dh=d S,
d
FIGURA 3.12
—
1. Resuelva. c. 2x— 3 .1 6
a. 3x+5=95. ' 10" 6"
b.x+2(x-4)+5=2. R VP
C. 4x—3=5-4x. 5 5 '
d. x-1-2(x-5)=2(3x-1). e. 2x—5(x—2):1.
e. x+4=-3(5-x)+3(4x-2). 4 2
f. 2x—3x—7=-3(5-2x )-3(x—2). f %(w—6)+4w:9—3w+35.
2. Determine la solucién y verifique su respuesta 5. Resuelva y verifique su respuesta
Z' 2“228'22 a. 9(x—3)+4=5-4(x-1).
. OX—bX= .
C A Tx 1 9% 100 b. —3(x+4)-7=5(x+2)-3(x+3).
d. —7x—11x+x=-16-2x. C. 4—(2x+3)=3-6(x+1)-(x+1).
e. 14X+ 4X—X=—T . d. 2(5x-1)—-(x—4)=3(x-4)-4(x-2).
f. 3y—4(1+3y )=9-5(y-2). e 3(x—3)=§(4x—7)
5 2 '
3. Resuelva las ecuaciones. f.4(g-13 )23(49 _10).
1 3 7
a. —Xx+-x=8.
4 8
b 15 4 6. Resuelva y verifique su respuesta
e a. 0.6x+4.9x=02(x—1).
e Ly 3,1 b. 2( x+2)-31=-13(x+2).
8 24 12 €. 15—(x+3)=32-6( x+1.1)-23( x+1).
d. %X_zz_gwrz_ d. 0.2(5x-1)+02x =31 x+2 )-4.1.
) e. 7.3x-1.6=1.8(4x-7).
€. g X—X—4x=4+3X. f. 0.0 g-10)=1.02(2g-5).
4
f. g3 2a-4a=5+3a+9. 7. Resuelva y verifique su respuesta
a.E=4. c.£—3.7=2.2.
4. Resuelva y verifique su respuesta 0.1x
a. lx—3x:8. b. 2—5=1.8. . g:£+3.4.
7 22y X X
1.1 4.1 1.04 2.9
—X——X=4+ — -
8" 5 12 e. ] 5.1. i w_43 1.
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2.5 9

f_ >  _¢. 2 _2-0
0.2w+3.13 12t +1.5

g — % 56=0. K 22x+31 44 o
X —6.6 5.2x

h X L 64-0. | 98x+185 .
X+8.8 19.3

8. Resuelva y verifique su respuesta
2 1

a. —(x-3)+1=1-—(x-1).
2(x-3)+1=1- L (x-1)

1 1
b. g(x—12)—§(3x—9)71.

1 1 1
c. Z(Sx—lG)—E(3x—39)—§(5x—40).

1 1 1
d. Z(4x+8)—§(15x—45)75(8x+48).
e. 3( x+£j—5[—x—§j=6( x+£].

4 4 6

(g+14)=(4g-24)+2(g+4).

| w

5

9. Resuelva y verifique su respuesta

a. x(x-3)-x :5—5(2x—2).

b. (x-16  x-1)=(x-4)x-2).
C. (x+3)x=4)=(x=-3)x+7).
d. (x=3)x=3)=(x+3 ) x+6).
e. (x+1) x+1)=(x+3)x-3).
f.(x=3F =(x+7)x-6).
g.a(a-1)=(a-2)a+2).

h. 4+b(b+1)=(b-2)b+2)+3b.
i. 2b(b+1)+30=b*+(b-2)b+2)-7b.
i (p-3F=(p-4)p-2).

k. (p+1) p+1)=p*>+7(p-3).
L (2x=1f =(2x+3 ) 2x—4).

10. Resuelva y verifique su respuesta.

a (a-4y-(a-6)y=3a-5).
b. b(b+7)-(b-2)b+2)+30=7.

(r+1)P —(r=7)r+2)=3(r+12).
(t+3f =(t-4 ) +4(t-2).

e.[ip+2]2:116p2—6(4—p).

f.(3x—8) =(3x+7)3x-7).

0. (a-1)=(a-2) +10a-6.

h.

4b+2)+20(b+1)=(b—4)b+1)+b(b-1).

A
(o]
+

[Y—

N—— w
N

I
7~ N\

k]

|
N
~
7~ N\

=]

| .
Nlw
~

k]
+
N -

=
TN — /N O
o
+

N
o)
+
Now BIF
N
7~ N\
N
o)
|
| w
N—
1
—_~
N
o
|
w
A —
N

11. Resuelva y verifique su respuesta.

a a-1 E i 3 -6

"a-4 8 " 2b-3 b+10°

b b-6 § 3 L2

"2b-3 4 " ba-3 a+1l’

c 3a-6_ 2 I e+5 e-7

"Ba+3 3 Te—7 e+3’
l1a-8 -

d. ‘1‘ :_E_ m. £ 12_e+5 )
ga+3 4 e+3 e+12
2e+6 2 3 )

e. ===, n— = .
2e+3 3 2b-3 b+10

f 4e+10 _1 o r+3 r-4

" 4e-5 8 "r-13 r-3°
1-4e 2 s+1 s+8
4e-12 5 s—8 s-5
4+Ze_i. qE—6=4—C_7.
6e+5 10 8 2

| 5 _ 8 r c 7_6:4_c+1
a-4 a-4 4

12. En cada caso despeje la incégnita indicada.

>
Il

a.

.AO.\:D
—
|
w
N
N—
—

o
o
I
N\H oo o

B+bh,b.
(B+b)h,h.

o

> J>
Il
N[

e.s=2zrh+2zr? h.

1 1 1
f.-="+=.
rnn

13. Numeros.

Suponga que la suma de dos numeros es cierta
cantidad fija A.

a. ;,Cuéles son los numeros?

b. Si ademas uno de ellos el un mdiltiplo del otro,
¢,cuales son los numeros?

c. Si ademas uno de ellos el un multiplo del otro,
¢,Cuales son los numeros?

d. Construya un modelo con el que sea posible
determinar los numeros.
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14. Numeros.

Suponga que la suma de dos numeros es cierta
cantidad fija A.

a. ¢ Cudles son los nimeros?

b. Si ademas el mayor de ellos se divide por el menor
el cociente es C y el residuo es R, construya un
modelo con el que sea posible determinar los nimeros.

15. NUmeros.

Suponga que la suma de dos numeros es cierta
cantidad fija A.

a. ¢ Cudles son los nimeros?

b. Si ademas el mayor de ellos se divide por el menor
el cociente es C y el residuo es R, construya un
modelo con el que sea posible determinar los nimeros.

16. NUmeros.

Suponga que la suma de dos numeros es cierta
cantidad fija A y que su diferencia es B, construya
un modelo con el que sea posible determinar los
numeros.

17. Edades.

Suponga que la edad de una personaes A yladesu
hijo es B . Si transcurren x afios la edad del padre es
un multiplo entero de la edad del hijo, construya un
modelo que permita determinar los nimeros.

18. Edades.
Suponga que hace M afios la edad de una persona
era K veces la edad de otra, y que actualmente sold

1 .
es EK veces. Construya un modelo que permita

determinar los nimeros.




EL ALGEBR'A EN LA
3 . 2 RESOLUCION DE PROBLEMAS

El alumno:

2. Una vez expresada algebraicamente la condicion que satisface la incognita en un problema, el alumno
sera capaz de utilizarla para resolverlo, empleando las reglas de transposicion o las propiedades de la
igualdad.

Aunque no existe un proceso o procedimiento general para resolver un problema de indole algebraica, algebraica,
consideramos importante reflexionar la utilidad de los siguientes elementos o aspectos que pueden resultar de un gran apoyo:
i. Leer cuidadosamente el problema o situacion varias veces hasta entender lo que se pide y asi poder extraer los datos o
informacion que contiene.
ii. Expresar el problema o situacion de manera simbdlica, lo que puede requerir del planteamiento de una ecuacioén.
iii. Efectuar los calculos adecuados que requiere la resolucién de la ecuacion.
iv. Un analisis de la respuesta obtenida con el objeto de ver si esta tiene sentido en el contexto del problema o situacion real de
interés.
v. Finalmente verificar que se obtuvo la respuesta correcta y verificarla.

Ahora veamos algunos problemas algebraicos en los que de manera, ya sea explicita o implicita, utilizamos los consejos
antes sefialados.

& EJEMPLO 3.10 (PROBLEMAS RELACIONADOS CON NUMEROS A)

a. La diferencia entre dos nimeros es 30 y el doble del menor de los nimeros es 26 . ; Qué numeros son?
i. Se desea determinar dos nimeros de manera que uno sea 30 unidades mayor que el otro.

ii. Dado que x el menor de los nimeros, entonces su doble es 26 y 2x=26. Por tanto x=13.
iii. El mayor de ellos es x + 30, es decir, 13+30=43

iv. La diferencia entre 43 y 13 es 30 y el doble del menor es 26 .

b. Tres nimeros enteros consecutivo suman 66 . ; Qué nimeros son?

i. Los numeros enteros consecutivos difieren en una unidad.

ii. Sea x el menor de los nimeros, entonces los otros nimeros se representan por x +1y x+2.
iii. La suma de los tres nimeros es 66, entonces x+( x+1 )+( x+2 )=66.

Si x+x+1+x+2=66, entonces 3x +3=66, de donde 3x =63y finalmente x=21.

Por tanto, los nimeros son 21, 22 y 23.

iv. La suma de los nimeros 21, 22 y 23 es 66.

o C A 2 . . .
¢. ;Qué nimero cumple con la condicion?, “al restarle 5 a 3 del nimero, se obtiene el mismo resultado que al sumar 2 a los

% del nimero?

i. Deseamos conocer tres nimeros enteros consecutivos (difieran en uno).
ii. Representemos por x al nimero que desconocemos.

. , . 2 . 2 3

iii. Los dos tercios del niumero desconocido se representan por §x y el restarle 5 se escribe como §x—5. Por otra parte, c
. . 3 . 3

del nimero desconocido se representan por gx, el sumarle 2 se escribe como §X+2' Puesto que en ambos casos se

obtiene el mismo resultado %x -5= gx +2.
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.2 2 o1 , .
Si 5x—5=§x+2, entonces §X_§X22+5 y en consecuencia Ex:7. El nimero que cumple con las condiciones

sefialadas es x=105.

iv. Notemos que %(105 )-5= g(los )+2

o . 1 8
d. ; Qué numero debe sumarse, tanto al numerador como al denominador, de > para obtener 9 ?

i. Deseamos conocer un nimero que ha de ser sumado tanto al numerador como al denominador.
ii. Representemos por x el nimero que desconocido.

, . 1 L 1+ X - o
iii. El sumar el nimero x al numerador y al denominador de > conduce a la expresion Ty esta ultima expresion debe ser
+X

igual a ocho novenos, por tanto, rx _8 g 1+7X=§, entonces 9(1+x )=8(2+x) 0 9+9x=16+8x, de donde
2+x 9 2+x 9
obtenemos x=7.
1+7 8

iv. Note que =——=—.
2+7 9

1337529

2 S ER

FIGURA 3.13

& EJEMPLO 3.11 (PROBLEMAS RELACIONADOS CON NUMEROS B)

Determine los nimeros a los que hace referencia el enunciado.

a. Dos numeros suman cuarenta y uno de ellos es 12 unidades menores que el otro.

i. Es necesario determinar dos nimeros que sumen cuarenta.

ii. Si x representa al mayor, el otro nimero es x—12.

iii. La suma de los dos nimeros es cuarenta unidades se escribe como x+x—12=40, entonces 2x=52 0 x = 26. Por tanto,
numero mayor x =26 y nimero menor x—12=26-12=14.

iv. Notemos que 26+14 =40 y que 26-14=12.

b. Dados tres nimeros cuya suma es 156, el menor es la mitad del intermedio y éste es la quinta parte del mayor.

i. Se desea conocer tres nimeros, sea a el numero intermedio.

ii. Si a representa al nimero intermedio, entonces el nimero mayor es mayor es 5a, y el nimero menor es Ea .

, L1 1
iii. La suma de los tres numeros es 156 se representa por la ecuacion Ea+ a+5a=156, entonces ;azlse, de donde

o 1 1 . . . .
a=24, asi: nimero menor - a = E( 24 )=12, nimero intermedio a =24 y nimero mayor 5a="5( 24 )=120.

iv. Notemos que 12 +24 +120=156.

¢. Un nimero es 18 unidades menor que otro; tres medios del nimero mayor supera en tres unidades al nimero menor.

i. Se requiere determinar dos numeros.

ii. Sea x el numero mayor, entonces el nimero menor es x—18.

iii. Puesto que tres medios del nimero mayor supera en tres unidades al nimero menor, la deferencia entre estos dos nimeros

es gx—(x—ls):s. De gx—(x—ls):s, obtenemos %x+18:3, es decir, x=-30 es el nimero mayor. El nimero
menor es x—18=-30-18=-48.

iv. Notemos que E( 30 )-3=-48.
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¢ EJEMPLO 312 (PROBLEMAS RELACIONADOS CON PORCENTAJES)

a. La renta actual mensual por un apartamento con dos recamaras en la Colonia Tijerina es 3500 pesos. Si el duefio del
apartamento incrementara en 500 pesos la renta el préximo afio, qué porcentaje extra debera pagar quien lo habite?

i. Se desea conocer el porcentaje en que se incrementara la renta.

ii. Representemos por x el porcentaje en que se incrementara la renta.

iii. Entonces 3500 +3500x = 4000, por consiguiente, 3500x =500 0 X = %:0.1429 , por tanto, el incremento de la renta
serd del 14.29% .

iv. Notemos que el 14.29% de 3500 es 3500( 0.1429 )~500 .

b. Actualmente el precio de un kilogramo de tortillas es 14 pesos y si el precio fue incrementado un 20% , jcuél era su precio
anterior?

i. Se desea conocer el precio anterior del kilogramo de tortillas.

ii. Sea x el precio anterior de un kilogramo de tortillas, al precio actual debe agregarse el 20% .

iii. Entonces x+0.20x=14, por consiguiente, 1.20x=14 o x:%, asi, el precio del kilogramo de tortillas era de

X ~11.67 pesos.
iv. Notemos que 11.67 +0.20(11.67 )~14 .

c. El costo de produccion de un litro de leche es 6 pesos, si se pretende una utilidad del 210% , ;en cuanto debe venderse?
i. Se desea conocer el precio de venta de un litro de leche.
ii. Representemos por p al precio de venta del litro de leche.

iii. Puesto que, el precio de venta=costo de produccion + utilidad

p 6.00 210% de 6.00,
Entonces debe venderse a p =6.00+2.10( 6.00 )=18.60 pesos.
iv. Note que 6+2.1( 6 )=18.6.

¢ EJEMPLO 3.13 (PROBLEMAS RELACIONADOS CON MEZCLAS)

FIGURA 3.14
a. Un comerciante mezclé dos tipos de granos de café, del tipo A con precio de 100 pesos por kilogramo y del tipo B a 150
pesos el kilogramo, obtuvo 30 kilogramos de granos de café a un precio de 120 pesos el kilogramo. ;Qué cantidad de cada

tipo de grano de café utiliz?
i. Se desea conocer el numero de kilogramos de cada grano de café en la mezcla.

ii. Sean:
x la cantidad del grano de café del tipo A. 100 es el precio del grano de café del tipo A.
30-x la cantidad del grano de café del tipo B. 150 es el precio del grano de café del tipo B .
30 kilogramos es la cantidad total de mezcla. 120 es el precio total de la mezcla.

La informacion anterior esté representada en la siguiente tabla:

CANTIDAD | PRECIO | COSTO
GRANO DE CAFE TIPO A X 100 100x
GRANO DE CAFE TIPO B 30-x 150 | (30-x)150
MEZCLA 30 120 3600

iii. Por tanto,
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100 x+( 30—x )(150 )=3600, ecuacion que es equivalente a 100 x—150x+4500 = 3600 , de donde, 50x =900 y x =18.
El comerciante utiliza 18 kilogramos de granos de café del tipo A y 12 kilogramos de granos de café del tipo B .
iv. Notemos que 18(100 )+18(150 )=3600.

b. Un recipiente contiene 12 litros de una mezcla de coca cola con aguardiente. Si la concentracion de aguardiente en la mezcla
es del 25%, ¢qué cantidad de coca cola debe agregarse en el recipiente para disminuir la concentracién de aguardiente al
15% 7
i. Se desea agregar una cantidad de coca cola (en litros) a una mezcla para disminuir su concentracion.
ii. Asi:

x son los litros de coca cola que deben agregarse.  12+x representa la cantidad final de coca cola.

12( 0.25) litros es la cantidad inicial de aguardiente. (12 +x )(0.15 ) litros es la concentracion final de aguardiente.

La informacion anterior esta representada en la siguiente tabla:

CANTIDAD INICIAL | CANTIDAD AGREGADA TOTAL
MEZCLA TOTAL 12 X 12+x
AGUARDIENTE 12(0.25) 0 (12+x)(0.15)

iii.
0.15(12+x )=(12 ) 0.25 )+0( x ) 0 3=0.15(12+x ), de donde, x =8.
Deben agregarse 8 litros de coca cola a la mezcla.

. . . L, 17
iv. La nueva mezcla contiene 17 litros de coca cola. Observe que la proporcién de coca cola en la mezcla es %:0.85 , el

85% Y la de aguardiente él 15% .

c. Un contenedor A tiene 1000 kilogramos de azlcar; 34% de azlcar estandary 66 % de azUcar refinada. Un contenedor B

tiene 400 kilogramos de una mezcla de azicar, 26% de azlcar estandar y 74% de azicar refinada. Si se revuelven los

contenidos en un nuevo contenedor C, jcual es el porcentaje de azlcar estandar?

i. Se desea conocer el porcentaje de aziicar morena en el contenedor C .

ii. Sea x el porcentaje de azucar estandar. La siguiente tabla sistematiza la informacién contenida en el problema.

CONTENEDOR A | CONTENEDOR B | CONTENEDOR C

CONTENIDO EN KILOGRAMOS 1000 400 1400
AZUCAR ESTANDAR 34% 26% X %

iii. Por tanto, 3496( 1000 )+26%( 400 )= x%( 1400 ) 0 340 +104=14x , por consiguiente x =29.143.

iv. El contenedor C tiene el 29.143% de azUcar estandar, aproximadamente 420 kilogramos.

¢ EJEMPLO 3.14 (PROBLEMAS RELACIONADOS CON MONEDAS)

LI

FIGURA 3.15

a. Al romper su “cochinito”, un nifio conté un total de 70 monedas con denominaciones de 5 pesosy 2 pesos, observd que el
monto de las monedas es 269 pesos. Cuantas monedas de cada denominacion habia en el “cochinito™?

i. Se desea conocer el nimero de monedas de cada denominacion.

ii. Sea x el nimero de monedas de dos pesos, entonces hay 70— x monedas de 5 pesos. La siguiente tabla sistematiza la
informacion contenida en el problema.

MONEDAS DE 2 PESOS | MONEDAS DE 5 PESOS | TOTAL
NUMERO X 70— x 70
MONTO 2x 5(70-x ) 269

iii. En consecuencia 2x+5( 70—x )=269 0 2x+350—5x = 269, entonces x = 27..
iv. El cochinito tiene x =27 monedas de dos pesos y 70— x =70—27 = 43 monedas de cinco pesos.
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b. Una fajilla contiene 100 billetes, con denominaciones de 20, 50 y 100 pesos indica un monto de 4750 pesos, si la
cantidad de billetes de 20 pesos es el doble de la cantidad de billetes de 50 pesos, y la cantidad de billetes de 50 pesos es la
misma que la de billetes de 100 pesos, ¢cual es el nimero de billetes da cada denominacién?

i. Se desea conocer el numero de billetes de cada denominacién.

ii. Sea x el numero de billetes de veinte pesos. La siguiente tabla sistematiza la informacion contenida en el problema.

BILLETES DE 20 | BILLETES DE 50 | BILLETES DE 100 | 107
PESOS PESOS PESOS
NUMERO DE X X
BILLETES X 2 2 100
MONTO 20x 50( g j 100( % j 4750

i, Asi, 20x + 50[ % ] +1oo[ % ] =4750 0 20x+25x +50x = 4750, entonces 95x = 4750 y x=50. Por consiguiente, son:

x =50 billetes de 20 pesos, gz 25 billetes de 50 pesosy gz 25 billetes de 100 pesos.

iv. Ademas 20( 50 )+50( 25 )+100( 25 )= 4750.
2

4 EJEMPLO 3.15 (PROBLEMAS RELACIONADOS CON TRABAJO)
a. Si Pancho hace un “trabajito” en 1.5 horas y Juancho tarda en hacerlo 2 horas, ;qué tiempo utilizan ambos personajes en
hacer ese “trabaijito™?

L 1|
1 I ¥ ¥ I & & i 1 |
FIGURA 3.16

i. Sea t el tiempo empleado por ambos trabajadores en realizar el “trabajito”.
ii. La siguiente tabla sistematiza la informacién dada en el problema.

PANCHO | JUANCHO AMBOS
TIEMPO EMPLEADO 15

FRACCION DEL “TRABAJITO” | 1
ELABORADA POR HORA 15

NN
—_ =

iii. Entonces E+ , Si multiplicamos ambos miembros de la ecuacion por 3t obtenemos

— |

1
2
2t+15t=30t= %zg de hora, aproximadamente 51.43 minutos.

b. Un quemador A utilizd un tiempo t en hervir el agua contenida en un tinaco. Un quemador B utilizd g del tiempo t en

hervir el agua de ese mismo tinaco. Si ambos quemadores, calentando el agua simultdneamente, la hicieron hervir en 2 horas,
¢$,qué tiempo tarda cada quemador en hacer hervir el agua contenida en el tinaco?

i. Sea t el tiempo empleado por el quemador A en hervir el agua del tinaco.

ii. La informacién dada en el problema la resume la siguiente tabla.

QUEMADOR A | QUEMADOR B | QUEMADORES A'Y B

TIEMPO EMPLEADO t S 2

=]

FRACCION 1

1
t 2

~jo
—
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1 1 1 7 1 1 - .
iii. Entonces Tt+f:§ ) §+f:§’ al multiplicar ambos lados de la ecuacion por 10t obtenemos 14+10=5t 0
7

t= 25—4=4.8 , asi, el quemador A tarda 4.8 horas en hacer hervir el agua (aproximadamente 4 horas 48 minutos).

El quemador B tarda 2(4.8 )=3.43 horas en hacer hervir el agua (aproximadamente 3 horas 26 minutos).

d. Un tinaco tiene un grifo g, que lo llena en 3 horas; también tiene otro grifo g, que tarda en llenarlo 4 horas y tiene un

desaglie d que lo vacia en 5 horas. ; Cuanto tardara en llenarse el tinaco si frabajan simultdneamente los grifos y el desagiie?
i. Se desea determinar el tiempo transcurrido en llenar el tinaco.
ii. Sea t el tiempo en que se llena el tinaco.

. . . .11 .
Siel grifo g, tarda t; =3 horas en llenar el tinaco, entonces en una hora llenara 3 del tinaco.
1

. . . .11 .
Siel grifo g, tarda t, =5 horas en llenar el tinaco, entonces en una hora llenara LT del tinaco.
2

. , o101 .
El desagiie d lovaciaen 5 horas, entonces en una hora vaciara s del tinaco.
3

iii. Por tanto,

1 23 1
+ %"

0t de donde t=% , aproximadamente 2 horas 36 minutos.

4 EJEMPLO 3.16 (PROBLEMAS RELACIONADOS CON EDADES)

O

A

FIGURA 3.17

a. En el Zooldgico de Zacango, actualmente un leén tiene % de la edad del oso pardo, dentro de 8 afios la edad del ledn sera

la mitad de la edad del oso pardo, 4 cual es la edad actual de ambas animales?

i. Se desea determinar la edad del ledn y la edad del oso pardo.

ii. Representemos por x la edad actual del ledn, entonces la edad actual del oso pardo es 6x, la siguiente tabla muestra las
condiciones del problema en términos de la edad del leon.

LEON | 0SO PARDO
EDAD ACTUAL X BX
DENTRO DE 8 ANOS | x+8 6x+8

Puesto que dentro de 8 afios edad del ledn sera la mitad de la edad del oso pardo, entonces
x+8:%(6x+8 ) 0 2x+16=6x+8.

iii. Simplificando obtenemos 4x=8 y x=2. Elleon tiene x =2 afios y el 0so pardo 6x=6(2 )=12 afios.

b. La edad actual de un &rbol de tejocote es el doble que la edad de un manzano. Hace 12 afios el tejocote era tres veces
mayor que el manzano. ;Cuales son las edades actuales?

i. Se desean determinar la edad del arbol de tejocotes y la edad del manzano.

ii. Representemos por x la edad actual del manzano, en la siguiente tabla se encuentra sistematizada y organicemos la
informacién como lo muestra la siguiente tabla
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TEJOCOTE | MANZANO
EDAD ACTUAL 2X X
EDAD ANTERIOR | 2x-12 x—12

Considerando que hace 12 afios el arbol de tejocotes era tres veces mayor que el manzano, se cumple 2x—12=3( x-12 ).

iii. Por tanto 2x-12=3x-36 ¢ 36-12=3x-2x, de donde x=24. Lo anterior significa que la edad actual del manzano es
x = 24 afos y la del arbol de tejocotes es 2x = 2x24 =48 afios.
4

¢ EJEMPLO 3.17 (PROBLEMAS DE RELOJES)
En la resolucion de este tipo de problemas debe tenerse en cuenta que la manecilla minutero tiene una velocidad 12 veces
mayor que la manecilla horario. Por tanto, el camino recorrido por el minutero es 12 veces mayor que el que recorre el horario.

FIGURA 3.18

a. Un reloj sefiala las 6 de la tarde. A qué hora volveran a estar, por primera vez, las manecillas sobre una linea recta?

i. Se desea determinar la hora en que las manecillas del reloj estan sobre una linea recta.

ii. Sea x los minutos recorridos por la manecilla horario. Cuando las manecillas del reloj estén en linea recta, la manecilla
horario habré recorrido x minutos y la manecilla minutero 60+ x minutos.

" . . 60 . . .
iii. Por la relacién entre espacios recorridos obtenemos 12x =60+ x, de donde x = I minutos, es decir, 5 minutos con 27 %

segundos. La hora es: 7 horas, 5 minutos y 272 segundos.

b. Un reloj sefiala las 3 de la tarde. ;A qué hora se superponen las manecillas?

i. Se desea determinar la hora en que las manecillas del reloj estan superpuestas.

ii. Sea x los minutos recorridos por la manecilla horario. Cuando las manecillas del reloj estén superpuestas, la manecilla
minutero que marca las doce recorrera 15+ x minutos.

iii. Por la relacién entre espacios recorridos obtenemos 12x =15+x, de donde x= g minutos, es decir 1 minuto con 212

segundos.
Asi, la hora de superposicion de manecillas es 3 horas, 16 minutos, y 212 segundos.

*

& EJEMPLO 3.18 (PROBLEMAS DE MOVILES)
a. Dos ciudades A y B distan 600 y estan unidas por una carretera recta. De la ciudad A, rumbo a la ciudad B, parte un
automovil a una velocidad constante de 120kilémetros por hora. A la misma hora, de la ciudad B parte un autobis a una
velocidad constante de 80 kilémetros por hora hacia la ciudad A. ¢ Cuanto tiempo tardan en encontrarse? y ; Qué distancia ha
recorrido cada movil?
i. Se desea determinar el tiempo t que los méviles tardan en encontrarse.
ii. Los moviles se aproximan a una velocidad de 120+ 80 =200 kilémetros por hora, por tanto, el tiempo que tardan en
d 600
encontrarse es t=—=__—=3 horas.
v 200
ili. A las tres horas, el automovil ha recorrido d=v-t :(120% X 3h ):360 kilbmetros y el autobus ha recorrido

d =v-t=(80% | 3n )=240kilometros.
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dy g o

x
4

d = 600 kms.

FIGURA 3.19

b. Un delincuente huye del lugar del crimen en un automévil con velocidad constante de 60 kilémetros por hora. Cinco minutos
mas tarde parte un policia en una motocicleta a una velocidad constante de 90 kilémetros por hora. ;Cuénto tiempo tarda el
policia en alcanzarlo? y ;A qué distancia del sitio del crimen lo alcanza?

i. Se desea determinar el tiempo t que uno de los méviles alcanza al otro.

Transcurridos cinco minutos el delincuente ha recorrido d =v-t= 60( kms )Eh =5kilometros, es decir, le lleva una ventaja de

5 kilometros.
Los méviles se aproximan a una velocidad de 90— 60 = 30 kilémetros por hora.
. 5kms 1 . .
El tiempo que tarda en alcanzarlo t = = _—hora, es decir, 5 minutos.
30( kms ) 12

La distancia a la que lo alcanza es d = ( 90 kms { %hora ] =7.5 kilometros.

hora

oo
5 d, =d, 1“ V-V,
d
FIGURA 3.20
2 2
—

1. La suma de dos numeros pares consecutivos es
102. Determine los numeros.

7. Determine dos numeros sabiendo que uno excede al
otro en 6 unidades y su sumaes 40.

2. La suma de dos nimeros pares consecutivos es
210. Determine los nimeros.

8. Si dos numeros son tales que uno es el cuadruplo
del otro y su suma es 125. ;Cudles son esos
numeros?

3. La suma de dos nimeros es 32 y uno de ellos es la
séptima parte del otro, determine los niimeros. 9. El denominador de una fraccién excede en 6 al
numerador, se le agregan 7 al numerador y 10 al
4. La suma de dos nimeros consecutivos es 107 .

. . 15 . -
. , denominador y se obtiene =, ;Cudl es la fraccién
Determine los nimeros. 23

. _ original?
5. La suma de dos nimeros impares consecutivos es

36 . Determine los nimeros.

6. Determine dos numeros sabiendo que uno es friple
que el otro y susumaes 20.

10. Un comerciante tiene dos clases de alfalfa, la
primera de 6 pesos el kilogramo y la segunda de 7.20
el kilogramo. ;Cuéntos kilogramos de cada clase
deben utilizarse para obtener 60 kilogramos de mezcla
de mezcla a un precio de 7 pesos por kilogramo?




11. En un estacionamiento hay 110 vehiculos entre
autos y bicicletas, sus llantas suman 360, ¢cuantas
motos y cuantos autos hay?

12. En un sal6n hay el doble de nifias que de nifios y la
mitad de adultos que de nifios. Si en total hay 35
personas ¢, Cuantos nifios, nifias y adultos hay?

13. En un avién viajan el cuddruple de hombres
adultos que de mujeres adultas y la mitad de nifios que
de mujeres adultas, en total viajan 165 personas.
¢ Qué nimero corresponde a cada tipo de persona?

14. ;Qué cantidad de agua que debe evaporarse de
40 kilogramos de una solucién salina al 20 % para
que aumente su concentracion al 50 %?

15. Se tomara parte de dos lingotes de oro de purezas
del 80% y 95 % de pureza. ;Cuanto debe tomarse de
cada uno de ellos para construir un lingote de 5
kilogramos con un 86 % de pureza?

16. Se quiere mezclar un solvente cuyo precio por litro
es 60 pesos con otro solvente cuyo litro vale 35
pesos, para obtener una mezcla de solventes con un
precio de 50 pesos por litro. ;Cuantos litros de cada
clase de solvente deben mezclarse para obtener 200
litros de dicha mezcla?

17. Se mezcla una cierta cantidad de frijol de 34
pesos el kilogramo, con 80 kilogramos de otro tipo de
frijol cuyo precio es 50 pesos el kilogramo, para
obtener una mezcla que se pueda vender a 44 pesos
el kilogramo. ;Qué cantidad de frijol de a 34 el
kilogramo debe emplearse en la mezcla?

18. Se tienen 16 litros de una mezcla con vinagre al
25 % contenidos en un depésito. ¢Cuantos litros de
vinagre puro deben agregarse al depésito para reducir
la concentracion de la mezcla al 50 %?

19. Se van a mezclar jitomates de 20 pesos por
kilogramo, con jitomates de 8 pesos por kilogramo para
venderlos a 12.50 pesos por kilogramo. Si se desean
vender 400 kilogramo de la mezcla de jitomates.
;Cuantos kilogramos de cada precio se tienen que
utilizar?

20. Determine el numero de kilogramos que se deben
tomar de dos ingredientes cuyos precios son 45 y 85
pesos por kilogramo, respectivamente, para obtener
40 kilogramos a un precio de 60 pesos por
kilogramo.
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21. Un fabricante de bombillas gana 60 centavos por
cada botella que sale de su taller, pero pierde ochenta
centavos por cada botella que sale defectuosa. Un
determinado dia en el que fabrico 2100 botellas y
obtuvo un beneficio de 966 pesos. ;Cuantas botellas
buenas fabrico ese dia?

22. Un panadero vendi6 84 bizcochos a dos precios
distintos: unos a 18 pesos y otros a 14.40 pesos.
Obtuvo venta 1242, ;Cuantos bizcochos de cada
precio vendié?

23. Se mezclan 300 kilogramos de habas con un
precio de 30 pesos el kilogramo con 200 kilogramos
de habas méas econdmicas. De esta forma, la mezcla
cuesta a 24 pesos ‘por kilogramo. ;Cual es el precio
del kilogramo de las habas mas econémicas?

24. Una caja contiene 57 pesos en monedas de 2
pesos y en monedas de cinco pesos. ¢Cuantas
monedas de dos pesos y monedas de cinco pesos hay
en el cajon, si hay tres monedas de cinco pesos mas
que monedas de dos pesos?

25. Se tienen un total de 26 monedas, ente monedas
de 5 centavos y monedas de 20 centavos. En total
se tienen 2.65 pesos. ;Cuéntas monedas de cada
denominacién son? 15 de cinco centavos y 9 de
veinte centavos.

26. Una maquina de cambiar monedas, cambia los
billetes de 1000 pesos en billetes de 20 pesos y de
50 pesos. Si usted recibe 29 billetes, después de
introducir un billete de 1000 pesos, ¢cuantas
monedas de cada tipo recibe? 14 de cincuenta pesos
y 15 de veinte pesos.

27. Un cajero ha entregado 3100 pesos, entre billetes
de 20 y 50 pesos. Si ha entregado 110 billetes,
¢cuantos billetes de cada denominacién incluyé?

28. Una bolsa contiene 50 monedas, de 5 pesos y
de 20 pesos, si en total contiene 775 pesos,
cuantas monedas de cada denominacion contiene?

29. Una caja contiene 25 monedas, de 1 pesoy de 2
pesos. En total contiene 40 pesos. ¢Cuantas
monedas de cada denominacion contiene?

30. En una tienda, cada botella de tequila tiene un
precio de 310 pesos y cada botella de ron cuesta 200
pesos. Una persona compré 8 botellas. Por las
botellas de ron pagd en total 70 pesos més que las
botellas de tequila. jCuéntas botellas de tequila y
cuantas botellas de ron compraron?




31. En una jaula hay perros y gansos. En total hay 14
cabezas y 38 patas. ;Cuantas gallinas y cuantos
perros hay en el corral?

32. Un albergue tiene habitaciones con literas de dos y
de cuatro camas. Sabiendo que tiene 80 habitaciones
y 270 camas, ¢Cuéntas habitaciones de cada clase
tiene?

33. En un almacén hay dos tipos de lamparas. Las del
tipo A utilizan tres bombillas y las del tipo B utilizan
cuatro bombillas. En el almacén hay en total 60
[&mparas y 220 bombillas. ;Cuantas ldamparas hay de
cada clase?

34. En un examen de 30 preguntas se asignan % de

1
punto por cada respuesta correcta y se resta " de

punto por cada respuesta incorrecta. Si un alumno
obtuvo 10.5 puntos ¢Cuantos preguntas contestd
correctamente y cuantas contesto incorrectamente?

35. Trabajando juntos, dos obreros tardan en hacer un
trabajo 14 horas. ¢ Cuanto tiempo tardaran en hacerlo
por separado si uno es el doble de répido que el otro?

36. Juan, Pina y Lorenzo, trabajando juntos pueden
pintar una pared en 2 horas. Si Pina hace el trabajo
sola puede pintar la pared en 5 horas. Si Pina trabaja
sola, puede pintar la pared en 6 horas. Si Juan trabaja
solo, ¢cuanto tiempo le tomara pintar la habitacién?

37. Una persona puede limpiar una alberca 1.5 veces
mas rapido que una segunda persona. Si ambas
personas trabajan simultdneamente limpian la alberca
en 6 horas. Si slo la persona mas lenta limpia la
alberca, ¢ cuanto tiempo le tomara limpiarla?

38. Dos grifos tardan en llenar un estanque 18 horas.
Hallar el tiempo en que lo haria cada uno, sabiendo
que el primero, trabajando solo, tardaria en hacerlo 27
horas menos que el segundo.

39. La velocidad a la que trabaja el operador A es tres
veces mayor que la velocidad de trabajo del operario
B. Los operadores A y B empiezan a trabajar juntos
durante 4 horas, al cabo de las cuales el operador A
se retira y continta solo el operador B, que termina el
trabajo en 2 horas. Hallar el tiempo que tardaria el
operador B en hacer todo el trabajo si estuviese él
solo.

40. Fulgencio tiene 16 afios mas que Matias y dentro
de 4 afios tendra el doble. ;Qué edad tiene cada
uno?
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41. La hermana de Tarsicio tiene 13 afios mas que él
y dentro de 6 afios tendra el doble ;Qué edad tiene
cada uno?

42. El padre tiene 25 afios mas que el hijo y dentro de
5 afios tendra el doble ; Qué edad tiene cada uno?

43. Diana tiene 7 afios mas que Panfilo y hace 1 afio
tenia el doble ; Qué edad tiene cada uno?

44. Mariana tiene 30 afios mas que Luis y dentro de
7 afios tendra el triple. ;Qué edad tiene cada uno?

45. La abuela de Deborah tiene 5 veces su edad y su
madre tiene la mitad de edad que su abuela. Dentro de
6 afios, la edad de la Deborah es la mitad que la de
su madre, ;qué edad tiene cada una?

46. Actualmente, la edad de Ausencio es 9 afios y la
de su padre es 35 . Calcular cuantos afios tienen que
pasar para que la edad de Manuel sea la mitad que la
de su padre.

47. Dentro de 5 afios la edad de Jesus sera el triple
que la que tenia hace 3 afos, jqué edad tendra
dentro de 10 afios?

48. Aldo tiene 42 afios y su hijo 10 afios. ¢ Dentro de
cuantos afios la edad del padre sera triple que la del
hijo?

49. Las edades de cuatro hermanos suman 50 afios.
Determine sus edades sabiendo que cada uno tiene 3
afios menos que el que le sigue en edad.

50. La diferencia de edad entre dos hermanos es de es
de 5 afios y dentro de 2 afios uno tendra doble que el
otro. ¢ Qué edad tiene cada uno?

51. La diferencia de edad entre un abuelo y su nieto es
de 48 afios y hace 4 afios el abuelo tenia 5 veces la
edad del nieto. ¢ Qué edad tiene cada uno?

52. Un reloj marca las 2 en punto. ;A qué hora
formaran sus agujas por primera vez un angulo recto?

53. ;A qué hora después de las 12, forman las
manecillas un angulo de 30° por primera vez?

54. Suponga que los centros de las ciudades A y B
se encuentran a 300 kilometros. A las 9 de la mafiana
parte del centro de la ciudad A parte una persona en
un automovil, a una velocidad constante de 90 km/h,
hacia el centro de la ciudad B . A esa misma hora, de




la ciudad B parte otra persona en automévil, a una
velocidad constante de 60 km/h. al centro de la ciudad
A. Determine:

a.El tiempo que tardaran los automdviles en
encontrarse.

b. La hora de encuentro de los automaviles.

c. La distancia recorrida por cada automovil en el
punto de encuentro.

55. Los centros de las ciudades A y B se encuentra
a una distancia de 180 kildmetros. A las 9 de la
mafiana parte un automdvil de cada ciudad y los dos
automdviles van en la misma direccion y el mismo
sentido. El automévil que parte del centro de la ciudad
A lleva una velocidad constante de 90 km/h, y el que
parte del centro de la ciudad B lleva una velocidad
constante de 60 km/h. Determine:

a. El tiempo que transcurrido hasta que se encuentran.
b. La hora a la que se encuentran.

¢. La distancia recorrida por cada uno hasta el punto
de encuentro.

56. Un camion parte del centro de la ciudad A con
una velocidad constante de 90 km/h. Tres horas méas
tarde parte del mismo lugar un segundo camién, en
persecucién del primero, a una velocidad constante de
120 km/h. Determine:

a. El tiempo en que es segundo camion alcanza al
primero.

b. La distancia recorrida por los camiones cuando el
segundo de ellos alcanza al primero.
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57. Un peatdn y un ciclista marchan por la misma via.
El peaton lo hace con velocidad constante de 4 km/hy
el ciclista a velocidad constante de 20 km/h.

a. Si parten al mismo tiempo, desde lugares opuestos
que se encuentran a 12 kilometros de distancia,
;cudnto tardaran en encontrarse? ;Qué distancia
habrén recorrido?

b. Si parten del mismo punto y el peatén ya ha
recorrido de 4 kildmetros, sen cuénto tiempo lo
alcanza el ciclista? ;Qué distancia habra recorrido
cada uno?

58. De los centros de dos ciudades,
distantes 84 kildmetros, parten a encontrarse dos
ciclistas, uno con velocidad de 9 kilometros por hora. ,
y otro con velocidad de 13 kildmetros por hora. Si el
primer automévil parti6 2 horas antes que el segundo,
¢£,qué tiempo tardaran en encontrarse?




SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

PROPOSITOS

Al finalizar la unidad el alumnado sera capaz de modelar y

resolver situaciones problematicas que conduzcan a

sistemas de ecuaciones lineales de orden 2x2 y 3x3, a fin de

que se avance en la utilizacion de la representacion

algebraica como un sistema de simbolos utiles en la

resolucion de tales situaciones.
CONTENIDO

4.1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES DOS PORDOS Y

METODOS DE SOLUCION
¢ Soluciones de una ecuacioén lineal con dos variables.
¢ Representacion tabular de las soluciones a un problema con dos
variables que satisfacen una sola condicion.
o Exploracion gréfica de las soluciones a un problema con dos
variables que deben satisfacer una sola condicion.

e Las coordenadas (x ,

C_baxj 0 (C_by , yj como la expresion
a

general de los puntos que pertenecen a la recta que representa las
soluciones de un problema que lleva a una ecuacion lineal con dos
variables y que se reduce a la forma ax + by = c.

e Solucion grafica de un problema con dos variables y dos
condiciones que potencialmente se puedan representar con
ecuaciones lineales con dos variables.

¢ El método de igualacion.

o El método de sustitucion.

4.2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES TRES POR TRES

¢ Sistemas de ecuaciones equivalentes.

e El método de suma o resta y la multiplicacion de una de las
ecuaciones por un escalar para obtener sistemas de ecuaciones
equivalentes a partir de un sistema de ecuaciones lineales 2x2 y
3x3.

¢ Transformacion de un sistema de ecuaciones lineales 2x2 o 3x3 a
un sistema triangular equivalente de ecuaciones.

e Problemas de aplicacion.
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SISTEMAS DE ECUACIONES
VANl | INEALES DOS POR DOS
Y METODOS DE SOLUCION

El alumno:

1. Ante un problema que potencialmente lleve a una ecuacion con dos variables, el alumno comprendera que
existe una infinidad de soluciones que satisfacen la condicién.

2. Graficara las soluciones a un problema con dos variables e identificara el patron geométrico que siguen las
representaciones graficas de las soluciones y su utilidad.

3. Expresara algebraicamente las coordenadas de las soluciones a un problema con dos variables y una sola
condicion.

4. Con el conocimiento anterior, el alumno resolvera graficamente un problema que potencialmente lleve a un
sistema de ecuaciones lineales con dos variables, aplicando la heuristica de tratar cada una de las condiciones
por separado.

5. Resolvera algebraicamente problemas que lleven a un sistema de ecuaciones lineales con dos variables.

6. Resuelve algebraicamente problemas que lleven a un sistema de ecuaciones lineales con dos variables.

En la seccion 3.1 sefialmos que una ecuacion es una afirmacion que establece la igualdad de dos expresiones algebraicas
son iguales, las dos expresiones que constituyen la ecuacion se llaman lados o miembros y estan separados por la relacion de
igualdad, el signo "=". En las siguientes lineas trataremos con ecuaciones que involucran incdgnitas en ambos lados o

miembros.

NOTA
A diferencia de la unidad anterior, ahora cosideramos ecuaciones con variables y no incégnitas.

& EJEMPLO 4.1 (“SISTEMAS DE ECUACIONES” COMO MODELO)

a. Se tiene un segmento de alambre de longitud 40 unidades, con él se construira un rectangulo ;qué modelo describe las
posibles dimensiones del perimetro del rectangulo?

i. Representemos por x e vy las longitudes de los lados del rectangulo.

ii. Las dimensiones de los lados de un rectangulo son no negativas.
iii. La longitud del perimetro del rectdngulo se obtiene sumando las longitudes de sus lados, entonces 2x+2y=40 o

Xx+y=20.
iv. Existe un numero indeterminado de asignaciones tanto a x como a y que satisfacen la relacién x + y =20, por tanto, los
pares ordenados ( x , y ) justifican el segmento de recta de la figura 4.1.
‘A
20

15

xX+y=20
10 y

|
0f 5 10 15 20 X

FIGURA 41
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b. Un primer costal contiene 50 kilogramos de cemento, un segundo costal contiene 50 kilogramos de cal. Se desea formar
una mezcla con peso de 40 en un tercer costal, tomando parte de los materiales contenidos en los dos primeros costales.
Construya un modelo que describa esta situacion.

i. Representemos por x e y las cantidades de cemento y de cal en el costal a mezclar.

ii. Las cantidades de material tomadas de los costales son no negativas.
iii. El peso de la mezcla se obtiene sumando los pesos de los materiales extraidos de los costales, entonces x+y=40.

iv. Existe un numero indeterminado de asignaciones a las variables x e y que satisfacen la relacién x+y=40, si
representamos como pares ordenados de la forma (x,y) a las las asignaciones que satisfacen la relacion
x+ Yy = 40 observaremos el segmento de recta de la figura 4.2.

y“ y
A
40 o
30 6
X+y= 40 X+y= 8

20 4
10 5

0 10 20 30 40 @ x 0 2 4 6 8

FIGURA 4.2 FIGURA 4.3

¢. Suponga que un primer garrafén contiene 20 litros de coca cola y que un segundo garrafén contiene 15 litros de alcohol. Sei
hara una mezcla con parte de los contenidos en un recipiente con capacidad de 8 litros que se llenara totalmente. Construya un
modelo que describa esta situacion.

i. Sean x e y los volimenes de coca cola y alcohol en la mezcla.

ii. Los volumenes en la mezcla son no negativos.

iii. El volumen de la mezcla se obtiene sumando los volimenes de los liquidos extraidos de los contenedores, entonces
X+y=8.

iv. Existe una infinidad de asignaciones a las variables x e y que satisfacen la ecuacion x+y=8. Los pares ordenados
(x, y ), que satisfacen la condicion antes sefialada, tienen como representacion el segmento de linea recta de la figura 4.3.

*

En la seccién 2.2 estudiamos y analizamos el comportamiento de la funcién lineal, establecimos que la regla de
correspondencia tiene la forma y( x )=mx+b, donde x representa la variable independiente (a la que se le asignan los

numeros o valores) y que y(x ) es el nimero obtenido por tal asignacion a la variable x , sin embargo, debemos tener en
cuenta que, en el contexto de las funciones, tanto x como y representan variables y que el par ordenado (x,y)

corresponde a un estado especifico de la funcién. Para un estado especifico desconocido de una funcién lineal, el par ordenado
I (x,y) puede interpretarse como un par de incognitas, y en consecuencia, la regla de correspondencia y=mx+b se

interpreta como una ecuacién con dos incdgnitas. En el contexto antes sefialdo, para un primer estado especifico, podemos
rescribir la ecuacién y=mx+b en la forma Ax+By=C,, y para un segundo “estado especifico” tendremos la ecuacion
Ax+B,y=C,. Asi, el par de ecuaciones Ax+By=C, y Ax+B,y=C, constituyen un sistema de ecuaciones lineales con
. . x+B,y=C
dos incdgnitas, este sistema se representa en la forma A =% .
Ax+B,y=C,
NOTA
AX+By=C

admite las siguientes interpretaciones:
Ax+B,y=C,

La expresion {
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a. Como dos ecuaciones lineales cuya solucion es el par de numeros reales x e y, nimeros que al sustituirse

simultdneamente en ella generan un par de identidades.
b. Qué relaciones entre las varibles x e y, de manera que cada una de ellas admite una representacion (especificamente una

linea recta) en el plano cartesiano.

Conviene sefialar que la expresion
Ax+B,y=C;
‘{&x+myzq
interpretada en los contextos antes sefialados (como sistema de relaciones y como sistema de ecuaciones) tienen
caracteristicas comunes, entre ellas destaca el hecho de que las coordenadas del punto de interseccién de las lineas rectas
asociadas al sistema de relaciones:
AXx+By=C;
{ Ax+B,y=C,
son la solucidn del sistema de ecuaciones lineales
Ax+By=C;
{'&x+&y—cg

@ EJEMPLO 4.2 (INTERSECCION DE DOS LINEAS RECTAS Y SOLUCION DE SISTEMA DE ECUACIONES)

—y=-1 .
=y se intersecan en el punto 1 (1, 2 ). Observe que la

a. La figura 4.4 muestra que las lineas rectas asociadas a {

sustitucion x=1y y=2en

X—y=-1
X+y=3
genera las identidades
-1=-1
3=3
y
y“ A
X+y=?\ X-y= 1

3
2 1(1,2)

FIGURA 4.4 FIGURA 4.5

X—y=

b. La figura 4.5 muestra que las lineas rectas asociadas a { se intersecan en el punto 1(3, 2).

Observe que la sustitucion x=3 y y=2en
1=1

-3=-3°

{ x-y=1 genera las identidades {
x—-3y=-3

No todos los pares de lineas rectas asociadas a dos ecuaciones lineales se intersecan.
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@ EJEMPLO 4.3 (LINEAS RECTAS QUE NO SE INTERSECAN Y SISTEMAS DE ECUACIONES SIN SOLUCION)
X—y=-2
x—-y=1
transitiva de la igualdad (cantidades iguales a una tercera son iguales entre si) obtenemos una contradiccion (en este caso
obtenemos —2=1).

a. La figura 4.6 muestra que las lineas rectas de ecuaciones { no se intersecan, observe que si aplicamos la ley

y

A YA
X-y=-2
4 y 3
3 x-y=1 \
2
2
1 X+2y=4
1

v

7 -1 0/1 2 3 X |
-1 -1 X+2y=0
»/2 -2

FIGURA 4.6 FIGURA 4.7

b. La figura 4.7 muestra que las lineas rectas de ecuaciones
X+2y=4
{ X+2y=0
no se intersecan, note que si aplicamos la ley transitiva de la igualdad (cantidades iguales a una tercera son inguales entre si)
obtenemos una contradiccion (en este caso 0=4).

L 4
En ocasiones las lineas rectas asociadas a ecuaciones (relaciones entre variables) coinciden.

@ EJEMPLO 4.4 (LINEAS RECTAS QUE COINCIDEN Y DE SISTEMAS CON SOLUCION MULTIPLE)

3x+3y=6

a. La figura 4.8 muestra que las lineas rectas de ecuaciones { no se intersecan, note que al simplificar la primera

de las ecuaciones obtenemos la segunda ecuacion.

) , . 2x—-y=-1
b. La figura 4.9 muestra que las lineas rectas de ecuaciones Y
4x -2y =-2
no se intersecan; observe que al simplificar la segunda de las ecuaciones obtenemos la primera ecuacion.
Y A Y A o
\ ,' 4x -2y =-2
3 3 2x-y=-1
2 X+ y = 2 2
1 1
-1 0 1 2\ 3 X -1 /0 1 2 3 X
-1 .. -1
Y
3Xx+3y=16
-2 v -2
FIGURA 4.8 FIGURA 4.9
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continuacion revisaremos ciertas situaciones cuyo andlisis requiere de la construccién de un sistema de ecuaciones lineales.

& EJEMPLO 4.5 (MEZCLA DE LENTEJAS)

Un abarrotero mezcld dos tipos de lentejas: “verdinas” con un precio de 30 pesos el kilogramo y “crimson” de precio 50 pesos
por kilogramo, obtuvo 50 kilogramos de lentejas a un precio de 50 pesos por kilogramo.

Si representamos con x a la cantidad de kilogramos de lentejas verdinas y por y a la cantidad de kilogramos de lentejas
crimson en la mezcla, entonces la siguiente tabla resume la informacién contenida en el problema.

PRECIO POR KILOGRAMO | NUMERO DE KILOGRAMOS | VALOREN §.
VERDINAS 30 X 30x
CRIMSON 50 y 50y
MEZCLA 40 50 2000

La relacién 30x+50y =2000 o0 3x-+5y =200 es el costo de la mezcla, y la relacién x+y =50 representa el nimero de
kilogramos de la mezcla.
Por consiguiente, el modelo
3x+5y =200
{ X+y =50
describe la situacién correspondiente.

& EJEMPLO 4.6 (CONSTRUCCION DE ARRACADAS)

Un joyero fabrica dos tipos de arracadas. En las arracadas del tipo A utiliza 1 gramo de oro y 1.5 gramos de plata, y en las
arracadas del tipo B emplea 1.5 gramos de oro y 1 gramo de plata. Si solo tiene 750 gramos de cada metal, construya las
relaciones (ecuaciones) que describen el nimero de arracadas de cada tipo que puede elaborar. ¢ Cuantas arracadas de cada
tipo puede fabricar?

i. Se desea construir un modelo (relacion o ecuacién) entre el nimero de arracas de cada tipo y la cantidad de metal que
dispone.

Representemos por: x la cantidad de arracadas del tipo A e y la cantidad de arracadas del tipo B .

ii. Tenga en cuenta que tanto x como y deben ser nimeros enteros positivos.

La siguiente tabla sistematiza la informacién contenida en el problema.

ARRACADATIPO A | ARRACADATIPO B | AMBOS
CANTIDAD DE ORO 1 15 750
CANTIDAD DE PLATA 15 1 750

iii. Por tanto, x+1.5y =750 representa el nimero de arracadas del tipo A y del tipo B en las que puede utilizar los 750
gramos de oro. La ecuacién 1.5x+y =750 representa el nimero de arracadas del tipo A y del tipo B en las que puede utilizar
los 750 gramos de plata. El “sistema”
x+1.5y=750
{ 1.5x+y=750

modela la situacién antes descrita., tenga en cuenta que tanto x como y sélo estan definidas para nimeros enteros positivos
¢ por qué? Si graficamos las relaciones (ecuaciones) del modelo

x+1.5y=750
1.5x+y=750
obtenemos figura 4.10.

iv. En la figura 4.10 observamos que las lineas rectas se intersecan en el punto (300 , 300 ). Esto significa que si el joyero
optimiza los materiales puede fabricar 300 arracadas de cada tipo
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700

x + 1.5y =750 1.5x +y =750

600
50

400
200 (300,300)
200

100

[
Ll

0 100 200 300 400 5@ X
N

FIGURA 4.10

El sistema (conjunto de ecuaciones)

1.5x+y=750
modela la situacién antes descrita., tenga en cuenta que, tanto x como y solo estan definidas para nimeros enteros positivos
ipor qué?

{ X +1.5y =750

2

& EJEMPLO 4.7 (PASTELES)

Un pastelero es famoso por sus pasteles de fresa y manzana que elabora. En la elaboracion de un pastel de fresa utiliza medio
kilogramo de azdcar y 8 huevos. En el pastel de manzana utiliza 1 kilogramo de azdcar y 8 huevos. Si en el almacén s6lo
tiene 10 kilogramos de azucary 120 huevos:

a. ; Qué combinaciones de ingredientes puede hacer para elaborar un nimero entero de pasteles?

b. ; Cuantas unidades de cada pastel pueden producir?

Suponga que utiliza el total de los ingredientes.

i. Debemos construir un modelo (relacion o ecuacion) entre el nimero de pasteles de los dos tipos y los ingredientes disponibles.
Sean: x la cantidad de pasteles de fresa e y la cantidad de pasteles de manzana.

ii. Debemos tener en cuenta que tanto x como y deben ser nimeros enteros positivos.

La siguiente tabla sistematiza la informacién dada en el problema.

REQUERIMIENTOS | PASTEL DE FRESA | PASTEL DE MANZANA | TOTAL DE INGREDIENTES
CANTIDAD DE AZUCAR 0.5 1 10
CANTIDAD DE HUEVOS 8 8 120

iii. Por tanto, la ecuaciones 0.5x+y =10 relacionan las cantidades de pasteles de fresa y manzana que puede elaborar y la
ecuacion 8x+8y =120 los ingredientes disponibles en su elaboracion. Asi, el “sistema de ecuaciones”

0.5x+y =10 , X+2y =20
, Que es equivalente a ,
8X+8y:120 X+y:15
modela la situacion antes descrita, recordemos que las variables x e y solo estan definidas para nimeros enteros positivos

ipor qué?
Las posibles combinaciones de los nimeros de pasteles que se pueden elaborar, corresponden con los puntos de coordenadas
enteras dentro de la regién mostrada en la figura 4.11 dado por las restricciones, incluyendo también los segmentos de recta.
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iv. En la figura 4.11 observamos que las lineas rectas se intersecan en el punto (10 ,5). Esto significa que si el pastelero
optimiza los ingredientes puede fabricar 10 pasteles de fresay 5 pasteles de manzana.
y

A

0 2 4 6 8 10 12 14 N5
FIGURA 4.11
L 4
Una vez que hemos descrito las caracteristicas geométricas basicas de sistemas de la forma
Ax+By=C;
Ax+Byy=C,

nos corresponde hacer un estudio algebraico respectoal tipo de su soluciones.

DEFINICION 4.1 (Sistema de ecuaciones lineales 2 por 2)

Sea el sistema de ecuaciones lineales “dos por dos”, en donde x e y son las incognitas, y A, A,, B;, B,, C; ¥ C, son

numeros reales.
Si el par de asignaciones x=x, e y=y, transforman al sistema de ecuaciones

AXx+By=C;
Ax+B,y=C,

en dos identidades, entonces x=x, € y=y, es lasolucion del sistema de ecuaciones lineales.

Continuamos el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales (dos por dos); dos de los métodos algebraicos mas
comunes en su resolucion son los conocidos como: “igualacion” y “sustitucion”™:
Dos de los métodos algebraicos mas comunes en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales (dos por dos) son los
conocidos como: “igualacion” y “sustitucion’, veamos en que consisten.

EL METODO DE IGUALACION

I. El método de igualacion consiste en seleccionar una de las incognitas (la misma en ambas ecuaciones), luego
“despejarla” (en ambas ecuaciones) y con los resultados generar una ecuacién lineal con una incégnita, misma que luego se
resuelve aplicando las propiedades correspondientes. El proceso se repite con la otra incdgnita de las ecuaciones del sistema,
vea la figura 4.12.

seleccionar la misma
incdgnita en ambas
ecuaciones

. resolver la
@ igualar las m ecuacion
ecuaciones
repetir el proceso
0 con la otra incognita

FIGURA 4.12

despejar la incognita
en ambas ecuaciones




132 UNIDAD 4 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES DOS POR DOS Y METODOS DE SOLUCION

ALGORITMO: EL METODO DE IGUALACION
i. Seleccione una de las incdgnitas y depéjela de ambas ecuaciones.
ii. Iguale los miembros de las ecuaciones antes obtenidas (aquellos que no contienen a la incdgnita que ha sido despejada).
iii. Resuelva la ecuacién lineal obtenida en el paso ii.
iv. Repita el proceso anterior con la otra incégnita.

NOTA
Una variante del proceso antes descrito consiste en sustituir el valor de la incognita obtenida en el paso iii. en alguna de las
ecuaciones del paso i. y posteriormente simplificar.

4 EJEMPLO 4.8 (EL METODO DE IGUALACION)

x+2y=10 A . "
y por el método de igualacion.

a. Resolvamos el sistema de ecuaciones {

i. Seleccionamos la incégnita x y la depejamos de ambas ecuaciones, obtenemos x=10-2y y x=6-y.
ii. Si Igualamos los miembros derechos de las ecuaciones anteriores obtenemos 10 -2y =6-y.
iii. Por tanto 10-6=-y + 2y, entonces y=4.

iv. Si repetimos el proceso anterior con la incégnita y , obtenemos y = %(10— x) e y=6-x, de donde %(10—x )=6-x,

cuya solucién es x=2.
En resumen, la solucién de
X+2y=10
{ X+y=6
es x=2e y=4.
b. Resolvamos el sistema de ecuaciones
{ 3x+2y=4

por el método de igualacion.
2Xx—y=2

i. Seleccionamos la incdgnita y y depéjemosla de ambas ecuaciones, obtenemos y = %( 4-3x)y y=2x-2.
ii. Si Igualamos los miembros derechos de las ecuaciones anteriores obtenemos %( 4-3x)=2x-2.
iii. Por tanto, 4—3x=4x—-4 0 7x=8, entonces x = g .

iv. Repetimos el proceso anterior con la incognita x , despejando x obtenemos x:%(4— 2y)y x= %( 2+y ), de donde

%( 4-2y ):%( 2+y ) 6 8—4y=6+3y, cuya solucion es yzg.
En resumen, la solucién del sistema de ecuaciones
3x+2y=4
2X—y=2
es
8oy 2
7873
L 2
EL METODO DE SUSTITUCION

Il. El método de sustitucion, de resolucion de un sistema de ecuaciones lineales, consiste en seleccionar una de las
incognitas de una de las ecuaciones (se sugiere que se seleccionada aquella ecuacién con la incognita que requiera de menos
esfuerzo para ser despejada), posteriormente “despejarla”, luego sustituir la incognita ya despejda en la ecuacion del sistema
que no ha sido utilizada, asi obtendremos una ecuacion lineal con una séla incégnita, cuya resolucién proporciona el “valor de
una de las incdgnitas”. Finalmente, se sustituye el valor de la incognita que ha sido determinado en la ecuacidn que se generd al
despejar una de las incdgnitas de una de las ecuaciones, vea la figura 4.13.
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seleccionar de una resolver la ecuacion

incognita de una para la incognita

de las ecuaciones

sustituir la soluciéon resolucién de la
@ en la otra ecuacion ecuacion

sustituir el resultado obtenido
o en la ecuacién del paso ii

FIGURA 4.13

ALGORITMO: EL METODO DE SUSTITUCION
i. Seleccione de una de las ecuaciones de una de las incognitas, la que considere mas facil de despejar.
ii. Despeje la incdgnita que selecciond.
iii. Sustituya el valor de la incognita obtenido en ii. en la ecuacion que no ha utilizado y simplifique; con este proceso obtiene una
ecuacion lineal con una incognita, resuélva esta ecuacion.
iv. Sustituya el valor de la incognita obtenida en el paso iii. en la ecuacién obtenida en el paso ii. y simplifique.

& EJEMPLO 4.9 (RESOLUCION POR EL METODO DE SUSTITUCION)
x+4y =10
3X+2y=6
i. Seleccionamos la incégnita x de la primera ecuacion (presenta menos dificultades para ser despejada).

ii. Despejamos la incdgnita seleccionada y obtenemos x=10-4y.

iii. Sustituyamos x=10-2y en la ecuacion 3x+2y=6, obtenemos 3(10-4y )+2y=6, de donde 30-12y+2y=6,
entonces

a. Resolvamos el sistema de ecuaciones { aplicando el método de sustitucion:

10y=240 y:%.

iv. Ahorta sustituimos y = % en x=10-4y, obtenemos

x=10 -4 E 0 x:g.
5 5
. sy . . 3X+2y=4
Asi, la solucion del sistema de ecuaciones y ,e8 X= 2 ey= 12 .
2X—-y=2 5 5
E X+4y=-1
b. Para resolver el sistema de ecuaciones 14 , por el método de sustitucion:
> Xx—2y=4

i. Seleccionamos la incdgnita x de la segunda ecuacién (presenta menos dificultades para ser despejada).
ii. Despejamos la incognita seleccionada y obtenemos x=8+4y .

iii. Sustituyamos la ecuacién x =8+ 4y en la primera ecuacion obtenemos %( 8+4y )+4y=-1,de donde 6+3y+4y=-1,

porloque y=-1.
iv. Ahorta sustituimos y =-1 enla ecuacion x=8+ 4y, obtenemos x=8+4(-1) 0 x=4.

La solucién del sistema de ecuaciones

3
—X+4y=-1
7 y

1 )
—x-2y=4
> y

es x=4 e y=-1.
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En el proceso de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales
AX+By=C
Ax+B,y=C,
puede obtenerse una contradiccién o una identidad, veamos el gjemplo 4.10.

4 EJEMPLO 4.10 (CONTRADICCION E IDENTIDAD EN SISTEMAS DE ECUACIONES)
a. Intentemos resolver el sistema de ecuaciones

X+4y=10
3x+12y =6

utilizando el método de sustitucion.
i. Seleccionemos la incdgnita x de la primera ecuacion (presenta menos dificultades para ser despejada).
ii. Despejamos la incognita seleccionada y obtenemos x =10 -4y .
iii. Ahora sustituimos x =10- 2y en la ecuacion 3x+12y =6, obtenemos 3(10—4y )+12y=6 0 30-12y+12y =6, es decir,
i 30=61, esta Ultima expresion es falsa (se denomina contradiccién), por tanto, el sistema de ecuaciones
Xx+4y=10
{ 3X+12y=6

no tiene solucion (y se denomina inconsistente o incompatible).
b. Resolvamos el sistema de ecuaciones

2X—-y=2
{ 4x -2y=4
utilizando el método de sustitucion.
i. Seleccionemos la incégnita y de la primera ecuacion (presenta menos dificultades para ser despejada).
ii. Despejamos la incognita seleccionada y obtenemos y =2x-2.
iii. Ahora sustituimos y=2x-2 en la ecuacion 4x-2y=4 y obtenemos 4x—2(2x—2)=4 0 4x—4x+4=4, es decir la
identidad 0=0. Como consecuencia, . El sistema de ecuaciones
2X—-y=2
{ 4x -2y =4
tiene solucién multiple (o una infinidad de soluciones.

DEFINICION 4.2 (Sistema de ecuaciones inconsistentes y con solucién multiple )

a. Un sistema de ecuaciones lineales dos por dos, en el que su proceso de solucién conduce a una contradiccién se denomina
inconsistente y no tiene solucion.

b. Un sistema de ecuaciones lineales dos por dos, el que su proceso de solucion conduce a identidades, se dice que tiene
solucion mdltiple (o una infinidad de soluciones).

El esquema de la figura 4.14 muestra relaciona los tipos sistemas de ecuaciones lineales con su tipo de solucion.

r sistemas de ecuaciones lineales j

compatibles inconsistentes

‘ [ (consistentes) | (incompatibles)

| solucion l'mical solucion maltiple
(infinidad de soluciones)

sin solucién

FIGURA 4.14
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Seguramente, el lector noté que un sistema de ecuaciones lineales dos por dos tiene solucién muttiple cuando “una de las
ecuaciones es un multiplo de la otra ecuacion”.

Concluimos la presente seccion sefialndo que hemos estudiado el sistema de ecuaciones
AXx+By=C;
{ Ax+B,y=C,
en dos distintos contextos, y que para un sistema compatible:
a. En un contexto geométrico x e y representaron variables y en consecuencia asumian un nimeto indefinido de valores y las
ecuaciones (con mas precision, la relacion entre variables) Ax+B;y=C, Y Ax+B,y=C, admitian una linea recta como
representacion en el plano cartesiano. La interseccion de las lineas rectas (si esto ocurria) era el punto ( x, , y, ) cuyas
coordenadas al ser sustituidas en
AXx+By=C;
{ Ax+B,y=C,
generaban un por de identidades.
b. En el contexto algebraico, los simbolos x e y representan incognitas, y que, de todos los pares de asignaciones numéricas
Xo» Yo que es posible hecerles, sdlo uno de ellos generan dos identidades.

L 4
Hercicios 4.1 ... |
1. Determine graficamente las coordenadas del punto 5. ¢ Qué condiciones deben cumplir los coeficientes de
en que se intersecan los pares de lineas rectas AX+By=C, .
asociadas , para que las lineas rectas que
: Ax+B,y=C,
a. { 2 +2y :g . c. { 22X+ y :_21. tiene asociadas coincidan?
X—2y= X—y=
b, | XTY= 2 41 Xy =1 6. Utilice el método de igualacion y resuelva.
"l x+2y=4" " x+y=-3 a | XTY=6 C] Ax-y=2
"l x-3y=2" "l —2x+y=-4"
2, Vgrifique gréfjcamente los pares de lineas rectas b —X+y=5 K 7a+2b=5
asomidfz n(isze intersecan. _ "1 x+4y =10 "1 2a_p=3"
a. y=e c. y=", 6x+y=1 x=-5y+16
2x+4y=0 X+y=2 c. L. .
) 1 3x—-y=10 -2x+10y=—4
by VT d. | VT 3x-5y=6 8p-q=2
—-2X+2y=5 X—y=3 d. m. .
-4x+10y =-1 4-q=3p
3. ; Qué condiciones deben cumplir los coeficientes de . { 4p-q=6 n. { 8a—-6b=4
AX+By=C, -5p+q=-3 2a+b=8
Ax+B,y=C,’ ; {8a—6b-4 o { 2=r-3s
para que las lineas rectas que tiene asociadas no se 2a+b=8 7-5r=2s
intersequen? 4p+10g=2 10s = 5w
g- 3p-4q=2" P siow=2
4. Verifigue gréficamente que las lineas rectas .
asociadas a los sistemas coinciden. h. { 25-3w=8 q FX+2y=1
a { X+2y=2 . {—2x+y=—1 Bs—12w=2 Zx+6y=7
"l ox+dy=4 | ax-2y=2" L[ ax-2y=1 4x—-2y =2
b Fx+y=1 d x-y=1 "] 5x+6y=7 -Zx+1ty=-4
"] x+3y=3" "] 3x-3y=3
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la_2b=4" 3la+250=-14"

3a+1bh=0 { 17a-0.2b=1.2
A
8

-2x+3y=3 7-05r=34s"
1.8p-0.2q=1 o | 08s=41w
41-11q=5p° '

‘ {§x=—5y+3 W {2.3——1.8r+s

—3s+w=02"

7. Utilice el método de sustitucion y resuelva.
2 —q=

a. X+y=4 m. 3p—-q=7 .
x—3y=3" 4-3q=-2p

b. 3x+y=7 n. 5a+3b=-3
2x+y=8 " 2a+2b=5"
3x+y=4 3=r—-2s

c. 0.
2x—-2y=3" 8-5r=s
2x—6y=0 7s=-6

d X—6y= . p. s W
-3x+5y=—4 -3s+9w=0
3p-2 3 Zx+7y=2

e p-2q= q. 23X+ y
-p+q=-4 eX+3y=-2
2a—-6b=>5 x—-2y=—4

f. rs .. s
2a+3p=5 —3X+gy=9
p-5q=1 s 3a+4b=0

g -3p+29=2" "] 2a-2b=1"

b [ —s—3w=10 ¢ Zx=-5y+3
2s-5w=2" Tl -2x+3y=3

i —8x—-2y= 16 u 18p+0.2q=15
AX+6y=2 "] 6.1+11g=2p
Ax+y=2 v. 17a-0.2b= 12

k —2x-3y=-2 3.la+25b=-1.

k. —4a+b=5 w. 2.8=-38r+s
2a-b=4" 4-25r=34s "

L 3x=-2y+8 X 0.8s =5.2w
—2x+6y=-5" " | -5s+4w=0.2"

8. Utilice el método de eliminacién por igualacion y
resuelva.

2 =0 —~20=9
a.{“y | e.{P a=9

X—-y=3 -6p+9=-8
b —-4X+y=6 ; 5a-6b=3
| x+y=5" " | -8a+b=5
c 8x+y=9 Tp-20=4
" x+4y=11" g —4p+9q=8"
d 2Xx—y=8 . h. —55—w:7.

—-X+5y=4 s—8w=2

i —2x+4y =10 o 3=r-2s+4
3Xx+2y=6 "] 6-5r=2s
4x -3y =6 4-7s=-6w+1

k —2x—4y=-2' P 3ssow—s—a+s

k. —4a+3b=5 Zx+7y=2
5a—3b=4" o 2x+3y=-2x

L 8Xx=-2y+6 r 3X—-2y=-4+3y
—4x—3y=—4" —EZx+2y=x-2"
3p-8q=1 .. 3a+gzh= O
2-4q=—6p’ a-2b=1"

n. 4a+3b=—. ¢ §x=—5y+3.
a+2b=1 -2x+3y=3

9. Determine si el sistema de ecuaciones tiene
solucién unica, solucién mdltiple o si es incompatible.

_ =5 _9¢g=
a. XTy=s g. P~ 2.
X-y=3 -4p+99=8
b —-2X+Yy=06 h —S5s-w=7
"] 2x—y=5" " 10s+2w=-14"
c 8x+4y=9 i —2x+4y =1
"l 2x+y=11" "] 3x+2y=6"
d 2x-5y=0 . X—2y=6
"] —x+5y=4" } —2x+4y=-12
p-2q=9 —-4a+3b=4
e. . 3 .
-3p+6q=-24 2a+35bh=2
f 4a-2b=3 | 8x=-2y+1
"] -8a+4b=—-6" "l -4x-3y=1"
10. a. Sea Ax+4y:1.
3Xx+2y=6

i. ¢Para qué valor (es) de A se obtiene un sistema de
ecuaciones sin solucién?
ii. ¢Para qué valor(es) de A se obtiene un sistema de
ecuaciones con solucién Unica?

X+5y=2
b. Sea y .

2x+By=0
i. ¢ Para qué valor(es) de B se obtiene un sistema de
ecuaciones sin solucién?
ii. ¢Para qué valor(es) de B se obtiene un sistema de
ecuaciones con solucién dnica?

X+5y=2
c. Sea y .

Cx+4y=4
i. ¢Para qué valor(es) de C se obtiene un sistema de
ecuaciones sin solucién?
ii. ¢Para qué valor(es) de C se obtiene un sistema de
ecuaciones con solucion unica?




1.

a. Utilice el método de sustitucion y verifique que el

i . . X+B,y=C

sistema de ecuaciones lineales Ax+ By L
Ax+B,y=C,

tiene como solucion
L_BiC =BGy AC,-AC,
AlBZ _AZBl AlBZ_AZBl
b. ;Qué condiciones deben cumplir los coeficiebtes de

x+B,y=C .
Ax+By=C, para tener solucion Gnica?
Ax+B,y=C,

¢. ;Qué condiciones deben cumplir los coeficiebtes de

Xx+B,y=C .
Ax+ By =C, para no tener solucion?
Ax+B,y=C,
d. ;Qué condiciones deben cumplir los coeficiebtes de
Xx+B,y=C . -
At By =G, para tener solucién multiple?
Ax+B,y=C,

12. a. El sistema de ecuaciones lineales
x+By=0 . ,
A 1Y se denomina homogéneo.
Ax+B,y=0
i. ¢ Por qué siempre tiene solucion?
ii. ¢ Bajo que condiciones tiene solucion unica?
iii. ¢Bajo que condiciones tiene solucion mdltiple?

13. Determine un numero sabiendo que la suma de
sus dos cifras es 10 ; y que, si invertimos el orden de
las cifras, se obtiene un nimero que es 36 unidades
mayor que el inicial.

14. Determine el nimero de dos cifras cuya suma
de las mismas es 7 y el nimero es 2 unidades
menor que el triplo del producto de sus cifras.

15. Determine un nimero de dos cifras sabiendo que
la primera cifra es igual a la tercera parte de la
segunda, y que si invertimos el orden de sus cifras,
obtenemos un nimero que excede en 54 unidades al
nuamero inicial.

16. La distancia entre dos ciudades, A y B, es 255
kilometros. Un automdvil parte de la ciudad A hacia
la ciudad B a velocidad constante de 90 kilémetros
por hora. Simultaneamente, sale otro automdvil de la
ciudad B hacia la ciudad A a una velocidad
constante 80 kildmetros por hora. Calcule el tiempo
que tardan los automdviles en encontrarse y la
distancia que ha recorrido cada uno en el momento del
encuentro.

17. La distancia entre dos ciudades, A y B, es 360
kilometros. Un automdvil parte de la ciudad A hacia la
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ciudad B a velocidad constante de 70 kildmetros por
hora. Simultdneamente, a la misma hora parte un
camion de la ciudad B hacia la ciudad A a una
velocidad constante 50 kildmetros por hora. Calcule el
tiempo que tardan los automéviles en encontrarse, y la
distancia que ha recorrido cada uno en el momento del
encuentro.

18. Un automovil tarda dos horas en recorrer la
distancia entre dos ciudades. Si su velocidad hubiera
sido superior en 30 kildmetros por hora habria
tardado una hora y cuarto. Cuél es la distancia entre
las dos ciudades?

19. Hace un mes tres ahujas y 2 alfileres costaron
1.45 pesos. Actualmente 2 alfileres y 5 ahujas
cuestan 1.70 pesos. Determine el precio de una aguja
y de un alfiler.

20. Un nimero excede en 12 unidades a otro; y si
restdramos 4 unidades a cada nimero, entonces el
primer numero seria igual al doble del segundo
numero. Determine los numeros.

21. La razén entre las edades de dos personas es de

%. Sabiendo que las edades difieren en 15 afios,

;cual es la edad de cada una de ellas?

22. Seis kilogramos de manzanas y cinco kilogramos
de platanos cuestan 227 pesos. Cinco kilogramos de
manzanas y cuatro kilogramos de platanos cuestan
188 pesos. Determine el precio de un kilogramo de
manzanas y el precio de un kilogramo de platanos.

23. En una papeleria el paquete de hojas tiene un
precio de 12 pesos. Si el precio de una hoja se
incrementa 0.10 pesos, para mantener el precio del
paquete cada uno deberia tener 4 hojas menos.
¢, Cudl es el precio de una hoja y cuantas trae cada
paquete?

24. Con dos tipos de cloro, el de 3.50 pesos por litro y
el de 150 pesos por litro, se desea obtener una
mezcla cloro con precio de 2.22 por litro. Cuantos
litros se deben poner de cada tipo de cloro para
obtener 50 litros de la mezcla?

25. Entre Pedro y Alberto cargan 160 pesos. Si
Alberto le da 10 pesos a Pedro, ambos tendran la
misma cantidad. ; Cuanto dinero carga cada uno?




26. En un estacionamiento hay 39 vehiculos, entre
coches y motos, en total son 126 llantas. ;Cuantos
vehiculos de cada clase habia en el estacionamiento?

27. Un hotel tiene habitaciones dobles y sencillas. En
total hay 50 habitaciones y 87 camas. ¢Cuantas
habitaciones tiene de cada tipo?

28. Un examen contiene de 16 preguntas. Por cada
respuesta correcta se acumulan 5 puntos y por cada
respuesta incorrecta se restan 3 puntos. Si una
persona obtuvo 32 puntos en el examen, ¢cuantas
preguntas respondio correctamente?

29. Alvarado ha comprado una botella de licor que
estaba rebajado un 15 %. Garcés ha seleccionado otra
botella de licor con un precio de 25 pesos mayor, pero
le han rebajado el 20 % , por lo que solo ha pagado 8
pesos mas que Alvarado. ;Cual es el precio de cada
botella de licor?

30. Se pretende repartir cierta cantidad de dinero entre
cierto nimero de nifios. Si a cada uno de ellos se les
dan 80 pesos sobran 20 pesos, y si a cada uno se le
dan 90 pesos hacen faltan 40 pesos. ¢ Cuantos nifios
son?, 4 cuantos pesos se van a repartir?
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31. Se tienen dos grifos A y B. Sise abre el grifo A
durante 3 minutos y el grifo B durante 1 minuto, se
almacena un volumen de 50 litros de agua. Si se abre
el grifo B durante 2 minutos y el grifo A durante 1
minuto, se almacenan 40 litros de agua. ;Cuantos
litros de agua aporta cada grifo en 1 minuto?

32. En un grupo, la asignatura de matematicas la ha
aprobado el 62.5% de las alumnas y el 80% de los
alumnos, mientras que la asignatura de historia la ha
aprobado 87.5% de las alumnas y el 60 % de los
alumnos. Calcule el nimero de alumnas y de alumnos
que hay en el grupo, si el total de aprobados es 26 en
matematicas y 26 en historia.




SISTEMAS DE ECUACIONES
VARl  LINEALES TRES POR TRES

El alumno:

6. Comprendera el concepto de sistemas equivalentes de ecuaciones lineales en el caso de sistemas
lineales 3x3.

7. Obtendra sistemas equivalentes de ecuaciones lineales.

8. Resolvera sistemas de ecuaciones lineales 2x2 y 3x3 a través de obtener un sistema triangular
equivalente de ecuaciones.

10. Resolvera problemas en diversos contextos empleando los métodos algebraicos vistos con
anterioridad.

Los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales descritos en la seccién anterior pueden utilizarse en la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales con un mayor nimero de ecuaciones e incognitas, sin embargo, es mas comin
utilizar el método Gauss. El método de Gauss (de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales) consiste en “escalonar” (o en
su caso friangular) el sistema de ecuaciones lineales; la descripcion de los detalles, conceptos y fundamentos de
escalonamiento (triangulacion) de un sistema de ecuaciones lineales tresxtres los trateremos en las siguientes lineas.

DEFINICION 4.3 (SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES TRE POR TRES)

a. El conjunto de ecuaciones lineales
apX+apy+agz=h
S: { apX+ayy+anz=h,
Az X+ 85y +agkZ=D;
Se conoce como sistema de ecuaciones lineales tresxtres (tres ecuaciones con tres incognitas).
b. Los nimeros reales: a,;, a,, 8y5, 8y, @y, 8y, g, a3 Y ag SON los coeficientes y los numeros by, b, y b, son los
términos independientes.

NOTA
En el sistema de ecuaciones lineales S de la definicion anterior, en el coeficiente a; el subindice i indica el nimero de

ecuacion y el subindice j indica el numero de columna de la incognita, vea la figura 4.14.

numero de ecuacion

aij ndmero de columna
de la incognita
FIGURA 4.14

& EJEMPLO 4.11 (SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES ESCALONADOS)
Los sistemas de ecuaciones lineales tresxtres se encuentran escalonados.

by x+b,y+bsz=c, b x+b,y+bsz=c,
a. S;: b, y+byz=c, b. S,: b,y +byz=c,
bz =c5
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b x+b,y+bsz=c, b x+b,y+bsz=c
c. S;: b,sz=c, d. s,:

b x+b,y+bsz=c,

e S;: b,y +byz =c,

bz =05

En particular, los sistemas de ecuaciones lineales de los incisos e. y f. se encuentran triangulados.

f. S, { b11X‘*'b123/_:(:1
by =c¢,

*

Para escalonar un sistema de ecuaciones lineales se utilizan las “operaciones elementales entre filas”, que tienen como
fundamento las propiedades de la igualdad (reflexiva, simétrica transitiva).

DEFINICION 4.4 (OPERACIONES ELEMENTALES Y SISTEMAS EQUIVALENTES)

Si en un sistema de ecuaciones lineales los indices i y j representan a las ecuaciones iy j respectivamente, entonces:

a. E; © E; significa intercambiar las ecuaciones i y j .

b. kxE; — E,; significa multiplicar por un nimero k =0 la ecuacion E; .

c. kxE; +E; — E; significa sumar un mdltiplo constante de la ecuacion E; ala ecuacion E; .

d. Dos sistemas de ecuaciones lineales tres xtres (0 de cualquier ser de cualquier dimensién) son equivalentes si uno de ellos
se obtiene a partir del otro mediante un nimero especifico de operaciones elementales.

e. Dos sistemas de ecuaciones lineales equivalentes tienen la misma solucién.
f. Indicaremos que dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes utilizando el simbolo ~ .

Para indicar que los sistemas de ecuaciones lineales tres xtres
apX+apy+agz=>h CpX+CpY+CZz =0,
Ay X+apnY+apZ=h, ¥ ¢ CuX+ChpY+Cxpz=0d,

Ay X+agy+az=bh, CqiX+CqpyY +Cy3Z =0dy
son equivalentes escribiremos

ap X+apy+azz=b Cp X+CpY+C3z=4d,;

Ay X+apY+auz=h, ~ {4 CuX+Cyuy+Cyuz=d,

Ay X+ g,y + 8552 =Dy CyX+Cg Y +Cg3Z =dg

Para identificar (o hacer referirosa) una ecuacion especifica utilizaremos la notacion E; , por ejemplo, la ecuacion 1 se
representara por E,, la ecuacién 2 se representara E,, efc.

4 EJEMPLO 4.12 (SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EQUIVALENTES dos x dos )

" . . . Xx+y=1
El lector puede verificar que las soluciones del sistema de ecuaciones S : 3 son x=2 ¢ y=-1.
X—y=
Observe:
. . . X+y=1 . .
a. Si en el sistema de ecuaciones S: 3’ intercambiamos las posiciones de las ecuaciones obtenemos
X—y=

Xx—-y=3 . . . Ly
S,: { y 1 en este sistema de ecuaciones las soluciones son también x=2 e y=-1, por tanto,

X+Yy=
Xx+y=1 Xx—-y=3
X-y=3 X+y=1

. . X+y=1 , - . e
b. Ahora multipliguemos una de las ecuaciones de S : { oy 3 por un numero distinto de cero, por ejemplo, la ecuacion E,
X—y=
. +y= . oo
por 2, obtenemos el sistema S, : 2V cuya solucion es nuevamente x=2 e y=-1 (verifiquelo), por tanto,
X—=2y=
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{x+y=1 { x+y=1

x—y=3 | 2x-2y=6
. . . o x+y=1 .
c. Finalmente, si multiplicamos por tres la ecuacion E, de S: 3 y la sumamos a la ecuacion E, obtenemos
X—y=
X+y=1
Sy Y
4x+2y =6

cuya solucién también es x=2 e y=-1 (verifiquelo), por tanto,

X+y=1 Xx+y=1
x-y=3 4X+2y=6

En el ejemplo 4.11 mostramos la aplicacién de operaciones elementales a un sistema de ecuaciones lineales.

& EJEMPLO 4.13 (APLICACION DE OPERACIONES ELEMENTALES)
a. Si aplicamos las operaciones (1) —2E, +E, > E,, (2) 4E;+E; —>E; ¥ (3) E, «<>E, (en ese orden) al sistema de

ecuaciones lineales

X+2y+z=0
2X+4y—-z=1
—4x-y+z2=2
obtenemos:
X+2y+2=0 X+2y+2=0 X+2y+2=0 X+2y+z2=0
2x+4y-z=1 -3z=1 -3z=1 Ty+52=2
—4X-y+2=2 —4X-y+2=2 7y+52=2 -3z=1"

b. Si aplicamos las operaciones elementales: (1) E, «<>E,, (2) 4E,+E; >E; ¥y (3) —4E +E, »E, al sistema de
ecuaciones lineales

4X+2y+2=3
X+2y-z=1
—4X—-y+2=2
obtenemos
4x+2y+z2=3 X+2y—z=1 X+2y+z=1 X+2y+z=1
X+2y—-z=1 F1oF 4x+2y+2=3 1By +E3 ~ E3 Ax+2y+2=3 TR R 2 By -6y-3z=-1.
—4x-y+z2=2 - —4X-y+2=2 - 7y-3z=6 - 7y-3z=6
c. Si aplicamos: (1) -E, + E; > E;, (2) 4E, + E; > E, y (3) —3E, + E, — E, al sistema de ecuaciones lineales
4x+2y+2=3
3X+2y-z=1
—4x-y+2=2
obtenemos
4x+2y+2=3 X+ 2z1=2 X+ 21=2 X+ 22=2
-Ey+E > E 4E1 + Eg > Eq -3E+Ey > Ey
X+2y-z=1 3X+2y-z=1 3X+2y-z=1 2y-T7z=-5.
—4X-y+2=2 - —4X-y+2=2 - -y+9z=10 - -y+9z=10

¢

El prop6sito de aplicar operaciones elementales a un sistema de ecuaciones lineales es “triangularlo”, una vez que ha sido
triangulado, la determinacion de los valores de las incdgnitas se obtiene haciendo sustituciones “de abajo hacia arriba y de
derecha a izquierda” (lo que se denomina “susutitucion hacia atras) ilustremos lo antes dicho con el ejemplo 4.14.



142 UNIDAD 4 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

@ EJEMPLO 4.14 (SOLUCION DE SISTEMAS TRIANGULARES)
a. En el sistema de ecuaciones lineales triangular

2x-y=3 --F
{ y=5 --E, !
Se observa en la ecuacién E, que y=5, sisustituimos y=5 en la ecuacién E, obtenemos 2x—-5=3, por tanto, x=4. La
solucién del sistema de ecuaciones es x=4y y=5.
b. En el sistema triangular

3x-2y=5 ---E;
{ 4y=8 ---E,’
De 4y=8 se sigue y=2. Al susttuir y=2 en la ecuacion E, obtenemos 3x—2(2 ):5, por tanto, 3x=9 0 x=3. lLa
solucién del sistema de ecuacioneses x=3 y y=2.
c. En el sistema triangular
X+4y-2z=8 ---E;
y+6z=20 ---E,,
z=5 2 =
tenemos z =5, si sustituimos z =5 en la ecuacion E, obtenemos y+6(5 )=20, por tanto, y =-10 . Ahora, al sutituir z=5
y y=-10 en la ecuacion E, obtenemos x+4(—10 )-2(5)=8, luego x =58 . La solucion del sistema de ecuaciones es la
terna x=58, y=-10 y z=5.
d. La Ultima ecuacién del sistema triangular
X-3y-2z=-1
y-7z=4
z2=-2
indica que z=-2, al sustituir z=-2 enla ecuacion E, obtenemos y—7( -2 )=20, por tanto, y = 6. Finalmente, al sustituir
z=-2y y=6 enlaecuacion E, obtenemos x—3(6)-2(—2)=-1 o bien x=13. La solucion del sistema de ecuaciones
eselpar x=13, y=6y z=-2.
L 4

Los ejemplos 4.13 y 4.14 muestran parte del método de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales utilizando un
“proceso de triangulacién” que es un caso especial del método general de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
conocido como “Método o proceso” de Gauss — Jordan, mismo que presentamos a continuacion.

ESCALONAMIENTO O TRIANGULACION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES
i. Verifique que incdgnitas se encuentren en columnas iguales.
Aplique operaciones elementales hasta conseguir que el coeficiente de la primera incognita 1.
ii. Tome como base (pivote) el nimero 1 antes obtenido, aplique operaciones elementales y transforme los coeficientes de esa
misma incognita (de las restantes ecuaciones) en ceros.
iii. Aplique operaciones elementales a la segunda ecuacién y transforme en 1 su primer coeficiente distinto de cero de la
segunda ecuacion.
iv. Repita el proceso hasta que el sistema sea triangular (o escalonado).

Nota
Recuerde que 1-x=x, 1-y=y,efc.

@ EJEMPLO 4.15 (RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES POR TRIANGULACION)
{ 2x—y=4
a. .
X+3y=5
Primero efectuamos la operacion elemental E, <> E; (intercambio de ecuaciones), obtenemos
2x—-y=4 E; < E X+3y=5
X+3y=5 ~ 2x—y=4’
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al aplicar la operacion -2, +E, — E,, obtenemos el sistema de ecuaciones triangular
{2x—y:4 E; ©Ey { X+3y=5 -2E;+E, > E, { X+3y=5

X+3y=5 ~ 2x—-y=4 ~ ~7y=—6"
6 6 " 17 6
Portanto, y=— y x+3 = |=5,lasoluciones x="— =_.
-8y 8) 7.8
L2 =2
b. Si X+ , entonces
3Xx—-4y=2
2X+y=2 21 ©FE A4x+2y=4 -E,+E > F X+6y=2 -3E;+Ey, > E, X+6y=2
3X—4y=2 ~ 3x—-4y=2 ~ 3Xx—4y=2 ~ —-22y=-4

.y 2 . . . " 2
Por tanto, de la ecuacién E, obtenemos y = T si sustituimos en la primera ecuacién obtenemos y x+6( T j =2,de

dénde x = 10 . La solucién del sistema de ecuaciones es x = 10 yy= 2 .
11 11 11
¢. Resolvamos el sistema de ecuaciones utilizando “sustitucion hacia arriba”.
X-y-3z=-4
2X—y—4z=-7 .
X+y—z2=-2
El coeficiente de la primera incdgnita de la ecuacion E; es 1, por tanto, se utiliza como pivote en la eliminacion de los términos

que se encuentran debajo de él; esto se consigue al aplicar las operaciones —2€; +E, > E, ¥ —Ej+E3 —>Ej.

—2E, +E E -E; +E E
X—y-3z=-4 17F2 752 X—-y-3z=-4 1753 753 X—-y-3z=-4
2Xx—y—-4z=-7 y+2z=1 y+2z=1 .
X+y—z=-2 X+y—z=-2 2y+2z2=2

Si tomamos como pivote el coeficiente 1 de la incognita y de la segunda ecuacion, la operacion —2E, + E3 — E5 triangula al
sistema de ecuaciones.
X-y-3z=—4 -2E, +E3 —>Eq X—-y-3z=—4
y+2z=1 ~ y+2z=1.
2y+2z2=2 -2z=0
Como consecuencia de lo anterior z=0; si sustituimos z=0 en la ecuacion E, obtenemos y+2(0)=1 o y=1. Si
sustituimos tanto z =0 como y =1 en la ecuacion E, obtenemos x—( 1)-3(0 )=-4, de donde x=-3.
La solucion des sitema de ecuaciones es laterna x=-3, y=1y z=0.
d. Resolvamos el sistema de ecuaciones
X+2y+32=6
2x—-3y+2z=14
X+y-z=-2
triangulandolo.
El coeficiente 1 de la primera incognita de la ecuacion E; se utiliza como pivote en la eliminacion de los primeros términos de
las ecuaciones E, y E;, esto se consigue con las operaciones —2E; + E, — E, y -3E; + E3 — Ej.

—2E, +E E -3E, +E E
X+2y+3z2=6 17F2 752 X+2y+32=6 1753 753 X+2y+32=6
2x—-3y+2z=14 —-7y—-4z=2 —-7y-4z=2
X+y-z=-2 X+y—-z=-2 -5y-10z =-20

L . . 1 L1 , . .
A continuacion multiplicamos la ecuacion E, por —= (operacion ——E; — Ej) Yy luego intercambiamos las ecuaciones E, y
5 5

E; (operacion E, «> E5) obtenemos:
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X+2y+3z2=6 %E3_’E3 X+2y+32=6 F2 ©Fg X+2y+32=6
—-7y-41=2 —-7y-41=2 y+2z=4.
-5y-10z =-20 ~ y+2z=4 - —-T7y-4z1=2
Si multiplicamos la ecuacién E, por 7 y la sumamos a la ecuacién E, (operacion 7E, +E3 > E3) el sistema de ecuaciones
queda triangulado.
X+2y+32=6 B2 B3 2 Es X+2y+32=6
y+2z=4 y+2z=4 ,
~Ty-4z=2 B 10z =30

por tanto, de la ecuacion E, obtenemos z =3. Ahora z =3 en la ecuacion E,,estoda y+2(3)=4 0 y=-2. Sustituimos
z=3y y=-2 enlaecuacion E, obtenemos x+2(-2)+3(3)=6 0 x=1.
Como consecuencia de lo anterior, la solucién del sistema de ecuaciones es laterna x=1, y=-2y z=3.
e. Resolvamos el sistema de ecuaciones
2x+y—-3z=5
3X—-2y+2z=5
5x-3y-z=16
triangulandolo.
La ecuacion E, se multiplica por —1 se suma a la ecuacion E, (-1E; + E, — E, ) y después se intercambian las ecuaciones

(E, <> Eq), se obtiene:

-1E, +E E E E
2x+y-3z=5 17527252 ox+y-3z=5 2"t X—3y+52=0
3X-2y+2z=5 x—-3y+5z=0 2x+y—-3z=5
5x-3y-z=16 5x-3y-z=16 5x-3y-z=16

Posteriormente multiplicamos por —2 la ecuacion E,; y la sumamos a la ecuacion E,; multiplicamos por 5 la E,; y la
sumamos a la ecuacion E, (operaciones -2E, +E, —E;, Y -5E, +E; — Eg).

—2E, +E E -5E, +E; - E
X—3y+52=0 1752752 X—3y+52=0 e X—3y+52=0
2X+y—-3z=5 7y-13z=5 7y-13z=5 .
5x-3y—-z=16 5x-3y-z=16 12y —-26z =16
Multiplicamos por —% la ecuacion E, y la sumamos a la ecuacion E, (operacion —%ES +Ey o Ey):

1

x—=3y+5z2=0 x=3y+5z=0
7y-13z=5 y-0=-3
12y —-26z2=16 ~ 12y —-26z2=16

Por tanto, y =—3. Sustituimos y = -3 en la ecuacion E, y obtenemos 12( —3 )—26z =16, de donde —26z =52 0 z =-2.
Finalmente sustituimos z=-2y y = -3 enla ecuacién 1, obtenemos x—3( -3 )+5(-2)=00 x=1.

La solucion del sistema de ecuaciones es laterna x=1, y=-3y z=-2.
L 4

El uso del “método de triangulacién (triangulacién también llamado método de Gauss)” en la resolucién de un sistema de
ecuaciones lineales permite identificar su tipo de solucién y por tanto clasificarlo como “de solucién Unica, de solucién mdiltiple o
como inconsistente.

Si al aplicar el método de triangulacion obtenemos:
a.Laidentidad 0=0 (o cualquier otra que sea equivalente), entonces el sistema de ecuaciones lineales tiene solucion mdiltiple.
b. Una contradiccién de la forma 0=a (con a = 0) significa que el sistema es inconsistente y que carece de solucién.
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¢. Una solucion (o solucién Unica).

@ EJEMPLO 4.16 (IDENTIFICACION DEL TIPO DE SOLUCION)

X+2y+3z2=6

a. Sea { 2x-3y+2z =14, observe que:
3Xx+6y+9z=0
X+2y+3z2=06 “E1 B 2 By X+2y+3z2=06 E1+E3—Fs X+2y+3z2=6
2x—-3y+2z=14 —-T7y—-4z1=2 -7y—-4z=2 ,
3x+6y+92=0 ” 3x+6y+92=0 ” 0=-18

de la expresion (contradiccién) 0 =-18 concluimos que el sistema de ecuaciones lineales

X+2y+3z=6
2x-3y+2z =14 esinconsistente (no tiene solucion).
3X+6y+9z=0
2x+y+z=1
b.Sea ¢ x-3y+2z=4 ,note que
3x-2y+3z=5
E E -2E; +E E -3E, +E E
2x+y+z=1 152 Xx—-3y+2z=4 1752252 Xx—-3y+2z=4 1753 753
Xx—-3y+2z=4 2X+y+z=1 7y-3z=-7
3x-2y+3z=5 3x—-2y+3z=5 3x-2y+3z=5
-E, +E E
X—3y+2z=4 27E3 75 X—3y+2z=4
7y-3z=-7 7y-3z=-7.
1y-3z=-7 0=0
La expresién (identidad) 0 =0 garantiza que el sistema
2x+y+z=1
x—-3y+2z=4
3X—-2y+3z=5

tiene solucidn mdltiple.

*

Utilizando sistemas de ecuaciones lineales tres por tres se pueden modelar y resolver diversos problemas, veamos
algunas de ellas.

& EJEMPLO 4.17
Una compafiia elabora tres tipos de sillas, digamos, de las clases A, B y C . En el proceso de fabricacidon se emplean tres
maquinas, la maquina M, puede ser utilizada durante 17 horas, la maquina M, durante 13 horas y la maquina M, por 20

horas. Los requerimientos de tiempo de maquina para la construccion década una dr las sillas las sillas los muestra la siguiente
tabla:

Tioo Tiempo de uso de Tiempo de uso de M, Tiempo de uso de M,
P M; (Horas) (Horas) (Horas)
A 1 2 3
B 3 1 2
C 2 1 1
Tiempo 17 13 20

¢ Cuantas sillas de cada clase se pueden fabricar?

i. Se desea determina el nimero de sillas de cada clase que es posible fabricar, el nimero de sillas de cada clase es entero.
ii. Representemos por x, y y z las cantidades de sillas de las clases A, B y C respectivamente que es posible construir.
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iii. Dado que la maquina M, puede utilizarse por 17 horas en la construccion de x, y y z sillas de las clases A, B 'y C
respectivamente, entonces 1x+3y+2z =17 (la suma de los tiempos es igual al tiempo total).
Similarmente, la maquina M, se utiliza por 13 horas en la construccion de las sillas x, y y z,delas clases A, By C
respectivamente, entonces 2x+1y +1z =13.
La maquina M, se utiliza por 20 horas en la construccion de sillas x, y y z, de las clases A, B y C respectivamente,
entonces 3x +2y +1z=20.

x+3y+2z=17
Por consiguiente, el modelo que describe el problemaes S: 2Xx+y+z=13 .

3x+2y+z=20
iv. Si el lector resuelve el sistema de ecuaciones lineales obtendra que x=4, y=3 y z=2, esto significa que, con los

recursos antes sefialados, es posible fabricar x =4 sillas del tipo A, y =3 sillas del tipo B y z=2 sillas del tipo C .
L 4

¢ EJEMPLO 4.18
Tres personas: A, B y C desayunaron en el puesto de la esquina, con la siguiente tabla se describe el consumo y el gasto de
cada uno de ellos.

Persona | Tamales | Atoles | Tortas de tamal | Consumo
A 3 1 0 15
B 2 1 0 11
C 0 1 1 9

Construyamos el modelo con el que es posible obtener el precio unitario de cada alimento.
i. Deseamos determinaremos el modelo a partir del quees posible determinar los precios unitarios de los elementos.
ii. Representamos por x, y y z los precios de un tamal, un atole y una torta de tamal respectivamente, entonces

A pagé por 3 tamales, 1 atole, 0 tortas de tamal $15.00, entonces 3x +1y + 0z =15.
B pagé por 2 tamales, 1 atole, 0 tortas de tamal $11.00, entonces 2x+1y +0z =11.
C pagd por 0 tamales, 1 atole, 1 torta de tamal $9.00, entonces Ox+1ly+z=9.
iii. Por tanto, el modelo con el que es posible determinar los precios unitarios de los alimentos es el sistema de ecuaciones.
3x+y+0z=15
S: 2x+y+0z=11
Ox+y+z=9

iv. Si el lector resuelve el sistema de ecuaciones lineales obtendra la solucion x=4, y=3 y z=6, esto significa que los
precios unitarios de los alimentos antes sefialados son: x=4 tamales, y=3 los atolesy z=6 las tortas de tamal.

*

4 EJEMPLO 4.19
Suponga que una economia consta de los sectores: “alimentos”, “energéticos” y “servicios”, y que el rendimiento de uno de ellos
se distribuye entre los otros sectores de acuerdo a la tabla:

Rendimiento del sector
Alimentos | Energéticos | Servicios Adquisicién
0 0.4 0.6 Alimentos
0.6 0.1 0.2 Energéticos
0.4 0.5 0.2 Servicios

En la tabla, las entradas de una columna son las fracciones de la produccion total del sector. Por ejemplo, la primera columna
de la tabla indica que la produccion total del sector de alimentos se distribuye como sigue: 0% en alimentos, 60% en
energeéticos y 40% en servicios. Las fracciones decimales por columna suman 1, puesto que se toma en cuenta toda la
produccién. Determinemos un modelo que describa los precios de equilibrio que hacen que los ingresos de cada sector igualen a
los gastos.

i. Construyamos un modelo a partir del que sea posible conocer los precios de equilibrio que hacen que los ingresos de cada
sector igualen a los gastos de cada sector.

ii. Representamos por x, y y z los gastos anuales totales de produccién de los sectores: alimentos, energéticos y servicios

respectivamente.
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iii. Para el sector de alimentos se tiene x =0.0x+0.4y + 0.6z, es decir, el sector alimentos invierte el 40% de sus recursos en
energéticos y el 60% en servicios. Similarmente, para los otros dos sectores tenemos:
z=0.4x+0.5y + 0.2z , el conjunto de las tres ecuaciones anteriores es el sistema de ecuaciones
Xx—0.4y-0.6z=0
S: -0.6x-0.9y-0.2z=0.
—-0.4x-0.5y+0.8z=0

y=06x+0.1y+0.2z y

*

—

1. Resuelva triangulando. 3. Clasifique los sistemas de ecuaciones de acuerdo a
{ 2X+y=2 ¢ { “2x+y=-1 su solucion.

—yv=4" ) a-3b+c=4
Xx-y=4 5x+2y=4 2x—4y=3 ; o3
2x+3y=2 Ax+y=3 &1 _xs2y=0" ) Tatb-oe=

. e g. B 5a-13b+13c =8
-3x+6y=4 -X+2y=0
4x+5y—-4z7=-3
3x+2y=2 —2x+y=2 TX+2y =2 Y

c. . h. 3t Ly b. _— 5" 3x—-4y+2z=8.
2x+2y =4 2)’— —IX=2y=- 10x - 3y -0
—4x+y=0 .| 2y+x=2 2x+4y-2=0

. I X+y=2
X+2y=6 4x+2y=4 c. v’ 3x-3y-3z=0.
3x+y=0 X+ey= 4x+8y-22=3
ax+y=-2"
4. Suponga que un estadio de futbol tiene una
2. Resuelva triangulando. capacidad de 7200 fanaticos y que se encuentra lleno
2%, =1 x+2y+ 7= durante la celebracion de un juego entre los equipos

a. | 3x —5x, =8 _7-1 Ay B . Entre IIos e§pectadores, una gantid?d de ellosI

3%, — 2x, — 6%, =13 Ix—y-22=3 son socios del equipo A, otro cantidad lo son de
equipo B, y los restantes no son socios de estos
—bx=-2 2X+y-z= equipos. A través de la venta de localidades se sabe:

b. ¢ 3x-y=1 €. X+2y+z=4. i. No hay espectadores que sean socios de ambos
X+2y+z=4 Xx—y— =1 equipos simultdneamente.

ii. Que asistieron el mismo numero espectadores
x+y-z=1 x+2y =1 socios de los equipos A y B que aquellos que no

C. y —7x+3y=1 fo2x  -z=1. son socios de esos equipos.

-6z=1 5y+2=0 iii. Los socios del equipo A superan en 600 a los
X+4y+3z=-1 r—2s+t=7 socios del equipo B.
. A H H H ’)

g. | 2x-3y-2z-1 k. S_2t—_7 ¢, Cuantos socios de cada equipo hay en el estadio?
“X+2y+4z=2 2r-2s-t=3 5. Por tres objetos A, B y C se pagaron 117
2X+Yy+12=55 x+y-z=1 pesos, se recibié un descuento del 10% sobre el

h. { x+2y+z=45. L ¢ —x+3y+2z=1 precio total. El precio del objeto C es el doble que el
X+ Y +22=40 X —6z=1 del objeto A vy el objeto C es 20 pesos mas caro

| obj . ¢Cudl es el jeto?

X4y 4745 m—3p+4q =13 que el objeto B . 4, Cual es el costo de cada objeto

I 13x+12y+82=430 . m. | 8m+p+q=—4 6. Julia, Clara y Miguel reparten hojas de propaganda.

2x+2y-z=0 4m+6p+10q=4 Clara reparte el 20% del total, Miguel reparte 100

a+b+c=0 —3a+b-2c=-11 hojas méas que Julia. Entre Clara y Julia reparten 850

j. 4 a+2b =1. n. ) assb_4c=-3 . hojas. Pla'mtee un.sistema de ecuaciones que permita
a  —c=? a-3b-2c=5 saber cuantas hojas reparte cada uno. Sabiendo que

la empresa paga 1 céntimo por cada hoja repartida,
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calcule el dinero que ha recibido cada uno de los tres
repartidores.

7. Una fabrica produce tres tipos de herramientas: A,
B y C. En la fabrica trabajan tres obreros, 8 horas
diarias cada uno, ademas un revisor para comprobar
las herramientas durante una hora diaria. Para fabricar
una herramienta de tipo A se emplean 2 horas de
mano de obra y se necesitan 6 minutos de revision,
para la fabricacién de una de tipo B se emplean 4
horas de mano de obray 4 minutos de revisién y para
una de tipo C se necesitan una hora de mano de obra
y 4 minutos de revision. Por limitaciones en la
produccién, se deben producir exactamente 12
herramientas al dia. Calcule el ndmero de
herramientas de cada tipo que se elaboran cada dia en
la fabrica.

8. Se tienen tres lingotes de diferentes aleaciones de
tres metales A, B y C. El primer lingote tiene 20
gramos del metal A, 20 gramos del metal B y 60 del
C . El segundo contiene 10 gramos del metal de A,
40 gramos del metal B y 50 gramos del metal C. El
tercero contiene 20 gramos de A, 40 gramos del
metal A y 40 gramos del metal C. Con estos tres
lingotes se pretende elaborar un nuevo lingote que
contenga 15 gramos del metal A, 35 gramos del
metal B y 50 gramos del metal C .;Cuéntos gramos
se deben tomar de cada lingote ?

9. En una oficina, los trabajadores consumen,
semanalmente un total de 110 paletas (de los
sabores vainilla, chocolate y naranja). El presupuesto
destinado para tal consumo es 540 pesos Yy el precio
de cada paleta es: 4 pesos la de vainilla, 5 pesos la
de chocolate y 6 pesos la de naranja. Se sabe que
entre paletas de chocolate y de naranja se consumen
20% mas que paletas de vainilla. Determine el
numero de paletas de cada sabor que se consumen.

10. La suma de los digitos de un nimero de tres cifras
es 13. Si se intercambian las las unidades y las
centenas, €l nimero disminuye en 198; vy, si se
intercambian las de la unidades y decenas, el nimero
aumenta en 36 . Determine el el nimero.

11. El Globo S. A. elabora tres tipos de pasteles: nuez,
fresa y amaretto. En el proceso de elaboracién usa tres
batidoras B, por 14 horas, B, por 8 horasy B, por

14 horas. Las necesidades de tiempo para la
elaboracion de los pasteles se muestran en la tabla.

TIpO Bl Bz B3
Nuez 1 0.3 1
Fresa 1.2 0.8 0.3
Amaretto 1.8 0.5 1
Total 14 8 14

Construya el modelo matematico que describa tal
situacion.

12. Bacardi S. A. envasa ron en botellas con
capacidades de %, * y 1 litro. En el proceso de
llenado la maquina M, puede ser utilizada por 18
horas, la maquina M, (que coloca las etiquetas) por
17 horas y la maquina M, (que tapa las botellas) por
20 horas. Los requerimientos de tiempo de uso de
maquina para completar el proceso (llenado,
etiquetado y tapado) se encuentran en la siguiente
tabla.

Volumen M, M, M
! 1 (seg) | 1(seg) | 1 (seq)
3 2 (seg) | 1(seg) | 1 (seq)
1 3(seg) | 1(seg) | 1 (seg)
Total | 18 (hrs) | 17 (hrs) | 20 (hrs)

Construya el sistema de ecuaciones que describe la
situacion.

13. Pepe, Leo y Adan celebraron el viernes social en la
cantina “El Nervién”, la siguiente tabla muestra el
consumo y los gastos de cada uno de ellos.

RON | BRANDY | VODKA | GASTO
Pepe | 3 5 4 203
Leo 2 4 3 221
Adan 2 7 4 312

Construya el sistema de ecuaciones que describa la
situacion.

14. En el balneario “Olimpico”, los nifios pagan al
entrar 25 pesos, los adultos 50 pesos y las personas
de la tercera edad 75 pesos. En un dia especifico,
1400 visitantes pagaron un total de 74000 pesos por
concepto de entradas. El numero de nifios que
asistieron mas 250 iguala al resto de los visitantes.
Construya el sistema de ecuaciones que describa la
situacion.

15. La economia de un restaurante consta de tres
sectores: “alimentos”, “bebidas” y “diversion”, el
rendimiento de cada sector se relaciona con los otros
como lo ilustra la siguiente tabla
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Distribucion del rendimiento

Alimentos | Bebidas | Diversion
0.3 0.2 0.5 Alimentos
0.4 0.6 0.4 Bebidas
0.3 0.2 0.1 Diversion

En ella, las entradas de una columna son las
fracciones del rendimiento total del sector. Construya
el sistema de ecuaciones que describa la situacion.

16 Determine el sistema de ecuaciones lineales de
manera que la curva asociada a

f(x)=ax®+bx? +cx+d contenga los puntos
indicados (Sugerencia: sustituya las coordenadas de
los puntos en la regla de correspondencia respectiva y
luego ordene los sumandos de las ecuaciones).

a. (-2,-37), (-1, -11), (0,-5) vy
(2,19).

b.(0,0),(5,0),(-5,0)y (10, 10).

17. Pepe Botella acaba de regresar de Sudamérica,
por concepto de hospedaje gasté 30 dblares diarios
en Argentina, 20 ddlares diarios en Paraguay y 20
ddlares diarios en Chile. En comida gastd 20 ddlares
diarios en Argentina, 30 dolares diarios en Paraguay y
20 ddlares diarios en Chile. Sus gastos en transporte
fueron de 10 ddlares en cada pais. Pepe Botella
asegura que gastd un total de 340 dolares en
hospedaje, 320 dolares en comida y 140 dolares en
transporte. ¢Es correcta su afirmaciéon? Justifique su
respuesta.
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RESPUESTAS DE
EJERCICIOS
SELECCIONADOS

SECCION 1.2

3.a 12. b. 45.¢c 81.d 180.e 108.f 210.4 Dentro de 380 dias. 5. 24 metros, 5y 4 trozos
respectivamente. 6. a. 32 cm.b. 24 .7.Cada 48 tiempos. 8. Cada 56 dias. Ninguno de los dos. 9. 18 litros. 10. 4 litros 13
botes. 11. 60 hotellas de leche. 12. Alos 1 1 minutos. 13. 72 litros, 3 paraAy 5 paraB. 14. Cada 168 horas.15. 120 . 16. a.

11
5 .b. 5 blancas, 3 azulesy 18 rojas.17. O azulesy 11 rojos.18. 8 veces.19. 18 litros. 20. 41 dias. 21. a. EYR b.

82 25 3 613 7 69 1124 517 33 360
O.c - A — e — . f - .22, a. b, — ¢ d— e — . f. - — ¢
63 144 20 2772 144 40 125 3 50 2201
11 14467 3 157 20 500 211 245 147 675
.h - o= .23.aa —— .b. — .c. - .d. . e - .g. - . h.
2 4032 2485 30 3 27 120 39 13 407
256 . 31 25 205 50 59 88 . 25 211 119 . 29 25
0. = L 24.a - b = e d - e — f. == .9 — .h - - o ==
21 4 22 84 11 60 25 33 92 9 40 9
L A8
11
SECCION 1.3
L a 256 -256.1.4, 2 Lbislﬁzﬁécmigl 4 .d. 10000
. o 1 1 1 ) 4 y 16 . . 4 ) ) 3 y |:| ; D . . 1 64 1 y . . i)
1 1 256 ;
512 4096 ' 6561 0
el1,1vy1.
4 104 2209 ) .
2a.—.h.142.¢c. —— . d. 1.e 1083 .f 32805. g. .h. 101 .i. 32 .j. -3 . k. -231.
3 25 8664
aa 20736 b - 63895024 . 1040 0 1.061334053 <107 6. - 27 1226
7445217 7 10251562577 961 1 = " 250000 0 T 1225
5179 1946 144 841 15625 3
4.a, - . b. . C. . d. . e, - .
9 27 145 4096 512 4
19 5 27 23 25 4096 1
5aa— . b.—. ¢ —. d —.e — . f.64. ¢ . h. .
8 16 64 16 4 27 5184
15 12167 1 297 28
6. a. . b. 6 —.d — .e. ——.
256 2592 9 900 289
8.4 27 b 27 c 2197 d 11390625 1 4826809 0

1728 16777216 1048576 11390625 g
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9 25 13 7 31 18 5
9.2 2.bh.18.¢.10.d. 9.e.10000.f. ——.9. ——.10.a. — . b. - —.¢c. —.d. —.e. - —.
512 512 6 4 7 19 4
45
f. - .
29

1
11.a.—2.b.——.c.—905.
2 7

SECCION 1.4

l.a. 38.bh. 70 .¢c. 52 .2 220 asistentes. 3. a. 12 .h. 22 . 4. a. 138.h. 318. ¢c. 112.d. 456.5. a.
130.b. 50 . ¢c. 60 .d. 36 .6.a. 31.bh. 46.c. 61.7.a. 63.h. 1023 . 8.a. 364 .h. 1093 .9.a. 3 -4°.

b. 3-47.10. a. 81 .b. 243 ¢. 729 .11.a. 32 .bh. 40 .12.a.i. 1024 ji, 256 . p.i. 4096 i, 1024 13.a.

2560 .h. 5120 pesos. 14.a. 480 .h. 24 kilogramos. 15. a. O-60 sz metros. b. 3007z metros. 16. 300 000
pesos. 17.a. 190 . b. 1140 metros cuadrados. ¢. 28500 pesos. 19. 2.485485 . b. 101.6 .¢c. 0.00003937 .
d 3.6.e 17.6. f 930.002. g 0.418064 . h. 0.882867 . i. 54.9923 . j. 6.61387 . k.
0.0617294 . 20.a. 0.00001.h. 3.28 . ¢c. 299792.36,d. 250.e. 3.05.f. 10080.¢g. 0.14 . h.

1003.35. 21. a. 15 é =(15)002). b17 % =(17)005). e % =(025)3)0.125) . d.

1
4

‘u-\»—

1
> =(02)02) 232 16.6667 .b. 54 .c. 1.6667 .d. 80 .e. 0.0005 1. o -2 28 porciento. b,

—_
=]

37 por ciento. ¢c. 44 por ciento. d. 44 por ciento. e. 32 por ciento. f. 116 por ciento. g. 116 por ciento. h.
32.25 porciento. 25.a. 216 pesos. b. 504 pesos. ¢. 64 por ciento. d. 168 pesos. e. 360 pesos. f. 32 por
ciento, 3168 pesos. 26. a. Segunda opcion. b. Primera opcidn. ¢. Segunda opcion. d. Segunda opcidn. e. Primera opcidn. f.
Primera opcidn. g. Segunda opcion. 27.a. 210.h. 2760 .28.a. 2860 .h. 47140 .¢c. 960 .

SECCION 1.5

l.a 2n.b. 2n-1.c.

d(-1)(2n+1).4b.a, =0 a, =1ya, =a,,+a,,.

n +

5,
A » SUCESION  DE  DIFERENCIAS

NOMBRE FORMULA LOS PRIMEROS DIEZ (POSTERIOR MENOS ANTERIOR

TRIANGULAR 1

(3lados) “ul1n+1)] 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36,45, {1 1,2, 3,4, 5,6, 7,8, 9, 10
2

CUADRADO 1

(4 lados) 5”( 2n-0) 1, 4, 6, 16, 25, 36, 49, 64, 81, | 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17

PENTAGONAL 1

(5 lados) “n(3n-1) 1, 5,12, 22, 35, 51, 70, 92, 111 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22,
2

HEXAGONAL 1

(6 lados) “nlan-2) 1, 6, 15, 28, 45, 66, 91, 120, 1] 1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29,
2

HEPTAGONAL 1

(7 lados) “nlsn-3)] 1, 7, 18, 34, 55, 81, 112, 148, 1 1, 6, 11, 16, 21, 26, 31, 36
2

OCTOGONAL 1

(8|ados) —n( 6n-4 1, 8, 21, 40, 65, 96, 133, 176, 1 1, 7, 13, 19, 25, 31, 37, 43
2

ENEAGONAL 1

(9 lados) “n(7n-5) 1, 9, 24, a6, 75, 111,154, 204, 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43, 50
2
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DECAGONAL
(10 lados) L (gy-¢) 1> 10- 27. 52. 85, 126, 175, 233 1, 9, 17, 25, 33, 41, 49, 57
L (8-
2
ENDECAGONAL 1
(11 Iados) En( 97-7) 1, 11, 30, 58, 95, 141, 196, 26( 1, 10, 19, 28, 37, 46, 55, 6
DODECAGONAL 1
(12 lados) En( 10n- 8| 1, 12, 33, 64, 105, 156, 217, 24 1, 11, 21, 31, 41, 51, 61, 7
TRIDECAGONAL 1
(13 Jados) En( 117- 9| 1, 13, 36, 70, 115, 171, 238, 31 1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 7
TETRADECAGONAL | 1
(14 lados) En( 127-1( 1, 14, 39, 76, 125, 186, 259, 34 1, 13, 25, 37, 49, 61, 73, 8
" 1 1 1 1
7. a 2".b.H%H .8 n2.9a En(n- 1).b. En(n- 1).c En(n-S).lo.En(n+1).11. 3n+2.
030
12. 3n +1.
10" 1g”
13.a. 2n-1y 4n-3.b. n2, 2n2-n.18a 304" ) o0 L0 15.a got p. L1
030 037
SECCION 2.1
1 a_li_ k=3. 0. y=3x y ¢ p i kZ%. i, yZ%x y 1 c i kI% i yZ%x y
xX=3Y. x:%y. x =2y,
A A
A
> - >
Ldi k=-2 i y=-2x y el k=10 V=X 1y 14jk=3iiy=3xyx=1y
3 X :_y'
xX=-3y
2
4 A
A
> >
>

2.a. k =2.b. k =5 .c. y =45.5 .d. x =0.7 .

2a% =300 s = e x = G a v =
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6. a. Se duplica. b. Se reduce a la tercera parte. ¢. Se reduce a la mitad. d. Se reduce a la tercera parte.
7.a. D ( p ) =4p , P nonegativoy acotado. b. 352 miligramos.

g.a D(p) =4p , P nonegativo y acotado. b. 352 miligramos.

1
9.a /(m) =Zm, M no negativa y acotada. b. 48 gramos. ¢. 2 centimetros.

10. a. Uu(n) =180n , n entero no negativo y acotado. h. 22500 pesos. c. n( U ) :ﬁU’ U no negativa y acotada.
11. a. s( a ) Z%a , @ nonegativoypar.b. 150 .

12.2. D(p) =21p, p 1o hegativo y acotado. b. p( D) =§D , D no negativo y acotado.

13.a.Si x =k es constante, entonces A( hY ) =k ¥ .Si y =k es constante, entonces A(x)=kx . bsi %mz =k es

constante, entonces V(h)=kh csi qr? =)k esconstante, entonces V(h)=kh dsi %rz =k es constante,
entonces 4 ( 6 ) =k6 .

14. a. s(v) Z%v , ¥V nonegativo y acotado.. b. % litros. c¢. 7680 gramos.
15. a. r(1) I%t .b.E 2};0 segundos. ¢. 390 .
16. a. m(a)=4a .b. 12.5 kilogramos. c. 152 kilogramos.

17.a. d (¢ ) =12¢ .b.En % segundos. ¢. 95.83 litros.

SECCION 2.2

1.a.y(x)=-2x-3,b.y(x)Z-%x-Zc.y(x):%x+4,d.y(x):-%x+%,
z,a,y(x)z-l_b_y(x)=7x+18_c,y(x)=-%x+%,d_y(x)Z-%x-g—g
3.a.y(x)=2x-3.b.y(x):%x-%.c.y(x):-%x+%,d y(x):-%x+%

6. a. Si. b. No.c.Si.

7.a.y(x):-%x+%,b_y(x)zx-2,c_y(x)=-x+1,d_y(x):%x-l ey(x):-lx+2,
9.
a A / :0 A s
x| »(x) / x| »(x)
o| -3 // o] -2 /
2] 1 > 1 1 >
/
/
/ v
b b 1
X y(x) 1 X y(x) \\
ol 1 ol -4 \
21 -2 - . -1 -1 \\ .
\
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C. A c,y(x)=—x+2 A
y(x)z-%x-%
= > >
\\‘
>
d_y(x):7x-12 A d \ 4

\’
<
=
[l
]
jw
=
1
1)

. .

y(x)Z-%x+1 x| y(x) y(x):-%x+% x [ y(x)
0} 1 -4 6
4| -2 5 2

fy(x)Z%x-l T f.y(x):%x+l T 50
o -1 4 6
2| O -4 -4

na y; (1) =4r+2 p,

12. a. i. Asignaciones a ¢ mayores a un medio. ii. Asignaciones a Z menores a dos.

iii. Asignaciones a ¢ mayores a menos doce. iv. Asignacionesa ¢ menores a menos ocho tercios.

b. i. Asignaciones a ¢ menores a un medio. ii. Asignaciones a # mayores a dos.

iii. Asignaciones a ¢ menores a menos doce. iv. Asignacionesa Z mayores a menos ocho tercios.

13. a s(n)=5040+780n. b s(5)=8940 s(83)=11514 y s(27)=26100. .

51500 ~21.1021 jfios,

113,500 ~17.2564 afios y 119,300 ~15.7179 afos

1a f(7)=-490+207 b f(27)=50 ¢, T(f)=20+1

15.2. c(n) =9 +2n.b c(27) =483 pesos.c. ¢(0) =3.3 pesos.

16.a. » () =200000-

100007 ,con 0 <z <15 .b. »(7) =130000 ¢. #,50000 =1 afo.

17.a. 1 (n) =5+2n con 0 <¢ <150 .h. 1(23) =51 centimetros. ¢. =50 dias.
18.a. s ( p) =80+0.08p b. s (12000) =1760 pesos.c. n =2125 pesos.

19. a. n(2)=40+100 . b. t =247.5 segundos. c¢. La pendiente indica que el contenedor se llena a razén de 40
centimetros cubicos por segundo. La condicion inicial sefiala la cantidad de liquido en el contenedor.

1
20 7(x)=—"x+10.
fx 20x

21, f(t):%z+25.

22.a. f( P ) =250p+12 . ¢c. 199.50 pesos.d. 320 gramos.
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1
2.0 7(n)=- %h+10 .¢. h =1800 metros.

24.a s(x)=30x+150 p.No.c. 25.

25.a. p () =30 +0.5 con 0 <t <24 .b. 715 kilogramos

26.a c(2)=6+8¢cnt>0 y acotado. b. c(34)=6+8(34)=332 pesos. c. £ =3.625 horas.
27.a. p(x) =520+3.50x con x>0 y acotada. b. 85.7 pesos.c. x ~22.23 kildmetros.

28.a 5(7n)=60+0.507 con ne IN .b. 96.50 pesos. ¢. 7 =100 tamales.

SECCION 3.1

5 11 25 1
lax=30.bhx=—cx=ldx=—.ex=— fx=—-.
3 7 14 2
3 50 16 7 23
2ax=—bh x=llcx="dx=—.ex=—.fy=-
3 15 17 4
64 48 1 32 10 42
dax=—bx=——.c¢cx=—.d x=—. == —, -
5 7 3 9 19 23
14 12 182
4ax="——bx=-98 . c.x=—— .d.x=5.e. x=.f —_—.
7 29
32 3 163 86
bax=——bx=—4cx=-1.dx=-—.e x=- g =
13 5 96 5
2 37 64 500
6.a. x =- b x=-—.¢c x~=~-0.57534 . d. x=- — .e x=-110 .f. g =——.
53 34 19 203
125 41 15
7. x =28 . b. y=—— . ¢c. y=——.dx =—.e. x =~1.30392 .f. w ~-13.56667 .¢g. x ~8.03478 .
198 59 34
h. x ~-5.99149 .i. w =7.2.
1
j x :Z k. x =~0.70385 .1. x =~6.51935.
13 23 7 38
8ax=—".hbh x=0.c. x=164.d x=— e x=-—f g=—.
5 12 4 13
9 . |
9aa x =-3 . bhhx=—.c.x=—.d x=—.ex=-5.f. x=-43.9.a =4 .h. b=4.i. b =- —.j.Sin
11 5 5 2
solucién. k. —-2
ko p 5
13
L. x =—.
2
3 21 5 28 113 3 6 3
0aa=——.bb=—cr=—dt=—ep=— Ffx=——.ga=—.hb=-—.i.c=-—.j
10 4 6 5 48 8 5 10
Sin solucidn.
46 51
k. p =—.1 —
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4 15 12 130 -12 85 9 I
Na a=—.bb=——.ca=——.da=——.ee= f.e=-—.9ge=— . h x=-—.iSin
7 2 19 7 5 28 28
4 17 159 4 607 59
solucion. j. » == — . k. a ~-10.96355 .. e =—— .m. ¢ =- nb=-—.0r=——. — .0
5 11 5 59 4
108 85
c=——.1.c =—
5
2A4 - 2 rer
2.ab=""" b f=2c+32 ¢ b=24-B 4 h= e h =S =
B+b 27w r+rn

SECCION 3.2

1. 50 y52.2.104 y 106.3. 4 y 28 .4. 53 y 54 .5.17 y19.6. 5y 15.7.17y 23.8. 25 y
79 , . . o
100.9. d :? .10. 10 y 50 kilogramos. 11. 40 bicicletas y 70 autos. 12. Nifios 10 , Nifias 20 , Adultos 5 .

13. Hombres adultos 120, mujeres adultas 30 vy nifios 14 . 14. 24 kilogramos. 15. 3 kilogramos del 80 %y 2
kilogramos del 95 %. 16. 120y 8O litros. 17. 48 kilogramos. 18. 8 litros. 19. 150 delde 20 pesos por kilogramo
y 250 kilogramos del de 8 pesos por kilogramo. 20. 25 kilogramos del de 45 pesos por kilogramoy 15 kilogramos
del de 85 pesos por kilogramo. 21. 1890 .22. 9 y 75 .23. 15 pesos. 24. 6 de dos pesosy 9 de cinco pesos. 25.
15 de cinco centavosy 9 de veinte centavos. 26. 14 de cincuenta pesosy 15 de veinte pesos. 27. 30 de cincuenta
pesosy 80 de veinte pesos.28. 15 de S pesosy 35 de 20 pesos.29. 10 deunpesoy 15 de dos pesos. 30. 3
de tequilay 5 deron.31. 9 gansosy S perros. 34. 18 correctamente y 12 incorrectamente. 35. 21 y 42 horas.
36. 7.5 horas.37. 15 horas.38. 27 y 54 horas. 39. 22 horas.40. 12 y28.41.7y 20 .

42. 20 y 45 .43.Panfilo 8 afiosyDiana 15 . 44. Mariana 38 afiosyLuis 8 .45. 12, 30 y 60 .46. 17 afios.
47. 17 afios.

48. 6 afios.49. 11, 14 y 17 afios.50. 3 y 8 .51, 16 y 64 .

52, 2:27:16.53. 12:5:27 .54. a. 2 horas. b.Alas 11 de la mafiana. c. 180y 120 Kilémetros. 55. a. 6
horas. b. 3 delatarde c. 540 kildmetrosy 360 kildmetros.56.a. 12 horas. b. 1080 kilémetros. 57.a. 0.5 horas.
b. 0.25 horas. 58. a. El tiempo que tardan en encontrarse es de 16 horas. b. 240 y 280 kilémetros.

SECCION 4.1

lax=5Sey=lbx=-2ey=3.cxXx=gey=3x.dx=5e)y=-75.

6a x=5eyv=l.bhx=-2cey=3.cx= ey=—2 dx=tey=3.e p=-3y

14

g=-18.f.a=2 yb=13

g.pZ%qu-f;.h.s:lSyW=f232.i.x=%eyZ%Z{.j.x:—ley=-6.k.a=1yb=—1
0 2=r-3s
— =1 =6 =26 =13 =14 =25 =- 3
Lx=9ey=5.m p=yyqg=i.na=3yb=y O 0y 5= "1 yS$="1.9p
2 —4 —_ 20 — 29 —23 _ _ 3 —_ 480 —_ 165
SETSYyWSS.q XY= F e VI .n XS5 e y=2.0s a=0y b=t x=-q5 e

y:%. u p ~0.6721311 e g =~-1.04918. v. a ~0.5585216 e b =-1.252567. w.

r =~-0.1238671 e s =~2.077039.x. s =~-0.07130435 e w ~-0.01391304.

7.2 x=5e y=1. b x=-2 e y=3.¢c xX=43 e yZ-%.d. xZ% eyz%.e. p=-3y

14

g =-18 f.a=3 yb=13
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g P=nyq= 3 hs=15yw=2ix=0ey=2jx=-1lerv=-6ka=ly b=-1
Ix:9ey=%.

mp=fyq=i.na=%yb=% or=5ys=3 ps=3Fyw=l qx=7%e
y—%rXZ%eyZZZ

s. a=35 y b=-3% t x=-18 ¢ y=2 . u p=~06721311 e g ~-1.04918 . v

a ~0.5585216 y b =-1.252567 . w. r =~-0.1238671 y s ~2.077039 . x. s =~-0.07130435 y
w ~-0.01391304 .

8.a x=1¢e y=-2.h x=-§ e y=5 .6 X=57eVy=5.d X=3 e yYy=g.e Pp=7Y
g=-f ta=-Fyb=F e p=Ryg=-5 hs=3yw=-{Tix=per=%]
x=2ey=-2tka=9y b= x=2ey=tmp=3lyg=I+na=-L2yb=%o
r=tys=lps=Bywetgr=Bey=Brr=Ley= T sazhyb=}
tx=-Zey==1,

9. a. Incompatible. b. Incompatible. ¢. Incompatible. d. x =4 ¢ » Z% .e. p I% y g =~ % . f. Solucion mdltiple. g.

Incompatible. h. Solucién mdltiple. i. x 2% ey Z% . j- Solucién mdiltiple. k. Incompatible. . x Z% ey =- % .

13. 37 .14. 34 y 16 .15. 39 .16. 1.5 horas, 135 y 120 kilémetros. 17. 3 horas, 210 y 150 kilémetros.
18. 100 kilémetros. 19. 20 y 35 centavos. 20. 28 y 16 afios. 21. 30 y 45 afios. 22. 32 pesos el kilogramo de
manzanasy 7 pesos el kilogramo de platanos. 23. 50 centavos ytrae 24 .24. 18 y 32 .25. 70 y 90 pesos. 26.
24 autosy S motos. 27. 13 sencillasy 37 dobles. 28. 6 incorrectasy 10 correctas. 29. 240 y 265 pesos. 30.
6 nifiosy 500 pesos.31. 12 y 14 litros por minuto. 32. 16 alumnasy 20 alumnos.

SECCION 4.2

2 2 26
lax=2, »y=-2 b x=0, y=—.¢ x=-2, v=4dx=—, y=—.e. x=-2, ¥y =61
3 9 9
L2 Lt 2 s 6 2, 1 _ 13
30 YTy Ty Y e E e YT s' VT s T
119 1 11 3 47 ]
Xy =- b x=—, y=0, z=— ¢. x =—, = z=-—.d x=3, y=-4, z=5_¢
37760 3 3 26" Y T8 6 & z
x=2, y=l,z=0.f x=3, v=-1,2=5gx=0, v=-1, z=].h x=20, »=10, z =5
13 14
i x=10, y=5,2=30.j a=1, b=0, ¢c=2 .k p=2, s=-1 1=3.1 x=-"2, y=—no
x z i a c r =2 25 y 55

2 8 35 31 31 9
z =- .m m=-_—, p=- ,gq=—.na=—, b= —,
25 17 17 17 10 10
mdltiple. ¢. Solucién Unica. d. Incompatible. e. Solucion mdltiple. f. Incompatible. 4 x =1830, » =1770 y z =3600 . 5.
x=30, y=40y z =60.6. x =550, » =300y z =650 .7. x =6, y =2 y z =4 .8. 25 gramos del
primer lingote, 50 gramos del segundoy 25 gramos del tercero. 9. SO paletas de vainilla, 20 de chocolatey 40 de naranja. 10.

Elnimeroes 715 .

2
c :g . 3. a. Incompatible. b. Solucién
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0 x+12y+1.8z=14 0 x+2y+3z =1080 0 3x+5y+4z =203
1. 0 03x+08y+05z=8 . 12. [ x+y+z=1020 . 13. || 2x+4y+3z=221 . 14
H x+03y+z=14 | x+y+z=1200 | 2x+7y +4z =312

0 x + y + z =1400
H 25x + 50y + 75z =74000 .
H x-y-z=-250

16. a. f(x):3x3—x2+2x—S,b.f(x):%x3-%x-5,



	Un pastelero es famoso por sus pasteles de fresa y manzana que elabora. En la elaboración de un pastel de fresa utiliza medio kilogramo de azúcar y  huevos. En el pastel de manzana utiliza  kilogramo de azúcar y  huevos. Si en el almacén sólo tiene  k...
	a. ¿Qué combinaciones de ingredientes puede hacer para elaborar un número entero de pasteles?
	b. ¿Cuántas unidades de cada pastel pueden producir?

