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Elementos de Trigonometria

Propdésitos: Utilizar las razones trigopnométricas, asi como las leyes de senos y cosenos
mediante la resolucion de problemas en distintos contextos que involucren triangulos con
la finalidad de construir conocimientos que serdn empleados en asignaturas posteriores.

APRENDIZAIJES.

Al finalizar la Unidad el Alumno:

1. Comprende que el concepto de razén trigpnométrica se deriva de la relacion de
los lados de un tridngulo rectangulo y que son respectivamente invariantes en
triangulos semejantes.

2. Determina los valores de las razones trigonométricas para los angulos de 30°, 45°
y 60° y emplea la calculadora para verificarlos.

3. Resuelve problemas que involucren triangulos rectangulos.

4. Comprende la deduccién de algunas identidades trigonométricas.

5. Comprende el proceso de deduccién de las leyes de senos y de cosenos para
resolver problemas sobre triangulos oblicudngulos.
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UNIDAD 1

ELEMENTOS DE TRIGONOMETRIA

Introduccién

La trigonometria es una rama de las matematicas que tiene muchas aplicaciones. Se usa en la
topografia, la construccién de edificios, navegacion, astronomia, la 6ptica, la electronica, la mecénica
y las comunicaciones con ondas de radio o con fibra 6ptica. Esto Gltimo incrementé las aplicaciones
de la trigonometria.

En la cotidianidad casi siempre necesitamos trigonometria sin estar verdaderamente conscientes, al
calcular la cantidad de tela de una cortina, al querer determinar la altura de una escalera, al querer
formar un angulo de 90° en un jardin, etc.

Presentacion

Al finalizar esta unidad el alumno sera capaz de:

e Utilizar las razones trigonométricas, asi como las leyes de senos y cosenos
mediante la resolucion de problemas en distintos contextos que involucren
triangulos con la finalidad de construir conocimientos que seran empleados en
asignaturas posteriores.

Para conseguir esta ambiciosa meta, te proponemos una serie de actividades de aprendizaje, teoria
y practicas que estan presentadas, de acuerdo a una secuencia l6gica propuesta en el programa de
la asignatura. Se recomienda seguirlas en el orden que se presentan, sin embargo, puedes estudiar
donde consideres necesario, pero recuerda que debes comprender los conceptos antecedentes que
se requieren para su entendimiento.

Conceptos clave

NuUmeros naturales, Nimeros racionales, NUmeros enteros, Conversiones de unidades, Semejanza
de triangulos, Teorema de Pitdgoras, Propiedades de los triangulos, pendiente, a&ngulo de depresion,
angulo de elevacion, Razon, Racionalizacion.
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Sugerencias

Este contenido esté dirigido a los alumnos que desean estudiar de manera autodidacta y a
su ritmo. Se recomienda seguir las actividades de aprendizaje y repasar la teoria. Seguir
los ejemplos ayudara a adquirir destreza.

En caso de tener preguntas, se sugiere preguntar al profesor o acudir a asesorias con dudas
especificas. No esta de mas el hacer algunas recomendaciones a los estudiantes para que
su estudio sea eficaz: leer con atencion cada parrafo y comprender lo que se pide, trabajar
en un lugar bien ventilado, iluminado y silencioso, sentarse comodamente en una silla con
respaldo y en una mesa libre de obstaculos y tener una libreta de notas para realizar todos
los ejercicios propuestos para adquirir seguridad en esta asignatura. Probablemente alguna
de estas recomendaciones no seran factibles, pero en lo posible, es mejor tratar de
respetarlas.

Recuerda que lo mas importante es tener una actitud positiva, el deseo y la intencién de
aprender.

Actividad de aprendizaje tedrico-préctica

Para introducir el concepto de funciones trigonométricas, se va a considerar la siguiente situacion:

Se desea construir una rampa para
minusvalidos. Por normatividad, una rampa
para minusvalidos debe tener una
inclinacion de 15° Si deseamos que la
rampa alcance una altura h = 1.5 m,
entonces ¢Qué tan alejada debe colocarse
la rampa?

Recuerda que 1 m =100 cm

Solucién:
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Notamos que la rampa forma con el piso y la pared un triangulo rectdngulo. Como queremos que la
rampa este inclinada 15° y el angulo de la base con la pared es de 90° entonces el angulo restante
debe ser de 75° ya que sabemos que la suma de los angulos internos de un triangulo es 180°.

Notamos también que cualquier otro triangulo que tenga esos angulos sera un triangulo semejante
al que queremos construir. Asi pues, construimos un triangulo semejante con ayuda de nuestro juego
de geometria:

Trazamos una recta horizontal de 10 cm.

Hay varias maneras de construir el angulo

de 15° Una manera es que con el

transportador midamos directamente 15°, o

bien, dado que sabemos que una de las

escuadras tiene 30° dibujamos dicho angulo 9.
y trazamos la bisectriz con ayuda del
compas. Una vez que hemos dibujado el
triangulo rectangulo semejante al que
gqueremos construir, medimos su altura
directamente con la regla. Notamos que la
altura es de 2.7 cm

=1

cm

15°

10cm

Coloca en los espacios en blanco las medidas de los triangulos rectdngulos del problema y el
dibujado:

No olvides anotar las longitudes de los lados de los triangulos en las mismas unidades, te
proponemos que sea todo en centimetros.

Medidas del triangulo real Medidas del triangulo dibujado

2.7em

15°

10em

Por semejanza se cumplen las siguientes proporciones:

[N
o

50_d
7 10

N

Despejamos y obtenemos el valor de d:
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UNIDAD 1. ELEM. DE TRIGONOMETRIA

d :@.10
2.7
d =555.56 cm

Es decir, la rampa debe estar alejada una distancia de 5.55 m.

Como notamos en este ejercicio, dado un triangulo rectangulo, si conocemos uno de sus angulos,
también podemos conocer el otro y por semejanza, las razones entre sus lados permanecen
constantes. Esta Ultima observacion es en la que nos basaremos para definir a continuacion las

razones trigonomeétricas.

En un triangulo rectangulo definimos lo
siguiente:

Los catetos son los lados que contienen al
angulo recto, son los de longitud méas pequefia.

Cateto opuesto a un angulo. Es el lado del
triangulo que se encuentra enfrente del angulo.

AB es el cateto opuesto para el angulo &

AC es el cateto adyacente para el &ngulo o

Cateto adyacente a un angulo. Es el lado que
contiene al angulo.

AC es el cateto opuesto para el angulo /3

AB es el cateto adyacente para el angulo /3

Observa que la suma de los angulos ¢ 'y [

es de 909, esto es los angulos son
complementarios

a+ B =90°

Vamos a definir las razones trigonométricas utilizando el angulo 6:
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cateto Hipotenusa
opuesto
]
Cateto
adyacente
- __ Cateto opuesto . __ Hipotenusa
sinf) = Hipotenusa csc = Cateto opuesto
) — Cateto adyacente secl — Hipotenusa
cosv = Hipotenusa S€CU = TCateto adyacente
__ Cateto opuesto __ Cateto adyacente
tanf = Cateto adyacente cot § = Cateto opuesto

Nota. Una razdén, como observamos es la comparacion de dos cantidades a y b por medio de su

, a L
cociente B , larazén inversaes —.
a

Ejemplo: Halla los valores de las seis razones trigonométricas para un angulo 0 si el cateto opuesto
mide 7 unidades y la hipotenusa 25 unidades.

Solucion:

A la derecha se ha dibujado un tridangulo
con los datos proporcionados en el
enunciado. Como puedes observar, se
forma un tridngulo rectangulo donde se 25 7
desconoce uno de los catetos: £

Utilizando el teorema de Pitagoras:

12 + 72 = 257
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Despejando:

I =24 unidades

Por definicion:

7 25
sen@zg csc@=7
24 25
cos@zg sec@zﬁ
7 24
tan@zﬁ C0t9=7

Solucién de triangulos rectangulos especiales

Consideremos un tridngulo equilatero de lado 2:

Calculamos la altura del A ABC:

12 + h? = 22
h2=22_12
h =43

Razones trigonométricas de 60°

10
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V3 o _ 2
60° = — csc 60° = —
sen > \/§
1
cos 60° = > sec 60° =2
60° = /3 £60° =
t = co = —
an \/§
Razones trigonométricas de 30°
30° = ! 30° = 2
sen = csc =7
3 2
o_ ‘" sec 30° = —
cos 30 > 73
tan 30° = i cot 30° =+/3
V3

Para encontrar las razones trigonométricas del angulo de 45° utilizamos un triangulo
isésceles como el que se muestra.

El valor de la hipotenusa es:

TSN ct=12 412
459 c=V2
1
V2 2
sen 45° = > csc45° = NG
NG} 2
cos 45° = sec 45° :E

11
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1
tan 45° = 1 cot 45° =1

Actividad de aprendizaje tedrico-préctica

1.- Calcula el valor de las 6 razones trigpnométricas para los angulos de 30° y 60° para las
caracteristicas de los triangulos propuestos en la figura y simplifica:

c a). Calcula la altura del AABC.
a 3%- a a 2 3
2 \ hZ:aZ—(—] =232
60° 60° 2 4
A D (\“B
“ 3
Porlotanto h= Za

Simplificando: h =

b). Razones trigonométricas de 60°

. @a csc 60° =
60° = =
sen m
cos 60° =
sec 60° =
cot 60° =
tan 60° =

12
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Respuestas:

V3
sen 60° =_2—a =E
a 2
1a
cos60° =2 =1
a 2

3
0 \/;a 3
tan60’ == =2 |= =3
1, V4
2

c). Razones trigonométricas de 30°

N =
Q

sen 30° = =—

°

cos 30° = —
a

UNIDAD 1. ELEM. DE TRIGONOMETRIA

cosec60° = — o = 4z
3 3 V3
“a
4
o__a _
sec60 =7 2
~a
2
1,
cotan60® =2 L [4_ 1
3 2\3 3
“a
4
V3
—a
C0t300=1—
761

a
sec 30° = —

13
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Respuestas:

Auto evaluacion:

UNIDAD 1. ELEM. DE TRIGONOMETRIA

[0 J—
csc 30° = T
7a

i, E
cotan30” = 1 \/7

I\J\
ﬁ“m

4
sec30° = = \/:
3
a
_ 2
V3
a
cosec30° = = 2
761

Encuentra las 6 razones trigonométricas del &ngulo de 45°, segln el triAngulo isésceles que

se muestra.

14
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El valor de la hipotenusa es:

459 ¢
a
c=\/a2+a2 =\/2a2 =
459
a 'I
a 1 a 1
sends’ =— = — cos45° == — _—
J2a 2 J2a 2
Respuestas:
sen 45° =
csc 45° =
cos 45° =
sec 45° =
tan 45° = cot 45° =
Solucioén:
a 1 \V2a
sen450 = — = — 0o_ vt
70 v2 csc45 p 2
a 1 \/Ea
C0s45° = ——=—"= sec45’ = XZ-2
2a 2 a V2
a
tan 45° :E::L cot 45° =1

15
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Solucion de Problemas de aplicacion

En esta seccidn se trabajara con diversas condiciones: angulos de elevacién, angulos de
depresioén, distancias inaccesibles y calculo de areas.

Angulos de elevacion y angulos de depresion

Un angulo de elevacién es aquel que se forma desde la linea de vista horizontal del
observador hasta un objeto situado arriba de ésta.

o Objeto
o ,\:-..-Z-."-._ -
Ly

Y gl doelewacin
| o) Angulo de clevacion

(Yhservador

Un angulo de depresion es aquél que se forma desde la linea de vista horizontal del
observador hasta un objeto debajo de ésta.

Observador
J e — e
' ~—d Angulo de depresion
[
Mgy T
3‘!le|' .

~_a Objelo

A continuacion, se realizaran dos ejemplos en los que se hace referencia a los angulos de
elevacién y a los angulos de depresion del observador. En este tipo de problemas, un error
habitual ocurre cuando se confunde el angulo al que se hace referencia con respecto a la
horizontal. Se recomienda tener claro el concepto y ser cuidadoso al respecto.

Ejemplo (dngulo de elevacion)

El &ngulo de elevacion de una

rampa de 9.5 m que lleva a un 9.5m
puente es de 22° 5'. Determina la h
altura maxima que puede tener
un camion para poder pasar por
debajo del puente.

22°5'

Solucién.

16
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¢, Qué razon trigonométrica relaciona los datos dados en el problema? Probemos con la
razon seno:

h
sen(22°5") = 9%

5
h = sen(22°5")-9.5
h= 3.57m

Por lo tanto, la altura maxima que debe tener el camion para pasar debajo del puente es de
3.57 m.

Ejemplo (dngulo de depresion)

Desde la cima de un faro que tiene una
altura de 500 m sobre el nivel del mar se
observa un bote que se aproxima. Si el
angulo de depresion cambia de 30° a
47° durante el periodo de observacion,
encuentra la distancia que ha recorrido
el bote.

Solucioén

Primero observamos que el angulo
complementario de 30° es 60°. Asi pues,
la distancia a la que esta el bote del faro la

primera vez que lo vimos es:
500 m

tan 60° = i

500

d, = 500 - (tan(60°))

Entonces, aproximadamente d; = 866 m

17
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Luego, el angulo complementario de 47°
es 43°. De manera que la distancia a la
gue esté el bote del faro la segunda vez
gue lo vimos es:

d,

tan 43° = —
an 500

d, = 500 * (tan (43°))

Aproximadamente d, = 536.18 m

Por lo tanto, la distancia que avanzé
recorrié el bote durante el periodo de
observacién es

d =d,; —d,. Lo cual resulta ser d =
329.84 m.

UNIDAD 1. ELEM. DE TRIGONOMETRIA

500 m

angulo de
depresion

d>

Asi también, con ayuda de la trigonometria, podemos calcular distancias que no se
pueden medir de manera directa, como son el ancho de un rio, o bien, la distancia entre
dos puntos, donde un obstaculo nos impide medirlos de manera directa (un edificio, una
montafia, etc.). El siguiente ejemplo nos muestra un problema de este tipo.

Ejemplo 3 (Distancias Inaccesibles).

Dos puntos Ay B se encuentran en la
orilla opuesta de un rio tal que no
podemos medir su distancia de manera
directa, pero contamos con un
artefacto que nos permite saber los
angulos existentes entre dos puntos
fijos. Para medir la distancia de A a B,
se toma un punto auxiliar C que se
encuentra en el mismo lado del rio que
el punto A. El punto C se ubica
cuidadosamente de manera que el
angulo ACB resulta ser de 90° y el
angulo CAB es de 40°. Si la distancia
entre Ay C es de 84 metros, ¢, Cuénto
mide la distancia de A a B?

18
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Solucion. Para calcular la distancia de A a B, utilizaremos la razén trigonométrica tangente,
pues

40° = 8
cos =3

Despejamos el valor de la distancia d de la expresion anterior y obtenemos que

_ 84
"~ cos 40

Lo cual tiene un valor aproximado de 109.65 metros.

Otra aplicacion de la trigonometria esta en que nos ayuda en gran manera en el
calculo de areas de poligonos. Veremos un ejemplo de como se calcula el area de un
hexagono regular. Observamos que el procedimiento se puede generalizar para cualquier
poligono regular.

Ejemplo 4 (Calculo de areas).

Encuentra el area de un hexagono
regular inscrito en un circulo de radio de
2 unidades.

19
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Solucioén.

Para calcular el area de un hexagono
regular inscrito en un circulo de radio 2,
dividimos el hexagono en 6 triangulos que
tienen como vértice comuan el centro del
circulo y sus lados son los radios que van
del centro a cada uno de los vértices del
hexagono. Ahora nos fijamos en uno de
los triangulos que se generaron.

Observamos que el angulo cuyo vértice es el centro del circulo se puede calcular dividendo
360 (que es el &ngulo que mide el circulo completo) entre 6. Asi pues, dicho angulo mide
60°. Como el triAngulo en el cual estamos haciendo el andlisis es un triangulo isésceles
(pues sus lados son radios del circulo), los dngulos de su base valen también 60° cada uno.
Entonces podemaos afirmar que el triAingulo en cuestion es de hecho un triangulo equilatero.
Cada lado mide 2 unidades.

Para calcular el area del triAngulo necesitamos conocer la altura. La altura se puede
conocer con ayuda de la razon trigonométrica seno como sigue:

h = 2" (sen(60°))

que nos da de manera aproximada h = 1.73 unidades. El area de uno de los triangulos en
que dividimos el hexagono es:

2-1.73
T2
Como el hexagono consta de 6 triangulos iguales como el que acabamos de analizar,
concluimos que el area del hexagono es:

Ay = 6-/3 unidades cuadradas

Ejercicio. De manera general, el perimetro P de un poligono regular de n lados inscrito en
. . 2 180° . . .z
un circulo de radio r esta dado por P = 2nr sen(T). Para llegar a dicha afirmacion se debe

generalizar el procedimiento descrito en el ejercicio anterior. Justifica la formula general
para el perimetro de un poligono regular.

20
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Ejercicio. Resuelve los siguientes problemas.

1. Dos caminos rectos se cortan formando un angulo entre ellos de 75°, Encuentre la
distancia mas corta desde un camino hasta una estacion de gasolina situada en el
otro camino a 1000 m del punto de interseccion.

a)867.23 b)765.43 €)699.23 d)965.92 €)1342.7

2. Una escalera, cuya base esta de un lado de la calle, forma un angulo de elevacién
de 30° con el piso cuando su parte superior descansa contra un edificio, y forma un
angulo de elevacién de 40° con el piso cuando descansa contra un edificio al otro
lado de la calle. Si la escalera mide 50 pies de largo, ¢,cudl es el ancho de la calle?

a)68.2 pies b)81.6 pies €)104.5 pies d)65.2 pies €)78.3 pies

3. Para calcular el ancho de un rio, un topégrafo instala su base en C en una orilla 'y
mira a un punto B en la orilla opuesta; luego, girando un angulo de 90°, mide una
distancia CA = 225 m. Finalmente, instalando la base en A, mide un angulo CAB
de 48°20'. Encuentre el ancho del rio.

a)188.2 m b)211.3 m €)252.83 m d)325.3 m €)258.91 m

4. Enla Figura, la linea AD atraviesa un pantano. Para localizar un punto en esta linea,
un topografo se desvia un angulo de 51 °16' en Ay mide una distancia de 1585 pies
hasta el punto C. Luego, se desvia un angulo de 90° en C y traza una linea CB. Si
B esta sobre AD, ¢ a qué distancia estara C para alcanzar B?

D

a)998.21 pies b)2314.65 pies ¢)1578.12 pies d)1789.32 pies €)1976.04 pies

5. Encuentra el area de un circulo en el que esta inscrito un octagono regular cuyo
perimetro vale 20m.

21
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a)134.07 b)48.26 €)67.39 d)18.4 €)98.67

6. La base de un tridangulo isésceles es de 15.90 pulgadas y los angulos de la base
miden 54°28'. Encuentre los lados iguales.

a)10.23 pulg. b)30.32 pulg. €)13.67 pulg. d)15.78 pulg. e)27.35 pulg.

Identidades trigonométricas

Las identidades trigonométricas basicas se pueden dividir en tres tipos como se muestra a
continuacién en la siguiente tabla.

Relaciones reciprocas Relaciones cocientes Relaciones pitagodricas
1 senf 2 2 _
cscl = tanf = (senB)* + (cosh) 1
senb cosf
1 cosf 2 — 2
secl = cotl = 1+ (tan®) (sec)
cos6 senf
2 = 2
cot = 1+ (cotf)= = (csch)
tanf

Las identidades trigonométricas se usan para transformar o reducir una expresién dada
gue utilice razones trigonométricas a otra expresion generalmente mas sencilla de

manipular.

Ejemplo 1. En la siguiente expresién, factorizando sen6 y utlizando la primera identidad de
las relaciones pitagéricas, podemos reducirla a una expresion mas simple que es senf

(send)® + senf(cosf)? = send((send)? + (cosh)?) = send

2 2
Ejemplo 2. Verifique la identidad tand + 2cotg = Sené)*2(cos6)
senfcosf
(senf)? +2(cosf)?  senf? 2c0s0?  senf N 2c0s0 ran + 2cot0
senfcos6 ~ senfcos®  senfcos® cos®  senf an co

22
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Ejemplo 3. Verifique la identidad % = 1;:;;9
senf senf 1—cos8 senB(1—cosf) senB(1l—cosfd) 1—cosO
— * = — —
14+cos@ 14 cos® 1-—cosb 1 — cos6? senf? senf

Ejercicio. Verifique las siguientes identidades.

cscl

a) tan6 + cotf = -
b) (tan8)?(cosf)? + (cotf)?(senf)? =1

6
C) tanf + <2
1+sen

= secl

6

Triangulos oblicudngulos

Las razones trigonométricas han servido para resolver problemas que involucran triangulos
rectangulos. A continuacion, resolveremos problemas que involucran triAngulos tales que
ninguno de sus angulos es reto. Dichos triangulos reciben el nombre de triangulos
oblicuangulos. Para resolver problemas sobre triangulos oblicuangulos utilizamos lo que se
conoces como la ley de senos y la ley de cosenos.

Ley de senos

La ley de senos establece que en un
triangulo cualquiera, se cumplen las
siguientes relaciones:

senA senB senC A
a b ¢

De manera que si contamos con dos
lados y uno de los angulos opuestos a
los lados, podemos encontrar el otro
angulo. O bien, si conocemos los
angulos de un triangulo y contamos con
uno de sus lados, podemos encontrar
sus otros lados.
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Ejemplo.
A
En el triangulo ABC, a=525 m, c=421 m 130°50 o
y A=130°50’. Encuentre b, By C. 421
B 525 c

Solucién. Por la Ley de senos tenemos la siguiente igualdad:

sen(130°50")  senC
525 421

Despejando tenemos que sen C = 0.6067. Entonces C = 37°21'. Como la suma de los
angulos internos de un triangulo tiene que dar 180°, entonces B = 93°29'. Asimismo, por la
ley de senos tenemos la siguiente igualdad:

sen(130°50")  sen(93°29")
525 - b

Despejando tenemos que b = 692.59 m.

Ley de cosenos

La ley de cosenos establece que en un

triangulo cualquiera, se cumplen las A
siguientes relaciones:
c b
a? = b% + ¢ — 2bccosA
b? = a? + ¢* — 2accosB
B a c

c¢? = b?% + a? — 2abcosC
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Ejemplo 2.
A
En el triangulo ABC, a=132, h=224y
C=28°40". Encuentre c, By A. c 224
28°40
B 132 c

Solucién

Aplicando directamente la ley de cosenos podemos encontrar el valor de ¢ de la siguiente
manera:

c? = 1322 4+ 224% — 2(132)(224)cos (28°40")

De manera que c = 125.34. Ahora, para encontrar el valor del angulo A, utilizamos la Ley
de senos. Por la Ley de senos tenemos que:

senA  sen(28°40")
132 12534

Despejando obtenemos que senA = 0.5052. Lo cual implica que A = 30°20". Como la suma
de los &ngulos internos de un triangulo debe ser 180°, concluimos que el angulo B = 121°.

Problemas de aplicaciéon que involucran tridngulos oblicuangulos

La ley de senos y la ley de cosenos nos permiten resolver una gran cantidad de problemas
que involucran triangulos oblicuangulos.

Ejemplo 3.
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Sobre un pefiasco situado a la rivera
de un rio se encuentra una torre de
125 pies de altura. Desde lo alto de la
torre, el angulo de depresion de un
punto situado en la orilla opuesta es
de 28°40’ y desde la base de la torre,
el &ngulo de depresién del mismo
punto es de 18°20’. Calcule cuanto
mide el ancho del rio y la altura del
pefiasco.

Solucioén.

Para resolver el problema nos fijamos en el triAngulo que se forma con los extremos de la
torre y el punto situado en la orilla opuesta del rio. El &ngulo complementario de 28°40’ es
61°20’. El angulo del vértice de la base de la torre es 18°20° mas 90°, es decir, 108°20’.
Como la suma de los angulos internos de un triAngulo debe dar 180°, el angulo
correspondiente al vértice que es el punto en la orilla opuesta del rio es 43°. Como la altura
de la torre es de 125 pies, aplicamos la Ley de senos para encontrar la distancia que va de
la base de la torre hasta el punto en la orilla opuesta del rio.

sen(61°20")  sen(43°)
d, 125

Despejando llegamos a que d,; = 160.81pies. Ahora, para encontrar la altura del pefiasco y
la anchura del rio, nos fijamos en el triangulo rectangulo formado por la base del pefiasco,
la base de la torre y el punto en la orilla opuesta del rio. El angulo correspondiente al vértice
de la base de la torre es el angulo complementario de 18°20’, es decir, 71°40’. Asi pues,
tomando R como el ancho del rio y a H como la altura del pefiasco, tenemos que,

sen(71°40") = 16081

De manera que el ancho del rio vale R = 152.64 pies. Asi también,
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cos(71°40") =

160.81

Por lo tanto, la altura del pefiasco vale H = 50.58 pies.

Ejemplo 4.
215 c

Dos fuerzas de 115 b y 215 Ib que

actlian sobre un objeto tienen una

resultante de 275 Ib. Encuentra el 115 115
angulo formado por las direcciones

de las fuerzas componentes.

o 215

Solucioén.

Nos fijamos en el triAngulo OAC. Podemos calcular el angulo COA con la Ley de cosenos
de la siguiente manera,

1152 = 2152 + 2752 — 2(215)(275)cos (COA).

Despejando tenemos que cos(COA) = 0.9186. Entonces el angulo COA vale 23°16’. Ahora,
en el triangulo OBC, calculamos el &ngulo BOC con ayuda de la Ley de cosenos,

2152 = 1152 + 2752 — 2(115)(275) cos(BOC).

Despejando, cos(BOC) = 0.6739. Entonces el angulo BOC vale 47°37’. Por lo tanto, el
angulo entre las dos fuerzas, que es el angulo BOA vale 23°16’+47°37’, que es 70°53’.
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Autoevaluacion

Solucién de tridngulos rectangulos especiales

1. Encuentre el valor exacto de csc(45°).

a)g b)}v2 V3 d)= e

2. Encuentre el valor exacto de tan(30°).

* 1 2z V3
a)7 b) 2 07 R e)V3
3. Encuentre el valor exacto de cos(45°).
L )2 1 V3
a) 5 b) V2 ) d) o=
4. Encuentre el valor exacto de cos(30°).
1 2 V3
a) b) V3 0) d) V2 Op=
5. Encuentre el valor exacto de sec(60°).
a)V2 )3 c)2 d) = e)V3
2

Problemas de aplicacién

1. Un puente sobre un rio tiene 200 metros de largo. Las dos secciones del puente
rotan hacia arriba formando un angulo de 30° para dar paso a los barcos. Un
motociclista quiere saltar de una seccion a otra ¢Qué distancia debe saltar para
llegar a salvo a la otra orilla?

a)27.89 b)26.79 c)32.4 d)24.34 e)19.98

2. Un hombre maneja 500 m a lo largo de un camino inclinado 20° con respecto a la
horizontal. ¢ A qué altura se encuentra con respecto al punto de partida?
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a)180m b)196.3m c)150m d)186.32m e)171.1m

3. Si un nifio de 1.55m produce una sombra de 1.22m de longitud en el suelo,
encuentra el angulo de elevacion del sol.

a)24°31’ b)51°47’ c)60°12’ d)73°98’ €)100°32’

4. Dos edificios con techo plano se encuentran a una distancia de 60 m. Desde el techo
del edificio méas bajo, de 40 m de altura, el angulo de elevacién hasta el borde del
techo del edificio mas alto es de 40°. ¢ Cual es la altura del edificio mas alto?

a)143m b)85.3m €)90.34m d)100m €)200m

5. ¢Cual es el perimetro de un triangulo isésceles cuya base mide 40 cm y cuyos
angulos de base miden 70°?

a)99.78 cm b)102.56 cm €)45.67 cm d)134.78 cm €)156.95 cm

6. Encuentra el perimetro de un pentagono regular inscrito en un circulo de radio 4 cm.

a)30.54 cm b)23.51cm €)20.78 cm d)18.32 cm e)15 11 cm
7.
Determine el area de la parte sombreada T = e &
sabiendo que el radio del circulo r=3 u. F
T
a)10.29 b)15.36 €)20.78 d)14.56 e)12.34

8. Encuentre la base y la altura de un tridngulo isésceles cuyo angulo en el vértice es
igual a 65° y sus lados iguales de 415 cm.

a)b=44596  bb=32532 c)b=21323 d)b=40532 e)b=511.41

cm cm cm cm cm

h=350 cm h =250 cm h =350 cm h =250 cm h =350 cm
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9. El radio de un circulo es de 21.4 m. Encuentre la distancia entre dos cuerdas
paralelas del mismo lado del centro, subtendidas por angulos centrales de 118°40'
y 52°20'.

a)8.28 m b)5.23 m €)9.35m d)6.54 m e) 11.23 m

Identidades trigonométricas

1. Utilizando identidades trigonométricas, identifique a cuél de las siguientes

. . . . sec6—tanb
expresiones es equivalente la identidad /—
secO+tanb

) —tané ) —ec6 c) secOtand d)—— ) ———
secOtanf secftanb secOtan® VsecOtanf

2. Utilizando identidades trigonométricas, identifigue a cual de las siguientes
expresiones es equivalente la identidad sen6?(1 + cotf?).

a)cosO b)1 C)send d)2 e)(senf)?

3. Utilizando identidades trigonométricas, identifique a cual de las siguientes
expresiones es equivalente la identidad (sen8 + cos8)? + (senf — cos)?.

a) cosO b)2 c)l d) send e) (send)?

4. Utilizando identidades trigonométricas, identifigue a cual de las siguientes

expresiones es equivalente la identidad tan6 + 142?29'
a)l b) ) cos6 c)tanf d) (senf)? e)secH

Triangulos oblicuangulos
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1. Ay B son dos puntos localizados en los lados opuestos de un rio. Desde A se traza
una linea AC=275m y se miden los angulos CAB = 125°40’ y ACB = 48°50’.
Encuentra la longitud AB.

a)1456.21 b)3847.78 c)1898.45 d)2159.92 €)1389.90

2. Tres circunferencias de radios 115, 150 y 225 metros respectivamente son
tangentes entre si por la parte externa. Encuentra los angulos del triAngulo formado
al unir los centros de las circunferencias.

a)54°12’ b)43°10’ c)32°10° d)63°10° e)134°23’
110°34’ 61°20° 12°20’, 11°50’ 24°19’
15°14’° 75°30° 135°30’ 105° 21°18’

3. En un reloj, la manecilla de las horas y la manecilla de los minutos miden 0.7 y 1.2
cm respectivamente. Determina la distancia entre los extremos de las manecillas a
la 1:30.

a)l.21cm b) 0.9 cm C) 2.34cm d)1.83 cm e) 0.52 cm

4. Un poste emite una sombra de 10 m de largo cuando el angulo de elevacion del sol
es de 30°. El poste esté inclinado con un angulo de 15° de la vertical con la direccién
de su sombra. Encuentra la longitud del poste.

a)5.17 b)4.72 €)3.87 d)8.96 e)1.45

5. Se requiere calcular la distancia de un punto C a los puntos Ay B, pero no se pueden
medir directamente. La linea CA se prolonga de A hasta el punto D una distancia de
175 m, la prolongacion de la linea CB llega hasta el punto E a una distancia de 225
m con respecto a B y se miden las distancias AB=300 m, DB=326 m y DE=488 m.
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a) b) c) d)AC=145,BC=35 e)
AC=98,BC=25 AC=125BC=3 AC=85,BC=53 0 AC=195BC=7
0 5 0 8

6. Encuentre el valor de x en la siguiente figura

c
b2°
15
110°
A X B
a)24.56 b)57.34 €)78.16 d)12.54 €)38.25

7. En el triangulo ABC, a=132, c=212 y B=110°50". Encuentre el angulo C.

a)45°56’ b)23°37 c)43°471 d)32°17 e)78°56’

8. En el triangulo ABC, el angulo correspondiente al vértice A es 78°, el angulo
correspondiente al vértice C es 34° y el lado a opuesto al vértice A, es decir, a = 15.
Encuentre la longitud del lado b.

a)15.16 b)14.21 €)13.56 d)11.32 €)10.89

9. Elradio de un circulo es de 21.4 m. Encuentre la longitud de la cuerda subtendida
por un angulo central de 110°40'.

a)21.3m b)17.5m €)35.2m d)44.3 m €)56.9m
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10. Sobre un cuerpo acttan dos fuerzas de 17.5y 22.5 Ib. Si las direcciones de las
fuerzas forman un angulo de 50°10' entre si, encuentre la magnitud de su resultante.

a)23.78 Ib b)42.69 Ib €)36.28 Ib d)89.21 Ib €)35.76 Ib

11. Dos lados adyacentes de un paralelogramo miden 3473 y 4822 pies,
respectivamente, y el angulo entre ellos es de 72°14'. Encuentre la longitud de la

diagonal mas larga.

a) 1.8491 b) 4.2256 c) 2.9876 d)3.8261 e) 6.2356

12. Dos barcos tienen equipos de radio cuyo alcance es de 200 km. Uno de los barcos
se encuentra a 155 km en 42°10’ NE y el otro esta a 165 km en direccion 45°10°
NO de una estacién. Encuentre la distancia de separacion entre los barcos y diga
si pueden comunicarse entre si directamente.

a)No, 222 km b) No, 342 km  ¢) No, 452 km d) No, 290 km  e) No, 322 km

Resuelve los siguientes ejercicios para verificar que realmente hayas adquirido los
conocimientos basicos correspondientes esta unidad.

13.

En la siguiente figura encuentre los
valores de x y de y.

45°
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sl

2

a)x=\/§1y= b)X:\/??y: C)x:;y:l d)x=1,y=2 e)le!y:
2 1

2

14. Encuentre el valor exacto de sec(45°).

a)g b)v2 cWV3 d) e

2

15. Una rueda de 5 pies de diametro, sube por un plano inclinado de 18°20'. ¢ Cuél es
la altura desde el centro de la rueda hasta la base del plano cuando ha rodado 5
pies?

a)3.21 pies b)5.23 pies c)1.54 pies d)4.07 pies e)7.32 pies

16. Una pared de 15 pies de altura, esta a 10 pies de una casa. Encuentre la longitud
de la escalera mas corta que toque el borde superior de la pared y que alcance una
ventana a 20.5 pies del piso.

a)12.43 pies b)9.45 pies €)5.23 pies d)10.54 pies e)11.41 pies

17. Se desea cercar una finca triangular cuyos vértices son los puntos A, By C, pero al
empezar el trabajo se descubre que la marca B ha desaparecido. El titulo de
propiedad indica que la distancia de B a C es de 480 metros, la distancia de Aa C
es de 250 metros, y el angulo A es de 120°. Determine la posiciéon de B obteniendo
la distancia de A a B.

a)405.12 m b)578.23 m €)303.39 m d)189.21 m €)231.98 m
Resolver los siguientes problemas

18. Un hombre maneja 500 m a lo largo de un camino inclinado 20° con respecto a la
horizontal. ¢ A qué altura se encuentra con respecto al punto de partida?
Resp. 170 m;
19. Un arbol quebrado por el viento forma un angulo recto con el suelo. Si la parte
guebrada forma un angulo de 50° con el piso y la copa del &rbol se eleva ahora a
20 pies desde la base, ¢qué altura tenia el arbol?
Resp. 55 pies.
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20.

21.

22.

23.

24.

Dos caminos rectos se cortan formando un angulo entre ellos de 75°, Encuentre la
distancia mas corta desde un camino hasta una estacion de gasolina situada en el
otro camino a 1000 m del punto de interseccion.

Resp. 3730 m

Dos edificios con techo plano se encuentran a una distancia de 60 m. Desde el techo
del edificio mas bajo, de 40 m de altura, el angulo de elevacién hasta el borde del
techo del edificio mas alto es de 40°. ¢ Cual es la altura del edificio mas alto?

Resp. 90 m.

Una escalera, cuya base esta de un lado de la calle, forma un &ngulo de 30° con el
piso cuando su parte superior descansa contra un edificio, y forma un angulo de 40°
con el piso cuando descansa contra un edificio al otro lado de la calle. Si la escalera
mide 50 pies de largo, ¢.cual es el ancho de la calle?

Resp. 82 pies.

¢, Cual es el perimetro de un triangulo isésceles cuya base mide 40 cm y cuyos
angulos de base miden 70°?

Resp. 157 cm.

Para calcular el ancho de un rio, un topégrafo instala su base en C en una orilla 'y
mira a un punto B en la orilla opuesta; luego, girando un

angulo de 90°, mide una distancia CA = 225 m. Finalmente, instalando la base en A,

mide < CAB de 48°20'. Encuentre el ancho del rio.

Resp. 253 m.

25.
En la Figura, la linea AD atraviesa
un pantano. Para localizar un punto
en esta linea, un topdografo se desvia
un angulo de 51°16' en A 'y mide una
distancia de 1 585 pies hasta el
punto C. Luego, se desvia un angulo
de 90° en Cy traza una linea CB. Si

B

esta sobre AD, ¢a qué distancia

estara C para alcanzar B?

26.

27.

28.

29.

Encuentre la base y la altura de un triangulo isésceles cuyo angulo en el vértice es
igual a 65° y sus lados iguales de 415 cm.

Resp. base = 446 cm, altura = 350 cm.

La base de un tridngulo isésceles es de 15.90 pulgadas y los angulos de la base
miden 54°28'. Encuentre los lados iguales y la altura.

Resp. lado = 13.68 pulgadas, altura = 11.13 pulgadas.

El radio de un circulo es de 21.4 m. Encuentre (a) la longitud de la cuerda subtendida
por un angulo central de 110°40' y (b) la distancia entre dos cuerdas paralelas del
mismo lado del centro, subtendidas por angulos centrales de 118°40'y 52°20'.
Resp. (a) 35.2 m, (b) 8.29 m.

. . 0
Demuestre que la base b de un tridngulo isésceles esb = 2asen§ , donde

a es la longitud de sus lados iguales y @su angulo en el vértice.
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30.

31.

32.

33.

34.

Demuestre que el perimetro P de un poligono regular de n lados inscrito en un
circulo de radio r esta dado por P = 2nrsen(180°/n).

Una rueda de 5 pies de diametro, sube por un plano inclinado de 18°20'". ¢ Cudl es
la altura desde el centro de la rueda hasta la base del plano cuando ha rodado 5
pies?

Resp. 3.95 pies.

Una pared de 15 pies de altura, esta a 10 pies de una casa. Encuentre la longitud
de la escalera mas corta que toque el borde superior de la pared y que alcance
una ventana a 20.5 pies del piso.

Resp. 42.5 pies

Sobre un cuerpo acttuan dos fuerzas de 17.5y 22.5 Ib. Si las direcciones de las
fuerzas forman un angulo de 50°10' entre si, encuentre la magnitud de su resultante
y el angulo que forma con la fuerza mas grande.

Resp. La resultante es una fuerza de 36.3 Ib y el angulo con respecto a la fuerza
mayor es de 21°40'.

Dos lados adyacentes de un paralelogramo miden 3473 y 4822 pies,
respectivamente, y el angulo entre ellos es de 72°14'. Encuentre la longitud de la
diagonal mas larga.
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Unidad 2

Elementos basicos de
geometria analitica
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Elementos Basicos de Geometria Analitica

Propdsitos: Mostrar una vision global del método de la Geometria Analitica como el medio
para resolver problemas de corte euclidiano reduciéndolos a problemas algebraicos.
Proporcionar los elementos que servirdn en unidades posteriores para emplear el método
en situaciones mas complejas.

Objetivos Generales de la unidad

Objetivo Conceptual. Los alumnos reconoceran la relevancia que tienen los conceptos
primarios de la Geometria Analitica como la representacion numérica de un punto en un
sistema de coordenadas rectangulares, la localizacibn de un segmento rectilineo, la
distancia entre dos puntos y la longitud de un segmento rectilineo, angulo de inclinacién y
pendiente de un segmento rectilineo, condiciones de paralelismo y perpendicularidad de un
segmento rectilineo, razén en que un segmento rectilineo es dividido por uno de sus puntos
y las coordenadas del punto que divide al segmento en una razén dada.

APRENDIZAJES.

Al finalizar la Unidad el Alumno:

1. Representa la ubicacion de un punto en el plano utilizando un sistema de referencia
cartesiano y viceversa.

2. Localiza un segmento en el plano cartesiano y proporciona la informacién suficiente
para que otro alumno lo pueda hacer.

3. Deduce la formula para determinar la longitud de un segmento, dados sus puntos
extremos y la aplica en diferentes situaciones.
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4. Comprende el concepto de angulo de inclinacién de un segmento.

5. Calcula el 4ngulo de inclinacion a partir de las coordenadas de los extremos del
segmento.

6. Localiza un segmento dadas condiciones necesarias y suficientes, distintas a su
determinacion por sus puntos extremos.

7. Localiza los puntos de divisién de un segmento.

8. Obtiene la expresion algebraica y la grafica de un lugar geométrico.
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UNIDAD 2

ELEMENTOS BASICOS DE GEOMETRIA ANALITICA

Introduccién

Para acceder a un piso de un centro comercial, basta con elegir el nUmero del piso en un elevador o
para determinar la temperatura en un termémetro de mercurio basta con localizar la marca sobre la
escala determinada. En ocasiones basta con la elecciéon de un solo nimero y relacionarla con un
punto de una determinada escala para tener la informacién necesaria para tomar decisiones, pero
no siempre es asi. A veces necesitamos mas que un punto para localizar un punto en un plano, por
ejemplo, al tratar de ubicar la posicion exacta de un banco o la posicion exacta de un objeto que
cuelga del techo en una habitacion.

En esta unidad, te proponemos una serie de actividades para que comprendas las propiedades de
un sistema coordenado.

Presentacion

Al finalizar esta unidad el alumno sera capaz de:

¢ Manejar algebraicamente algunos conceptos basicos de la geometria euclidiana y
algunos lugares geométricos con la finalidad de introducir el método analitico.

Para conseguir esta ambiciosa meta, te proponemos una serie de actividades de aprendizaje, teoria
y précticas que estan seguidas de acuerdo a una secuencia l6gica propuesta en el programa de la
asignatura. Se recomienda seguirlas en el orden que se presentan, sin embargo, puedes estudiar
donde consideres necesario, pero recuerda que debes comprender los conceptos antecedente que
se requieren para su entendimiento.

Conceptos clave

Punto: Es una figura geométrica que se determina mediante las distancias ortogonales a los ejes
principales, que se indican con dos letras o nimeros: (X, y) en el plano; y con tres en el espacio

.y, 2).

Coordenadas: Son un tipo de coordenadas ortogonales usadas para la representacion grafica
de una relacién matematica.
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Ordenada al origen: Distancia donde corta la recta al eje de las ordenadas al origen de referencia
cartesiana.

Plano: Superficie que se determina con solo tres puntos o una recta y un punto.

Segmento dirigido: Es un segmento de recta donde tiene importancia la direccion de su andlisis.
Lugar geométrico: Es el conjunto de puntos que cumplen con ciertas condiciones.

Ordenadas: Es la coordenada vertical en un sistema de referencia rectangular.

Abscisas: Es la coordenada horizontal en un sistema de referencia rectangular.

Pendiente: Es la inclinacién de una recta con respecto al eje de las abscisas.

Razon: Es una relacion entre dos cantidades, generalmente se expresa como fraccion.

Punto medio: Es el punto que se encuentra a la misma distancia de dos puntos extremos de un
segmento de recta.

Colineal: Que se pueden alinear en linea recta.
Triseccion: Que dividen un segmento en tres partes congruentes.
Paralelismo: Se dice que dos rectas son paralelas cuando tienen pendientes iguales.

Perpendicularidad: Se dice que dos rectas son perpendiculares cuando sus pendientes son
reciprocas y de signo contario.

Angulo de inclinacién: Es la medida del &ngulo que una recta forma con el eje de las abscisas.

Sugerencias

Este contenido esta dirigido a los alumnos que desean estudiar de manera autodidacta y a su ritmo.
Se recomienda seguir las actividades de aprendizaje y repasar la teoria. Seguir los ejemplos ayudara
a adquirir destreza.

En caso de tener preguntas, se sugiere preguntar al profesor o acudir a asesorias con dudas
especificas. No estd de més el hacer algunas recomendaciones a los estudiantes para que su estudio
sea eficaz: leer con atencién cada parrafo y comprender lo que se pide, trabajar en un lugar bien
ventilado, iluminado y silencioso, sentarse comodamente en una silla con respaldo y en una mesa
libre de obstaculos y tener una libreta de notas para realizar todos los ejercicios propuestos para
adquirir seguridad en esta asignatura. Probablemente alguna de estas recomendaciones no sean
factibles por las condiciones de confinamiento sanitario que estamos viviendo, pero en lo posible, es
mejor tratar de respetarlas.

Recuerda que lo méas importante es tener una actitud positiva, el deseo y la intencién de aprender.

Actividad de aprendizaje tedrico-practica
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El punto en el plano cartesiano

En el siguiente mapa del centro de la ciudad de México una persona se encuentra ubicada en la
interseccion de las calles de Balderas y Avenida Juarez, ¢Hacia dénde debe dirigirse para llegar a
la Torre Latinoamericana?
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| I
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T 2| S = 5 _ug"'\ pa
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é 2| 5 I w = Independencia 16 de Septiembre
T RICIRM nrir1er |
1

Torre Latinoamericana

Solucién

La respuesta seria: “debe caminar en linea recta sobre la Avenida Juarez hacia el este y recorrer
siete calles”.

Y si se quiere dirigir a la intersecciéon de la calle de Iturbide y Avenida Juarez?

En este caso se le indicara que: “debe ir en linea recta sobre la Avenida Juarez hacia el oeste y
recorrer dos calles”.

Ahora, supongamos que se quiere dirigir alainterseccion delacalle de Donceles y Eje Central
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En este caso se le indicard que debe dirigirse hacia el este por Avenida Juarez y recorrer siete calles
y después ir hacia el norte y recorrer por la acera este del eje central tres calles.

Se debe hacer notar que el recorrido que debe realizar la persona depende del lugar en que se
encuentre ubicado.

Elige la opcion correcta:

Observar que la unidad de medicion en este caso seria (una calle/ metros)

Se puede decir que para localizar un punto en una linea recta o en un plano, se requiere inicialmente
de un punto de referencia.

También se requiere un sistema de referencia, en el ejemplo anterior, se utilizaron los puntos
cardinales (norte, sur, este, oeste), sin embargo, no siempre es el adecuado, por lo que, como se
vera en el desarrollo del tema se requerira de un sistema de referencia numérico.

COORDENADAS EN DOS DIMENSIONES

Consideraremos el problema de localizar puntos en dos dimensiones (en un plano). El plano puede ser esta
hoja, el pizarrén, un mapa u otro cualquiera.

Ejemplo 2.1.

Localizar en un plano el punto mostrado en la figura:

Para localizar el punto, como en el caso de una dimension, se requiere hacerlo de manera precisa a
través de un sistema de referencia.

Una de las formas para localizar el punto en un plano es utilizando dos rectas numéricas orientadas,
una horizontal y otra vertical (perpendiculares entre si) las cuales se intersectan en el punto cero de
cada una de ellas, a estas rectas numéricas se les nombrara, en particular, X al eje horizontal y Y al
eje vertical. La orientacion de las rectas se dara con una flecha que indicara el sentido positivo.
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0l X

Observar que dependiendo de donde se elija el punto de referencia (cero) la interseccion de las rectas
numéricas perpendiculares (ejes), la localizacidn del punto cambia. Por ello es importante que una vez que
se establezcan los ejes, estos no se cambien, esto es, debemos establecer el sistema de referencia en forma
absoluta para localizar puntos en una misma situacion.

Plano cartesiano

Lasrecta X y Y generan un plano, al cual llamaremos plano cartesiano.

Nota: En forma descriptiva, es el conjunto de todos los puntos del plano y se representa de la siguiente
manera

R=RxR={(x,y) | xeR, yeR}

Las dos rectas se extienden al infinito y a cada punto del plano le corresponde un solo par ordenado
(X, Y); de tal manera que todos los puntos del plano quedan “ocupados” por las parejas ordenas de

R

Es costumbre representar el punto P como P(X,Yy) 6 simplemente con la pareja ordenada (X, Y)
. Los nimeros X Y VY se llaman coordenadas del punto P: en particular a la coordenada X se le

llama la ABSCISA del punto Py alacoordenada Yy se le llamala ORDENADA del punto P.

Ejemplo 2.2. Enlafigura, indicar qué coordenadas le corresponden a los puntos indicados. Ademas,
escribir también la abscisa y la ordenada de cada uno de los puntos.
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Solucioén.

Al punto A le corresponde la pareja ordenada (3, 3), La abscisa es 3 y la ordenada es 3. El punto

A se puede representar como A (3, 3).

Al punto B le corresponde la pareja ordenada (-1, 2), la abscisa es —1 y la ordenada es 2. El
punto B se puede representar como B(-1, 2).

Al punto C le corresponde la pareja ordenada (3,—2). la abscisa es 3 y la ordenada es —2. El

punto C se puede representar como C(3,-2).
_ 3 _ 3
Y al punto D le corresponde la pareja ordenada E ,—2 |, la abscisa es E y la ordenada es —2 . El

3
punto D se puede representar como D(—=,-2).

Observar que la pareja es ordenada en el estricto sentido de la palabra, es decir, el primer elemento
del par es el que le corresponde a la abscisa y el segundo elemento del par es el que le corresponde
a la ordenada.
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Es importante no olvidar nunca el colocar el
sentido positivo de los ejes mediante
flechas, ya que dependiendo del problema
gue queramos estudiar y representar, el
sentido sera diferente. De esta forma se
facilitard la comprension del problema al no
trabajar con nimeros negativos, como en el
caso de una excavacion.

En un plano, un sistema de coordenadas
cartesianas queda dividido en 4 regiones (ver
la siguiente figura). A estas regiones se les
nombra CUADRANTES y se numeran
siempre en el sentido contrario al movimiento
de las manecillas de un reloj empezando en el
cuadrante donde todos los puntos tienen las
dos coordenadas positivas.

UNIDAD 2. ELEM. BASICOS DE GEOM. ANALITICA

A\ 4

[w] pepipuniod

0 - Origen

E13u5:||:lreintE:
.-....:W:. ...... :r .....

Todos los puntos del cuadrante | tienen parejas ordenadas con signos positivos (+ , +), en el

cuadrante Il las coordenadas de los puntos tienen los signos (— , +), en el cuadrante I (— , —)

y en el cuadrante IV (+ ) —). El origen tiene coordenadas (0, 0) .

Se observa también que todos los puntos que se encuentran sobre el eje X son de la forma
P(x,0), esto es, tienen ordenada cero. Y todos los puntos sobre el eje Y son de la forma P(0, y),

esto es, tienen abscisa cero.

Ejemplo 2.4.

Localizar es un sistema 00— XY
cartesiano) los siguientes puntos:

(plano

A (3, 4), B(-3,-2), C(-2,0) y D(0,4)

Solucioén:
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Segmentos dirigidos

Un segmento dirigido es el segmento al que se le asigna una direccion. Por lo tanto, en un segmento con
extremos Ay B se pueden especificar dos direcciones:

El segmento dirigido que va de A a B, es decir, el segmento AB . En este caso, A es el origen o punto inicial,
y el punto B es el extremo o punto final.

El segmento dirigido que va de B a A, es decir, el segmento BA . En este caso, B es el origen o punto inicial,
y el punto A es el extremo o punto final.

Autoevaluacion

Ejercicio 2.1.

Dados los puntos A(1,1), B(-1,-5), C(-1,3), D(3,-2), E(-2,3) y F(0,0), Ubica en el plano cartesiano los
segmentos dirigidos que se solicitan:
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a) AB
b) DE
c) EF
d) FA
e) BA
f) ED
Ejercicio 2.2.

Ubica los siguientes puntos
en el siguiente plano
cartesiano A(0,5), B(5,-2), C(-
3,5/3) y anota su nombre con
letra.

Ejercicio 2.3.

En el mapa del ejemplo 2.1 considerar que una persona se localiza inicialmente en la interseccién
de las calles de Revillagigedo y Avenida Juarez. Contestar las siguientes preguntas:

a) ¢Hacia dénde se le debe indicar que debe dirigirse para llegar a la Torre Latinoamericana?
b) ¢Y sise quiere dirigir a la interseccion de la calle de Iturbide y Avenida Juarez?
c) ¢Y sise quiere dirigir a la interseccion de la calle de Donceles y Eje central?

Ejercicio 2.4.

Localizar los puntos A(1), P(5) y Q(-3) en un sistema de referencia 0 — X.
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Ejercicio 2.5.

Localizar, en un sistema de coordenadas 0- X, los puntos

A1), B(2) C(r) D@ £(-9.5), 0(0)

Ejercicio 2.6.

Sefalar en un sistema de coordenadas 0— X el lugar donde se encuentran todos los puntos
P(X) que satisfacen:

11
a) x>0 b) X>—
2
c) x<0 d) X< —4

Ejercicio 2.7.

Localizar, en un sistema de coordenadas cartesiano 00— XY, los puntos
A(3,-5), B(2, 6), C(-3,4), D(-4,-2).

Ejercicio 2.8.

Localizar, en un sistema de coordenadas cartesianoO— XY los puntos:
A(0,7), B(0,-3) C(0, 2).

Ejercicio 2.9.

Localizar los puntos: P(=5, 0), Q(-3, 0), R(6, 0) en un sistema de coordenadas cartesiano

0-XY.

Ejercicio 2.10.

Sefialar el cuadrante del plano donde se encuentran todos los puntos P(X,Yy) que satisfacen:

ayx> 0,y <0 b) x < 0,y >0 c)x >0,y >0

dx <0 , y <0
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Ejercicio 2.11.

Sefialar en cada inciso las regiones de puntos que cumplen las siguientes condiciones:
a) P(x, 0) donde x > 3 b) P(0,y) dondey < -1

Ejercicio 2.12.
Localizar, en el plano 0— XY, los puntos siguientes: A(L, 1), B(3, 3), C(-2,-2), D(4,4).

Ejercicio 2.13.

Sefialar, en un sistema 0— XY, el lugar donde se encuentran todos los puntos P(X,Y) tales
gue X =Y. (Nota: este lugar es el conjunto de todos los pares ordenados que cumplen con la
condicién de que la abscisa es igual a la ordenada, este a su vez, es un subconjunto del plano
cartesiano).

Ejercicio 2.14.

Donde estan localizados todos los puntos que corresponden a las parejas ordenadas P(X, y)

., X
de tal manera que para los nimeros reales X, Y (X, Y € R) se cumpla la relacion y = E
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN UNA DIMENSION

Se considera que es conveniente trabajar este tema como un antecedente para la distancia entre
dos puntos en un plano cartesiano, el trabajar con este tema permite que el alumno comprenda el
motivo de restar dos cantidades para encontrar la longitud de un segmento y a la vez comprende la
importancia de manejar adecuadamente los signos.

Si se tienen los puntos A 'y B localizados en un sistema unidimensional, sabemos que la distancia
entre el punto A y el punto B es la longitud del segmento AB .

Se quiere expresar la distancia entre dos puntos en una dimension A(Xl) y B(Xz) en términos

de sus coordenadas X, Y X,

De acuerdo con la geometria, la distancia entre dos puntos es siempre un nimero no-negativo (es
decir, positivo 6 cero). Utilizando la recta numérica, se tiene lo siguiente:

Alx) B(x,)

v

X r) %3 X

—
Y

En la recta numérica, se observa que la longitud el segmento AB es la distancia que existe entre
los puntos A Y B, esta distancia es igual a la DIFERENCIA de sus coordenadas (x2 - X1)

Se debe tener cuidado en el manejo de la diferencia de las coordenadas, ya que, la diferencia
(X2 — X1) puede ser positiva 6 negativa, dependiendo de cuales sean las cantidades X, Y X,.Para
evitar esto, en lugar de efectuar una simple diferencia, se debe trabajar con el VALOR ABSOLUTO
de ella, luego entonces, la distancia entre los puntos A 'y B es |X2 - X1|.

Por ejemplo, si los puntos son A(5) y B(Z), entonces la diferencia de las coordenadas es

2—5=-3. (observar que la diferencia es negativa). Al aplicar el valor absoluto, la distancia entre
A(2) y B(5) es [2-5/=|-3 =3
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-X si x<0
NOTA: El valor absoluto de un nUmero se define como |X| = 0 si x=0

X si x>0
De acuerdo con lo anterior se escribe la siguiente:

DEFINICION. La distancia entre dos puntos A(Xl) \Y B(Xz) cualesquiera en un sistema de

coordenadas unidimensional 0 — X. est4 dada por |X2 — X,|

Ejemplo 2.5. Hallar la distancia entre los puntos A(— 3) y B(?).

Solucién

De acuerdo con la expresion |x2 - Xl| se tiene

dAB :| 7—(-3) | =| 10 |=10 unidades
Un caso especial es cuando uno de los puntos es el origen.

Suponer que queremos hallar la distancia del origen 0(0) al punto A(X). Al aplicar la expresion
‘Xz - X1| se tiene d =|X—O| =|X|. Lo cual nos muestra que la distancia del origen a un punto A,

es Gnicamente el valor absoluto de la coordenada del punto A.
Ejemplo 2.6. Hallar la distancia del punto P(— 25) al origen.

Solucién

d=|-25|=25
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Por otra parte, se observa que el signo del nimero X, — X, indica la posicion relativa de los puntos
Ay B, esto es, el signo indicara cual de ellos esta a la derecha y cual a la izquierda del otro.

Distancia dirigida

De acuerdo con lo anterior; si A(Xl) \Y B(XZ) son dos puntos cualesquiera, se define la

DISTANCIA DIRIGIDA del segmento AB (en este orden) al nimero dAB =X, — X, .

Por lo tanto, podemos escribir lo siguiente:

dAB =- dBA yaque dAB=x,—X Y dBA=x —X,
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN EL PLANO CARTESIANO

Si tenemos dos puntos en el plano cartesiano P Yy Q la distancia entre los puntos es la longitud

del segmento PQ.

Se requiere expresar la distancia entre los puntos P(X,,y;) Y Q(X,,y,) en términos de sus

coordenadas.

Elpunto P define los puntos (Xl, O) en el eje horizontal X vy otro punto (O, yl) en el eje vertical

Y . De igual manera, el punto Q define los puntos (X,,0) y (0,y,) en los ejes horizontal y

vertical respectivamente.

T T T T T T

""""" yg___+___,Q(X2y2)'

! : : : /o
R S S S S5 et e s .

: Yi ; ; 3
: : i RO,
Poy |1 R&W

____________________________________

La distancia entre los puntos P 'y Q es la longitud de la hipotenusa del triangulo rectangulo PQR
,donde PQ esla hipotenusay PR y QR son los catetos.

Al utilizar el Teorema de Pitagoras

d =./PR? +QR?
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Para escribir la distancia d (longitud del segmento PQ) en términos de las coordenadas de los

puntos P y Q, se escriben las longitudes de los catetos PR y QR. Estas son distancias
unidimensionales, por lo tanto

PR = X, =X ‘ y QRZ‘ Yo=Y ‘

Al sustituir en la expresién para d

|2

d :\/|X2_X1|2+|y2_Y1

Finalmente, eliminando los signos de valor absoluto en la expresion anterior:

d =/ = %) + (Y, — ¥,)?

la longitud del segmento PQ es la distancia entre los puntos P y Q.

Sugerencias de actividades tedrico-practicas

Se sugiere que el alumno realice las siguientes actividades tedrico practicas por si mismo y que
verifique la respuesta con la aqui obtenida. De esta manera adquirira la confianza necesaria.

Actividad 1. Calcular la distancia del punto A(—2, —5) al punto B(4, 3).

Solucién
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Grafiguemos para comprender el ejercicio con mejor claridad:

Al aplicar el teorema anterior e identificando P(x,,y;)=A(-2,-5) y Q(X,,y,)=B(4.3).

d :\/(4—(—2))2 +(3—(—5))2 = 10 unidades

Una forma de mostrar la importancia de la expresion para calcular la distancia entre dos puntos, es
aplicandolo a problemas de diversa indole.
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Actividad 2. Perimetro de un triangulo. Calcular el perimetro del triangulo cuyos vértices son los

puntos A(6, 2), B(4, 3), C(O, 1).

Solucién

Sera més ilustrativo representar el problema en el plano cartesiano:

Calcular las longitudes de los segmentos (lados del triangulo) AB, BC y CA:

Representar la longitud del segmento AB por dl, aplicando la expresién para la distancia entre dos

puntos con A(6, 2) y B(4, 3)

d, =\(4-6) +(3-2) =V4+1=5

Con calcular d2 la longitud del segmento BC, las coordenadas correspondientes son
B(4,3) y C(O,l),por lo tanto:

d, = [0-4F +@-3f = i6+4 = 20 = 2.5
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Y para d, la longitud del segmento CA, las coordenadas respectivas son C(O,l) y A(6,2), por

lo que

dy =+/(6-0) +(2-17 = /36+1 = /37
El perimetro P es la suma de las tres distancias (longitudes de los lados) encontradas.

P=./5+ 2 /5 + +/37 unidades

Actividad 3. Clasificacién de triangulos. Los puntos A(-3,-2), B(7,4) y C(114) son los

vértices de un triangulo. Determinar a que tipo de tridngulo corresponde (rectangulo, equilatero o
isésceles).

Solucién. Graficar el tridngulo en el plano:

FF 1 1 ]
L L R S

Para determinar qué tipo de triangulo se forma, se deben conocer las longitudes de sus lados:

Para el segmento AB, las coordenadas correspondientes a sus extremos son
A(—3,—2) ; B(7,4) y la longitud del lado AB es

58



GUIA PARA EL EXTRAORDINARIO UNIDAD 2. ELEM. BASICOS DE GEOM. ANALITICA

\/(7—(—3))2+(4—(—2))2 _ J100+36 = /136 unidades

Para el segmento BC las coordenadas de sus extremos son B(7,4) y C (1,14) y la longitud

del segmento es:

\/(1—7)2+ (14—4)2 = 4/36+100 = /136 unidades

Y para el segmento AC , con extremos en los puntos A(—3,—2) ; C(1,14)

\/(1—(—3))2+(14—(—2))2 = 16+256 = \/ﬁunidades

Se observa que las longitudes de los segmentos AB y BC son iguales, se concluye que el triangulo
es untriangulo isésceles.

También de los resultados aritméticos obtenidos, se observa lo siguiente

J(ABY + (BC)’ =136+136 =272

que es exactamente igual al cuadrado de la longitud del segmento AC , por lo que de acuerdo con
el Teorema de Pitagoras, el triAngulo también es un triangulo rectangulo.

En conclusion, el triangulo ABC es un triangulo isOsceles y rectangulo.

Actividad 4. Determinar si los puntos P(2,6), Q(O,Z) y R(—S,-4) son colineales.
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Nota: Puntos colineales. Los tres puntos son colineales si estan sobre una misma linea recta.

Solucién

Tal vez se pueda observar graficamente. marcar los puntos en el plano cartesiano y unirlos mediante
segmentos de recta

R Tor . .
/| a a

Gréficamente, no podemos aseverar que los tres puntos son colineales.

De manera analitica, los tres puntos seran colineales si la suma de las longitudes de dos de los
segmentos PQ Yy QR esigual a la longitud del segmento PR .

La longitud del segmento PQ es

d,=\(0-4Y +(2-6) = V4+16 = V20 = 245 unidades

La longitud del segmento QR es

d,=\(-3-0)+(4-2 = 9+36 = V45 = 35 unidades
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Y la longitud del segmento PR es:

d,=(-3-2) +(-4—6) = V254100 = 125 = 5J5 unidades

Es conveniente utilizar nimeros irracionales en lugar de aproximaciones decimales. La suma de las
longitudes de los segmentos PQ y QR es

PQ + QR = 2\/§ + 3\/5 = 5\/5 unidades
que es igual a la longitud del segmento PR

Por lo tanto, los puntos P(2,6), Q(0,2) y R(—3,-4) estan sobre una misma linea, son

colineales.

Actividad 5. Area de un cuadrado a partir de conocer los extremos de una de sus diagonales.
Los vértices opuestos de un cuadrado son los puntos A (3, 5) y B (1, - 3), calcular su area.

Solucién: ;] e .

Graficar los puntos dados y construir el
cuadrado correspondiente a la diagonal dada ;
(construccion geométrica con regla y I
compas)

El area de un cuadrado es A = (lado)’

Representemos con / a la longitud de uno de los catetos del triangulo rectangulo (ADB o ACB),
observar que ( es lalongitud de cada uno de los lados del cuadrado, entonces, utilizando el Teorema
de Pitagoras:
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? + * = (AB) . 20° = (AB)

2
) AB
Por otro lado, el Area S del cuadradoes S = (?, entonces A = ( 2) y en consecuencia

basta calcular ( AB)2 :

AB)  (1-3)° +(-3-5)°
S = ( 2) :( ) +2( ) :4+64:34 unidades cuadradas

El area del cuadrado es A = 34 unidades cuadradas.

Ejemplos de manejo algebraico y ecuaciones de segundo grado

Ejemplo 2.7. Dados dos puntos M (2,2) y N (5,—2), hallar en el eje de las abscisas, un punto

P de modo que el angulo MPN sea recto.

Haciendo una gréfica del problema. Marcando el punto P en algun lugar sobre el eje horizontal. Se
sugiere construir el angulo recto con reglay compas.
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Se quiere que el angulo formado por los segmentos MP y PN sea un angulo recto; en otras

palabras que el angulo MPN sea de 90°.

Si se traza el segmento auxiliar MN, se tiene la condicion de que el triangulo MPN es triangulo
rectangulo. De acuerdo con el teorema de Pitagoras:

(MP) + (PN) = (MN) ... (1)

Se desea calcular las coordenadas del punto P que cumpla con la condicion establecida.

El punto P esta sobre el eje de las abscisas (eje X ), entonces sus coordenadas son de la forma
(X, O) y el problema se reduce a calcular la abscisa X.

Aplicando la expresién para calcular la distancia entre dos puntos, calcular las longitudes de los
segmentos MP, NP y MN.

Las coordenadas de los extremos del segmento MP son M (2,2) y P(X,O), la longitud d, al

cuadrado es:

d? = (x=2)"+(0-2)" = x®—4x + 4 + 4=x>—4x+8

La longitud d, al cuadrado del segmento NP con extremos N(5,—2) y P(X,O) es:

d,2 = (x=5)"+(0+2)" =x*— 10x + 25+ 4=x*-10x+29

Y la longitud d, al cuadrado del segmento MN con extremos M (2,2) y N(5,—2) es:

d? =(2-5)"+(2+2)°=9 + 16 = 25
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Al sustituir las expresiones anteriores en la expresion (1) :
X*— 4x + 8 + x> — 10x + 29 = 25
Reduciendo términos semejantes:
2x* - 14x +12 =0
se tiene una ecuacion de segundo grado con una incégnita.

Aplicando la férmula general para soluciones de ecuaciones de 2° grado:

_—bx+/b*-4ac

2a

X

Y utilizando a=2 ; b=-14 y c=12

(-14)£196-96 14+10

4 4

Se obtienen dos soluciones: X, =6y X, =1

Se observa que el proceso analitico proporciona dos resultados para la abscisa X, por lo que existen
dos puntos en el eje X que cumplen con las condiciones del problema, estos son:

P.(6,0)y P, (L0)
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Ejemplo 2.8. Aplicacién inversa con el uso de una circunferenciay el concepto de tangencia.
Se ha trazado una circunferencia tangente a los ejes coordenados, La circunferencia pasa por el

punto A(4, 2) Determinar su centro C y su radio .

Solucién. Graficar

Se requiere calcular las coordenadas del punto C vy la longitud del radio r

De acuerdo con lafigura, X =Y =TI porque la circunferencia es tangente a ambos ejes coordenados;
la distancia del centro a los puntos de la circunferencia es la misma. Por lo tanto, se requiere calcular
X (() y) para conocer el punto C.

La longitud del segmento AC es la longitud del radio, entonces:

r=y(x-4y + (y-2f

Y en virtud de que X =Y =T entonces al sustituir en la expresién anterior

x:\/(x—4)2 + (x—2)2

Al elevar ambos miembros de la ecuacién al cuadrado:
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Y al desarrollar los binomios al cuadrado:

X2=x>—8Xx +16 + x> — 4x + 4

Y simplificar:

x> —12x + 20=0

Las raices de la ecuacién de segundo grado son:

En conclusion, existen dos circunferencias que satisfacen el problema.

Una circunferencia tiene centro en C(lO, 10) y radio ' =10 unidades y la otra circunferencia,

es la que tiene centroen C (2,2) y radio I = 2 unidades.

Ejemplo 2.9. Aplicacion Calculo del Area de un triangulo con la férmula de Heron.
Calcula el area del triangulo cuyos vértices son A(—2,6), B(1,—7) y €(6,8).

Solucién. La férmula de Herén esta en términos de los lados del tridngulo sin la necesidad de
calcular su altura.

A= \/s(s —a)(s—b)(s—c¢)
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Donde a, by c son los lados del triangulo y s (la cantidad s se le conoce como el semiperimetro) se
calcula como:

a+b+c
s=————
2

Al desarrollar la formula de Herdn, nos damos cuenta de que es equivalente a la siguiente expresion:

1
A=Z\/(a2+b2+c2)2—2(a4+b4+c4)

Asi pues, para calcular el area del triangulo, procedemos a encontrar las longitudes de los segmentos
AB, BCy CA:

d(A,B) =/(-2—-1)2 + (6 — (—7))? = V178 unidades

d(B,C) = /(1 —6)2 + (=7 — 8)2 = /250 unidades

d(C,A) = J(6 - (—2))2 + (8 — 6)% = \/68 unidades

Ahora, sustituimos los valores en la férmula de Herén:

1
A= Z\/(178 + 250 + 68)2 — 2(1782 + 2502 + 682)

Asi pues, A=55 unidades cuadradas.
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Area de un triangulo

Considerar un triangulo con vértices en los puntos B, (X.,Y;), P (%.Y,) Y Py (Xs,Y5). se quiere

calcular su area en términos de las coordenadas de los vértices.

T y“ ; T E T E T
---------------- S e S SR SRR SRR
....................... : @tx3,y3)......,_
....................... W SO WU £ T W -
....................... [ % & Wi d ]

| L
....................... I_.._._.n._._._. Ve E.._I_..A._-._._A._._._—
_______________________ T S5 %N . —

| P(Xpy;:) i

0 34(x,0) | Ma(m0) Mi(5,0) | X

Se observa en la figura que el area del triangulo P,P,P, es igual al area del trapecio M,P,P,M,

menos la suma de las areas de los trapecios M;P,P,M, y M,P,B,M,, esto es
Area ARP,P, =Area oM P,P,M, — Area (oM,RP,M,)— Area oM,P,P,M,

) _ altura x (basel+base2)
Las &reas de los trapecios son A= >

1 1 1
Area ARP)P; = E(X3_Xl)(y1+ y3)—§(x2 _Xi)(y1+y2)_5(x3_xz)(yz +y3):

1
:E(X3yl+}3’f3—>ﬁ<l— 1y3—X2yl—M+};§<+xly2—x3y2—%+M+x2y3):

1
:E(le2 + XY XY — XY =X ), _Xsyz)
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El resultado se puede expresar como el valor absoluto del determinante

1 X Y
Area ARP,P, = > X, Y,
5 Y

Nota: Se puede seleccionar un punto como base y el determinante se recorre en sentido contrario a
las manecillas del reloj.

Ejemplo 2.10. Aplicacion directa. Hallar el area del triangulo cuyos vértices son los puntos

A(-26), B(L-7) y C(6,8)
Solucion.

El triangulo es

El Area del triangulo ABC es

1 XY
Area AABC = > X, Y,
X Y
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Alidentificar B, (x,,Y;)= A(-2,6), R(%.Y,)=B(L-7) y PR(X;,y;)=C(6,8) setiene

-2 6
AreaAABC:%l 7 :%(—2(—7—8)—6(1—6)+1(8+42))=%=55u2
6 8 1

Nota: Si se intercambian dos renglones, esto es, si los puntos se identifican en otro orden,
probablemente el determinante sea menor que cero, es por ello que debemos considerar el valor
absoluto.
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EJERCICIOS DE AUTOEVALUACION

Ejercicio 2.15.

Calcular a) d (ﬁ), b) d (ﬁ), silos puntos A Yy B se localizan en A(S) y B(l).

Ejercicio 2.16.

Demostrar que los puntos A(O,—l), B(3, 5), C (7, 2), D(4, -2) son los vértices de un
cuadrado.

Ejercicio 2.17.

Hallar el perimetro del tridngulo cuyos vértices estan en los puntos

A(-3.6), B(1-8) y C(9.2).

Ejercicio 2.18.

La longitud de un segmento es 10 unidades y un extremo se localiza en el punto A(7,-3). Si el otro

extremo es el punto By tiene abscisa 4, hallar su ordenada.

Ejercicio 2.19.

Hallar el é&rea del triangulo cuyos Vvértices estdn en los puntos
A(-3,6), B(l,-8) y C(9,2).
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Angulo de inclinacién de un segmento de recta

El angulo que forma la recta, que contiene al segmento de recta, con la direccion positiva del eje X
se llama angulo de inclinacién (a).

Recta que;contiene al
B e =

La medida del &ngulo de inclinacion se establece de acuerdo a lo que establece la trigonometria,
esto es, se mide en direccién contraria a como giran las manecillas de un reloj.

En general, se tienen los siguientes valores para el &ngulo de inclinacion

0° segmento de recta horizontal
0° < <90° inclinacion con angulo agudo
90° segmento de recta vertical

90° < ¢ <180° inclinacion con angulo obtuso

Pendiente de un segmento de recta

Definicién. La pendiente (M) de un segmento de recta, se define como la tangente del angulo de
inclinacion

m = tan o

Para la pendiente de una recta (segmento de recta) se tienen los siguientes casos:
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e Si el angulo de inclinaciéon es o = 0° (segmento horizontal), la pendiente de la recta que

contiene al segmento de rectaes m=tan0° =0.
e Siel angulo de inclinacién es agudo 0° < <90° , la pendiente de la recta que contiene al
segmento de recta es positiva m=tana >0.

. , . . ., 0 . .
e Si el angulo de inclinacion es @ =90° (segmento vertical), la pendiente de la recta que
contiene al segmento no existe, 0 en su caso se dice que la pendiente es infinita

m=tan90° —» oo,
e Sielangulo de inclinacion es obtuso 90° < o <180°, Ia pendiente de la recta que contiene
al segmento de recta es negativa m=tana <0.

_________

i pendiente #2 = 0 7

----------------------- =

pendiente de la recté m<0

i angulo de inclinacion obtuso

N T AR
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Pendiente de un segmento de recta cuando se conocen dos puntos del segmento.

Considerar un segmento de recta del cual se conocen dos puntos cualesquiera de él

A%, ¥1) Y B (X%, ¥,).

En la figura se trazan los segmentos AC y BC para formar el triangulo rectangulo ACB. El punto C

tiene coordenadas C (X2 , yl)

. BC . o
La pendiente del segmentoes m = tg a = AC donde BC y AC son distancias dirigidas, de
aquique BC=y,-y, Yy AC=X,—X.

Por lo tanto, la pendiente m del segmento AB es:
m=>-2_ L X, # X,

La expresién anterior permite calcular la pendiente de la recta que pasa por dos puntos dados o bien
es la pendiente de un segmento cuando se conocen sus puntos extremos.

El &ngulo de inclinacién de un segmento cuyos extremos son los puntos P; (x1, V1) Y Py (%2,V5)
es:

Y2 —J)1
—)

0 = ang tan™!
g (x2 Tx,
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Ejemplo 2.11. Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos A (—5, 1) y B (3, —4)

Solucién. Al identificar P(x,,y;)= A(-5, 1) y P(X,, ¥,) = B(3, —4) y sustituir en la

expresién de pendiente dados dos puntos, se tiene

meYe = Yo _—4-1_-5
X, — X, 3-(-5) 8

Observa que no importa cual de los puntos se escoja como F’l (xl,yl) y cual como F’2 (Xz, yz) el

resultado sera el mismo.

Ejemplo 2.12. Aplicacion directa. Hallar la pendiente de un segmento de recta que tiene un angulo
de inclinacion de 45°,

Solucién

La pendiente del segmento de recta es
m =1tg 45° =1
Sugerencias de actividades tedrico-practicas

Actividad 1. Encuentra el angulo de inclinacion de la recta que pasa por los puntos (4,5) y (—1, —2).

Solucion. Aplicando directamente la férmula que acabamos de desarrollar, el &ngulo de inclinacién
es el siguiente:

12— )1
6= tan™'(———
ang tan (x2 — x1)
-2-5
6 = ang tan™?! (_ — 4) = 54.56°
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En una recta, a la tangente del angulo de inclinacion se le llama pendiente. La pendiente es un
elemento que cobra fundamental importancia al estudiar la ecuacion de la recta. La pendiente en el
ejemplo anterior es

m = tan(54.56°) = 1.4

EJERCICIOS DE AUTOEVALUACION
2.20. Los vértices de un triangulo son A(3, 8), B (2, -1), C (6, -1). Si D es el punto medio

del lado BC, calcular la longitud de la mediana AD .

2.21. Encontrar las coordenadas de los puntos medios de los lados del triangulo cuyos

vértices son los puntos A(l, 3), B (— 2,- 4) y C (l, - 2).

2.22. El extremo de un segmento AB es el punto A(l, —9) y su punto medio es el punto

M (—1, — 2). Hallar las coordenadas del otro extremo (punto B).

2.23. Dos vértices adyacentes de un paralelogramo son los puntos A(— 3, 5), B (1, 7) y el

punto de interseccién de sus diagonales es M (1, 1). Encontrar las coordenadas de los
otros dos vértices.

2.24, Un cuadrilatero tiene vértices en los puntos
A(-3,7), B(6,6), C(-4,-5) y D(4,-6). Hallar los puntos medios de sus diagonales.

2.25. Hallar el punto medio y los puntos de triseccién del segmento cuyos extremos se
localizan en los puntos A(2,-2) y B(10,15).

2.26. Un tridngulo tiene vértices en los puntos Hallar la longitud y pendiente de sus
medianas.

2.27. Si tres vértices de un paralelogramo son los puntos A (3, -5), y C (—16, 3),

determinar el cuarto vértice D opuesto al vértice B .
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2.28. Una recta pasa por los puntos M, (—12, —13) y M, (—ZL —5). Hallar en esta recta

un punto cuya abscisa es igual a 3.

2.29. Una recta pasa por los puntos M (2, —3) y N (— 6, 5). Hallar en esta recta el punto

cuya ordenada es igual a —5.

2.30. Una recta pasa por los puntos A(7, —3), B (2, —6). Hallar el punto de interseccion
de esta recta con el eje de abscisas.

2.31. Una recta pasa por los puntos A(5, 2), B (— 4, —7). Hallar el punto de interseccion
de esta recta con el eje de las ordenadas.

2.32. Un segmento tiene pendiente —4 y un extremo se localiza en el punto A(2,7). El otro
extremo tiene ordenada —1, hallar su abscisa.

2.33. Un tridngulo tiene vértices en los puntos A(6,2), B(-4,5) y C(0,-8). Hallar la medida de
sus angulos interiores.

2.34. Un segmento de recta tiene extremos en A(-2,5) y B(1,2), Un segundo segmento forma
un angulo de 45° con el primero y tiene un extremo en C(0,7) y el otro extremo en el punto
D cuya ordenada es 6, hallar la abscisa del punto D.
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RAZON DE DIVISION DE UN SEGMENTO POR UN PUNTO

Consideremos dos puntos cualesquiera A Y B y otro punto P situado sobre el segmento de recta
AB.

R ()‘.QM)

El punto P divide al segmento AB en dos segmentos; el segmento AP y el segmento PB. Al
comparar las longitudes de estos segmentos por medio de un cociente, se dice que se tiene una
razon.

AP , BP _ .
—— 0 —— (No necesariamente son iguales)
PB PA

La razon (6 comparacion de las dos partes) en que P divide a AB podria ser cualquiera de ellas (

AP , BP . . - .
—— ). Para evitar la ambigledad, se usaré la siguiente convencion:

— 0
PB PA

Segmento dirigido La direccién del segmento AB se establecera por el orden en que se escriban
los puntos extremos del segmento.

El considerar el segmento AB dirigido, significara que la distancia entre sus puntos extremos es
una distancia dirigida y por lo tanto se establecera que la distancia medida en sentido contrario,

tendra signo contrario al que le asigne a la distancia del segmento AB .
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En otros términos, si la longitud del segmento AB es positiva, la medida de la longitud del segmento
BA seréa negativa.

De acuerdo a esta convencion, establecemos la siguiente definicion:

Definicion. La razén r en que el punto P divide al segmento AB (en este orden) esta dada
por:

AP
PB

AP y PB son segmentos dirigidos.

NOTA: Observar que la definicion anterior solamente tiene sentido si los tres puntos A, B 'y P
son colineales.

Expresion paralas coordenadas del punto que divide a un segmento de recta cuando larazén

A
se definecomo I =—
PB

En forma general se encontraran las coordenadas del punto P(X,Y) que divide al segmento AB

AP
con extremos en los puntos A(X,Y;) Y B(X,,Y,)enlarazén r = BB

Considerar que el segmento AB tiene sus extremos en las coordenadas A(Xl, yl), B(Xz, yz)

respectivamente y que el punto P que divide al segmento AB en la razén r tiene coordenadas
(X,y). Construir los segmentos PQ y AQ vy observar que los triangulos APQ Yy ABR son
semejantes.
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--------- Y

: il
A(Xu)ﬁ)

I R N N
En los triangulos semejantes APQ Yy ABR, existe proporcionalidad entre sus lados respectivos

AP _AQ
PB QR

- ) AP
Y como se sabe que el punto P divide al segmento AB enlarazon r = _B , entonces el punto Q

divide al segmento AR en la misma razén:

rzﬂ .............. (2)

QR

como AQ Yy QR sonsegmentos dirigidos en una dimension, entonces, de acuerdo a la convencion
del concepto de distancia dirigida, sus longitudes son respectivamente:

AQ =x-X Yy QR=X,—X

Sustituyendo en la expresion (2); se tiene:
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Recordar que lo que se quiere calcular son las coordenadas del punto P que divide al segmento
AB , por lo que debemos despejar a X de la ecuacion anterior.

r(x, —Xx)=x—x

Distribuyendo el producto:

X, —IX=X—X,

Agrupando términos:

X+IX =X +X,

Finalmente, la abscisa del punto P es:

De manera analoga para Y, establecemos la correspondiente proporcion en los triangulos
semejantes APQ y ABR

AP _PQ
PB  BR

Las longitudes PQ Yy BR son respectivamente

PQ =Y-y Yy BR:yz_y

Larazén r es entonces
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y_yl
Y-y

La ordenada del punto P es:

Yyt oy,
1 +r

Finalmente, las coordenadas del punto P que dividen al segmento AB en la razén dada r son

P(X1+rx2 y1+ry2j (l)
1+r " 1+

La expresion (1) se utiliza con la razén definida al inicio del tema.

Expresion paralas coordenadas del punto que divide a un segmento de recta cuando
la razén se define considerando la semejanza de los triangulos ARB y AQP (ver

figura).

En este caso la raz6n se define de la siguiente manera:

AB AB
r=— o r=—
AP PB
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RA RB AB

La relacion de proporcionalidad es: — = =—
QA QP AP

Al sustituir las coordenadas correspondientes, para los segmentos horizontales se tiene

X, — X
2 My
X=X
de donde X, =X, =IX—=rX
X, + X% (r—1
Finalmente X= L()
r
Para los segmentos verticales se tiene:
Yo~V =r
Y=Y
por lo que Yo=Y =1y -1y,
+y,(r-1
Finalmente y= Yz yl( )
r
. 3 AB
Las coordenadas del punto P que divide al segmento AB en la razén r :E o]
AB
r=— es
PB
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P[XZ +x (r-1) | Y, +yl(r—1)j )
r r

En el texto se utilizara la primera expresion obtenida (1), esto es

I:,(x1+rx2 y1+ry2j
1+r ' 1+r

Ejemplo 2.13. Resolver utilizando el concepto de semejanza. Encontrar las coordenadas del
punto que divide al segmento cuyos extremos son los puntos A(IL 2), B(— 2, 3) en la razén

BP
r:_:
PA

Solucion.

Graficar

El punto P esta el segmento BA, de tal manera que la longitud del segmento BP es igual al doble

de la longitud del segmento PA.

Los triangulos BRP y PQA son semejantes; por lo que la proporcion correspondiente de sus

lados respectivos es:
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La longitud dirigida del segmento RP es X—(—2) y la longitud del segmento QA es 1—X

Al sustituir en la expresion (*)

-(2)_,
1-x

De donde X+2:2(1—X):2—2X

Al resolver se obtiene la abscisa del punto P, estaes X=0.

Para encontrar la ordenada se utiliza la otra parte de la proporcion.

La longitud dirigida del segmento BR es 3—Y vy la longitud del segmento PQ es y—-2

Al sustituir en la expresion (*) se tiene:

w
|
<
N

<
|
N

De donde 3_y:2(y_2):2y_4
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: 7
Al resolver se tiene la ordenada del punto P, esta es E .

7
El punto P que divide al segmento BA enlarazén r=2 es P(O,gj

Ahora, se resolvera el ejemplo, aplicando directamente la expresidn correspondiente.

X

rx
Z - identificando X, con la abscisa
+ r

Para calcular la abscisa X del punto P, se utiliza X =

delpunto B y X, con la abscisa del punto A.

X = 0
l+r 1+2 3
- oy oy, . -
Y para la ordenada Yy se utiliza y—l—, donde X, y X, se identifican con
+ r

Y, =3; Y, =2 ordenadas de los puntos B 'y A respectivamente.

y—yl + ry2_3+2 (2)_3+4_Z
l+r 1+2 3 3

Finalmente, el punto que divide al segmento BA enlarazén r =2 es:

86



GUIA PARA EL EXTRAORDINARIO UNIDAD 2. ELEM. BASICOS DE GEOM. ANALITICA

Aspectos importantes respecto al concepto de razon de division de un segmento de
recta.

1. El punto de division debe estar sobre la recta que contiene al segmento que se va
a dividir.
2. De acuerdo con el punto anterior, el punto P puede estar fuera del segmento de
recta.
. N AP _
3. Como todos los segmentos involucrados en la definicion: r :E son dirigidos,

entonces r puede resultar positiva o negativa.

Ejemplo 2.14. Uso de una raz6n negativa. Los puntos extremos de un segmento son A(2,4) y

B(8,-4). Hallar el punto P (X, y) que divide a este segmento en la razon g =-2

La razon negativa I =—2 tiene sentido en virtud de la convencion de segmentos dirigidos, sin
embargo, al querer graficarlo tenemos la incertidumbre de donde ubicarlo, para ello, primero
resolvemos el ejercicio en forma analitica y después lo ilustramos graficamente.

Solucién

Para encontrar las coordenadas del punto P que divide al segmento BA en la razén r =-2;
observamos que las coordenadas (Xl,yl) corresponden a las coordenadas del punto B y en

consecuencia las coordenadas (X,,Y, ) corresponden a las coordenadas del punto A.

Aplicamos las expresiones correspondientes; para la abscisa:

i 8+ (22 _8-4_
1+r 1+ (-2)

y para la ordenada
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_ Ny, A+ (2)4) | 4-8_

= 12
1+r -1 -1

y

El punto buscado es P (— 4, 12); divide al segmento BA enlarazén r=-2.

La grafica correspondiente es

P(4,12) «, Y
D koceeveesirerneesnsess LezeaNoosenlrasasasasanatisecsascsandianasane
N
5 ....................... e e o
0
0
] TR R
.‘]U ----------------------------------------------------------------------
l 1 I |
10 5 0 5 10

Observar que la longitud del segmento PA tiene direccién contraria a la del segmento BA .

Ejemplo 2.15. Divisién de un segmento en tres partes iguales. Hallar los puntos de triseccion del
segmento cuyos extremos son los puntos A (—2,3) y B (6,-3).

Solucion
Antes de resolver el ejercicio se debe considerar lo siguiente:
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Es importante establecer lo que significa el vocablo triseccidon. Para este caso en particular,
ejemplificarlo en un segmento de recta cualquiera y calcular las razones correspondientes.

AT R G e
Lospuntos Py Q dividen al segmento AB en tres partes iguales (puntos de triseccion).

La longitud del segmento AP es la tercera parte de la longitud del segmento AB ;y la longitud del
segmento PB es dos terceras partes de la longitud del segmento AB , entonces el punto P divide
al segmento AB en larazén

PB  <.p
3

1
AP §AB 1
2 2

Por otra parte, el punto Q divide al segmento AB en la razon

2

— AB
_AQ_3

1

3

B 1B

La longitud del segmento AQ es las dos terceras partes de la longitud del segmento AB;y la
longitud del segmento QB es la tercera parte de la longitud del segmento AB , entonces el punto

Q divide al segmento AB enlarazon r =2

Una vez realizado lo anterior, procedemos a graficar el segmento de recta AB, e indicamos en
forma aproximada los puntos de triseccion Py Q.
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Calcular primero las coordenadas (X,y) del punto P . El punto P divide al segmento AB en la
razén:

A3t 2
PB g L 2
L es la longitud del segmento AB .
Al sustituir en la expresion X = X . Z  se tiene:
+
1
2+ 568 543 2
X= I -3
1+ = —
2 2
Y al utilizar Yy = y1+—ry2 se obtiene la ordenada
1 +r
3 + ; -3) 3 —2
y: = — = 1
1 + 1 3
2 2

2
Por lo tanto, las coordenadas del punto P son P 1.
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Para calcular las coordenadas del punto Q. Se tiene que la razén en Q divide al segmento AB es

[N
—

Wk

Al sustituir en las expresiones correspondientes

% m, 2+2(6) 10
I +r 1+ 2 3

o+, 3+ 2(3) _ 8 _
_|_

10
Las coordenadas del punto Q son Q 3 -1

2 10
Los puntos que trisecan al segmento AB son: P(g, 1) y Q(?, —1j

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO DE RECTA

Un caso particular de un punto P que divide a un segmento de recta en larazéon I = 1, es el punto
medio de un segmento de recta.

En este caso del punto medio de un segmento de recta, divide al segmento AB enlarazon I =1

r=AP. onde AP=PB - r=1
PB
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En este caso las expresiones obtenidas

(Xt ™

y, + Iy,
y y=—"/—""7""—"
1 +r 1 + r
se transforman en
Xt X,

+
y = Y1 Y,

Ejemplo 2.16. Aplicacién directa. Encontrar las coordenadas del punto medio del segmento cuyos
extremos son los puntos A(8,6), B(—Z, 4).

Solucién

Graficar el segmento de recta AB

_________________________________

| | | | 1 | |
-10 =} 2 0 12
. . X, + X + . o
Al aplicar las expresiones X = % y y= %; identificando las coordenadas
(x,,y,) con las coordenadas del punto A(8,6)

y las coordenadas (xz,yz) con las
coordenadas del punto B(—Z, 4) . Observar que laidentificacién de coordenadas en este caso
es indistinta.
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La abscisa del punto medio es

Y la ordenada del punto medio es

Yyt y, 6+4

2 2

5

y

Luego, el punto medio del segmento de recta AB es P(3,5).

Ejemplo 2.17. Aplicacién inversay manipulaciéon algebraica. Los puntos medios de los lados de
un triangulo son los puntos M (2,—1), N (—1,4) y L(—2, 2). Encontrar las coordenadas de

los vértices del triangulo.
Solucion

Indicar en un gréafico los puntos medios dados y suponer que los vértices del triangulo estan
localizados en los puntos A(X, ¥;), B(X,, ¥,) ¥ C(X, ¥s).
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Encontrar primero las abscisas de los puntos A, B 'y C, estoes, X, X, Y X;.

como M es punto medio de del lado AB | entonces al aplicar la expresion X =

el valor de la abscisa del punto medio es X =2, se tiene:

+ X
Zzb;dedonde X1-|- X2:4 ......... (1)

Ahora, N es punto medio del lado BC, la abscisa del punto N es X=-1, entonces:

X, X

-1 3 porlotanto X, + X, = —2...... 2)

y L es el punto medio del lado AC, la abscisa es X =—2; por lo tanto

X+ X

-2 ,dedonde X, + X, = =4 ... (3)

Las ecuaciones (1), (2) y (3) es un sistema de ecuaciones lineales con tres incégnitas:

X, + X, =4 Q)
X, + X=-2 @
X + X%=—4 (3)

Solucion del sistema de ecuaciones por eliminacion

X, +

X,

UNIDAD 2. ELEM. BASICOS DE GEOM. ANALITICA

; donde
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Al restar la ecuacion (2) de la ecuacion (1)

Al sumar las ecuaciones (3) y (4)
2%, =2 de donde x =1

Al sustituir en la ecuacion (1) obtenemos:

Y al sustituir x, en ecuacion (2) X; =-5
Las abscisas de los vértices del tridngulo son
X, =1;%X,=3; X =-5
Ahora para obtener las ordenadas de los puntos A, B y C, utilizamos la expresiéon

y= % ycomo M, N y L son puntos medios de los segmentos AB,BC y CB

respectivamente, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales con tres
incognitas:

% L Y +Y, =2, (5)
%_4, Y, + ¥3= B, (6)
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Resolvemos por suma y resta

A la ecuacion (5) le restamos la ecuacion (6)

Vi—Y,=-10................. (8)

A la ecuacion (8) le sumamos la ecuacion (7)

2y, =—6 porlotanto y, =-3

Sustituyendo en ecuacion (8) Y, = 7

Y al sustituir y, en ecuacion (5):

-3+y,=—2 setiene vy,=1

Finalmente, los vértices del tridngulo son los puntos  A(1,—3), B(3,1), C(-5,7).

LUGARES GEOMETRICOS EN EL PLANO CARTESIANO

En esta seccion se trata brevemente el tema de lugares geométricos, el tema requiere de una base
de conocimientos matematicos, que regularmente a estas alturas no se tiene, por lo que su desarrollo
serd limitado, pero a la vez se proporcionard lo necesario para su comprension.
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DEFINICION. El conjunto de puntos en el plano, y solamente aquellos puntos cuyas coordenadas
satisfagan una ecuacion, se llama GRAFICA de la ecuacién o bien, su LUGAR GEOMETRICO.

PROBLEMAS DE LA GEOMETRIA

En la Geometria Analitica existen dos problemas fundamentales:

PROBLEMA 1. Dada la condicién o condiciones que deben cumplir los puntos de un lugar
geométrico, determinar su ecuacion.

PROBLEMA 2. Dada una ecuacioén interpretarla geométricamente, esto es, conocida una
ecuacion, construir su grafica correspondiente.

Primer problema fundamental de la geometria analitica

Vamos a considerar el primer problema fundamental de la geometria analitica, a saber:

Dada una figura geométrica, o la condicion que deben cumplir los puntos de la
misma, determinar su ecuacion.

Para poder resolver el primer problema fundamental de la Geometria Analitica
necesitamos la gréafica de una curva o bien las condiciones que deben cumplir los puntos
que la componen.

De esta manera decimos que una curva esta bien definida, si la descripcion de ésta es de
tal naturaleza que sea posible identificarla de una manera exacta de entre los demas
objetos de su clase. Asi, consideramos que estamos definiendo una curva plana del tipo

M por medio de una propiedad P que Gnicamente posee M .
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Generalmente, se define una curva como el lugar geométrico de todos aquellos puntos
P(x,y) , que satisfacen una o mas condiciones geomeétricas dadas.

Ejemplos para obtener ecuaciones de lugares geométricos

Nota. Es importante mostrar que en cada uno de los siguientes ejercicios se obtiene una
relacion que contiene las variables X € Y denominadas ecuaciones con dos variables.

Ejemplo 2.17. Hallar la ecuacién del conjunto de puntos P(x, y), tal que equidistan de los
puntos A(3,-5) y B(-2,7)

Es conveniente realizar un grafico donde se muestren los puntos A(3,—5) y B(—2,7)

para intentar marcar los puntos que equidistan (estan a la misma distancia) de estos dos
puntos.

Se mostrara que los puntos que cumplen con esta condicion estan sobre la mediatriz del
segmento determinado por los extremos A y B.

Solucién analitica

La distancia del punto P al punto A es:

dPA=[(x=3)" +(y—(-5))" =y/(x-3) +(y+5)

La distancia del punto P al punto B es:
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e = {x-(-2)) +(y-7) =(x+2f +(y-7)

La condicién es que las dos distancias son iguales (equidistan):

J(x=3) +(y+5) =\(x+2)’ +(y-7)

Al elevar al cuadrado ambos miembros de la expresién y simplificando se tiene:
X* —6X+9+ Yy’ +10y+25=X* +4x+4+y* —14y +49

5x—-12y+10=0

Ejemplo 2.18. Hallar la ecuacién del conjunto de puntos P(x, y)I gue equidistan 5
unidades del punto fijo A(3,-5).

Solucioén

La distancia del punto P al punto A es

dPA=[(x-3)" +(y—(-5))" =y/(x-3) +(y+5)

La condicion es que esta distancia es siempre igual a 5
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dPA=/(x-3)" +(y~(-5))" =y(x-3)" +(y+5) =5

de donde

J(x=3)" +(y+5)’ =5

elevando al cuadrado ambos miembros y simplificando, se tiene

X" —6X+9+y*+10y+25=25
Finalmente, la ecuacion del lugar geométrico
X +y? —6x+10y+9=0

Segundo problema fundamental de la geometria analitica

El segundo problema fundamental de la geometria analitica establece:

Dada una ecuacién interpretarla geométricamente, esto es, conocida una ecuacion, construir
su grafica correspondiente.

En este instante, se supone que ya se tiene el concepto de una ecuacién con dos variables, la cual,
se puede expresar como una relacion S (X,y) = 0 la cual en general depende de las dos

variables X € V.

100



GUIA PARA EL EXTRAORDINARIO UNIDAD 2. ELEM. BASICOS DE GEOM. ANALITICA

Es importante hacer énfasis que se esta trabajando con el conjunto de los ntimeros reales R, por lo
que existe un numero infinito de pares de valores de X € Y que satisfacen la ecuacion

S(X,y)=0 (al sustituir los pares ordenados se cumple la igualdad). Cada uno de tales pares de
valores son las coordenadas (X, y) de un punto del plano.

Ademas, cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién, pertenece a la grafica de la
ecuacion.

Nota: En este momento restringiremos la grafica con una tabulacién y su representacién en el plano
cartesiano.

Ejemplo 2.19. Encontrar parejas de puntos que satisfacen la ecuacion y—3X—2 =0 vy graficar.

Solucioén:

Para encontrar puntos que satisfacen la ecuacion, vamos a efectuar una tabulacién, para ello,
debemos dar valores a la variable X y encontrar los de Y utilizando la ecuacion dada.

Un ejemplo para encontrar valores de Y, analicemos el caso de X = —3; sustituimos en la
ecuacion dada

y=3(-3)+2; y=-9+2 .. y=-7

La tabulacion para algunos valores es:

X y Puntos
-3 -7 A (3. =7)
2 4 B (-2, —4)
1 1 C (-1 -1)
0 2 D (0, 2)
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1/2 7/2 1 7
ed, b
2 2

5/3 7
’ F(g, 7)

En la tabla anterior se muestra que en la tabulacién, uno de los puntos es la pareja ordenada es

(-3, —7), y que el punto se ha nombrado como A. Entonces, el punto es A(-3,—7). Asi, cada

par de valores correspondientes es tomado como las coordenadas de un punto diferente, esto nos
permite trazar varios puntos en nuestro sistema de coordenadas cartesiano como se muestra en la
figura siguiente. Se recomienda graficar Unicamente los puntos obtenidos.

Nota: Los valores asignados a la variable X fueron tomados arbitrariamente del conjunto de los
nameros reales. Se recomienda comprobar los valores encontrados para la variable Y .

¢, Se debe dibujar una linea CONTINUA gque pase por todos los puntos marcados?

La respuesta es si, ya que al hacer esto, establecemos que en la grafica, entre dos puntos sucesivos
cualesquiera, existe una infinidad de puntos que satisfacen a la ecuacion y debido a la imposibilidad
de determinar esta gran variedad de valores, suponemos que la gréfica de la ecuacion es continua
y se determina unir los puntos.

102



GUIA PARA EL EXTRAORDINARIO UNIDAD 2. ELEM. BASICOS DE GEOM. ANALITICA

El lugar geométrico de la ecuacion y —3X—2 =0 corresponde como se puede observar a una linea

recta.

Actividad de aprendizaje teérico-practica 2
. . L, 2 2 )
Encontrar parejas de puntos que satisfacen la ecuacion X +Y -49=0 y graficar.

Solucion. Para encontrar valores de Y, despejemos la variable Y .

y=14
y =+/49 X2

La tabulacion para algunos valores es:
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x Y Puntos

-8

-7

s 13 B(-6+13) C(-6,-413)
-4 +J D(-4 ) E(-4- )
0 F(0,) G0, )
5 H(s ) (5 )
X y Puntos
-8 No hay imagen No hay punto
-7 0 A(-7,0)
EEREEEE
T Aol e
0 +7 F(0,7) G(0,-7)
5 /24 H(5,/24) 1(5,-V24)

UNIDAD 2. ELEM. BASICOS DE GEOM. ANALITICA

Observar que para un valor de X se obtienen dos valores para Y, también se muestra que para

algunos valores de X no se tienen valores de Y, por ejemplo, para X =8

y=+y49-64 =+-15¢ R

La expresion N-15¢R significa que V=15 no es numero real.

104



GUIA PARA EL EXTRAORDINARIO UNIDAD 2. ELEM. BASICOS DE GEOM. ANALITICA

Gréfica de los puntos

Los puntos se pueden unir y obtener todos los puntos que equidistan 7 unidades del origen. El lugar

. 2 2 . .
geométrico que corresponde a la ecuacion X +Y —49=0 es una circunferencia con centro en
el origen y radio 7:

- - g2 2
La gréfica es el lugar geométrico que corresponde a la ecuacion X +Y — 49=0.

Nota. Observa que los valores que se le pueden asignar a la variable X estan restringidos al intervalo
—1<x<T.
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Unidad 3

La recta y su ecuacion
cartesiana
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Larectay su ecuacion cartesiana

Propdsitos: Al finalizar, el alumno seré capaz de obtener la ecuacion cartesiana de la
recta, dados diversos elementos definitorios.

Resolvera problemas geométricos en diversos contextos, a fin de que se avance en la
comprension del método analitico.

Objetivos Generales de la unidad

Objetivo Conceptual. Los alumnos percibirdn a los sistemas de coordenadas como la
nocion fundamental para realizar el estudio analitico de los lugares geométricos.

APRENDIZAIJES.

Al finalizar la Unidad el Alumno:

1. Describe a una recta como un lugar geométrico, identificando los elementos que la
definen.

2. Entiende a la pendiente de una recta como un invariante.

3. Obtiene la ecuacion de una recta dadas dos condiciones.

4. Determina el angulo que se forma cuando dos rectas se cortan, en términos de sus
pendientes.

5. Determina cuando dos rectas son paralelas, perpendiculares o ninguna de las dos
a partir de sus ecuaciones.

6. Dadas las ecuaciones de una recta, sera capaz de encontrar las ecuaciones de
rectas paralelas y/o perpendiculares a ella.

7. ldentifica y transita en las diferentes formas de la ecuacion de la recta (ordinaria o
canonica, general y simétrica).

8. Resuelve problemas de corte euclidiano usando geometria analitica.
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UNIDAD 3

ELEMENTOS BASICOS DE GEOMETRIA ANALITICA

Introduccién

Para localizar una libreria o un restaurante, generalmente se necesita ubicar el nombre de la calle
Londres y la calle Zapata, por ejemplo. De esta manera podemos facilmente localizar el lugar
buscado. Es decir, basta con determinar la interseccion de dos lugares y listo. Se requiere de un
sistema de referencia y una escala adecuada. Indudablemente que el conocimiento de estos
conocimientos se los debemos a personajes tan licidos como los franceses René Descartes (1596-
1650) y Pierre de Fermat (1601- 1655).

René Descartes Pierre de Fermat

Antes del siglo XVII, el algebra y la geometria eran ciencias distintas e independientes. En 1637
Descartes introdujo ideas para unificar estas ramas de las mateméticas: el uso de un sistema
coordenado. A este sistema de ideas se le conoce actualmente como Geometria Analitica, la cual
combina sistemas coordenados y el algebra para estudiar la geometria. De manera independiente,
en 1636, Fermat propuso un sistema de coordenadas similar al empleado por Descartes.

En esta unidad, te proponemos una serie de actividades para que comprendas los aprendizajes
propuestos.
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Presentacion

Al finalizar esta unidad el alumno sera capaz de:

e Obtener la ecuacion cartesiana de la recta dados diversos elementos definitorios y
resolvera problemas geométricos en diversos contextos para avanzar en la
comprension del método analitico.

Para conseguir esta ambiciosa meta, te proponemos una serie de actividades de aprendizaje, teoria
y practicas que estan seguidas de acuerdo con una secuencia ldgica propuesta en el programa de
la asignatura. Se recomienda seguirlas en el orden que se presentan, sin embargo, puedes estudiar
donde consideres necesario, pero recuerda que debes comprender los conceptos antecedentes que
se requieren para su entendimiento.

Conceptos clave

Punto: Es una figura geométrica que se determina mediante las distancias ortogonales a los ejes
principales, que se indican con dos letras o nimeros: (x, y) en el plano; y con tres en el espacio

*. Y, 2).

Coordenadas: Son un tipo de coordenadas ortogonales usadas para la representacion grafica
de una relacién matemética.

Ordenada al origen: Distancia donde corta la recta al eje de las ordenadas al origen de referencia
cartesiana.

Plano: Superficie que se determina con solo tres puntos o0 una recta y un punto.

Segmento dirigido: Es un segmento de recta donde tiene importancia la direccion de su andlisis.
Lugar geométrico: Es el conjunto de puntos que cumplen con ciertas condiciones.

Ordenadas: Es la coordenada vertical en un sistema de referencia rectangular.

Abscisas: Es la coordenada horizontal en un sistema de referencia rectangular.

Pendiente: Es la inclinacion de una recta con respecto al eje de las abscisas.

Razén: Es una relacién entre dos cantidades, generalmente se expresa como fraccion.

Punto medio: Es el punto que se encuentra a la misma distancia de dos puntos extremos de un
segmento de recta.

Colineal: Que se pueden alinear en linea recta.
Triseccion: Que dividen un segmento en tres partes congruentes.
Paralelismo: Se dice que dos rectas son paralelas cuando tienen pendientes iguales.

Perpendicularidad: Se dice que dos rectas son perpendiculares cuando sus pendientes son
reciprocas y de signo contario.
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Angulo de inclinacién: Es la medida del angulo que una recta forma con el eje de las abscisas.

Sugerencias

Este contenido esta dirigido a los alumnos que desean estudiar de manera autodidacta y a su ritmo.
Se recomienda seguir las actividades de aprendizaje y repasar la teoria. Seguir los ejemplos ayudara
a adquirir destreza.

En caso de tener preguntas, se sugiere preguntar al profesor o acudir a asesorias con dudas
especificas. No esta de més el hacer algunas recomendaciones a los estudiantes para que su estudio
sea eficaz: leer con atencién cada péarrafo y comprender lo que se pide, trabajar en un lugar bien
ventilado, iluminado y silencioso, sentarse comodamente en una silla con respaldo y en una mesa
libre de obstaculos y tener una libreta de notas para realizar todos los ejercicios propuestos para
adquirir seguridad en esta asignatura. Probablemente alguna de estas recomendaciones no sea
factible de llevarse a cabo por las condiciones de confinamiento sanitario que estamos viviendo, pero
en lo posible, es mejor tratar de respetarlas.

Recuerda que lo mas importante es tener una actitud positiva, el deseo y la intencién de aprender.
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Actividad de aprendizaje teérico-practica

El concepto de recta

Determina cuales de los siguientes puntos pertenecen a la recta cuya ecuacion es 5x—y—-6=0:

(2,4), (3,9), (1,—1), (-2,-16),(5,19), (-6,-36),(4,2), (-1,4), (9, 12), (7, 8).Graficar.
Solucién

Para determinar qué puntos pertenecen al lugar geométrico de la ecuacién 5x —y —6 =0, debemos

sustituir las coordenadas de cada uno de ellos en la expresion y aquellos que satisfacen la expresion
algebraica (se tiene una igualdad) pertenecen a la linea recta.

Al sustituir el punto (2, 4) en la ecuacioén se tiene:

5(2)-4-6=0
10-6-4=0
0=0

Sustituyendo cada uno de ellos, se encuentra que los puntos que pertenecen al lugar geométrico de la

ecuacién son (2,4), (3,9), (1,—1), (-2,-16) ,(5,19), (-6,-36) y los puntos que no pertenecen son
(4.2), (-14), (9,12), (7, 8).

En este ejemplo, es importante mostrar que los puntos que pertenecen a la linea recta, al tomar dos
cualesquiera de ellos, deben tener la misma pendiente

Para la pareja de puntos (3,9), (1,—1) tenemos

Para la pareja de puntos (—2,-16) ,(5,19) tenemos
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~16-19 -35
m = =
2-5 7

=5

Para la pareja de puntos (3,9), (5,19) tenemos

19-9 10
m:—:—:5
5-3 2

Las parejas de puntos elegidas satisfacen la condicion de linea recta, por lo tanto, todas las parejas
de puntos que satisfacen la ecuacién proporcionan la misma pendiente M= 5

Observemos que ocurre con la pareja de puntos (2,4) : (4,2) . Recordemos que el punto (4,2) no

satisface la ecuacion 5X—y—6 =0, en este caso:

la pendiente no es 5, los puntos (2,4), (4,2), (3,9) no son colineales.

Recordemos que la grafica de una linea recta se puede realizar conociendo dos puntos de ella
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Lalinea recta como lugar geométrico y su ecuacion cartesiana

Definicion. En la geometria euclidiana, la linea recta se define como un conjunto de puntos
sucesivos tales que todos ellos son colineales.

En la geometria analitica debemos localizar todos y cada uno de los puntos que pertenecen a la linea recta.
Para ello, debemos establecer un sistema de coordenadas, el cual, como se establecio en la unidad 2 debe
ser un sistema absoluto, pues para cada sistema de coordenadas diferente, los puntos estan ubicados en
diferente lugar.

En particular usaremos un sistema de coordenadas cartesiano:

Observamos que el lugar geométrico (linea recta) forma un angulo con respecto al eje +X, el cual se
define como el &ngulo de inclinacion de la recta.

La linea recta es un lugar geométrico en el plano cartesiano, por lo tanto, tiene una ecuacioén
cartesiana, la cual, de acuerdo, a uno de los principios fundamentales de la geometria analitica se
puede determinar si se conoce la condicién que cumplen todos y cada uno de estos puntos.

Consideremos varios puntos de la recta localizados en las coordenadas:

A(Xl,yl), B(Xz’yz)’ C(X31y3)’ D(X4’y4)y E(XS’yS)
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Se observa que todos los segmentos de recta AB , AC, DE , etc., forman parte de la linea recta
en estudio, por lo tanto, tienen la misma inclinacién y luego la misma pendiente, esto es:

Mg =Mye =Mpe =My =

Con lo anterior podemos establecer la condicion que cumplen todos y cada uno de los puntos de la
recta, esta es, al considerar dos puntos cualesquiera del conjunto de puntos que pertenecen
alarecta, su pendiente debe ser la misma.

Ecuacion cartesiana de la linea recta

Con la condicién dada, consideremos que P (X, Y) representa a todos y cada uno de los puntos de
la linea recta, entonces para encontrar la ecuacion (relacion entre las variables X y Y) utilizamos
dos puntos conocidos de ella, por ejemplo A(Xl, yl), B(Xz, yz) como se muestra en la siguiente

imagen:
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De acuerdo a la condicién que deben de cumplir los puntos se tiene que:

Myp = Myg

Al utilizar la expresion de pendiente para segmentos de recta cuando se conocen dos puntos la expresion
anterior se convierte en:

Y-V — Yo=Y
X=X X, =X

de donde

(y_ yl)(xz - Xl): (X_ Xl)(yz - yl)
La cual representa la ecuacion de la recta cuando se conocen dos puntos de ella.

Al simplificar la expresién anterior se tiene una expresion de la forma Ax+By+C =0 donde

A,B y C son constantes, en consecuencia, el lugar geométrico (grafica) de la recta se define como

el lugar geométrico de parejas de puntos ordenados tales que cumplen con la relacién
Ax+By+C =0

Es importante hacer notar que para graficar una linea recta se requiere conocer Unicamente dos
puntos de ella.

Diversas representaciones algebraicas de la ecuacion de la recta

Hasta el momento se ha mostrado que la expresion de la ecuacion de la linea recta es de la forma
general: AXx+By+C =0, sin embargo, la ecuacion se puede escribir en diferentes expresiones

algebraicas, las cuales son de utilidad para obtener informacién de las mismas.

a) Ecuacion de la linearecta conocidos dos puntos

Ejemplo 3.1. Encontrar la ecuacion de la linea recta que pasa por los puntos A(-5,7) y B(4, 8)

y escribirla en la forma general AX+By+C =0
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Solucién. Utilizamos la expresion algebraica

y_y1: Yo=Y
X=X X=X

Identificamos  los  puntos Fi(xl,yl)ZA(-S, 7) y Pz(Xz,yz):B( 4, 8) de aqui
X =-9 Yy, =17, %=4yy, =8.

Sustituyendo en la expresion algebraica:

Y efectuando operaciones se obtiene:

(y =7)(©9) = (x +5)@1)
Ecuacion en su forma general X—-—9y +68 = 0.

La grafica de la linea recta es:
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Ejemplo 3.2. Encontrar la ecuacion de la linea recta que pasa por los puntos P( 6,- 4) y Q(5, 1)
y escribirla en su forma general AX+ By +C =0.

Solucidn. Utilizamos la expresion algebraica

y_y1: Yo=Y
X=X X=X

Identificamos  los  puntos Pl(Xl,yl):A(G,—4) y I32(x2,y2):B(5,1) de aqui
X =6,y =-4% =5yy, =1

Sustituyendo en la expresion anterior

N

y+4 1+
X—6 5-—

»

Haciendo operaciones se obtiene
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Ecuacién en su forma general

La grafica de la linea recta es

Ecuaciones de lineas rectas horizontal y vertical

5x +y - 26 =0.

UNIDAD 3. LA RECTAY SU EC. CARTESIANA

Ejemplo 3.3. Encontrar la ecuacién de la linea recta que pasa por los puntos A(O, 9) y

B(O, —8) y escribirla en la forma Ax+By+C =0

Solucion. La grafica es:
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Observar que los puntos estan sobre el eje Y, por lo que la linea recta es una recta vertical, por lo
tanto, su pendiente no existe.

Si utilizamos la expresion algebraica:

y_y1: yz_yl
X=X X=X

Identificamos los puntos P, (X.,y,) =A(0,9) y P (x,,y,) =B (0,-8)

Porlotanto X, =0, ¥y =9, X, =0yy, = -8.

Sustituyendo en la expresion Y~ % = Yo~ % se tiene:
X=X X=X
y-9 _ 17
x—0 0

Observamos que el lado derecho de la expresion es una divisién entre cero, la divisién entre cero no
existe (la pendiente de la recta no existe o se dice que es infinita), por lo tanto, el lado izquierdo
tampoco debe existir, esto nos obliga a que el denominador del lado izquierdo también debe ser
cero, por lo que
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La ecuacién es X=0, (observa que cada punto de la recta tiene abscisa X =0)

Ejemplo 3.4. Encontrar la ecuacibn de la linea recta que pasa por

P(3,0) y Q(-4,0).

los puntos

Solucién. La gréfica es:

By | y=0 | 4@D
o - -

Observa que los puntos estan sobre el eje X, por lo que la linea recta es una recta horizontal, por lo
tanto su pendiente es cero.

Al utilizar la expresion algebraica:

y_y1: Yo=Y
X=X X=X

y al hacer la identificacion P, (X,Y;) =A(3,0) y P,(X,,Y,) =B(—4,0) se tiene:

)(1:3’ y1=0’X2:'4yy2:O

Y al sustituir en la expresion matematica:

o
o
|
(@)

y

x—3 —4-3

Realizando operaciones:
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y—-0 O
x=3 -7

(y-0) (-7) = (x-3)(0)
-7y =20

La ecuacion de la linearectaes y=0.

La gréafica de la linea recta coincide con el eje X.

Observar que en cada punto de la recta la ordenada es cero, esto es, y =0.

Ejemplo 3.5. Considerar los siguientes puntos A(— 5,6), B(3,7) y C(8,—9), como los vértices del

triangulo ABC . Hallar las ecuaciones de las rectas gue contienen a los lados del triangulo. Escribirlas
en su forma general.

Solucidn. Inicialmente graficamos el triangulo:
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Ahora encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A Yy B, para esto se aplica la
expresioén algebraica conocida:

Y-V, — Yo=Y
X=X Xy = X;

Alidentificar P, (Xl, yl) = A(—5, 6)) y R, (Xz, y2) = B(3, 7) y sustituir en la expresion algebraica

y-6 7-6 1

X+5 3+5 8

De donde
8(y —6)=1x-5)
8y-48=x-5

Ordenando términos se tiene la ecuacion de la linea recta que pasa por los puntos A y B:

x—-8y+53=0.

Siguiendo el mismo procedimiento para los otros lados del triangulo se tiene:

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos B y C:

16X +5y—83=0

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos C y A.
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15x+13y-3=0.

b) Ecuacion de lalinea recta conocidos un punto y la pendiente

Sea B, (X, Y,) un punto del plano cartesiano XY por donde pasa la linearecta y m la pendiente
de la linea recta; de acuerdo a la definicion

Y-V, — Y=V,
X=X, X, =X
En la expresion ))(/1 es la pendiente m dada de la recta, esto es:
2 M
Y=Y -m
X=X
Por lo tanto
Y=Y, =m(x—x)

Esta expresion algebraica es la ecuacion de la recta en su forma punto pendiente.
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Ejemplos de la ecuacion de la recta en la forma punto-pendiente.

Ejemplo 3.6. Hallar la ecuacion general de la linea recta que corta al eje X en x =4 cuando su
pendientees M=—6.

Solucién:

El punto dado, es un punto sobre el eje de las X’s, entonces identificamos Fi(xl, yl) = P(4, O), la

pendiente es M=-6.

Al utilizar la expresion algebraica y —y, =m(X—X,), se obtiene la ecuacion de la recta

y—0=—6(x—4)

Al efectuar operaciones

60 T T T T T T

Ejemplo 3.7. Considerar el punto P(— 7,—11) un punto por el cual pasa la linea recta que tiene

3
una pendiente m=-— 7 , hallar la ecuacion de la linea recta.
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Solucién

La pendiente de larectaes m= — % y pasa por el punto B, (Xl, yl) = P(—?,—ll) .

De los datos del ejemplo, la expresién algebraica de la linea recta que se puede utilizar es

Y=Y, =m(X—x)

Sustituyendo los datos en la expresidn algebraica se obtiene:

y+11 = (—gj(x+7)
Al efectuar operaciones:
7(y+11)=-3(x+7)

3x + 7y + 98 = 0.

¢) Ecuacion de lalinea recta en su forma pendiente — ordenada al origen.

La ordenada al origen es el punto donde la recta interseca al eje coordenado Y, por lo que las
coordenadas de un punto con estas caracteristicas son (0, b), y al utilizar la ecuacién de la recta en

su forma punto-pendiente

Y=Y, =m(X—x)
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donde la pendiente de la recta es m .

Al sustituir las coordenadas del punto y la pendiente se tiene

y—b=m(x-0)

De donde se obtiene la expresion de la recta en su forma pendiente-ordenada al origen.

y = mx + b

La ordenada al origen b puede ser positiva, cero 0 negativa,

Nota. Mostrar en cada ejemplo que la recta se puede trazar conociendo dos puntos de ella.

Ejemplo 3.8. Una recta tiene pendiente m=—6 y pasa por el punto P(9,—4). Encontrar la
ecuacion de la linea recta y escribirla en su forma pendiente-ordenada al origen.

De acuerdo a los datos se aplica la expresién algebraica siguiente:

Y=Y, =m(X—x,)

para M = —6 y elpunto P,(x,Y,)=P(9,—4).
Sustituyendo en la expresion algebraica se obtiene

y+4 = —6(x—9)
Efectuando operaciones

y+4=-6x+54

despejando la variable y:

y=—6x+50
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Ejemplo 3.9. Una recta pasa por los puntos P(2,-3) y Q(-1,2). Encontrar la

ecuacion de la linea recta y escribirla en su forma pendiente-ordenada al origen.

Solucién. De acuerdo a los datos (dos puntos de la recta conocidos) se utiliza la
expresion algebraica siguiente:

Identificamos los puntos P, ( X,y )=P(2,-3) y P(X,.Y,)=Q(-12).

Sustituyendo los datos en la expresion algebraica se obtiene

y+3 2+3

X-2 -1-2

efectuando operaciones

-3)(y+3)= (5(x-2)

despejando la variable y:
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d) Ecuacién de la linea recta conocidos un punto y angulo de inclinacion.

Ejemplo 3.10. Encuentre la ecuacion general de la linea recta que pasa por el punto P (— 9,8) y
que tiene un angulo de inclinacion de 32°.

Solucién

La pendiente de la recta es m = tg(32°) = 0.624869 y pasa por el punto

Pi(Xl, yl) = P(—9,8) , entonces al utilizar la expresion algebraica:

Y=Y, =m(X—x)

se obtiene

y—8 = 0624869 (x+9)

Y efectuando operaciones:
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0.624869 x —y + 13.623821=0

Para graficar se requieren dos puntos de la recta. Ya se conoce uno P (—9,8) , entonces

se obtiene otro punto de la recta, por ejemplo, con X=5 en la ecuacion, tenemos el punto
Q(5,16.818) .

La gréfica de la linea recta es:

Ejemplo 3.11. Una linea recta tiene un angulo de inclinacién 6 = 35° y pasa por el punto P (—5,7).
Hallar la ecuacion de la linea recta y escribirla en su forma pendiente — ordenada al origen.

Solucion De acuerdo a los datos, aplicamos la expresion algebraica siguiente:

Y=y, =m(x—x,)

para m = tang = tan 35° = 07002 y PB,(x,y,)=P(-57).

Sustituyendo los datos en la expresién algebraica se obtiene
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y—7 = (0.7002 Yx+5)

efectuando operaciones:

y — 7 = 07002 x + 3501

despejando la variable y se tiene la ecuacion de la recta en su forma pendiente ordenada al origen:

y = 3501x + 10501

La gréfica es:

e) Ecuacion de lalinearecta en su forma simétrica

La ecuacion de la linea recta en su forma simétrica, se obtiene a partir de la interseccién de la recta
con los ejes coordenados.

Si consideramos que la recta interseca al eje de las X's en el punto Pl(a,O) y al eje de las Y's en

el punto (0, b), ver gréfica
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Utilizamos la definicion de recta para encontrar su ecuacion, esto es en la expresion:

y_yl — yz_yl
X—Xl X2—Xl

Identificamos los puntos B, ( %, Y, )=P(a, 0) y P,(X,,Y,)=Q(0, b).

Al sustituir se tiene:

<
S
o
S

>
o
o
o

~aly—0)-b(x—a)

bx +ay =ab

dividiendo entre el producto ab se obtiene la expresioén algebraica:

=1 a=z0,b=#0

_|_
o<

o | X
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Observamos que el denominador de la variable X es el valor de la abscisa a del punto sobre el eje
X (abscisa al origen) y que el denominador de la variable Y es la ordenada al origen b.

Ejemplo 3.12. Hallar la ecuacién de la linea recta que tiene un angulo de inclinaciéon 6 = 29° y que
pasa por el punto P (1,—3) . Escribir la ecuacion en su forma simétrica.

Solucién. Aplicamos la expresidn algebraica siguiente:
Y=Y, =m(X—x)
Lapendientees M = fan = tan 29° = 05543 yelpunto B(x,y,)=P(L-3).
Sustituyendo los datos en la expresion algebraica se obtiene
(y +3) = (05543) (x—1)
Al efectuar operaciones:

y +3= 0.5543 x —0.5543

y —3.501x = — 3.5543

X Y
0.985 -3.5543
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i i
3 35 4

Ejemplo 3.13. Hallar la ecuacién de la linea recta que tiene pendiente M = -2 y pasa por el punto

P (—2,—3) . Escribir la ecuacién en su forma simétrica.

Solucién. Al aplicar la expresion algebraica

Y=y, =m(x—x,)

con pendiente M=-2 y punto Pl(X1, yl) = P(—2, —3) . Se tiene

y+3=-2(x+2)
efectuando operaciones:
y+3=-2x-4
y=-2Xx—-7
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X Y
BRI S
-1

2

Ejemplo 3.14. Hallar la ecuacion de la linea recta pasa por los puntos P(—l, 4) y Q(3,—

Escribir la ecuacién en su forma simétrica.

Solucién. De acuerdo a los datos se aplica la expresién algebraica siguiente:

Identificamos los puntos P, (x.,Y; )=P (-1 4) y P,(X,,Y,)=Q(3,-5).
Sustituyendo los datos en la expresion algebraica se obtiene:

y-4 -5-4
X+1 3+4

5).
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efectuando operaciones:

7y = —9x + 19
X y_
1919~
9 7

La gréfica es:

Ejemplo 3.15. Dada la ecuacién de la recta 7X+8y =56, encuentre el area limitada por la linea

rectay los ejes de coordenadas.

Solucién. Se procede a trazar la grafica de la linea recta, para ello escribimos la ecuacion en su
forma simétrica, esta permite encontrar dos puntos de la recta:

7x 8y 56

56 56 56
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Area limitada por los ejes :
coordenados vy larecta ;"7 v T

b)h
Se observa que el area pedidaes A= ()2() , se identifica que bh=8 y h=7.Con esto, el area

es: A=m

5 = 28 unidades cuadradas.

Angulo comprendido entre dos segmentos de recta

Consideremos el caso de tener dos segmentos de recta con pendientes ml )4 m2
respectivamente como se muestra en la figura:
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Es importante medir los angulos como lo establece la trigonometria, esto es, en sentido contrario a
las manecillas del reloj.

El objetivo es encontrar el &ngulo que forman los segmentos de recta.

Tratamiento geomeétrico.

Los intervalos de valores validos para los angulos (9 y ¢) son:

0<6<180° y 0<g¢<180°

En la figura observamos que si se calcula uno de ellos ((9 0 ¢) el otro queda completamente

: ) . 0
determinando ya que los angulos son suplementarios &+ ¢ =180".

El punto de interseccion de los segmentos y los puntos de interseccién de cada uno de los segmentos
con el eje horizontal, forma el triAngulo ABC, en el cual se cumple la relacién

O+o=a,

Con el uso de las pendientes, determinamos los angulos de inclinaciéon de cada uno de los
segmentos, utilizando m=tanc .
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Se observa que @, es el angulo de inclinacién de la recta M, , por lo tanto & =angtanm, y que

&, es el angulo de inclinacion de la recta M, , por lo tanto ¢, =angtanm, .
Como O=a, -,

Entonces 60 =angtanm, —angtanm,

Tratamiento analitico.

De acuerdo a la propiedad del &ngulo externo (la suma de los &ngulos interiores de un tridngulo,
es igual al angulo externo) 8+, =«a,, luego =, — ¢

Aplicando la funcion tangente a ambos lados de la expresion tanéd=tan(«a, —¢; ) y utilizando
relaciones trigonométricas:

tan(, ) = sen(a, ;) _ sena, cosa, —sena, cosa,
Y cos(a,—ay)  CcOSa, COSa + Sena,sena,

dividiendo entre cos «, Cos o,

sena, Cosa;  sena, Cosa,
_ COSa,C0Sa; COS@,Cose;  tana,—tane, — m,—m
~ COSa, COS | Sena;sena, ~1+tan a,tana, 1+ m,m,
Cosa,CoSa, COSa,COSa,

Por lo tanto, si dos segmentos de recta tienen pendientes m, y m, respectivamente, entonces el
angulo entre los segmentos de recta es:

m, —m,
1+m,m,

tand =
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Se debera hacer la observacion que 1+m,m, =0, y si se considera pertinente trabajar el caso
cuando 1+m,m, — 0, entonces:

) i m, —m
lim tand= lim —=— 5
1+mym; —0 1+mym—07] + m2 ml

, i V4
Lo anterior ocurre cuando el angulo 8 — 5 =90°.

Condiciones de paralelismo y perpendicularidad

De esta manera establecemos la condicidon de perpendicularidad para dos segmentos dados
1+m,m =0, la expresion es equivalente a:

mm=-1 o m=-— 0 m=—-—

Esto es, las pendientes de dos segmentos de recta perpendiculares tienen pendientes reciprocas y
de signo contrario.

La expresion no es véalida para rectas paralelas a los ejes coordenados
m,=m =0

En el caso de que las rectas sean paralelas, se dice que el angulo que forman es de

0 0 . m, —m, .

0° .. tan0°=0 , por lo que la expresion tan@=———==0 se cumple sélo cuando el
1+m,m,

numerador es igual a cero, esto es
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Lo cual equivale a m, =m,

Esto es, las pendientes de dos segmentos de recta paralelas tienen pendientes iguales.

Distancia de un punto a una linearecta

Una de las aportaciones importantes de la ecuacion de la recta en su forma normal es la de obtener
la expresion algebraica de la distancia de un punto a una recta.

Se va encontrar la expresion que permite calcular la distancia de la recta cuya ecuacién es la
expresion algebraica AX+ By +C =0 al punto de coordenadas P(Xl, yl) Observar la siguiente

figura:

Como la ecuacién de la recta en su forma general Ax+ By +C =0 es equivalente a la ecuacién de

la recta en su forma normal XCOS(a))+ ysen(a))— p=0, entonces, los coeficientes de ambas

ecuaciones son proporcionales, es decir:

cos(w)=Ak , sen(w)=Bk y —p=Ck

donde K es la constante de proporcionalidad.
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Elvalorde K se puede obtener de la siguiente manera:

Las dos primeras igualdades se elevan al cuadrado y se suman:
cos? (w) = (Ak)*
sen’ (w)=(Bk)’
cos’ @) =(AK) +(Bk)’
1=(Ak)’ +(Bk)*

Al despejar K se obtiene

1

+4/ A? 4+ B2

k =

Por lo tanto, los coeficientes que acomparfian a las dos ecuaciones de la misma recta se
encuentran relacionados mediante las siguientes expresiones

B C

Jaip p_iJN+BZ

cos(w) = sen(w) =

A
A+ B

O bien

A=+JA* 1B’ cos(w), B=+JA?+B%sen(w) y C=#JA’+B%p
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Al sustituir en la ecuacion de la recta en su forma general Ax+By+C =0 se tiene la ecuacion
equivalente

x(i\/A2 +B? cos(a)))+ y(i\/A2 + sten(w))+(i\/ A® + B? p) =0

Y al comparar con la ecuacién de la recta en su forma normal XCOS(a))+ ysen(a))— p=0 se

obtiene la ecuacién equivalente de la recta en su forma general

X[ﬁ]w[i\/ﬁ}(iﬁ]:o.

Finalmente, para calcular la distancia d que hay de la recta XCOS(a))+ ysen(a))— p=0 al punto
P(Xl, yl), se requiere trazar una recta paralela a la que pase por el punto P(Xi,yl) y cuya

ecuacién normal es  X€0S(®)+ ysen(w)—(p+d)=0.

El punto P(Xl, yl) pertenece a la recta paralela, por lo tanto, satisface a la ecuacion, esto es

x, cos(@)+ y;sen(w)—(p+d)=0,
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Al despejar el valor de la distancia d se tiene:

d =x cos (w) + y,sen (w) — p

Y al sustituir las expresiones

A B
COSW = —F—— SeNW =———= —pP=

+JA? + B? +JA? + B? P +JA? + BZ

se tiene:

O bien:

Ax,+ By +C
+JA? + B?

La cual es la expresion para calcular la distancia de un punto a una recta.

d=

En resumen, se tiene que la distancia de una linea recta cuya ecuacién en su forma general es
AXx+ By +C =0 al punto Pl cuyas coordenadas son (Xi,yl) se calcula con la expresion
algebraica siguiente:

do \Axl + By, +C\

\/A2 + 82

Resolucion de problemas usando geometria analitica
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a) Distancia de unarecta a un punto

Ejemplo 3.16. Encontrar la distancia del punto P(—Z, —3) alalinearecta 7x—5y—-21=0.

Solucién

Graficamos

En la expresion para calcular la distancia de un punto a una linea recta:

do |Ax, + By, +C|

\/A2 + 82

se sustituyen los coeficientes A=7, B=-5, C=-21 y las coordenadas del punto

R(x.%)=R(-2-3).

Realizando operaciones se tiene:
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Simplificando:

d =_20 unidades.

NiZ]

Ejemplo 3.17. Célculo del &rea de un triangulo. El triangulo  ABC tiene por vértices a los puntos
A(-2,6), B(1,—7) y C(6,8). Hallar el area del triangulo  ABC.

Solucién. Graficamos:

. . " ] bh _
a).- Para calcular el area del triangulo ABC, utilizaremos laformula A= —, donde b esla longitud

delabasey h eslaaltura del triangulo AABC .

Para calcular la base D se aplica la expresion algebraica de la distancia entre dos puntos Pl(xl, yl)
y PZ (XZ ' y2 )

b= (Xz _)(1)2 +(y2 _Y1)2

Para este caso la base sera el lado BC, luego se propone que |:)1(X1!Y1): B(l, —7) y

P2 (Xz, yz) =C (6, 8) . Sustituyendo estos valores en la férmula de distancia entre dos puntos.
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b=(6-1) +(8+7)

Haciendo operaciones se obtiene

b=+/25+225

b=-/250

Para calcular la altura h se aplica la expresion algebraica de la distancia de un punto Pl(xl, yl)a la
linearecta AX+By+C =0.

_|Ax1+By1+C|

h=d=
JA? +B?

En este caso la linea recta sera el lado BC, cuya ecuacion se obtiene utilizando la expresion
algebraica de la linea recta

Y-y — Yo=Y
X=X X, — X,

que pasa por dos puntos B (X, Y,)=B(L-7) y B (x,Y,)=C(68).

Sustituyendo estos valores en la férmula de distancia entre un punto y una linea recta.

o

+7
-1

y+7
Xx-1

[op}
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Haciendo operaciones se obtiene

(BXy+7)=(5)x-1)

3x-y-10=0

Con esto la altura h gue es la distancia del punto Pl(Xl,yl): A(—2,6) a la linea recta
3x—y-10=0,es:

4- A + By, +C]|

/A% + B?

- h

Y al utilizar x, =—2, y, =6, A=3, B=-1 y C=-10 .se obtiene:

(3X-2)+(~1)6)-10
@) + (-1

Y al efectuar operaciones:

Por lo tanto el area del triangulo ABC es:
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J10

o

A

unidades cuadradas.

2

b) Célculo de las ecuaciones de las rectas notables del triangulo

Ejemplo 3.18. Ecuacién de bisectriz. El triangulo  ABC tiene como vértices los puntos A(— 2,6)

, B(1,—7) y C(6,8). Hallar la ecuacion de la linea bisectriz para el angulo ABC.

Solucion.
Nota. La bisectriz es unarecta que divide en dos partes iguales a un angulo.

Graficamos el triangulo dado:

Para encontrar la ecuacion de la bisectriz del &ngulo ABC, primero encontramos las pendientes

de los lados AB y BC utilizando la férmula de la pendiente:
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La pendiente del lado AB , se encuentra utilizando los puntos P (Xl, yl) = A(—Z, 6) y

P, (Xz, y2) = B(l, —7) , al sustituir los datos en la férmula de la pendiente se obtiene:

_—-7-6

142
-13

ey

Para la pendiente del lado BC, se utiizan los puntos B(x,y,)=B(L-7) vy
P, (X, Y,)=C(6,8), lapendiente es:

Ahora, se tiene la posibilidad de calcular el valor del angulo ABC , aplicando la férmula siguiente:

/ABC = ¢ = arctan| "2~ M
1+m,m,

Para este caso, M, = T y m, =3. Alsustituir en la expresion para un angulo entre dos rectas

se obtiene:

3
/ABC = ¢ =arctan| —3

1[0

Haciendo operaciones:
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_22
/ABC = ¢ = arctan| — -
12

/ABC = ¢ = arctan(llj
18

Z/ABC = o =31.4295°

Por lo tanto, el semi angulo es:

<ABC =15.7147°.

Para calcular la pendiente de la bisectriz del &ngulo ABC, se utiliza en forma inversa la expresion:

ZABC m, —m,
=arctan| —=———
2 1+m,m,

donde m, representa la pendiente de la bisectriz y m, la pendiente del lado BC del triangulo

ABC . se requiere la pendiente M, .

Procedimiento para despejar M, :

[ ZABC j m, —m,
tan =
2 1+m,m,

1+ mzml)tan(éABCJ =m,-m,
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ZABC ZABC
m{mltan( > j—l}z—tan( > J—ml

(ZABC)
—tan 5 ™™

m, tan( £ABC j -1
2

m, =

ZABC

Luego, para este caso, los datos son =15.7147° y m, =3, por lo que al sustituir y

realizar operaciones:

o _—tan(15.7147°)-3  —0.2813-3
> 3tan(15.7147°)-1 (3)(0.2813)-1
m, = 32813 _ 51 0474
~0.1559

Ya se conoce la pendiente de la bisectriz y un punto por el cual pasa, con ello, la ecuacion de la linea
bisectriz para el angulo ABC se encuentra utilizando:

y—y; =m(x—x,)

Con B(x,¥%.)=B(L-7) y m=m, =21.0474.

Sustituyendo estos valores se tiene y+7 = 21.0474(X—X1), luego realizando operaciones, se

obtiene la ecuacion de la bisectriz del angulo ABC:
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21.0474x -y —28.0474=0

La gréafica correspondiente es:

2 ! bisectriz )
:"’21 0474x - y - 28.0474 = 07

¢) Calculo de las medianas e interseccién de rectas.

Ejemplo 3.19. Calculo de las medianas de un tridngulo y centroide. Considerando que el
triangulo ABC tiene vértices en los puntos de coordenadas: A(5, 4), B(3, —5) y C(—2,7)
Hallar:

a). Las ecuaciones de las lineas medianas.

b). El punto de interseccion de las medianas.
Solucion

Para encontrar las ecuaciones de las medianas, se requieren las coordenadas de los puntos medios de los
lados del triangulo ABC, utilizando las expresiones algebraicas

Xl+X2 yl+y2
X = = - <
;v YT

y posteriormente se aplica la expresioén algebraica de la linea recta

Y=Y Yo=Y

X=X X, —X

donde (Xl, yl) y (XZ, y2) son coordenadas de dos puntos que pertenecen a la mediana.
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Graficamos el triangulo dado:

________________________

................................

a) Ecuaciones de las medianas

Ecuacion de la mediana correspondiente al vértice C

Primero se encuentra el punto medio del segmento AB.

Con las coordenadas de los puntos P, (x,,Y;)=A(54) y Pz(xz,yZ) =B(3,-5), y con las

expresiones de las coordenadas del punto medio se tiene:

1
El punto medio de la mediana correspondiente al vértice C es el punto M (4’_EJ , Y como la

mediana CM pasa por los puntos C(—2,7), entonces se procede a encontrar su ecuacion utilizando
la expresion algebraica:
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Y—-Y, — Yo=Y
X=X X, =X,

Al sustituir se tiene:

Y al efectuar operaciones y reducir:

—6(y+%j=§(x—4)

—6y—3:§x—30

Multiplicando por 2 y escribiendo la ecuacién en su forma general se tiene:
15x+12y-54=0

Que es la ecuacion correspondiente a la mediana CM.

Ecuacion de la mediana correspondiente al vértice A

Primero se encuentra el punto medio del segmento AB.

Con las coordenadas de los puntos P, (x,,Y,)=B(3,-5) y P, (Xz,yz) =C(-2,7), y con las

expresiones de las coordenadas del punto medio se tiene
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_VitY, 947 2

2 2 2

2 2

X, + X 3-2
le 2 _

y |y 1

N

1
El punto medio de la mediana correspondiente al vértice C es el punto N [z,lj

Y como la mediana AN pasa por los puntos A(5,4), entonces se procede a encontrar su ecuacion
utilizando la expresién algebraica:

Al sustituir se tiene:

y-1 4-1
X_l 5_1
2 2

Y al efectuar operaciones y reducir:

Multiplicando por 2; dividiendo entre 3 y escribiendo la ecuacion en su forma general se tiene:

2x—-3y+2=0

Que es la ecuacion correspondiente a la mediana AN.

Ecuacion de la mediana correspondiente al vértice B
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Debemos encontrar el punto medio del segmento AC.

Identificamos en las expresiones del punto medio a Pl(xl, yl) con el punto A(5, 4) y P, (szyz)

con el punto C(— 2,7), con esto, las coordenadas del punto medio L del segmento AB son:

La mediana AN pasa por los puntos B(3,—5) y L(g,l—zlJ

Aplicamos la expresion algebraica:

Y-V, — Y=V
X=X X, =X,

11

y+5_E+5
x=3 3 _g3
2

efectuando operaciones y reduciendo se tiene la ecuacion de la mediana AM:

-2 (r+8)=2(x-9)

Multiplicando por 2 y dividiendo entre 3:

—(y+5)=7(x-3)
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y escribiendo la ecuacion en su forma general se tiene:

7X+y-16=0

b).- Para hallar el punto de interseccidn de las medianas, se resuelve el sistema de ecuaciones siguiente:

15x+12y-54=0 E

2x—3y+2=0 E,
7X+y-16=0 E,
Realizando las siguientes operaciones:
Ei1+4E;=E> = 23x+0y --46=0 E%
E,+3Ez=E’; = 23x + 0y-46 =0 E’

Con esto se obtiene el punto donde se intersecan las medianas, el punto es 1(2,2) y se le conoce
con el nombre de CENTROIDE.

Se verifica la relacién 1: 2 para la mediana correspondiente al vértice B(3,-5)

diB = J(2-3)° +(2+5) =1+49 =50 = 2dIL

La grafica correspondiente es:
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b) Ecuaciones de las mediatrices

Ejemplo 3.20. Circuncentro de un tridngulo. Hallar las coordenadas del circuncentro del tridngulo
cuyos vértices son A(— 3,7), B(ll,5) y C(—l,—9).

Solucion.

Nota. El circuncentro es el punto de interseccién de las mediatrices del tridngulo.

Graficamos los puntos dados para trazar el triangulo.
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Para encontrar el circuncentro se requieren las ecuaciones de las mediatrices

Ecuaciones de las mediatrices

Para encontrar las ecuaciones de las mediatrices, se requiere conocer el punto medio y las
pendientes de los lados del triangulo

Puntos medios de los lados del triangulo,

Para el lado AB, en las expresiones de punto medio

El punto medio del lado AB es PM ,; (4,6).

Y la pendiente del lado AB es:
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La mediatriz M, es perpendicular al lado AB por lo que su pendiente es la reciproca con signo

contrario de M, , esto es:

La mediatriz del lado AB es la recta que pasa por el punto PM ,; (4,6) y tiene pendiente m, =7

Al sustituiren y—Y, = m(x — Xl), se tiene su ecuacion:

y—6=7(x—4)

Efectuando operaciones se obtiene la ecuacion de la mediatriz del lado AB :

Tx—y—-22=0

Para el lado BC, en las expresiones:

se identifican los puntos B, (X.,y;)=B(11,5) y B, (X,,Y,)=C(-1-9), porlo que

:11+(—1)_

-9+5
Xy =" =5y Yy = -
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El punto medio del lado BC es PMg (5,-2).

Y La pendiente del lado BC es:

La mediatriz M, es perpendicular al lado BC por lo que su pendiente es la reciproca con signo

contrario de Mg , esto es:

La mediatriz del lado BC es la recta que pasa por el punto PM . (5,—2) y tiene pendiente

M, = ——; su ecuacion es:

Haciendo operaciones se obtiene la ecuacién de la mediatriz del lado BC :

6Xx+7y—28=0

Para el lado CA , en las expresiones de punto medio:
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X, +X Y, +VY
XM:221 y yM:221

Identificamos B (Xl, yl) = A(—S,?) y P, (X2 , y2) =C (—1,—9) , por lo que

La mediatriz M, es perpendicular al lado CA por lo que su pendiente es la reciproca con signo

contrario de Mg , esto es:

La mediatriz del lado CA es la recta que pasa por el punto PM, (—2,—1) y tiene pendiente

1
m, =—, al sustituiren y—-Yy, = m(x - Xl) se tiene su ecuacion:

y+1:[;yx+2)

Haciendo operaciones se obtiene la ecuacion de la mediatriz del lado CA:

Xx—-8y—-6=0
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Solucién del sistema de ecuaciones

Para encontrar las coordenadas del circuncentro, se resuelve el sistema de ecuaciones con dos incégnitas
generado por las ecuaciones de las mediatrices, estas son:

IX—y=22 E,
6x+7y=28 E,
X—-8y=6 E,

Proponemos las operaciones 7E,+E,=E, y E,-6E,=E,

55x+0y =182 vy Ox+55y=-8

. ) 18 8
De lo anterior se obtiene X = g y Y=——

55

c) Ecuaciones de las alturas de un triangulo

Ejemplo 3.21. Ortocentro de un triAngulo. Dados las coordenadas de los vértices A(7,9),

B(3,—3) y C(—ll,5) del triangulo  ABC , encuentra las coordenadas del ortocentro.
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Solucién.

Al punto de interseccién de las alturas de un triangulo se le denomina el ortocentro.

Localizar los vértices en sistema de coordenadas.

Y4
T ! 9 T A
[
___________ TR S I

3 -

11 \D 7 ;

-3

B

a) Ecuacion de las alturas

Para la altura correspondiente al vértice C se requiere la pendiente del lado AB,

Al identificar Pl(xl,yl) = A(7,9) y P, (Xz,yz) = B(S,—3) en la expresion

m = Yo=Y
X =X
se tiene la pendiente
-3-9
My = =3
3-7
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La altura correspondiente al vértice C(—ll,5) es perpendicular al lado AB, por lo tanto, su
pendiente es la reciproca con signo contrario de la pendiente del lado AB, esto es

m = 1 1
hT T T
Mg 3
: 1 L
Ya se conoce el punto C(—11,5) y la pendiente m, = _5 de la altura, por lo tanto al sustituir en la

expresion algebraica y—Y, = m(x — Xl)

La ecuacion de la altura correspondiente al vértice C es:
X+3y—-4=0
Ahora, la altura correspondiente al vértice A,

La pendiente para el lado BC cuyos extremos son B(3,—3) y C(—11,5) es:

5+3 4

m = =
¢ _11-3 7

La pendiente de la altura que corresponde al vértice A y es perpendicular al lado BC es:
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S S U
" mBC _ﬂ 4
7
En la expresion y -y, = m(x - Xl) se identifica Pl(xl, yl) = (7,9) y m, =-— =%

BC

Por lo que la ecuacion de la altura es:

En su forma general:
7x—4y-13=0

Y para la altura correspondiente al vértice B, se debe encontrar la pendiente del lado CA, al
identificar P,(x,,y,)=A(7,9) vy P,(X,,y,)=C(~115), la pendiente es:

o _5-9 _2
B¢ _11-7 9

La pendiente de la altura que corresponde al vértice B y es perpendicular al lado CA es:

La altura que corresponde al vértice B cuyas coordenadas son B(3,—3) tiene pendiente M, , = _E

, SU ecuacion es:
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Y en forma general

O9x+2y—-21=0

b) Solucion del sistema de ecuaciones

Las coordenadas del ortocentro es la interseccion de las alturas del triangulo, por lo tanto, se debe
resolver el sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas, esto es, resolver

X+3y=4 E,
7x—-4y =13 E,
Ox+2y=21 E,

Al realizar las operaciones elementales operaciones elementales

E,=E,-7E
E, =E,-9E,

se obtiene el siguiente sistema equivalente:

X+3y=4 E,
Ox—-25y =-15 E,
Ox—-25y =-15 E,

: : , : : 3
Y de la ecuaciéon E, o de la ecuacion E; se obtiene el valor de la ordenada del ortocentro Y = 5

- . . , 11
y al sustituir en la ecuacién E,, se obtiene el valor de la abscisa del ortocentro X = E Las

(11 3)
coordenadas son | —,— |.
55
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La grafica del triangulo con sus alturas es:

___________________________________________

Actividad teérico préactica

Célculo del Incentro de un tridngulo. Encontrar las coordenadas del incentro del triangulo cuyos
vértices son los puntos A(— 7,2), B(4,9) y C(l,—?).

Solucién
Nota. Elincentro es el punto de interseccion de las bisectrices del triangulo ABC.

Inicialmente, se sugiere encontrar las pendientes de los lados del triangulo; con ellas obtener los
semiangulos interiores del tridngulo y de esta manera calcular las pendientes de las bisectrices.
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a) Calculo de las pendientes de los lados del triangulo ABC

Utilizando la expresion algebraica:

Para el lado BC,setiene P, (x,Y;)=B(49) y B (%,Y,)=C(1-7)

Por lo tanto:

-7-9 -16 16
Mge =——F = Yy

1-4 -3 3

Para el lado AC, identificamos P, (x,¥;)=A(-7,2) y B, (X, Y,)=C(L-7).

La pendientees m —_7_2— 9
ACT a5 T g
1+7 8

b) Ecuaciones de las bisectrices

Bisectriz del angulo interior BAC :
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Por lo tanto:

Para la bisectriz del angulo interior BAC se
tiene: J /BAC = arctan
m, —m
ZBAC =arctan| 21 »
1+m,m; el semi angulo es:
donde m, =m —7 m =m,. = 9
2 = AB_lly 1= Mac =7 g /BAC

Para encontrar la pendiente de la bisectriz del angulo BAC , utilizamos:

ZBAC [ m, —m, J
= arctg| ———
1+ m,m,

Donde:

M, = Mgigectriz seac » M = Myc

/BAC = arctan

1

7
4
11

11

=40.41882°

J
8

ol

9
8

)

UNIDAD 3. LA RECTAY SU EC. CARTESIANA

=80.83765295°
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y tg (ABZAC j =tan40.41882° = 0.851633254

Sustituyendo se tiene:

9
0851633054 — 2 g
u (Z] Meisectriz 2
Despejando:
9

0.851633254 — )

mBisectriz /BAC — 9
1+ (8)(0.851633254)

—0.27336655

i =—————=-0.139608961
Bisectriz ZBAC 1958087411

m

La bisectriz del angulo BAC pasa por el punto Pl(xl,yl)zA(—7,2) y tiene pendiente

M = Mg;gecrri; .a = —0.139608961, por lo que su ecuacion es:

y —2 =-0.139608961(x + 7)

0.139608961x + y —1.022737269 =0

Bisectriz del angulo interior ABC.
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Por lo tanto
16_7
ZABC = arctg 3 11
)
1+ — || —
: dngu;loABCE 11 3
Para la bisectriz del angulo interior ABC se 155
tiene -~
Z/ABC =arctg| —33_ | = 46.90915243299°
112
1+ =
/ABC = arctan| 2 —M
1+m,m
el semi angulo es:
16 7
donde M, = Mg, =§ y m =m,, Zﬁ
<ABC = 23.454576216498188°

Para encontrar la pendiente de la bisectriz del angulo ABC, utilizamos

ZBAC m, —m,
=arctg| ——
2 1+m,m,

7
Donde mg = mBisectriz ZABC ml - mAB - ﬁ Y tg(

ZABC

j =0.43387001785749

o (LABC) m, —m,
Al sustituir en tg =

2 ) 1+mm
Se obtiene:
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7

M.: . _
Bisectriz ZABC
11

1+ (11) mBisectriz ZABC

0.43387001785749 =

Despejando:

0.4338700178574 +171

Meisectriz ~aBC = 7
1- (ﬂ)(0'43387001785749)

1.0702336541574

o _ =1.478425248
Bisectriz ZABC 0.723900898

m

La ecuacion de la bisectriz del angulo ABC que pasa por el punto B (xl, yl) = B(4, 9) y que tiene
por pendiente M = Mg;..i, ,apc =1.478425248 , es

y —9 =1.478425248(x — 4)

Y en su forma general

1.478425248x — y +3.086299006 = 0

De donde

ZACB =180°—-46.90915243° —80.83765295°
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ZACB =52.25319462°

Para encontrar la ecuacion de la bisectriz del
angulo interior ACB se la propiedad de la
suma de los angulos interiores de un
triangulo, es decir:

Y el semi angulo es:

ZACB

=26.12659731°
ZACB+ ZABC + ZBAC =180°.

Por lo tanto, la pendiente de la bisectriz se calcula utilizando:

[&j = ang tan [MJ
2 1+m,m

Donde:

ZACB

m2 = mBisectriz ZACB ml = mBC :% y tg( j = 0490470695

se tiene:

. (AACBJ m, —m,
Al sustituir en tg =

2 1+m,m;

16
mBisectriz ZACB — ?
0.490470695 =
16
1+ ? mBisectriz ZACB

Despejando

0.490470695 +136

mBisectriz ZACB = 16
1—(3)(0.490470695)
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5.823804028

Meco = "
Bisectriz ZACB _11 615843707

Meisectriz ~ace = —3.604187709

La ecuacion de la bisectriz del angulo ACB que pasa por el punto F’l(x1 yl) EC(:L —7) y que
tiene por pendiente M = My;oi; oacs = —3.604187709 es

y +7 =—3.604187709(x 1)
En su forma general:

3.604187709x + y +3.395812291=0

¢) Solucién del sistema de ecuaciones

Las coordenadas del incentro, se encuentran resolviendo el sistema de ecuaciones lineales con
dos incognitas que corresponden a las ecuaciones de las bisectrices:

y +0.139608961x =1.022737269 E,
— Yy +1.478425248x = —3.086299006 E,
y +3.604187709x + 0y = —3.395812291 E,

Aplicando el método de suma y resta con las siguientes operaciones elementales:
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C_E L E y +0.139608961x = 1.022737269 E,
52 EZ ' Oy +1.618034209x = —2.063561737 E,
3T Oy +3.464578748x + 0y = —4.41854956  E,

De laecuacion E, se obtiene:

x=-1.275351118

Y al sustituir X =-1.275349727 enlaecuacién E, se obtiene el valor de Yy

y =1.200787518

Las coordenadas del incentro (punto de interseccién de las bisectrices) son:

| (~1.2753,1.20078).

Las distancias del incentro a cada uno de los lados del triangulo son iguales, con ello se
puede inscribir una circunferencia al triangulo.

La ecuacion del lado AB es:

y-9_7. _9)=7(x—4):
a1l de donde 11(y 9)—7(X 4),

por lo tanto 7x-11y+71=0

La distancia del incentro |(—1.2753,1.20078) alarecta 7X—11y+71=0 es
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| (7)(-1.2753)+(-11)1.20078)+ 71|
(7) +@1y

4 _ 48.86432
170

d=3747 u

La ecuacién de la recta BC es:

N—]f; de donde  3(y+7)=16(x—1)

x—1

Por lo tanto
16x—-3y—-37=0
La distancia del incentro I(—1.2753,1.20078) alarecta 16x—-3y—37=0 es

| (16)(-1.2753)+(-3)(1.20078)— 37 |

JasF + (o7

d =3.747 u

Y la ecuacion de la recta CA es:

y+7
x-1

; de donde —8(y + 7) = 9(X —1)

| ©
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UNIDAD 3. LA RECTAY SU EC. CARTESIANA

la ecuacion es 9x+8y+47=0

La distancia del incentro | (—1.2753, 1.20078) alarecta 9x+8y+47=0:

(9)-1.2753)+(8)(1.20078)+ 47 |

Jo) + @)

d =3.747 u

Se comprueba que las distancias son iguales.

AUTOEVALUACION

Ejercicio 3.1.

Obtén el angulo interior R del tridngulo
definido por los puntos R(-3,-2), T(-2,1) y
U(3,2).

a) 22.38°
c) 27.27°

b) 17.37°
d) 37.87° ok

178



GUIA PARA EL EXTRAORDINARIO

Ejercicio 3.2.

Obtén el angulo interior T del tridngulo
definido por los puntos R(-3,-2), T(-2,1) y
U(3,2).

a) 119.74° ok
c) 127.21°

Ejercicio 3.3.

Obtén la medida del angulo sefalado en la
figura que forman lasrectas x —3y+1=0
y4x +5y—2=0.

a) 127°
c) 57.09° ok

Ejercicio 3.4.

Determina la ecuacion de la recta que es
paralela al segmento que pasa por los
puntos A(-4,6) y B(1,-3) y que pasa por el
punto S(1,6).

UNIDAD 3. LA RECTAY SU EC. CARTESIANA

¢

b)
d)

117.34°
128.87°

b)
d)

71.23°
62.21°

4x+3y—38=0
2x—y+20=0
9x + 5y — 39 = 0.
4x+3y—6=0

179



GUIA PARA EL EXTRAORDINARIO UNIDAD 3. LA RECTAY SU EC. CARTESIANA

Ejercicio 3.5.
Determina la ecuacion de la recta que es a) 5x —9y+49 =0.
perpendicular al segmento que pasa por los b) 2x—y+20=0
puntos A(-4,6) y B(1,-3) y que pasa por el C) 9x+5y—39=0
punto S(1,6). d 4x+3y—-6=0

Ejercicio 3.6.

¢, Cual es la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(-6,2) y que es paralela a la recta

yzgx—l?
a) 4x+3y—6=0 b) 4x+3y+30=0
C) 4x—3y+30=0 ok d 2x+y—-6=0
Ejercicio 3.7.

¢, Cual es la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(-5,4) y es perpendicular a la
rectay = —gx + 27

a) 4x+3y—-6=0 b) 3x—4y+6=0
C) 5x—y—-7=0 d) 3x—5y+35=0 ok
Ejercicio 3.8.

¢ Cudl es la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(-4,5) y es paralela a la recta
3x —y—57?

a) 4x+3y—6=0 b) 3x—y+17=0 ok
C) 5x—y—7=0 d) 3x -5y+35=0

Ejercicio 3.9.

¢ Cudl es la ecuacion de la recta en la forma simétrica que pasa por el punto P(4,0) y

Q(0,5) ?

x .y 5
a) Z+E=1 ok b) y=—zx+5
C) Sx+4y—2=0 d) t+2=1
Ejercicio 3.10.

¢, Cudl es la ecuacion de la recta en la forma general que pasa por el punto P(4,0) y Q(0,5)
?

a) Z+i=1 b) y=-2x+5
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C) S5x+4y—2=0 ok d) 5x+4y—-20=0

Ejercicio 3.11.

¢ Cual es la ecuacion de la recta en la forma general equivalente a % + % =1?

X,y _ s
a) Z+E_1 b) y——zx+5
C) Sx+4y—2= d) 5x+4y—-20=0 ok

Ejercicio 3.12.

Se tiene un terreno de forma triangular
cuyos Vértices se ubican en los puntos A(-
3,6), B(3,-2) y C(0,10). Un arquitecto
necesita la ecuacion de la recta que pase
por el punto A y sea perpendicular al lado
BC, observe la imagen de la derecha.

a) 5x—y—-6=0 b) x—4y+27=0 ok
C) 3x—4y+40=0 d) 3x+4y—1=0
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Unidad 4

La parabola y su
ecuacion cartesiana
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La pardbolay su ecuacion cartesiana

Propdsitos: Al finalizar, el alumno sera capaz de obtener la ecuacion de una parabola a
partir de su definicién (foco y directriz) o de elementos necesarios y suficientes.
Identificara sus elementos a partir de la ecuacion.

Resolvera problemas que involucren a la parabola y sus propiedades.

Objetivos Generales de la unidad

Objetivo Conceptual. Los alumnos percibiran a los sistemas de coordenadas como la
nocién fundamental para realizar el estudio analitico de los lugares geométricos.

APRENDIZAJES.

Al finalizar la Unidad el Alumno:

1. Identifica los elementos que definen la pardbola.

2. Reconoce la simetria de la parabola.

3. Obtiene por induccion la definicién de la parabola como lugar geométrico.

4. Deduce la ecuacién de la parabola con vértice en el origen y fuera de él.

5. Entiende que un punto pertenece a una parabola si y solo si, sus coordenadas
satisfacen la ecuacién correspondiente.

6. Determina el vértice, foco, directriz, el eje de simetria y el lado recto de la parabola,
a partir de su ecuacion cartesiana.

7. Grafica parabolas dadas sus ecuaciones y viceversa.

8. Transforma la ecuacion general a la ordinaria para encontrar sus elementos.

9. Resuelve problemas que involucren la interseccion de una recta con una parabola
y entre parabolas.

10. Resuelve problemas de aplicacion.

11. Valora su conocimiento sobre parabola.
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UNIDAD 4

LA PARABOLA Y SU ECUACION CARTESIANA

Introduccién

Hemos comentado que los franceses René Descartes (1596-1650) y Pierre de Fermat (1601- 1655),
se encontraron con la necesidad de resolver problemas que aquejaban en su época, tales como la
comprensién del movimiento de los cuerpos celestes, el estudio de los proyectiles arrojados por los
cafiones, el conocimiento exacto del trayecto de los barcos, problemas sobre el estudio de la luz,
etc. Problemas que antes del siglo XVII eran poco comprendidos. Asi, gracias al estudio de
fendmenos de aplicacién practica, se llegé al estudio fisico y analitico de curvas complejas como la
parabola.

Era conocida una teoria de las secciones cénicas por los griegos, pero nuestros personajes
franceses no estuvieron satisfechos e idearon un método para involucrar al algebra en la
representacién geométrica de estas curvas.

Cafion estadunidense de 6 libras modelo Losas de forma parabélica. Restaurante CDMX.
1841

En esta unidad, te proponemos una serie de actividades para que comprendas los aprendizajes
propuestos.

Presentacion

Al finalizar esta unidad el alumno sera capaz de:

e obtener la ecuacion de una parabola a partir de su definicion (foco y directriz) o de
elementos necesarios y suficientes.
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¢ Identificara sus elementos a partir de la ecuacion.
o Resolvera problemas que involucren a la parabola y sus propiedades.

Para conseguir esta ambiciosa meta, te proponemos una serie de actividades de aprendizaje, teoria
y practicas que estan seguidas de acuerdo con una secuencia ldgica propuesta en el programa de
la asignatura. Se recomienda seguirlas en el orden que se presentan, sin embargo, puedes estudiar
donde consideres necesario, pero recuerda que debes comprender los conceptos antecedentes que
se requieren para su entendimiento.

Conceptos clave

Punto: En el sistema de coordenadas cartesianas, se determina mediante las distancias
ortogonales a los ejes principales, que se indican con dos nimeros: (X, y) en el plano; y
con tres en el espacio (X, Yy, 2).

Coordenadas cartesianas: o coordenadas rectangulares (sistema cartesiano) son un tipo
de coordenadas ortogonales usadas para la representacion gréfica de una relacion
matematica o del movimiento o posicion en fisica.

Foco: El foco de la parabola es un punto, respecto del foco al cual cada punto de la parabola
posee la misma distancia hasta una recta llamada directriz.

Directriz: Una directriz se dice de aquello que marca las condiciones en que se genera algo.

Lado recto: Segmento de recta comprendido por la pardbola, que pasa por el foco y es
paralelo a la directriz. La longitud del lado recto es siempre 4 veces la distancia focal.

Vértice: Es el punto donde la parabola corta a su eje de simetria.

Eje de la parabola: Linea recta que divide a la parabola en dos partes congruentes. Pasa a
través del vértice de la parabola y su foco.

Lugar geométrico: Es el conjunto de puntos que cumplen determinadas condiciones.

Eje focal: Linea recta que divide a la parabola en dos partes congruentes. Pasa a través del
vértice de la parabola y su foco.

Ecuacion general de la parabola: Ax?+Bx+Cx+D=0 (horizontal) y Ay?+By+Cy+D=0 (vertical)

Sugerencias

Este contenido esta dirigido a los alumnos que desean estudiar de manera autodidacta y a su ritmo.
Se recomienda seguir las actividades de aprendizaje y repasar la teoria. Seguir los ejemplos ayudara
a adquirir destreza.

En caso de tener preguntas, se sugiere preguntar al profesor o acudir a asesorias con dudas
especificas. No estd de mas el hacer algunas recomendaciones a los estudiantes para que su estudio
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sea eficaz: leer con atencion cada parrafo y comprender lo que se pide, trabajar en un lugar bien
ventilado, iluminado y silencioso, sentarse cémodamente en una silla con respaldo y en una mesa
libre de obstaculos y tener una libreta de notas para realizar todos los ejercicios propuestos para
adquirir seguridad en esta asignatura. Probablemente alguna de estas recomendaciones no sea
factible de llevarse a cabo por las condiciones de confinamiento sanitario que estamos viviendo, pero
en lo posible, es mejor tratar de respetarlas.

Recuerda que lo méas importante es tener una actitud positiva, el deseo y la intencién de aprender.

Actividad de aprendizaje teérico-practica

La empresa constructora, MICA S. A. de C. V. necesita
determinar la ubicacibn de 15 bodegas que se
construirdn en el estado de San Luis Potosi. La
ubicacion de las bodegas tiene la caracteristica que la
distancia de la carretera internacional (que por ciento
en esa parte es recta) y la distancia a un pozo de agua
ubicado cerca de la carretera el cual abastecera de
agua a estas filiales, es la misma. Un croquis de la
ubicacion de la carretera y el pozo se presenta en la
figura de la derecha.

POZO
¥

| >CARRETERA

Actividades:

1.- Observa cuidadosamente el siguiente video: https://youtu.be/Lo-GkSgE8c4 (6.27 min.), donde se
muestra paso a paso cdmo construir una parabola en una hoja de papel, conocida una recta
(directriz) y un foco. Realiza un diagrama de flujo donde se muestre a detalle el procedimiento de
construccion.

2. En tu cuaderno dibuja una recta que represente la carretera y ubica un punto que represente el
pozo. Para ubicar una de las bodegas sigue las siguientes instrucciones:

1). Con una abertura cualquiera del compas y
haciendo centro en el punto en que se ubica al
pozo, corta a la recta que representa la carretera
en el punto C.

2) Desde este punto C traza una recta (d2)
perpendicular a la recta que simula la carretera.
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3) Traza el segmento que une al punto de la
carretera con el pozo y dibuja su mediatriz.

4) La interseccion de la recta perpendicular y la
mediatriz indica el punto P donde debe
establecerse una bodega. Verificalo comparando
las distancias.

Realiza la misma operacion hasta ubicar las 15
bodegas. Si se unen los puntos de la ubicacién de
las bodegas se observara que forman parte de
una curva que se llama

Definicion de la Parabola como lugar geométrico

UNIDAD 4. LA PARABOLA Y SU EC. CARTESIANA

CARRETERS

rediatriz del
seqmento CP .

La Parabola es el lugar geométrico de todos los puntos en el plano (o la trayectoria de un
punto), que equidistan de un punto fijo (foco) y de una recta fija (directriz).

En otras palabras, la distancia de cualquier
punto de la pardbola al foco (F) es igual a

la distancia del punto a la directriz (DD").

RF =RM, QF =QN, PF =PS

Observacion: El foco (F) no puede ser un punto sobre la directriz.

Elementos de una parabola

FOCO: Punto fijo (F) que nos indica la concavidad de la parabola.

DIRECTRIZ: Recta fija (DD")
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EJE FOCAL O DE SIMETRIA: Recta perpendicular a la directriz (\F) gue pasa por el foco.
VERTICE: Punto (V) sobre el eje focal que se localiza en el punto medio entre el foco y la directriz.
DISTANCIA FOCAL: Distancia del foco al vértice (VF), se designa por la letra p. Es decir: VF = p
CUERDA: Segmento de recta que une dos puntos cualesquiera de la parabola.

CUERDA FOCAL: Segmento de recta que une dos puntos cualesquiera de la parabola y pasa por el
foco.

LADO RECTO: Cuerda focal (LR) perpendicular al eje de la pardbola.
RECTA TANGENTE: Recta que toca a la parabola en un punto.

RECTA SECANTE: Recta que corta a la parabola en dos puntos

recta

directriz secante roote

tangen

L

|- lado recto

Eje focal o de simetria
foco )

( =

véitice cuerda

focal

R

parabola

Ecuacion cartesiana de la parabola.

Ecuacion ordinaria de la parabola horizontal (eje de simetria el eje x) con vértice en el origen

\ (0,0) y foco en el punto F ( p,O).
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Como el foco de la parabola se encuentra en
el punto F ( P, O), la directriz tiene por

ecuacion: X + p = 0.

Utilizando la definicion de parabola se tiene
que:

La distancia del foco a un punto cualquiera de

: : la parébola P (X, y) es igual a la distancia del
s3ogs OMNEECR, |

punto P(X, y) a la directriz.

i i i

Por lo tanto, la distancia del punto P (X, y) alfoco F(p,0) es:

Dy = Jx=py +(y-0f

Usando la férmula para la distancia de un punto a una recta, la distancia del punto P(X, y) ala
directriz es:

X+p
Dyirp =
RN ]

Como las distancias son iguales entonces:

Jx=p) +(y)’ =x+p

Para eliminar el radical, se eleva al cuadrado ambos miembros de la expresion:

2 2
(x—p)+y*=(x+p)
Desarrollando los binomios al cuadrado se tiene:
X2 —2Xp+ p° +y> =x>+2xp+ p°

Al simplificar y despejar y?, se obtiene la ecuacion ordinaria de la parabola con eje de simetria el
eje X .

y® = 4px

Observacion: Si p > 0 la pardbola se abre hacia la derecha.
Si p < 0 la parabola se abre hacia la izquierda.
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Ecuacion ordinaria de la parabola vertical (eje de simetria el eje y) con vértice en el origen
\ (0,0) y foco en el punto F (0, p). La cual es:

X’ =4py

Observacion: Si p >0 la parabola se abre hacia arriba.
Sip <0 laparabola se abre hacia abajo.

Célculo de la longitud del lado recto (anchura focal) utilizando la ecuacién cartesiana de la
parabola.

El célculo se realizara en particular para una
parabola horizontal con vértice en el origen.

Como el foco se encuentra en el punto F ( p, 0)

, los extremos del lado recto son los puntos L y
R.

En virtud de que la abscisa de los puntos L y
L es x= P, al sustituir en la ecuacion de la

parabola se tiene:

y* =4px=4p(p)=4p’

En consecuencia, las ordenadas correspondientes de los extremos del lado recto son:

y=+4p’ =+2p

Los extremos del lado recto tienen coordenadas L( p,2 p) y L'( p,—2 p) y la distancia entre los

dos puntos corresponde a la longitud buscada.
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LR=(p=p)’ +(2p—(-2p))" =16P" = 4p]

unidades.

En la solucion de problemas relativos a la parabola con vértice en el origen se usa el siguiente
esquema:

Parabola horizontal Parabola vertical
DI
2p
L F R
I p |
v IF | :
P 0 p ! :
-2p 0y 2p
2p D P D
D
Ecuacion ordinaria (clasica): Ecuacién ordinaria (clasica):
y® = 4px X2 =4py

Sip >0 la parabola se abre hacia la derecha. Sip >0 la parabola se abre hacia arriba.
Sip <0 la parabola se abre hacia la izquierda. Sip <0 la parabola se abre hacia abajo.

Elementos Elementos
Vértice: V (0,0) Vértice: V (0,0)
Foco: F(p,0) Foco: F(0,p)
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Ecuacion del eje de simetria: Y =0

Ecuacion de la directriz: X=—p

UNIDAD 4. LA PARABOLA Y SU EC. CARTESIANA

Ecuacion del eje de simetria: X =0

Ecuacion de la directriz: Yy =—p

Lado recto (Anchura focal): LR = |4 p| u Lado recto (Anchura focal): LR = |4 p| u
Extremos del lado recto: Extremos del lado recto:

L(p,2p R(p,-2p) L(-2p, p) R(2p, p)
Ejemplo 4.1. Obtener la ecuacion de la parabola con foco en F (0,2) y directriz Y =-2

Solucioén:

Como el foco es F (0, p)y la ecuacion de la
directriz:

y=-p,

De acuerdo al esquema, la parabola es
vertical.

Como p = 2 , sustituyendo en la ecuacion

x* = 4py obtenemos la ecuacion de la
parabola buscada:
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Ejemplo 4.2. Obtener la ecuacion de la parabola con vértice en el origen y directriz X =—3

Solucioén:

Como la ecuacion de la directriz es

X =-3, de acuerdo al esquema, la parabola es
horizontal y la

directriz es de la forma X=-—p, por lo tanto,

p=3.

o . 2 2 .
Al sustituir en la expresion Yy~ = 4pX se tiene
la ecuacion de la parabola:

y? =4(3)x=12x

Extremos del lado recto:

L(p.2p)=(3,3) Yy R(p,-2p)=(3,-6)

Foco: F(3,0)

Lado recto: LR :|4 p|:|4(3)|:12 unidades

Actividad de aprendizaje teérico-practica

Con base a la figura de la derecha,
identifica los elementos de la
parabola.

Foco:

Vértice:

Extremos del Lado Recto (Anchura [
focal): B
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Eje de simetria (eje focal):
Directriz:

Cuerda:

Cuerda Focal:

Radio Vector:

AUTOEVALUACION

Ejercicio 4.1. Hallar la ecuacion ordinaria de la parabola con vértice en el origen y foco en el punto

F(-3,0)

a) y?=—12x ok b) y?=-3x
c) y?=12x d y?=3x

Ejercicio 4.2. Obtener la ecuacién ordinaria de la parabola con vértice en el origen y directriz X = 4

a) y?=—12x b) y%=12x
c) y?=—-16x ok d y?=16x

Ejercicio 4.3. Determinar la ecuacion ordinaria de la parabola con vértice en el origen y foco en
F (O, 4).
a) y?=—16x b) y
c) x?=-16y d x

Ejercicio 4.4. Hallar la ecuacién ordinaria de la parabola horizontal con vértice en el origen, abre a
la derecha y anchura focal LR =6.
a) y?=—12x b) y?=—6x
c) y?=6x ok d)
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Obtencién de la ecuacion de la paradbola con eje de simetria paralelo auno de los ejes
de coordenadas, con vértice en V(h, k).

Parabola Horizontal

Consideramos la parabola con vértice en el origen y foco en F ( p,O) . Supongamos que la parabola

se desplaza K unidades sobre el eje Y.

Al desplazar la parabola K unidades sobre el
eje Y, como se observa en la figura, el vértice

se encuentra ahora en V (0,k) .

por lo que la ecuacién queda como:

(y—k) =4px

Sila parabola con vértice en el origen y foco en
F(p.0) se desplaza en el eje X, h

unidades, en direccion del eje X como se
muestra en la figura, el vértice se encontrara

ahoraen V (h,O).
Tenemos que la ecuacion de la parabola es:

y* = 4p(x—h)

Ahora bien, si el desplazamiento se realiza tanto en el eje X como en el eje Y, h y k unidades

. L. 2 . .y
respectivamente, la ecuaciéon queda como (y—k) :4p(X—h), la cudl es llamada la ecuacién
ordinaria o clasica de la parabola horizontal con vértice en V (h,k) .
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Parabola Vertical.

Realizando el mismo procedimiento en la parabola de vértice en el origen y foco en F (0, p), es

decir trasladando la parabola en los ejes, XY , hy k unidades respectivamente, la ecuacién de la
parabola seréa (X - h)z =4 p(y - k) )

la cudl es llamada la ecuacion ordinaria o clasica de la parabola vertical con vértice en V (h,K) .

Ecuacion ordinaria de la pardbola Horizontal con vértice en V(h, k), a partir de la
definicion de lugar geométrico

Obtener la ecuacion de la parabola con vértice en V (h , k) , foco en F(h + p, k)y directriz

X =h-p.
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Sea P(X , y) un punto cualquiera de la parabola, la distancia de punto al foco debe ser igual a la
distancia del punto a la directriz:

D, =/[(x=(h—p)) +(y—k)’ y Dy = X_ng
igualando las distancias tenemos:

Jx=(h=p)* +(y—k)* =x—h+p

desarrollando y despejando (y — k)2 queda:

(y—k)2 = X*+h%+ p®+2xh+2xp +2hp —x* —h* — p> —2xh + 2xp — 2hp

reduciendo términos semejantes, tenemos:

(y—k)* = 4xp—4hp

Factorizando:

(y—k) =4p(x-h)

Ecuacién general de la pardbola con eje de simetria paralelo a alguno de los ejes
coordenados

Parabola horizontal

La ecuacién de la parabola horizontal con vértice en V (h , k) y foco en F(h + P, k). esta
dada por la ecuacion:

(y—k) =4p(x~h)

Desarrollando tenemos:
y* —2ky+k® = 4px—4ph

igualando a cero, queda la ecuacién:

y> —2ky+k* —4px+4ph=0

ordenando tenemos:

y? —4px—2ky+k*+4ph=0

Sidefinimos D=-4p ; E=—2k y F=Kk® + 4ph entonces se tiene
Yy’ +Dx+Ey+F=0
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en caso de que alguno de los coeficientes fuera un namero fraccionario, podemos volver entera la
ecuacion y tendriamos:

By’ +Dx+Ey+F=0

esta ecuacion se conoce como ecuacién general de la parabola horizontal.

Parébola vertical
De manera similar se obtiene la ecuacion general de la parabola vertical con vértice en V (h , k)
y foco en F(h, K+ p )

AX* +Dx+Ey+F =0

La siguiente tabla es un resumen de las ecuaciones y elementos de la parabola que ayuda en la
solucion de problemas y ejercicios relativos a la misma. Observa que la ecuacion esta dada cuando
el vértice se encuentra en V (h, k), pero se puede usar el esquema para una parabola con vértice en
el origen dandoles el valor cero a hy a k.

ESQUEMA DE LA PARABOLA

Parabola horizontal Parabola vertical
Ecuaciones: Ecuaciones:
ciasica: (Y—k)* =4p(x—h) clasica: (X—h)> =4p(y—k)
General: By’ +Dx+Ey+F =0 General: AX* +Dx+Ey+F =0
o' e
L/’/,f

R
0 h'Phh+p x\'“-,_\_‘ k_p | D'
S 1
D - 0 "
Sip >0 la parabola se abre hacia la derecha | Sj p > 0 la parabola se abre hacia arriba (es

. . : o céncava hacia arriba
Si p <0 la parabola se abre hacia la izquierda )

Si p < 0 la parabola se abre hacia abajo (es
céncava hacia abajo)
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UNIDAD 4. LA PARABOLA Y SU EC. CARTESIANA

Elementos:

Veértice: V (h,k)

Foco: F(h+ p,k)

Ecuacion del eje de simetria: y =K

Ecuacion de la directrizz X=h—p

Anchura focal (lado recto): LR = |4 p|

Elementos:
Vertice: V (h,k)
Foco: F(h,k+p)

Ecuacion del eje de simetria: X=h

Ecuacion de la directriz: y =k — p

Anchura focal (lado recto): LR = |4 p|

La ecuacion general:
By? +Dx+Ey+F =0

Al llevarla a su forma clasica obtenemos:

2
[y+£] _ _g(x )
2B B

De aqui se tiene:

4BD

E
k= — —
2B
 E2-4BF
4BD
ap= - 2
P=" 8

E2—4BF

|

La ecuacion general:
AX® +Dx+Ey+F =0

Al llevarla a su forma clasica obtenemos:

D Y E D? — 4AF
Xt —| = —— | X— ————
2A A 4AE
Se fiene h = — ——
e tllenen= ZA
_ D?-4AF
4AE
se _ B
P=""A

Ejemplo 4.3. Obtener la ecuacion general de la parabola con vértice en V (—2,1) y foco en F(1,1).

Solucién

Podemos observar que las ordenadas del vértice y del foco son iguales, las abscisas son diferentes.
De acuerdo al esquema, la parabola es horizontal (Si se ubican en el plano el vértice y el foco, se
puede observar esto). El vértice se encuentra ubicado enV (h,k), porlotanto h=-2 y k=1

El foco se encuentraen F(h+ p,k)=(1,1), entonces h+ p =1, porlotanto p =3.
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Sustituyendo h=-2,k =1y p =3, en la ecuacion clasica de la parabola horizontal

(y—k)* =4p(x=h) se tiene:

(y-1)%=12(x+2)
Desarrollando e igualando a cero obtenemos la ecuacién en su forma general:

y> —12x-2y-23=0

Los elementos de la parabola son:

vertice: V (h, k) =(-2,1)

Foco: F(h+p,k)=(12)

Ecuacion del eje de simetria: Yy =k
y=1

Ecuacion de la directrizz. X=h—p
X=-5

Anchura focal(lado recto):
LR = |4 p| =12

Ejemplo 4.4. Determinar la ecuacion general de la parabola con focoen F =(-2,2) vy directriz

y=4.

Solucioén.
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Como la directriz Yy = 4, es una recta paralela al eje X, entonces el eje de simetria es paralelo al
eje Y, es decir la pardbola es vertical, de acuerdo al esquema se tiene el foco en
F(h,k+p)=(-2,2),porlotanto h=-2 'y k+p=2

La ecuacion de la directriz es de laforma y=k—p=4, entonces k—p=4

Resolviendo el sistema:
k+p=2 @
k-p=4 (2

se obtienen losvalores k=3 y p=-1

Sustituyendo h=-2,k =3 'y p=-1, en la ecuacion clasica de la parabola vertical:

(x—h)* =4 pP(y—K) se tiene:
(+2)" = 4(y-9

Desarrollando e igualando a cero obtenemos la ecuacion en su forma general:

X’ +4x+4y-8=0

Los elementos de la parabola son: B— : .

\ T
¥ : Diretriz :

Vertice: V (h,k) =(-2,3)

Foco: F=(-2,2).

Ecuacion del eje de simetria: X=h
X=-2

Ecuacion de la directriz: Yy =4

Anchura focal(lado recto): i : 5 5 : 5
LR:|4p|:4 gl | | g | |
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AUTOEVALUACION

En los siguientes ejercicios obtener la ecuacion general de la pardbola que cumple con las
condiciones dadas.

Ejercicio 4.5. Hallar la ecuacion general de la parabola con vértice en V (4,-2) y foco en
F(4,5).

a) x2—8x—28y—40=0 ok b) y

c) y2—8y—28x—40=0 d) y?=3x

Ejercicio 4.6. Hallar la ecuacion general de la parabola con vertice en V (-3,-2) y
directriz X=-5.

a) y?=—-12x b) y>2+4y—8x—20=0 ok

c) y*=6x d) y? =3x

Ejercicio 4.7. Hallar la ecuacion general de la parabola con focoen F(-1,3) y directriz
y="7.

a) x2—8x—28y—40=0 b) x2+2x—8y+41=0 ok

c) y2—8y—28x—40=0 d y?+2y—8x+41=0
Ejercicio 4.8. Hallar la ecuacion general de la parabola con extremos del lado recto en
L(-1,5), R(-1,-11) y vértice en V (-5,-3).

a) x2—8x—28y—40=0 b) x24+2x—8y+41=0

c) y2—8y—28x—40=0 d) 9y?+54y—4x+61=0 ok
Ejercicio 4.9. Hallar la ecuacién general de la pardbola con eje de simetria paralelo al eje

X, con vertice en V(—5,—3) y pasa por el punto P(4,-5).

a) x>?—8x—28y—40=0 by x2+2x—8y+41=0 ok
c) y?+6y—16x—71=10 d y2+2y—8x+41=0
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Transformacion de la forma general de una parédbola a su forma clésica

Ejemplo 4.5. Dada la ecuacion de la parabola 9X° + 24X + 72y +25 = 0 transformarla en
su forma clasica.

Solucién: Para realizar dicha transformacién seguimos los siguientes pasos:

1) Dividimos entre el coeficiente del término cuadratico:

x2+£x+8y+£=0
3 9

2) Agrupamos términos, los que contienen a la variable que esta elevada al cuadrado en el primer
miembro y los que no la contienen en el segundo miembro:

, 8 (4]2 25 16
X+ —X+|=| =-8y - — + —
3 9 9

4) Factorizamos el trinomio cuadrado perfecto en el primer miembro y simplificamos en el segundo
miembro:

5) En el segundo miembro sacamos como factor comun el coeficiente de la variable:
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. . 15 4
LR = 8; Directriz Yy = ? ; eje focal X = —?

AUTOEVALUACION

Si aln persisten preguntas, te sugerimos que observes y analices el siguiente video:
https:/lyoutu.be/FupdiKyCifo.

. . ‘. p 2
Ejercicio 4.10. Dada la ecuacién general de la parabola Y +5x—6y—11: 0 transformarla a su
forma ordinaria y obtener sus elementos.

a) (y—3)2=-5(x—4) ok by (y+3)2=-5(x+4)
11 21 11 21
V(4,3), F(T, 3), X = T V(4,3), F(T,3), X = T
c) (y—3)2=5(x—-4) d (y+3)2=5x+4)
11 21 11 21
V(4,3); F(T’ 3 x=— V(—4,-3); F(T'B); X =

. . ‘. . 2
Ejercicio 4.11. Dada la ecuacién general de la pardbola X + 4x +12y —8=0 transformarla a su
forma clasica y obtener sus elementos.

a) (y—3)2=-5(x—4) by (x+2)?=-12(y—1) ok
V(43); F(%,B); x = % V(=21); F(-2,4); y = -2
c) (x—2)?2=12(y+1) d (y+3)2=5x+4)

V(2,—-1); F(2,—4); y =2 21

V(-4 3'F113' =
(' )l (41)1x_4

. - . 2
Ejemplo 4.12. Dada la ecuacion general de la parabola 2X —10x—3y+8 =0 transformarla a
su forma ordinaria y obtener sus elementos.
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a) (y—3)?=-5(x-4)

V43 FOL 3y x = 2k
(I)) (4l)lx_4
5\2 3 41

o (x-3) =i0-P
yO AL 5173 155
Gl Gk y="70

UNIDAD 4. LA PARABOLA Y SU EC. CARTESIANA

2
B (x-3) =307+ ok
5 3 9. 15
Vg i femgiy=g
@ (v+3) =2+
41 5 5 173 155
Veg i Py g v =5y

Ejercicio 4.13. Dada la ecuacion general de la parabola 4y2 +48x+12y—-159=0 transformarla

a su forma clasica y obtener sus elementos.

a) (y+%)2 =-12(x-2)

25 3 3 50
(8'22)' 0.-2) x=-3

5 3 41

o (x-3) =i0-P
o4l 5173 155
Gl G y="70

b) (x+2)2=-12(y—1)
V(=21); F(=2,4); y = -2

3\2 7
d (y+3) =-12(-) ok
vl 3 gk 3 13
GG =y
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Interseccion entre unarectay una parabola

Se tienen tres casos, la recta y la parabola se pueden cortar en dos puntos, un punto o no se
cortan, como se muestra en las figuras siguientes:

La interseccidn se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones correspondiente.

. . ., . 2
Ejemplo 4.6. Hallar los puntos de interseccidon de larecta X+ Y —3 =0 con la parabola X —4y =0
Solucién.

Resolvemos el sistema:

Xx+y—-3=0 (1)

X* -4y =0 @

despejando de Ec. (1) la variable y, se tiene:

y=3-x 3

Sustituyendo en Ec. (2):
x*—4(3-x)=0

Desarrollando y ordenando:

T 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
X2 +4x-12=0
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Resolviendo la ecuacion de segundo grado
obtenemos X =-6 Yy X,=2

Sustituyendo en Ec. (3) se obtienen las
ordenadas de los puntos. Esto quiere decir
gue la recta y la pardbola se cortan en los

puntos: P(—6,9) y Q(2,1).

UNIDAD 4. LA PARABOLA Y SU EC. CARTESIANA

Ejemplo 4.7. Determinar los puntos de interseccion de la recta 3x+4y—22=0 con la parabola

y>+9x-2y-17=0

Solucién. Resolvemos el sistema:

3X+4y-22=0 (1)

y>+9x—-2y-17=0 )
despejando de x de la Ec(1), se tiene

22 —-4x
3

Sustituyendo en Ec(2) se tiene
y2+9(22;34yj ~ 2y -17=0

Desarrollando y ordenando

y'— 14y +49 = 0

se tiene

Resolviendo la ecuacién de segundo grado
obtenemos X =—2
Sustituyendo en Ec(3) se obtienen la ordenada

del punto, Esto quiere decir que la recta es
tangente a la pardbola en el punto T(-2,7),
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Ejemplo 4.8. Determinar los puntos de interseccion de la recta X—Yy+7=0 con la pardbola

X* +6X+6y-3=0

Solucién. 8

Resolvemos el sistema:

X—=y+7=0

X* +6X+6y—3=0

despejando de Ec(1) la variable y, se tiene
y=x+7

Sustituyendo en Ec(2) se tiene L R 2 g 2 4 6
X’ +6X+6(x+7)-3=0
Desarrollando y ordenando se tiene

Esto quiere decir que larectay la
x> +12x+39=0

pardbola no se intersecan.

Esta ecuacion no tiene solucion en los nimeros
reales debido a que:

b® —4ac = (12)> - 4(1)(39) =-12<0
Posiciones relativas entre dos parabolas.

Se presentan cuatro casos, se pueden cortar en cuatro puntos, en tres, en dos, en uno, o no se
cortan.
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Para encontrar los puntos de interseccion se resuelve el sistema correspondiente.

Ejemplo 4.9. Hallar los puntos de interseccion de las parabolas:

Solucidon. Resolviendo el sistema:

Efectuando la operacién Ec. (1) — Ec. (2) tenemos:

, por lo tanto

Sustituyendo en la ecuacion (2) vy
simplificando, se obtiene:

resolviendo la ecuacion:

y
entonces los puntos de interseccion son:
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