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INTRODUCCION

Bienvenidos a Matematicas |V, lo esencial en funciones polinomiales, racionales, exponenciales, logaritmicas
y trigonométricas. Nos es grato presentar esta obra que puede catalogarse como un libro de texto. Con esta
obra pretendemos hacer accesible el curso de Matematicas IV, que se imparte en el Colegio de Ciencias y
Humanidades de la UNAM, apoyando el éxito de los estudiantes y proponiendo a los profesores opciones
significativas de ensefianza.

Esta obra, que corresponde al producto que nos comprometimos desarrollar en el proyecto de trabajo de area
complementaria del ciclo escolar 2017 — 2018, representa un gran esfuerzo de nuestra parte por desarrollar
de manera pertinente y con calidad todos los propésitos, los aprendizajes y la tematica incluida en la ultima
version del Programa de Estudios de la asignatura de Matematicas IV del Colegio de Ciencias vy
Humanidades. Con este esfuerzo, ponemos en manos del lector una obra que incluye todos los contenidos y
aprendizajes relativos a las funciones que todo estudiante de bachillerato debe conocer y dominar para
continuar con éxito su formacién en esta area del conocimiento.

Por consiguiente, el propésito general de la presente obra, es el de ofrecer un texto que los estudiantes
puedan leer, comprender y analizar, y que el profesor que imparte la asignatura de Matematicas IV en el
Colegio de Ciencias y Humanidades, lo pueda utilizar como guia de apoyo en el desarrollo de su curso. Para
conseguir lo anterior, hemos utilizado un lenguaje sencillo, con oraciones cortas, explicaciones claras y una
gran diversidad de ejemplos seleccionados y resueltos detalladamente, también proponemos una gran
cantidad y diversidad de ejercicios relacionados con situaciones, mismas que seguramente motivaran a los
estudiantes a estudiar matematicas. Conviene sefialar que a esta obra le hace falta afinar algunos elementos,
por ejemplo, falta proporcionar mas apoyos al lector, tales como resimenes, aplicaciones en el marco de la
vida real, actualizarse conforme transcurre el tiempo, etc., sin embargo, creemos y tenemos el firme propésito
de que en un tiempo perentorio sea trascendente en el Colegio de Ciencias y Humanidades, por lo que la
seguiremos complementando.

Descripcion de la presente obra
Apertura de la unidad

¢ Cada unidad inicia presentando los propositos que pretendemos que el alumno logre una vez que haya
concluido el estudio de la misma.

e Contiene las secciones en que ha sido dividida cada unidad.
Secciones

e Inician con los aprendizajes que el alumno debe adquirir durante el desarrollo de la seccion, estos
aprendizajes son los propuestos en los Planes y Programas vigentes de la asignatura de Matematicas 1V del
Colegio de Ciencias y Humanidades de la UNAM.

e En la medida de lo posible y en las secciones que asi lo ameritan, el desarrollo de la tematica incluye
ejemplos que apoyan el desarrollo de los pensamientos inductivo y deductivo en el alumno, con actividades
de exploracion y justificacion, para incrementar las formas de argumentacion del alumno en la resolucion de
problemas.

El eje central de la metodologia didactica se basa en la resolucién de problemas, por lo que incluimos
situaciones problematicas que seleccionamos cuidadosamente con el fin de incrementar el interés y la
curiosidad de los alumnos por la matematica.



e Multiples ejemplos, que presentan soluciones con enfoques variados, algebraicos, graficos, y numéricos. En
estos ejemplos incluimos una variedad de estilos de aprendizaje haciendo hincapié a los estudiantes que
métodos distintos conducen al mismo resultado.

o Exploraciones, que pretenden llamar la atencion del estudiante al descubrimiento de los conceptos
matematicos, reforzando sus habilidades del pensamiento critico fomentandole una comprensién intuitiva de
los conceptos tedricos.

e Figuras, cada unidad contiene multiples figuras que apoyan al lector en la comprension de los conceptos
correspondientes.

e Tecnologia, con el proposito de crear una relacion entre los resultados obtenidos a partir de sus procesos
de pensamiento y los proporcionados por los dispositivos electronicos.

¢ Preguntas, destacan aspectos importantes de los contenidos de la asignatura y tienen el propésito de
ofrecer retos al lector con el fin de incrementar su capacidad de analisis y de reflexion.

¢ Preguntas sobre los conceptos aprendidos. Se refieren a los conceptos relevantes de cada seccion. e
Problemas propuestos. Cada seccidn contiene un conjunto de problemas propuestos que pueden clasificarse
de distintas formas. Los algoritmicos, su nombre lo indica, justifican el fin de reforzar los algoritmos inherentes
a la disciplina. Los de aplicacién, son un reto al lector y se justifican por el hecho de establecer relaciones
entre variables con el fin de crear un modelo que describa la solucién de un problema.

¢ Respuestas a los ejercicios propuestos. Proporcionamos la respuesta de la mayoria de los ejercicios que
proponemos, con el fin de que el lector verifique sus resultados.,

o Autoevaluacion. Cuidadosamente sefialada con el fin de que el lector mida el nivel de aprendizajes
alcanzados.

CARACTERISTICAS INSTITUCIONALES

Texto disefiado y elaborado, tanto para el plan Ordinario como para el programa PAE, con las siguientes
caracteristicas:

e Ubicado en “Produccién de Materiales” Nivel “C” del Protocolo de Equivalencias del Colegio de Ciencias y
Humanidades.

¢ Con las caracteristicas sefialadas en el Glosario de Términos establecido en el Protocolo de Equivalencias
vigente del Colegio de Ciencias y Humanidades.

e Acorde al Programa Modificado de la Asignatura de Matematicas IV.

¢ Congruente con el proyecto de area complementaria propuesto y aprobado por el H. Consejo Técnico del
Colegio.

Invitamos a los lectores a hacernos llegar sus observaciones, comentarios y sugerencias sobre la presente
obra, mismas que recibirdn una especial atencién y respuesta inmediata.

LOS AUTORES
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FUNCIONES
POLINOMIALES

PROPOSITOS:
Al finalizar la unidad el alumno:

Habra avanzado en el estudio de las funciones al introducir
la notacion funcional y la nocién de dominio y rango.
Relacionando la expresion algebraica de una funcién
polinomial con su grafica y analizar su comportamiento.
Con base en la resolucion de problemas y en contexto, usar
las graficas, tablas y expresiones matematicas para
explicar los procesos involucrados.

CONTENIDO

1.1 Funciones y sus elementos

1.2 Funciones polinomiales y propiedades
1.3 Funciones polinomiales y aplicaciones
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FUNCIONES Y ELEMENTOS

APRENDIZAJES
En el estudio de la presente seccién usted:
1. Explorara diferentes relaciones, reconociendo las condiciones necesarias para determinar si una
relacion es funcion, la simbolizara y distinguira el dominio y el rango.
2. Usara la notacion de intervalos para representar el dominio y rango de una funcioén.

Resolver problemas es uno de los propdsitos de las matematicas, el estudio y analisis (resolucion) de diversas situaciones reales
(o hipotéticamente reales) requiere de la construcciéon de un modelo (que puede ser una figura, una tabla, una relacion o la
combinacion de estos elementos) que relacione dos o mas de sus propiedades, asi, los modelos matematicos incluyen (o
pueden ser) relaciones matematicas entre las partes que constituyen el problema, éstas relaciones describen su comportamiento
ylo solucion. En esta obra, trataremos los modelos matematicos conocidos como “funciones”, las funciones son relaciones
matematicas entre variables, mismas que representan un estado especifico de un problema y que el cambio en sus valores
representa un cambio de las caracteristicas del problema.
En nuestra vida diaria todos hemos dicho o escuchado frases como:

“el precio del pasaje esté en funcion (o depende) de la distancia existente hasta el destino”,

“el tiempo que una persona puede hablar desde su “celular” depende (es funcion) del “crédito” que dispone.

“la calificacion final que alguien obtendra en un curso esta en funcién (o depende) de cuanto tiempo le dedique”,

“los ingresos que obtenga estan en funcién (o dependen) del tiempo que trabaje”,
también, en el ambito académico hemos escuchado,

“el &rea de un circulo depende (es funcién) de la longitud de su radio”,

“el volumen de un gas depende de la temperatura”,

“el tamafio de una poblacion depende (es funcién) del tiempo transcurrido”.

EJEMPLO 1.1 (Construccion de modelos utilizando funciones)

a. La leyenda en una distribuidora de granos indica: “maiz, 6 pesos el kilogramo, tara (precio del contenedor, que tiene
capacidad de 50 Kilogramos) 10 pesos”. Si se desea adquirir cierta cantidad de maiz y un solo contenedor. ;Cuanto se
pagara?

i. En la elaboracién de un modelo que describa la situacion antes descrita, debemos tener en cuenta que la cantidad de maiz
adquirida depende de la cantidad de dinero invertido.

ii. Por tanto, la cantidad de dinero a pagar p ( x ) al adquirir x Kilogramos de maizes p( x )=10+6x.

iii. Puesto que x representa una cantidad no negativa, la relacion p( x )=10+6x, se limita a que a la variable x solo se le

asignen niimeros comprendidos entre 0 y 50, inclusive.
iv. La minima cantidad de dinero a desembolsar es el precio de la tara y el maximo es p (50 )=10+6(50 )=310 pesos.

b. Cierta compafiia telefonica indica en su propaganda “costo de la llamada, 80 centavos por minuto (o parte proporcional), mas
comisién por conexion 20 centavos. Se desea construir un modelo matematico de manera que, si se efectla una llamada, y se
posee una cantidad especifica de dinero, proporcione la duracién (en segundos) de la llamada.

i. En la construccion del modelo que describe tal situacion intervienen dos variables: la cantidad de dinero disponible y el tiempo
que dura la llamada.

ii. Si f representa el tiempo de la duracion de la llamada y x el dinero disponible, entonces f (x ) indica que la duracion de
la llamada depende del dinero disponible para ella.

iii. Asi, f (x )=20+80x proporciona la duracion de la llamada en funcion del dinero disponible.

iv. La minima cantidad de dinero utilizada al llamar es 20 centavos, lo que significa que la llamada se interrumpid
inmediatamente. Por otra parte, el costo de la llamada varia desde los 20 centavos en adelante y el tiempo de la llamada desde
los 0 segundos en adelante.

c. Si en el estacionamiento de un centro comercial, |a tarifa por estacionar el automévil es de “cinco pesos por las tres primeras
horas mas quince pesos por hora extra” (o la parte fraccionaria correspondiente), entonces:
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i. En la construccion del modelo que describe tal situacion intervienen dos variables: el pago por estacionar el automdvil y el
tiempo de estacionamiento.

ii. Si f representa el tiempo de estacionamiento y x representa el pago por estacionar el automavil, entonces f ( x ) indica
que el tiempo de estacionamiento es funcién del pago por estacionar el automavil.

iii. Asi f (x)=5,si x es menor o igual que tres horas, f (x )=5+15x si x es mayor que tres horas.

iv. En general, x es mayor o igual a cero horas y f ( x ) asume valores mayores o iguales a cinco pesos.

EJEMPLO 1.2 (Construccién de modelos utilizando funciones)

Los cuatro vértices de un cuadrado (de lado de longitud 10 unidades) se expanden de tal manera que se transforman en
“cuartos de circulo”, dando lugar a la regién mostrada en la figura 1.1 (los cuartos de circulo no se superponen). ¢Cual es el
modelo que describe el area de la regién que no forma parte de los cuartos de circulo en términos de la longitud del radio de los
“cuartos de circulo™?

i. El drea A de la “regidn resultante” generada por la expansion de los vértices depende de la longitud del radio de los “cuartos
de circulo”, esto lo indicamos por A(r ).

ii. Inicialmente, el &rea encerrada por el cuadrado es 100 unidades cuadradas, pero los cuatro cuartos de circulo (de radio de
longitud r ) tienen area de zr?. El area de la region que no forma parte de los cuartos de circulo es A(r )=100- 7z -r?
unidades cuadradas.

r r r r

N
(]

FIGURA 1.1

Puesto que el cuadrado (de lado 10 unidades) contiene un area de 100 unidades cuadradas, entonces la funcién que describe
el area de la figura restante es A(r )=100 -z r? siempre que 0<r <5 (;por qué?). Por otra parte, el area de la region oscila

entre 100—257 y 100unidades cuadradas, es decir, el recorrido (o rango) de A(r )=100—zr? oscila entre 100-257 y

100 unidades cuadradas.
iii. La longitud del radio de un cuarto de circulo estid comprendida entre 0 y 5 unidades puesto que las “expansiones no pueden
superponerse.

g

EJEMPLO 1.3 (Construccion de modelos utilizando funciones)
Un envase cilindrico tiene capacidad de 1000 litros. Se desea determinar la funcion que describe el area de su superficie en
términos del radio del envase. La figura 1.2 muestra la descomposicion del cilindro en superficies planas.

r 2y

2nr

FIGURA 1.2

i. El drea de cada superficie circular es zr? y el area de la region rectangular es 2zrh, entonces el area del cilindro es
A=2zr?+2zrh (que depende de las variables r y h).



SECCION 1.1 Funcionesy sus elementos ||| 5

ii. Dado que las variables r y h estan ligadas por el hecho de que V =1000=zr2h, una de ellas puede escribirse en

términos de la otra, asi h = % .

wTr

iii. Si sustituimos h= @ en A=2zr?+2zrh obtenemos A(r)=2z-r? +M siempre que r >0, funcién que sélo
Tr r
depende de la variable r .

O

En cada uno de los casos anteriores, la palabra funcion se relaciona con el hecho de que la variacion de una caracteristica
proporciona informacién sobre el comportamiento de la otra. Por el hecho de poder medir y controlar (por parte nuestra) la
variable de un modelo, se le nombra “variable independiente”. La variable independiente es aquella propiedad o caracteristica
medible de un modelo que influye o afecta a ofra caracteristica medible del modelo. La variable dependiente es aquella
caracteristica o propiedad del modelo que se desea investigar y que se modifica al cambiar la variable independiente.
Formalmente:

Definicién 1.1 (VARIABLE)

a. Variable: caracteristica medible de un modelo que es susceptible de cambiar.
b. Variable independiente, variable de un modelo que es factible de controlar, modificar o de asignarle los valores.
c. Variable dependiente, variable de un modelo cuyos valores se modifican al asignarle valores a la variable independiente.

Para indicar la dependencia de una variable (dependiente) r de otra variable (independiente) x se utiliza el término de relacion
y la notacion r (x ). La expresion r( x ) se lee “erre de equis”.

® Advertencia: r(x ) no significa r veces x, r(x) es lasalida correspondiente a la asignacion x .

En las situaciones que presentamos en los ejemplos 1.1 a 1.3, estan presentes (ya sea explicitamente o implicitamente):

i. Dos variables (la variable independiente a la que le son asignados niimeros y la variable dependiente que, como su nombre lo
indica, asume un numero cada vez que le es asignado un nimero a la variable independiente), cada una de ellas relacionada
con un conjunto de nimeros.

ii. La relacion (o forma en que se relacionan las variables), misma que se denominada regla de correspondencia o regla de
asociacion.

En este curso sélo son de nuestro interés las relaciones (entre dos variables) que satisfacen las siguientes caracteristicas:

a. Las asignaciones (posibles) a la variable independiente dan origen a un conjunto (llamémosle A) de nimeros reales.

b. Los valores que asume la variable dependiente (una vez hechas las asignaciones a la variable independiente) dan origen a un
subconjunto (llamémosle B ) de nimeros reales.

c. A todo nimero del conjunto A le corresponde un Unico nimero del conjunto B .

Para ciertas situaciones, una funcién puede interpretarse como una maquina que acepta una cantidad de materia prima x
(representada por un nimero real) y que la transforma en cierta cantidad de producto f ( x ) (representado por otro nimero

real). Asi, para la cantidad de materia prima x , la cantidad del nuevo producto producido por la “méaquina” es f(x) (lo
producido por la méquina dependera de la cantidad de materia prima x introducido a la maquina), vea la figura 1.3.

j—) f(x)

FIGURA 1.3
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Cada una de los elementos que componen a una funcion tiene un nombre especifico:

a. Todos los nimeros que es posible asignar a la variable x de manera que f existe (o tiene sentido), constituyen el dominio
de la funcion, y lo representaremos como dom( f ) .

b. Si el nimero real x (que se llama preimagen) pertenece al dom( f ), entonces el nimero real f (x) es la imagen de x
bajo f .

c. El conjunto de todas las imagenes se llama conjunto imagen (también suele llaméarsele rango o recorrido) y lo
representaremos por img ( f ).

d. La forma de “transformar” la asignacion x es la regla de correspondencia o regla de asociaciéon f .

e. La regla correspondencia es determinista, esto significa que la asignacién x a la variable independiente, en dos o méas
ocasiones, arroja la misma imagen f ( x ).

f. Las funciones se representan por letras, en la practica las letras mas usadas para ello son f, g y h, pero cualquiera otra
también se puede utilizar. Si f es una funciény x es un nimero que esta en su dominio, la relacién entre éstas se representa
por f(x) (selee“f de x”, ode forma mas especifica “ f evaluadaen x”).

NOTA
ﬁ Se atribuye a Euler ser el primer matematico que uso por primera vez la notacion f ( x ) para indicar una funcion f

en una variable x .
Las seis observaciones previas son formalizadas con /a definicién 1.2., vea la figura 1.4.

Definicion 1.2 (PARTES DE UNA FUNCION Y FUNCION)

Sean Ay B dos conjuntos de nimeros reales y f la regla que asigna a cada nimero x del conjunto A un Unico nimero en
el conjunto B, entonces:

a. f eslaregla de correspondencia de la funcién.

b. El conjunto A se denomina dominio de la funcion y se representa por A= dom( f ).

c. El conjunto B se conoce como contradominio o codominio.
d. Si x pertenece a dom( f ), entonces f ( x ) eslaimagende x bajo f .

e. El conjunto de todas las imagenes es el recorrido (rango o conjunto imagen; lo representaremos por img ( f )

f. Una funcién es una relacion entre dos variables, tal que a cada asignacion a la variable independiente corresponde
exactamente un valor de la variable dependiente.

La figura 1.4 presenta un esquema de los elementos antes definidos.

regla de
correspondencia,

f

numero de entrada numero de salida
(preimagen ) (imagen)

l l

X — f —a f(x)

imagen
e f(X)

recorrido

[ )
preimagen

dominio contradominio

FIGURA 1.4

NOTA
ﬁ Las propiedades de una funcion dependen de su regla de correspondencia y de su dominio, asi dos funciones con
distintos dominios son diferentes aunque tengan la misma regla de correspondencia.

EJEMPLO 1.4 (Dominio e imagen de una funcion)

a. La funcion con regla de correspondencia f ( x )=x*+5 tiene como dominio dom( f )=IR (puesto que cualquier nimero
real se puede elevar al cuadrado y posteriormente se puede sumarle cinco), su imagen (o rango o recorrido) son los nimeros
reales mayores o iguales que 5, ¢ por qué? (la frase los nimeros reales mayores o iguales que 5 se representa simbélicamente
por { x| x>5 } posteriormente ahondaremos sobre esta notacion).
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b. El area de un circulo depende de la longitud r de su radio, la relacion entre ambas variables es  A(r )=z r?; por tanto, el

dominio estd constituido por los numeros reales no negativos, (lo que simbdlicamente representamos por
dom(A)z{r r>0 }), la imagen (recorrido o rango) es el conjunto de los nimeros reales no negativos (simbdlicamente

img (A )= { Al A=0 }tenga en cuenta que un area es un nimero no negativo que ha sido asignado a una superficie).
Observacion: En un contexto general en el que A(r )=z r? no se interprete como el area asignada a un circulo y la variable r
no represente una longitud, el dominio correspondiente a A( r )= r? son todos los nimeros reales, lo que se representa por
dom(A)=IR.
¢. En un cubo cuyos lados miden x unidades, la relacion v ( x )= x® representa su volumen, puesto que las longitudes de los
lados del cubo son positivas, dominio es dom(V )= { x| x>0 } , la imagen (rango o recorrido) lo constituyen todos los nimeros
no negativos (o que se escribe como img(V )={ Vv V=0 h.
Observacion: Si x es solo una variable y no representa una longitud, entonces dom(V )=1IR e img( V )=IR

g

® 1. La expresién {x \ p(x) } se interpreta como “el conjunto de los niimeros x que satisfacen la condicion p( x )".
2. El simbolo > se denomina relacion de orden total y se lee “mayor o igual que”.

EJEMPLO 1.5 (Imagen de una asignacion a la variable independiente)

a. El volumen de una esfera (globo, balén, canica, etc.) cuyo radio mida r unidades, se calcula con V (r )=%7z( r).La

imagen (volumen) correspondiente a una esfera de radio r=1es V (1 )= %n( 1) = gn unidades cubicas.

b. El area asociada al cuadrado de lado de longitud x se calcula con A( x )=x?. El area asociada al cuadrado de lado 2
unidades, es A( 2 )=2%=4 unidades cuadradas.
c.Laimagende x=3.5 bajo t(x )=85x es t(35)=85(35)=2975.

0
En lo sucesivo, cuando definamos una funcion utilizando una relacion algebraica, asumiremos que su dominio es el mayor
conjunto de numeros reales para los que la relacién algebraica tiene sentido (a menos que se indique otra cosa). Como
consecuencia de esta observacion es justificable la definicion 1.3.

Definicion 1.3 (Igualdad de funciones)

Dos funciones f y g sonigualessiysolosi f =g y dom( f )=dom(g ).

NOTA
ﬁ No basta con que dos funciones tengan la misma regla de correspondencia para ser iguales, jtambién se requiere
que tengan el mismo dominio!

1. La expresion [a , b | se refiere a “todos los nimeros contenidos entre los nimeros a y b (incluyendo los

extremos a y b )y se denomina “intervalo cerrado’.
@ 2. La expresion (a, b ) se refiere a “todos los nimeros contenidos entre los nimeros a y b (no incluye a los

numeros a y b)y se denomina “intervalo abierto”.
3. Las expresiones [a, b))y (a, b] se refieren a “todos los nimeros contenidos entre los numeros a y b (no

incluye al extremo adyacente al paréntesis) y se denominan “intervalos semiabiertos (o semicerrados)”.

EJEMPLO 1.6 (Funciones diferentes con la misma regla de correspondencia)
a. Las funciones f (x )=x tal que dom( f )=[0,1200]y g(x )=x tal que dom( f )=[-100, 100 ] tiene la misma regla

de correspondencia pero distinto dominio, por tanto son diferentes.
b. La funcion f(x )=+/x—4 tiene dominio dom( f )=[ 4, +o0 ), por otra parte, la funcion y g(x )=-/x—4 tal que
dom(g )=( 4, +oo ) tiene la misma regla de correspondencia pero tiene distinto dominio, por tanto f =g .
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2

c. La funcion f(x)=x* tiene dominio dom( f )=( -0, +o0 ) y la funcion g(x)=x* definida sobre

dom( g ):( 0, +oo ), tienen la misma regla de correspondencia pero tiene distinto dominio, por tanto f =g .

EJEMPLO 1.7 (Funciones diferentes con regla de correspondencia equivalente)

2 p—
a. Sean las funciones con regla de correspondencia f ( x )= Lf y g(x)=x+1.
X p—

2
Observe que f( x )= ); _11= ( X+1X)(1X_l)=x+1,sin embargo f =g puestoque dom( f )=IR—{1}=dom(g)=IR.

b. Las funciones f (x )=x*+3 definida sobre [-3,4 ] y g(x )=x*+3 definida sobre [-2,2 ] son distintas por tener
diferente dominio.

2
c. Si f(x ):% y g(x)=x, puede pensarse que ambas funciones son iguales puesto que “algebraicamente son
:3x27

equivalentes’, observe que f( x ) o g( x ), sinembargo dom( f )=1R—{0 }=dom( g )=IR,entonces f =g .

® Si “simplifica” la regla de correspondencia de una funcién su dominio no cambia.

En varios de los ejemplos previos hemos utilizado simbolos especiales para representar los dominios y las imagenes de
funciones (por ejemplo >, [a , b ], entre otros), formalicemos esta notacion.

1. La expresion “ x > a ”, se lee y hace referencia a “los nimeros reales que son mayores al nimero a .

2. La expresion “x>a”, se lee y se refiere a “los nimeros que son mayores o iguales al nimero a .

3. El simbolo IR representa a todos los nimeros reales.

Asi, “el conjunto de los numeros reales menores o iguales que b”y “el conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que
b”, tienen una representacion simbdlica, representacién que incluye el simbolo > que se denomina relacion de orden parcial,
asi:

“El conjunto de los nimeros menores o iguales que b” se representa simbolicamente por x<b ”.

“El conjunto de los nimeros mayores o iguales que b ” se representa simbélicamente por x>b”".

Por otro lado, el simbolo > se conoce como relacion de orden total (o estricta), las frases:

“El conjunto de los nimeros menores que b ”, se representa simbolicamente por x<b ”.

“El conjunto de los nimeros mayores que b”, se representa simbélicamente por x>b”.

El conjunto de los nimeros reales se representa por el simbolo IR y en términos de la relacién de orden total es —o< x < +o0,
expresion que equivale al “intervalo” (— oo, + o0 ) (los simbolos —oo y +oo se llaman infinitos y no representan a un nimero en

especifico, sélo los utilizaremos para referirnos a cantidades “extremadamente grandes e indefinidas” ya sea positivas o
negativas), su representacion grafica es la recta real, vea la figura 1.5.

(i) Elintervalo (—co,+s0 ) no tiene extremos, o en su caso, se encuentran indefinidos.

IR
< } >
0
FIGURA 1.5

El lector debe tener en cuenta que:
a. La interpretacién del simbolo (relacién de orden total) “ > * depende de como se efectla la lectura, asi:
si x>a se lee de izquierda a derecha como “los niimeros reales mayores que el nimero a .
si x>a se lee de derecha a izquierda como “a es menor que el nimero x .
b. La relacion de orden total “ > " se asocia al simbolo “ )" e indica que un intervalo no contiene al nimero extremo.
c. La relacion de orden > se relaciona con el simbolo “ |” e indica que un intervalo contiene al nimero extremo.

d. El conjunto de los nimeros reales se considera abierto (es decir no tiene extremos).
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La tabla 1.1 incluye los distintos intervalos (subconjuntos de nimeros reales) y sus principales caracteristicas como son: su
significado, su representacion como conjunto y su representacion en la recta real.

REPRESENTACION | REPRESENTACION .

TIPODEINTERVALO | . et 10 | como CONJUNTO REPRESENTACION EN LA RECTA REAL
ABIERTO IR
(NO CONTIENE LOS (a,b) {xelR [a<x<b} o o >

EXTREMOS) a b

(a,b] {X€|R \a<x§b} IR
SEMIABIERTO O . >
(NO CONTIENE UNO a b R
DE LOS EXTREMOS _
) [a,b) {xelR |asx<b} < g © >
CERRADO IR
(CONTIENE LOS [a,b] {xelR |[a<x<b| ° o >
EXTREMOS) a b
TABLA 1.1
PARA REFLEXIONAR

¢Por qué el intervalo (—oo, + oo ) es abierto?

EJEMPLO 1.8 (Lectura de intervalos)
a. Elintervalo (-3,6 ), selee “x es mayor que —3 y menor que 6.
(

b. Elintervalo (4,10 ], se lee “x es mayor que 4 y menor o igual que 10”.

c. Elintervalo [ -2.18,-1), selee “ x es mayor o igual que —2.18 y menor que —1”.
d. Elintervalo [2,17 |, se lee “x es mayor o igual que 2 y menor o igual que 17",
e. Elintervalo (—oo , 6 ), se lee “los niimeros reales menores que 6 .

f. El intervalo (—4 , +o0 ) se lee “los nimeros reales mayores que —4".

PARA REFLEXIONAR
) 1. ¢ Cémo representaria un numero real (especifico como un intervalo)?
[ . ;Qué significa 5<x<57

12 g

Para indicar que el nimero x, se ha suprimido del conjunto de los nimeros reales escribiremos IR—{ x, }, 0 en términos de
intervalos, (—co , Xy JU( X, , +0 ).

Es posible combinar dos 0 més intervalos para asi generar otro intervalo. Para unir dos intervalos se utiliza el simbolo “ U ” que
se interpreta “union”.

EJEMPLO 1.9 (Dominio escrito en forma de intervalo)

a. Si f( x)=x%+2x+1, entonces cualquier nimero x, puede evaluarse en f de modo que el dominio son todos los
numeros reales, esto se escribe como dom( f )=( oo, +oo ) o bien dom( f )=IR.

b. Si f( x)=x®-10x-12, entonces cualquier nimero x, puede evaluarse en f de modo que el dominio son todos los
numeros reales, lo que se representa por dom( f )=(—oo , +o0 ) 0 bien dom( f )=IR.

c.En f(x)= 3 cualquier nimero real puede ser asignado a x excepto el nimero 3 (recuerde que no es posible dividir
X -

por cero), en consecuencia el dominio es dom( f )=IR—{3} obien dom(f )=(-c0, 3)U(3, +x).
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d. El dominio de la funcion f ( x )=( x4 es dom( f )=IR—{ —4, 2} o escrito en términos de intervalos como

(x—2) x+4)
dom(f )=(-c0, —4)u(-4,2)u(2, +x).
e. El dominio de la funcion f (x )=+/x es dom( f )={x|x>0 }, escrito en forma de intervalo dom( f )=[0, + ).

f. En f(x)=+/x-2, la variable x s6lo admite asignaciones de numeros mayores o iguales que 2, entonces
dom( f )={x|x>2} obien dom( f )=[2, +0).

g. El dominio de la funcion f (x )=+/3—x es dom( f )={x|x<-3}, escrito como un intervalo es dom( f )=(-co, 3].

g

En las proximas unidades trataremos con diversos tipos de funciones y estableceremos diferentes técnicas para determinar su
dominio, y en algunos casos, su imagen (recorrido o rango), sin embargo, en principio las primeras consideraciones que
debemos tener en cuenta para ello son:

i. “En los nimeros reales esta indefinida la division por el niumero cero”.
ii. “En los nimeros reales estan indefinidas las raices de indice par de nimeros negativos.

NOTA

ZQ} En la determinacién del dominio de una funcién no deben incluirse los nimeros que anulan el denominador o
generan raices de indice par con radicando negativo.

Por tanto,

Las funciones (reales de variable real) tienen asociada una representacion en el plano cartesiano, esta representacion pone de
manifiesto muchas de sus propiedades. En principio, para trazar la grafica asociada a una funcién se requieren técnicas que
estudiaremos mas adelante.

Definicion 1.4 (GRAFICA DE UNA FUNCION)

—T () .

a. La gréafica de la funcion f , eselconjunto G; ={ (x, y): xedom(f) yy
) } en el plano cartesiano es “la representacion

b. La representacion del conjunto G; ={ (x, y ) : xedom(f ) y y=f(x
gréfica de la funcion f .

(D En la literatura es comun llamar grafica de la funcién a una figura y no al conjunto inherente a la definicion 1.4.

La definicién 1.4 asocia a la funcién f una representacion en el plano cartesiano, representacion compuesta por un conjunto de
puntos del plano cartesiano y que en las funciones que trataremos se manifestaran como una linea que llamaremos curva, vea la
figura 1.6.

[,
/ 0 X

FIGURA 1.6

EJEMPLO 1.10 (Representaciones gréficas de funciones)
a. La funcion constante, con regla de correspondencia f (x )=b donde b es unnimeroreal. Si f (x)=b, dom ( f )=IR,e

img ( f )={b },vealafigura 1.7.
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b es positiva

v

v

f(x)=b

f(x)=b b es negativa

FIGURA 1.7

b. La funcion lineal, su regla de correspondencia puede escribirse como f ( x )=mx+b donde m y b son nimeros reales.
m=0 e img( f )=IR, veala figura 1.8.

yh yA

m es positiva \ m es negativa

f(x)=mx+b Nx)=mx+b
/O/ > 0 \ >

FIGURA 1.8

¢. La funcion cuadrética con regla de correspondencia f ( x ):a( x—h )2 +c donde a, h y c son numeros realesy a=0,
tiene asociada una curva llamada parabola. En el primer caso dom ( f )=1IR y conjunto imagen img ( f )=[b , + ), veala
figura 1.9.a. En el segundo caso dom ( f )=IR y conjunto imagen img ( f )=( -, b |, veala figura 1.9.b.

y
A YA
f(x)=a(x-h)>+b f(x)=a(x-h)2+b
a es positivo a es negativo
b

b

0 X 0 S X
a b.

FIGURA 1.9
g

Utilizando la representacion grafica de la funcién f , es posible (entre otras cosas) determinar su dominio y su imagen (recorrido
0 rango), esto se consigue “proyectando los puntos (x , f(x)) de la curva en los ejes coordenados’, asi, el intervalo que
genera la proyeccion de la curva asociadaa f sobre el eje x es el dominio de f ,y elintervalo generado al proyectar la curva
asociadaa f sobre el eje y es el recorrido (0 rango) de la funcién, vea la figura 1.10.

y“ . yA .
curva asociada a f curva asociada a f

proyeccion
sobreel eje y
imagen de f

0 [P al
N 14

proyeccion sobre el eje x

dominio de f

FIGURA 1.10
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EJEMPLO 1.11 (Dominio e imagen utilizando la curva asociada a una funcion)

En cada caso, la curva corresponde a una funcién, proyectando sobre los ejes coordenados se obtiene el dominio y el recorrido,
mismos que luego son representados en términos de intervalos.

a. dom( f )=[-8,8], imagen (recorrido o rango) es el intervalo img ( f )=[0,8].

y
yA yA A

8 8
> Y—
. + 2
) c
52 g
58 E

> -8 0 8 X -8 0 g8 X
8 ° 8 "X K . e 2
proyeccion sobre el eje x dominio de f
FIGURA 1.11

b. dom( f )=(-4,5) eimagen (recorrido o rango) img ( f )=(-2,5).

Ya YA YA
5 5 5

52 2
2 g2 2 2

o c

Lo S

o = ]

» 58 > £ >
4 -2 2 5 X ol -4 -2 2 5 X 4 -2 2 5 X
-2 -2 -2
proyeccion sobre el eje x dominio de f
FIGURA 1.12

c. dom( f )=[-14,12] eimagen img ( f )=[-4,8].

y y Y a

N N\

/. | - / >
14 -8 |8 12 "«

proyeccion
sobreel ejey
(o]
imagende f
y

14 8 8 12 x 14 -8 8 12 X
o4 : 14
proyeccion sobre el eje x dominio de f
FIGURA 1.13

O

No todas las relaciones entre dos variables (numéricas) corresponden a funciones (recuerde que en una funcién, a cada
elemento de su dominio le corresponde una unica imagen).

EJEMPLO 1.12 (Relaciones que no son funciones)

a. La relacién entre las variables x y y dada por (y—1)2 =3(x—2), por ejemplo, si asignamos a la variable x el valor de 3
obtenemos y =1+ /3, es decir, le corresponden dos iméagenes.

b. La relacion entre las variables x y y dada por x?+y?=25, no es una funcion puesto que: si x=3 obtenemos

32 +y? =25 dedonde y=—4y y=4,esdecir le corresponden dos imagenes.
0

La representacién gréfica de una relacién entre dos variables resulta ser un elemento (herramienta) para decidir si una curva
pertenece 0 no pertenece a una funcién. Si en la representacién grafica de una relacién, desplazamos una linea recta a través
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del dominio y solo interseca a su curva asociada en un Unico punto, entonces pertenece a una funcién. Esta caracteristica
fundamenta la “prueba de la recta vertical’ para identificar curvas asociadas a funciones, vea la figura 1.14.

)’A y“ Y, desplazamiento de la
A desplazamiento de la A ! desplazamiento de la o recta de EC:?(CIOE
I recta de ecuacion I recta de ecuacion I 0
X= XO \ X = XO \
| | > I P>
I /° I \ /° I \ Lo
A ., Hg——~X— - 4—s
o ——— X ") X ! oyr——— X
i \J \ curva asociada a f i \/ y curvaasociadaa f i \J cu rvaaasfomada
y
- dominio de f . - dominio de f o - dominio de f s

FIGURA 1.14

ALGORITMO 141

RECONOCIMIENTO DE LA CURVA ASOCIADA A UNA FUNCION
“Una curva, en el plano cartesiano, corresponde a una funcién si y sélo si cualquier recta de ecuacion de la forma x = x,, para

Xy, €n el dominio de la funcién, interseca a la curva asociadaa f en soélo un punto”.

En la curva de la izquierda de la figura 1.15, la recta de ecuacién x = x, interseca a la curva asociada a la relacion R en los
puntos (X, , ¥o ) Y (%, , y1 ), €n consecuencia la curva no corresponde a una funcion. En la curva de a derecha de la figura
1.15 imagine que la recta vertical de ecuacion x = x, es movil y que es posible desplazarla sobre todo dominio de R, observe
que conforme es desplazada sélo la interseca a la curva en un solo punto (el punto ( % » Yo )), €N consecuencia la relacion R
es una funcion.

YA Ya
0 0
(%5 %)) !
™~ I I
w |
05 %)y P % %)
i > : >
0 i "X 0 i 'x
X =% X=X,
FIGURA 1.15

El ejemplo 1.13 muestra la forma de uso del algoritmo 1.1.

EJEMPLO 1.13 (ldentificacion de curvas asociadas a funciones)
a. En la figura 1.16., si desplazamos la recta vertical de ecuacion x=x, a lo largo del eje de las abscisas solo interseca a la

curva asociadaa f en un punto, por tanto las curvas pertenecen a funciones.

N/ A B AN
Vo \/x 0 / X V X

0 X=X, X=X

FIGURA 1.16

b. En la figura 1.17., si desplazamos la recta vertical de ecuacion x=x, a lo largo del eje de las abscisas, interseca a la curva
asociadaa f enmas de un punto, por tanto las curvas no pertenecen a funciones.
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v [
x=x0 X:X0 x=xO
FIGURA 1.17

¢ Qué conceptos aprendi?

PARA COMPLETAR
1. A una variable a la que le son asignados niimeros se denomina

2. Los elementos de una funcion real de variable real son

3. El dominio de una funcion son aquellas asignaciones a la variable independiente de manera que
tiene sentido.

4. Un intervalo es de nimeros reales.

5. Los intervalos de nUmeros reales se clasifican en las tres siguientes categorias:

6. Una €s una asignacion a la variable independiente.

7. El conjunto imagen también se denomina 0

8. Si la curva asociada a wuna funcibn se proyecta sobre el eje de las abscisas, esta proyeccidon coincide con
de la funcion.

CIERTO O FALSO (Justifique su respuesta)
1. Una funcion puede tener dominio sin asignaciones.

2. Dos funciones con el mismo dominio son iguales.

3. Dos funciones con la misma regla de correspondencia son iguales.

4. Una funcién también se denomina variable dependiente.

5. La grafica de una funcién es una figura.

6. Una funcién también se denomina variable independiente.

7. El conjunto imagen de una funcién también se denomina rango de la funcién.
8. Los intervalos de nimeros de la recta real, son abiertos o son cerrados.

9. El dominio de una funcién siempre es un intervalo.

10. Si una recta vertical que se desplaza a lo largo de una curva la “corta” a esta siempre en en un solo punto, entonces la relacién entre las
dos variables involucradas se denomina funcion.

11. Si la curva asociada a una funcion se proyecta sobre el eje de las ordenadas, la proyeccion es el dominio de la funcién.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.1

1. (Volumen de un envase)

Se desea construir un envase cilindrico de manera que la razon
de la altura al radio sea 4.

a. Determine la funcién que describe el volumen del envase en
términos del radio (regla de correspondencia y dominio).

b. Determine la funcién que describe el volumen del envase en
términos de la altura (regla de correspondencia y dominio).

2. (Volumen de una caja)

Se quiere construir un caja con forma de un prisma rectangular,
si el largo debe ser el doble que el ancho y la altura el doble que
el largo.

a. Determine la funcién que describe el volumen de la caja en
funcién de la longitud del ancho.

b. Determine la funcién que describe el area de la caja en
funcién de la longitud del ancho.

c. Determine la funcién que describe la longitud de una de las
diagonales en funcion de la longitud del ancho.

3. (Rectangulo circunscrito)

Un rectangulo esta limitado por el eje x y la semicircunferencia
de ecuacion x> +y2=9 con 0<y<3.

a. Determine la funcién que describe el area del rectangulo
como en términos de su base (regla de correspondencia y
dominio).

b. Determine la funcién que describe el area del rectangulo
como funcién de su la altura (regla de correspondencia y
dominio).

4. (Longitud de un paquete)

Un servicio de paqueteria tiene como norma sélo enviar
paquetes en forma de prisma cuadrangular (ortoedro) que
cumplen con la condicion: altura de 30 centimetros y el largo
del paquete mas la suma del perimetro de la seccién transversal
esde 1.2 metros.

a. Trace una figura adecuada.

b. Determine la funcién que describe el volumen del paquete
como funcién de la longitud del largo del paquete (regla de
correspondencia y dominio).

c. Determine la funcién que describe el area del paquete como
funcion del ancho del paquete (regla de correspondencia y
dominio).

5. (Escalas de temperatura)

Se han inventado muchos instrumentos para medir la
temperatura de forma precisa. Todo empezd con el
establecimiento de una escala de temperaturas. Una escala de
temperaturas asigna un nimero (en grados) a cada medida de
temperatura. Las escalas de temperatura de mayor uso son las
denominadas: Fahrenheit, Celsius y la Kelvin. Como se
presenta en la siguiente tabla, estas escalas proporcionan
diferentes lecturas para un mismo fenémeno especifico.

OF OC OK
El agua hierve a 212 100 373
Temperatura ambiente 72 23 293
El agua se congela a 32 0 273
Cero absoluto -460 | —273 0

a. Determine la funcién que describe la temperatura en grados

°F en términos de grados °C .
b. Determine la funcién que describe la temperatura en grados
°C en términos de grados °F .
c. Determine la funcion que describe la temperatura en grados
°K en términos de grados °F .
d. Determine la funcién que describe la temperatura en grados
°K en términos de grados °C .

6. (Hoja cuadrada)

Se cortan las esquinas de una hoja cuadrada de lado 10
unidades, las esquinas cortadas son “triangulos isésceles en los
que la longitud de los lados iguales mide x unidades.

a. Trace la figura adecuada.

b. Determine la funcién que describe el area de las esquinas
recortadas como funcién de x (regla de correspondencia y
dominio).

c. Determine la funcion que describe el area de la region que
queda al ser recortadas las esquinas (regla de correspondencia
y dominio).

7. (Puerta de un elevador)

Un elevador tiene entrada rectangular y las dimensiones de sus
lados son 2 metros de base y 3.5 metros de altura, las
puertas también son rectangulares y se abren del centro hacia
afuera y se cierran de los extremos al centro (vea la figura).

a. Determine la funcién que describe el area libre en la entrada
del elevador, en funcion de la distancia entre las puertas,
representada por x, cuando éstas se abren (regla de
correspondencia y dominio).

b. Determine la funcién que describe el area cubierta por las
puertas, cuando cada una de ellas se ha desplazado x metros
(regla de correspondencia y dominio).

puerta | puerta

cubo del elevador
8. (Compuerta circular)
a. Un ducto tiene forma circular y su radio mide 4 unidades. La
compuerta que lo cierra es cuadrada y se desplaza
horizontalmente a través del ducto (vea la figura anexa). Nota:

area de un segmento circular A=1( x—senx )r’, x en

radianes.

b. Determine la funcién que describe el area cubierta del ducto
por la compuerta una vez que esta se ha desplazado X
unidades.

b. Determine la funcion que describe el area libre del ducto
cubierta por la compuerta una vez que esta se ha desplazado
X unidades.

b |

ducto
compuerta ducto compuerta
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9. (Ducto y compuerta)

La seccion transversal de un ducto tiene forma cuadrada y su
lado mide 10 unidades. La compuerta que lo cierra lo hace a
partir de las esquinas, tal como lo muestra la siguiente figura.

a. Determine la funcién que describe el area cubierta por la
compuerta del ducto conforme se desplazan sus partes (regla
de correspondencia y dominio).

b. Determine la funcién que describe el area descubierta por la
compuerta del ducto conforme se desplazan sus partes (regla
de correspondencia y dominio).

10. El Ingeniero Pérez gerente de la compafiia “Gas Butano
S.A. de C.V., desea construir un tanque de acero para
almacenar gas L. P. El tanque tiene forma de cilindro circular
recto de 12 metros de largo con una semiesfera en cada base.
El desea controlar el volumen del tanque proporcionando
valores al radio.

Exprese el volumen del tanque en funcién del radio.

11. Un ingeniero en disefio desea construir una bacinica
efectuando una oquedad semiesférica sobre un blogue en forma
prisma cuadrangular de base cuadrada de lado con longitud de
lado de 40 centimetros y altura de 20 centimetros.

Exprese la capacidad de la bacinica en funcién del radio de la
semiesfera.

12. Se desea construir un silo (almacén) en forma de cilindro
circular recto de 20 metros de altura coronado con un cono en
la parte superior, suponga que la altura del cono mide el doble
que su radio.

a. Exprese el volumen del silo en funcién del radio de la base de
la parte conica.

b. Exprese el volumen del silo en funcién de la altura de la parte
conica.

13. Determine la relacidén que proporciona la distancia de los
puntos de la parabola de ecuacion y=16—x> al punto
(6,18 ) enfuncién de x .

14. Determine la funcién que proporcione la distancia de la semi
circunferencia positiva de ecuacion X2 + y2 =25 al punto
(6,16 ) enfuncién de x .

15. Una caja, sin tapa, se construye recortando un pequefio
cuadrado de cada esquina de una hoja de aluminio que mide
90 por 180 centimetros y luego doblando hacia arriba los
lados. ¢ Cual es la funcion que describe el volumen de la caja?

16. ; Es posible que y sea funcion de X ? Explique.
a. y = Calificacion final de un curso.

X = Numero de horas de estudio.
b. y =Probabilidad de contraer cancer pulmonar.

x = Numero de cigarrillos fumados al dia.
c. y =Peso de una persona.

x = Cantidad de comida consumida al dia.
d. y=Tiempo transcurrido en el transporte de casa a la
escuela. x = hora de salida.

17. Determine una relacion que describa cada funcién y luego
calcule f(2).

a. Cinco veces X .

b. Tres veces X mas dos.

c. El cubo de x mas uno.

d. La longitud del perimetro de un cuadrado de lado de longitud
X .

e. El perimetro de un rectangulo de base de longitud 5 vy altura
de longitud h .

18. Determine las imagenes indicadas para la funcion.
a. f(x)=x2—2x—2; f(0), £(2), f(-3), f(1).

f(p)=1/p+3; £(2), f(-2), f(-3).
c. f(w)=w’-w-1; f(-1), f(2), £(-3), 1(4).
d. 9(2)=2"25 9(-4), 9(2), 9(-3). o(2)
e f(x)=i; f(-1), 1(-3), f(4), F(-%).

/2Xx71, f(1), f(2), f(-3).
g. £(x) % £(10), f(100), f(-5).

)
—h

—_
x

\/

19.Sea f (u)=u?+u, determine y simplifique.

f(u)ff(z).

a f(4)-f(2). T

b. f(u)-f(5). d.w.
20.Sea f(u)=u?+u, determine y simplifique.

a. f(-2). d. f(1-x).

b. f(2x). e. f(\/g).

c f(xz). f. f(a+b).

21. Determine el dominio.
a. f(x)=5x-2. g f(x)=-1-x.

b. f(x)=5. h. f(x)=+1-5x

o f(x)=1-6. i f(x ):1X+2X

d f(x)=-3x+1. | f(x)= 2X3_8

o FO0)==6. R r ()= Y
f.f(x)=4/x+12. Lf(x)=, X+t




X+1 1
Cfix)= ) Cf = -
m. f(x) s o. f(x) =
2x+16 1
n f = 2T f(x)= .
(x X% +6X+5 P X2 +2x+20
. X X
n.f(x)-x2+1. q.f(x)—xx_5

22. Dibuje en el plano cartesiano las curvas asociadas a las relaciones.
¢Es y funcion de x ?

a. y=5x-2. f.y—-2x—-4=0.

b. y=5. g y=—x2+5.

c.y:%XZ. h x? +y®=16.
2 2

d x=-6. i. X—+y—=1.
4 9

e. x2+y=0.

23. Determine el dominio y dibuje la curva correspondiente.

2
a 1 (x)=2. d.i(x):xiii);ﬂ.
3x+1 X2 —4X +4
bo(x)=gg ek()="m 5
x? -1
c. h(x): T

24, Determine el dominio, la imagen y dibuje la curva correspondiente.

a. f(x)=x*+3. di(x)=—x*-1.
b. g(x)=-x*+5. e.k(x):%xz.
c.h(x)=x*-2.

25. Trace la curva correspondiente sobre el intervalo indicado.
a f(x)=x*+3,[0,5].

b. g(x)=-x*+5,[-3,3].

c.h(x)=x*-2,[-8,1].

d.i(x)=-x*-1,[3,6].
(

26. Obtenga la imagen correspondiente, el dominio, el recorrido
y las imagenes indicadas.

a.y(0), y(14)yy(-8).g(0) g(10)y
g(-8).

YA

10

>
-Yo g 12 X

-8

SECCION 1.1 Funciones y sus elementos ||| 17

b y(0). y(14) y y(-8) . g(0), g(10)

g
10
7/ 0 8\=x
-8
c.i(-4) i(10)yi(0).
h

27. Igualdad de funciones.
¢Bajo qué condiciones f (x )=g(x)?

3
a.f(x):x):rxyg(x):x2+1
3Xx-6
b 1(0)=2"8 y g (x)=3
2
c. f(x)=x-5yg(x)=" _XS_X3+15
2
d 1 (x)=20 y g (x)=3
1 X+1
o f0)= gyt
2
f.f(x):%ﬁ”lyg(x):x+l.

28. Considere un triangulo equilatero cuyo lado tiene longitud de
X unidades. Construya la funcion que describe el area en
términos de la longitud de la altura.

29. Se inscribe un tridangulo rectangulo en una circunferencia de
radio x unidades. Determine la funcién que describe el
comportamiento del area del triangulo en funcion de la longitud
del radio de la circunferencia (suponga que la hipotenusa
coincide con un diametro).

30. Se inscribe un rectangulo en una circunferencia de radio de
longitud r unidades. Determine la funcién que describe el
comportamiento del area del rectangulo en funcién de la longitud
de uno de los lados del rectangulo.

31. Determine la funcién que describe el area de la region
limitada por:

a. El eje x, eleje y, larecta de ecuacion y=8 vy la recta
vertical de ecuacién x=t con t>0.

b.Eleje x,eleje y, larectade ecuacion y=x+1 ylarecta
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vertical de ecuacion x =t con t>0. 34. ; Son iguales los pares de funciones? Explique su respuesta.
c. El eje x, la recta de ecuacion y=x+1 y las rectas 2
= . Y g a t(x)="""y g(x)=x.
verticales con ecuaciones x =2y x=t con t>0. x2 +1
X
32. Determine la funcién que describe la longitud de un arco de b. f ( X )= Xy g ( X ): 7/;
circunferencia, de radio 6, en términos del angulo subtendido & N
por el arco. e f(x)= VX W) 1
(x)=""ya(x) s
33. Determine la funcion que describe el area de un sector 5 )
circular de radio 6, en términos del angulo subtendido por el d. f(x ): x“+1 yg(x)= x“+1 .
arco correspondiente. X xa/x% +1
e F(x)=Ax"+x* yg(x)=xy/x?+1.
f.f(x)=x*-x* yg(x)=x/x*-1

AUTOEVALUACION

1. ¢ Cuales son las partes que componen a una funcién real de variable real? ;En qué consisten?

2, Proporcione ejemplos de funciones que se encuentran en situaciones de la vida real.

3. Explique, ¢ por qué dos funciones con la misma regla de correspondencia pueden ser diferentes?
4. ; Qué otros nombres recibe el conjunto imagen de una funcion?

5. Destaque la diferencia entre la grafica de una funcién y la curva asociada a una funcion.

6. ¢ En qué consiste la regla para determinar si una curva pertenece o no pertenece a una funcion?

7. Determine el dominio y expréselo en términos de intervalos.

x—-1 2x+3 X X
a. f(x)—T.b. f(x)—4x+6 .. f(x)_xz+1.d. f(x)_ﬁ.e. f(x)=

8. Dibuje la grafica de una funcion de manera que:
a. Su dominio sea el intervalo [1,5 | y su conjunto imagen el intervalo [ 3,6 |.

b. Su dominio sea el intervalo [1,5 ] y su conjunto imagen el intervalo [ 3,6 |.

9. Construya una funcién de forma que:
a. Su dominio sea el intervalo [ —2,10 ] y su conjunto imagen el intervalo [ —6, 30 |.

b. Su dominio sea el intevalo dom(f )=(-o0,2)u(2,+0) y su conunto imagen el intervalo
dom(f ):(—oo , 3)u(3 , +oo).
c. Su dominio sea el intervalo dom(f )=(-c0,0)u(0,4)u(4,+) y su conunto imagen el intervalo
dom(f ):(foo , l)u(l, +oo).




FUNCIONES POLINOMIALES Y
PROPIEDADES

APRENDIZAJES
En el estudio de la presente seccién usted:
3. Comprendera el significado de la notacion funcional y lo utilizara para representar y
evaluar funciones polinomiales.
4. Aplicara la division sintética, el teorema del residuo, el teorema del factor y su
reciproco para determinar los ceros de f y su gréafica.
5. Construira una funcion polinomial a partir de las raices reales de su ecuacién y
bosquejara su grafica.
6. A partir de una funcién polinomial calculara los ceros y realizara su grafica.

Las funciones polinomiales se utilizan frecuentemente en la modelacion y estudio de situaciones relacionas con nuestro entorno,
por ejemplo, en problemas que involucran volumenes de estructuras (arquitectonicas, de maquinas, esculturas, etc.) y problemas
de resistencia de materiales, entre otros. También con base en ellas pueden ser definidas otro tipo de funciones (como las
racionales, las exponenciales y las logaritmicas), suelen utilizarse para aproximar valores (concretamente imagenes) de
funciones trigonométricas y de funciones algebraicas. Las funciones polinomiales reciben este nombre puesto que su regla de
correspondencia es un polinomio.

Definicién 1.5 (FUNCION POLINOMIAL)

p(x)=a,x" +a,  x"+--+a,x° +a,x* +a,x* +a, es laregla de correspondencia de una funcion polinomial en la variable

X, y se caracteriza por:
a. n es un numero entero positivo, es la mayor de las potencias de la variable x , y también es el grado de la funcion.
b. a,, a,4, ..., &, &y, &, a,,donde a, =0 son nimeros reales y se denominan coeficientes.

C. ax", a, X", ax®, ax?, ax y a, son los términos de la funcion polinomial.
d. a,x" es el ttrmino dominante y a, es el término independiente.
e. Su dominio son todos los nimeros reales o una parte de ellos.

En la practica, en p (x)=a,x" +a, ;X" +---+a,x® +a,x* +a,x" +a, se aplican las simplificaciones:

Se escribe: a, en lugar de a,x®, x yno x!, x” por 1x" y no se escriben los términos con coeficiente cero. Vea el ejemplo
1.14.

EJEMPLO 1.14 (Funciones polinomiales y caracteristicas)

Regla de correspondencia Variable Términos Grado Coeficientes
a.  p(x)=x*+x*-10x+25 X x4, x2, ~10x y 25 4 1,1, -10, 25.
9(z)=2°-460z% +1200z 7 42°, — 46022 y 12002 3 4, — 460, 1200.
6 6 1
c. h(w)=1iwt-13 w 1wty -13 6 1,-13,
d. i(r :r“—%r r rey —ir 4 1 -1
e. k(s)=-5s+9 s 5sy 9 1 -5,9.

Las funciones polinomiales tienen como dominio a todos los nimeros reales (dom( p )=IR), lo que garantiza (junto con

algunas otras de sus propiedades que se estudian en otro tipo de cursos) que la curva que tienen asociada es suave y no
presenta “saltos” y/o “picos”.
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@ iSi se redefine el dominio de una funcion polinomial es posible que no se cumplan una o mas de las observaciones del
parrafo anterior!

PARA REFLEXIONAR
Clasifique y determine los caracteristicas de una funcion cuadratica en el contexto de las funciones polinomiales.

En la figura 1.18, solo las curvas mostradas en /los incisos a. y b. pueden asociarse a un funciones polinomiales (en la funcion
correspondiente asociada a la curva del inciso b. se ha prescindido de un nimero del dominio).

y“ Ya Ya A

v

0 > 0 X 0 Mo
/ : i

FIGURA 1.18

Como lo sefialamos en la seccion previa, para obtener la imagen asociada a la asignacidon x = x, bajo la funcién de regla de
correspondencia f , basta calcular f (x, ).

0O EJEMPLO 1.15 (Imégenes bajo funciones polinomiales)
a.Laimagen de x=5 bajo p (x)=x*-10x-25 es p (5)=5*-10(5)-25=550.
b. Laimagen de x=0 bajo p (x)=2x*-10x-2 es p (0)=-2.
U

A continuacion estableceremos algunos de los elementos tedrico — practicos imprescindibles en el trazo de la curva asociada a
una funcion polinomial. Los puntos en los que la curva asociada a una funcién polinomial cruza a los ejes coordenados
presentan gran utilidad en su caracterizacién, la fundamentacién tedrica de la existencia de estos puntos se basa en la
propiedad del valor intermedio, esta propiedad afirma:

Si a la variable x le son asignados todos los nimeros desde a hasta b (a<b), entonces la funcién f asume todas las

imagenes comprendidas entre f (a)y f (b), veala figura 1.19.

@ Bajo una funcién polinomial p , laimagen de un intervalo cerrado es un intervalo cerrado.

y
A f
f(b) frmmmm—m——sy
|
K i
- I I 9
f(a) 71/: !
| | |
| | |
| | |
0 a %o b X
FIGURA 1.19

Asi, la curva asociada a la funcion polinomial f con dominio en el intervalo cerrado [ a , b ], interseca al menos una vez a
todas las rectas horizontales de ecuacion g (x )=k donde f (a)<k<f (b), en la figura 1.20, la propiedad del valor
intermedio garantiza la existencia de los nimeros X, ¥ X, -
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YA f Y a f
10D T — f(b)
k e e
|
f(a) = I f(a)
[
[
[
| > >
0 ‘ a Xy b X X

FIGURA 1.20

O EJEMPLO 1.16 (Interseccion de curvas asociadas a funciones polinomiales)

a. Los puntos de interseccion de las curvas de las funciones g(x)=3 y f (x)=x*+x?+3, se obtienen resolviendo la
ecuacion x* +x? +3=3. Simplificamos y factorizamos la ecuacion x* +x2+3=3 y obtenemos xz( x?+1 ):o , asi la Gnica
solucion real es x=0, La curva asociada a p (x )=x*+x?+3 interseca a la recta de ecuacion f (x)=3 en el punto
1(0,3).

b. Los puntos en que se intersecan las curvas asociadas a las funciones g(x)=1y p (x)=x%-2x*-x+3, son las
soluciones de la ecuacion x*—2x®—x+3=1, ecuacion que es equivalente a x*-2x? —x+2=0, y que tiene como

soluciones a los nimeros x=1, x=-1y x=2. Los puntos de interseccién de ambas curvas se obtienen calculando las
imagenes de las raices, observe que f (1)=1, f (-1)=1ytambién que f (2)=1, por tanto los puntos de interseccion de

las curvasson I, (1,1), 1, (-1,1)e 15 (2,1).
USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
O Verifique los resultados anteriores.

O

Un caso particular de la propiedad del “valor intermedio”, se da cuando g (x )=k =0, es decir, cuando la curva asociada a la
funcion g (x )=k =0 coincide con el eje x . Si f es una funcion polinomial con dominio en el intervalo cerrado [ a , b |, las
imagenes f (a)y f (b) tienen signos opuestos, entonces una de las funciones g (x )=k es cero, vea la figura 1.21. Los
nimeros x, , Xy Y Xo, €N (@, b ), mostrados en la figura 1.21 son de gran utilidad en el trazo de la gréfica de una funcion
polinomial y se denominan “ceros”.

—
—~
X
—
1
o
V)] [——
o

0f al X 0 01 X02 I X
"p f(b) '
FIGURA 1.21

Definicion 1.6 (CEROS Y RAICES)

Sean: la funcion polinomial p (x )=a,x" +a, ;x"* +---+a;x+a, y X, un nimero real tal que p (x, )=0, entonces:

a. x, se denomina cero real (o simplemente cero) de p.

b. Si x, es tal que si al ser sustituido en la ecuacion a,x" +a, ;x" " +---+a,;x+a, =0 genera una identidad, se denomina
raiz.
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jLos ceros (reales) se refieren a los nimeros reales en que la curva asociada a una funcién interseca al eje de las

abscisas!
@ jLas raices se refieren a las soluciones de la ecuacién que se obtiene al igualarla regla de correspondencia de una
funcién a cero!

En la figura 1.22 10s nUMEros Xy, Xpp» Xos Y Xos SON los ceros de la funcion p (x)=a,x" +a, ;x"* +---+a,x+a, . Los
puntos A (X1 , 0), B(Xp ,0), C(%z,0) y D(x4,0) son las intersecciones de la curva asociada a

p(x)=a,x"+a, x" +--+a,x+a, coneleje x.

Ya Yy
\ f f
)%2/\)&3 /L B C
AN \/%fx A 0 D X

FIGURA 1.22

PARA REFLEXIONAR
Proporcione una funcion cuadratica que carezca de ceros.

EJEMPLO 1.17 (Ceros y raices)
a. Sea la funcion polinomial p (x )=x3+x? —4x—4:

i. Si igualamos a cero la regla de correspondencia obtenemos la ecuacion polinomial x®+x2? —4x—4=0, misma que es
equivalente a (x—2 ) x+2 ) x+1)=0, y en consecuencia sus raices son x=2, x=-2 y x=-1.

ii. Los ceros de p (x )=x*+x2 —4x—4, son las raices de x°+x?—4x—-4=0,esdecir x=2, x=-2y x=-1.
iii. la curva correspondiente interseca al eje x enlospuntos I, (2,0), 1, (-2,0)e I, (-1, 0).
b. Sea la funcion polinomial p (x )=6x* —x* —12x.
i. Las raices de 6x° —x*-12x=0 son: x=0, x=23 y x=—14 (verifiquelo).
ii. p(x)=6x>-x?-12x fiene cerosen x=0, x=2y x=—4, puestoque p (0)=0, p (
iii. La curva asociada a p (x)=6x° —x? —12x intersecaaleje x en I, (0,0), 1, (2,0)
USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Verifique los resultados anteriores.
g

Otra propiedad de gran utilidad en el trazo de la grafica de una funcién polinomial es el punto en que interseca al eje y. La
asignacion x=0 genera el punto I, (0, a, ) en la funcion polinomial p (x)=a,x" +a, ;x"* +---+a,x* +a;x+a, , este
punto representa en plano cartesiano la interseccién de la curva asociadaa f con el eje y (eje de las ordenadas), vea la figura
1.23.

A b/ YA

p p p
VY. VARV
A4 =X 0

0 A4 X 0

v

v

FIGURA 1.23
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@ iLa interseccion de la curva asociada a p (x )=a,x" +a, ;X" +---+a,x® +a,x? +a,x+a, con el eje “y”, es el
punto 1, (0, a, )!

EJEMPLO 1.18 (Interseccién con el eje “y”)
a. La ordenada del punto, donde la curva asociada a p (x)=x*+x*-10x+25 interseca al eje “y’, es

p(0)=(0)"+(0)*~10(0)+25=25, el punto de interseccion es 1, (0, 25).

b. Si g(z)=2°-460z2+1200z-2, entonces a, =-2 y la curva asociada a ésta funcion interseca al eje “y” en
I, (0,-2).

c. La ordenada del punto en donde la curva asociada a i (r)=r* —%r interseca al eje “y” es i (0)=(0)* —%(0)=0, el

punto de interseccion es 1, (0, 0).

d.Si k (s)=s°-5s+9, entonces a, =9, entonces la curva correspondiente interseca al eje “y"en 1, (0, 9).
USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Q Verifique los resultados anteriores.

PARA REFLEXIONAR
¢ Existen funciones polinomiales cuya curva no interseque al eje y ? Explique.

La determinacién de los ceros de una funcion polinomial (equivalentemente las intersecciones de la curva correspondiente con el
eje x 0 en su caso las raices de la ecuacion polinomial correspondiente) no siempre es un proceso sencillo, sin embargo,
existen ciertas herramientas algebraicas que brindan un gran apoyo para ello. En el ejemplo 1.16 factorizamos la ecuacién

x®+x%—4x—4=0 Yy luego determinamos sus raices, obtuvimos x=2, x=-2 y x=-1. También comprobamos que
x3+x2 —4x—4=(x-2)x+2)x+1)=0, por tanto, cuando una ecuacion polinomial se encuentra factorizada (y sus factores

son lineales), la determinacién de sus ceros (en caso de existir) es inmediata. Estas observaciones nos conducen a establecer
métodos para factorizar ecuaciones polinomiales para luego determinar sus raices. Una de las ideas basicas de la factorizacion
de polinomios consiste en determinar una de sus raices (0 en su caso un cero), para posteriormente efectuar una divisién de

polinomios, esto es, si x=x, es unaraizde a,x" +a, ;x" " +---+a;x* +a,x* +a,x+a, =0, entonces x—x, €s uno de sus
factores. Establezcamos los elementos para dividir polinomios. Sea p el polinomio dividendo (el polinomio que va a ser
dividido), el polinomio divisor d ( x ) (el polinomio que divide) el cociente ¢ (polinomio resultante) y el residuo r, la figura 1.24
muestra los elementos mencionados.

c(x)

ao) [ eoo p(x)=c(x)d(x)+r

FIGURA 1.24

La operacion dﬂ (donde el grado del polinomio p es mayor o igual que el grado de d) puede expresarse de la forma

p=cd-+r ,cuando r=0 sedice que d divide exactamentea p.

PARA REFLEXIONAR
En p=cd+r, ipuede ocurrirque d =07

Formalizacion de la propiedad anterior.
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Propiedad 1.1 (ALGORITMO DE LA DIVISION PARA POLINOMIOS )

Si d(x) y p(x)=0 son polinomios, entonces existen los polinomios Unicos c(x) y r(x) tales que
p(x)=c(x)d(x)+r(x), r(x)=0, o bien, r(x) tiene un grado menor que p( x ). El polinomio c(x) es el
cociente y r( x ) es el residuo que resulta de dividir p(x ) por d(x ).

EJEMPLO 1.19 (ldentificacion de los elementos de una division)
3 2
BCHOXT X2 502 L 19xr154 28
X—2 X—2
Dividendo p ( x )=3x* +6x® —9x—12, divisor d( x )=x—2, cociente: ¢ ( x )=3x* +12x+15 y residuo r=18.

b. Observe que p(x )=c(x )d(x )+r(x ):(3x2 +12x+15Xx—2 )+11=3x> +6x% —9x 12,

a.En

0
A continuacién revisaremos el algoritmo para dividir polinomios.
EJEMPLO 1.20 (Algoritmo en la division de polinomios)
Para dividir p(x )=x®+x-66 por d(x )=x—4 se procede como sigue:
se obtuvo de 4_;(2: 4
_x3: o se obtuvo de T %(: 17
X
X+ 4x + 17
X-4 | 3+ 0x’+ x - 66
_X3+ NG resultado de -x 2(x- 4)
4x2 + X se obtuvo al simplificar
-4x%+ 16x resultado de -4x(x-4)
17x - 66 se obtuvo al simplificar
-17x + 68 resultadode -17 (x-4)
2 se obtuvo al simplificar
o =66+ X+ X5 . 5 .
La division — tiene por cociente ¢ ( x )=x? +4x +17 yresiduo r=2.
0

El proceso mostrado en el ejemplo 1.20 puede simplificarse y posteriormente generalizarse para asi obtener el algoritmo conocido
como “divisién sintética”. Ahora simplificaremos el método antes descrito (y a la vez presentar el algoritmo conocido como
“division sintética”):

1. suprimimos “x”y sus potencias 2. omitimos los términos que resultan de
) multiplicar el nuevo cociente por “x”
X+ 4x + 17 1+ 4 17 1+ 4 17
2
x-4| x§+0x+x-66 4 1 0 1 -66 4]l 1 0 1 -66
X+ A -1
4%+ x 4 4
-4x%+ 16x -4 16 16
17x - 66 17 -66 T
-17x + 68 -17 68 - 68
2 2 2
3. comprimimos las operaciones 4. El Gltimo namero de la tercera fila corresponde
1+ 4 +17 al numerador del residuo, los nimeros anteriores son
los coeficientes del cociente que es un polinomio de
-4 1 0 1 -66 grado dos
4 16 -68
c(x)=x%+ 4x + 17 r=2
4 17 2
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El proceso anterior da origen al “algoritmo de la division sintética”, algoritmo que en muchos casos reduce (simplifica) la

P

operacion a unas cuantas operaciones aritméticas.

0

ALGORITMO 1.2 (DE LA DIVISION SINTETICA)

Para efectuar la division

X~ Xo | ax" +a, X" ra, X"+ rax +axt +a,
1. Ordene los términos del polinomio dividendo p en forma descendente y ponga en una primera fila los coeficientes,

sustituya con un cero el coeficiente del término que falte.
2. Escriba X, “el divisor sintético”, en la primera fila y a la izquierda de los coeficientes.

3. Ponga el coeficiente del término de mayor grado a,, al inicio de la tercera fila.

4, Multiplique a, por x, ; escriba el producto a, -x, en la segunda fila, exactamente debajo de a, ,, sume con a,; v
escriba la suma a, x, +a,_en la tercera fila bajo a,_; .

5. Multiplique la suma del paso cuatro por x, ; escriba el producto en la segunda fila bajo a,_,, simelo a a,_, y escriba la
suma en la tercera fila debajo de a,_,.

6. Repita el proceso del paso cinco hasta que haya sumado un producto al término constante del polinomio a, .

Los primeros n nimeros de la tercera fila son los coeficientes del cociente, que es un polinomio de grado n—1 , y el tltimo
nimero r de la tercera fila es el residuo.

La figura 1.25 es un esquema que indica la forma de usar del algoritmo de la division sintética.

n n-1 n-2 n-3
X=X | anx + an)i + an_é + >§ + + alx + ao SIGNIFICADO
a, $ colocar
términos

a
ﬂ En En-l "i-z En-3 E1
[ER1CN I | T | sumar
ad d i i / l términos
7 — — > — —

pd

coeficientes | an | | | | | | r | multiplicar

T T T T T T términos
v v J v [} ! r “or del
n-1 n-2 n-3 n-4 i numeraaor de

DX D X DX DX D X r residuo

FIGURA 1.25
EL ejemplo 1.21 ilustra el algoritmo de la division sintética en la division de polinomios.

EJEMPLO 1.21 (Divisién sintética de polinomios)

a. Resolvamos por division sintética 4] 5 -8 2 -6
X -4 | 5x% 8x% 2x-6 20
1. Los términos de los polinomios ya estan ordenados 5 12
de forma decreciente. 5. Repetimos el paso anterior utilizando todos los
2. Listamos los coeficientes. coeficientes.
4] 5 -8 2 -6 4] 5 -8 2 -6
20 48 200
3. Bajamos el primer coeficiente a la fila tres. 5 12 50 194 €— residuo
il 5 .8 2 -6 6. Los primeros tres nimeros de la tercera fila son los
coeficientes del cociente ¢ (x ), el Ultimo término es el
- residuo, entonces ¢ ( x )=5x? +12x+50 y r =194, por
4, Multiplicamos el primer coeficiente de la fila tres por tanto
; F 3 g2 _
4y colocamos el resultado abajo del siguiente 5x° —8x“ +2x—6 52 4124504 194 .
coeficiente, efectuamos la suma. X—4 X—4
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a. Resolvamos por divisién sintética

x -4 | 5x% 8x2% 2x-6
1. Los términos de los polinomios ya estan ordenados de

forma decreciente.
2. Listamos los coeficientes.

4] 5 -8 2 -6

3. Bajamos el primer coeficiente a la fila tres.

4] 5 -8 2 -6

5
4. Multiplicamos el primer coeficiente de la fila tres por
4 y colocamos el resultado abajo del siguiente
coeficiente, efectuamos la suma.

4| 5 -8 2 -6

20

5 12
5. Repetimos el paso anterior utilizando todos los

coeficientes.

4] 5 -8 2 -6

20 48 200

5 12 50 194 «— residuo,
6. Los primeros tres numeros de la tercera fila son los
coeficientes del cociente ¢ (x ), el tltimo término es el

residuo, entonces c( x )=5x*+12x+50 y r=194,
por tanto
194

3_ 2 _
X" —8X+2X—6 o2 15 50, 194
x—4 Xx—4

b. Resolvamos por divisién sintética

x+2 | 2x*-x - 11x * 4x + 14
1. Los términos de los polinomios ya estan ordenados de
forma decreciente.
2. Listamos los coeficientes.

ﬂ 2 1 -1 4 14
3. Bajamos el primer coeficiente a la fila tres.

ﬂ2-1-11414

2
4. Multiplicamos el primer coeficiente de la fila tres por

-2 y colocamos el resultado abajo del siguiente
coeficiente, efectuamos la suma.

5. Repetimos el paso anterior utilizando todos los
coeficientes.

2 5 -1 6 2 <«—residuo
6. Los primeros cuatro nimeros de la tercera fila son los
coeficientes del cociente ¢ ( x ), el Ultimo término es el
residuo, entonces c¢( x )=2x*-5x* -x+6 y r=2,
por tanto
4 43 _ 2
2X7 =x7 =11x“ +4x+14 o3 5% x4+ 64 2 .
X+2 X+2

a,x" +a, X" +-+a

Supongamos que la division —
X=X

n n-1
a, X" +a, X"+t X+a,

X—Xg

n-1
=b, X" +--+bx+by +

X+a . . .
9 tiene un residuo, es decir

X—Xg

Ahora multiplicamos ambos miembros de la ecuacion anterior por x—x, y obtenemos

n n-1 n-1
a,x" +a, ,x +---+alx+a0=(bn,1x +--+b X+, Xx—x0 )+r .

Asi, p(x)=a,x"+a, X" +---+ax+a, :(bn,lx”‘1+~~-+b1x+b0 Xx—x0 )+ry

p( % ):(bn_lxon’l+-~-+b1x0+b0 Xxo—x0 )+r=r,enconcreto p(x, )=r.

@ iEl hecho de que p(x, )=r significa que se puede evaluar una funcion polinomial por medio de una division de
polinomios y que se puede obtener el denominador del residuo de una divisién de polinomios evaluando una funcién!
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EJEMPLO 1.22 (Antecedentes del teorema del residuo)
3 _ 2 _
a. En el ejemplo 1.21.a. obtuvimos wzsﬂ +12x+50+£44, si multiplicamos por x—4 ambos miembros
X—= X—
obtenemos 5x° —8x? +2x—6 = (x—4 ) 5x +12x+50 }+194.
Asi p(x)=5x*—8x? +2x—6=(x—4 ) 5x2 +12x+50 )+194 , donde p(4)=194.

5x% —8x2 +2x—6 |

i p(4) esigual al residuo de la division .
X_
4 3 _ 2
b. En el ejemplo 1.21.b. obtuvimos 2x_ =X 11)(2 ax+14 =2x3—5x2—x+6+i2, si multiplicamos por x+2 ambos
X+ X+

miembros de esta ecuacion se obtiene 2x* —x® —11x? +4x+14 = ( x+2 )(2x3 —5x* —x+6 )+2.
Asi, p(x)=2x* —x® —11x2 + 4x+14=(x+2 | 2x° —5x2 —x+6 }+2, donde p(-2)=2.

, , Coe o 2xt - x3 - 11X 4+ 4x + 14
i p(—2) esigual al residuo de la division <X ~X T2 FXTE,

X+2
0
Las observaciones del ejemplo 1.16 son casos particulares de la propiedad conocida como teorema del residuo.
Proposicion 1.1 (TEOREMA DEL RESIDUO)
| Si la funcién polinomial p se divide por x — x,, entonces su residuo es p( Xo ) |
@ iUn uso correcto del teorema del residuo requiere que el numerador del residuo sea independiente de la variable (en
nuestro caso x )!
EJEMPLO 1.23 (Obtencién de una imagen utilizando una divisién)
a. Utilicemos una division para calcular p (-2 ) cuando p(x)=x®+2x* -3x-8.
x3+2x% —3x-8 .. . L ,
La division que tenemos que efectuar es B R utilizando el algoritmo de la division sintética se obtiene
X+
2] 1 2 -3 -8
-2 0 6
1 0 -3 -2 «— residuo
Asi, p(-2)=-2.
b. Utilicemos una division para calcular p(2) si p(x)=5x*-8x*-15x-18.
5x* —8x? —15x-18 5x”* +0x® -8x* -15x-18
Esto es, = .
X—2 X—2
Al utilizar el algoritmo de la division sintética se obtiene
2] 5 o -8 -15 -18
10 20 24 18
5 10 12 9 0 <«— residuo
Asi, p(2)=0.
g

Con el teorema del residuo, también es posible obtener el residuo de la operacién x — x0> p (cuando p es una funcion
polinomial) evitando efectuar la division.

EJEMPLO 1.24 (Calculo del residuo evaluando en una funcién)
4 3 2
a. El residuo de 2%~ ;le FAXTB o p(1)=2(1)" —(1) —8(1)2 +4(1)+8=5.
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+x*-8x%* +4

5
b. El residuo de i1 es p(-1)=(-1F +(-17-8(-17 +4=—6.

O

. . . ' X .
P__ el residuo es cero y el cociente es el polinomio c(x), entonces al ):c(x)+0, o bien,
X — X, X — Xg

Si en la divisién

%:c(x), es decir p(x)=(x—x, )c(x), esto significa que ( x—x, ) es un factor de la funcion polinomial p .
)

EJEMPLO 1.25 (Antecedentes del teorema del factor)
Sea p (x)=x*-7x%+6x.

4 _ 2
. %zxtx2 +6x Y tiene residuo cero, por tanto p(x):x“—7x2+6x:(x—1)(x3+x2—6x).
X_
xP—7x2+6x 5 2 ; : 4 2 3 2
b e B St y tiene con residuo cero, entonces p (x )=x* —7x +6x:(x—2)(x —2x —3x).
X_

c. Resumiendo, si p (x)=x*—-7x? +6x, entonces

FORMA FACTOR | CERO (O RA|Z) RESIDUO
p(x):(x—l)(x3+x2—6x) x—1 x=1 r=0
p(x)=(x—2)(x3—2x2—3x) X—2 X=2 r=0

Estas observaciones son validas para cualquier funcién polinomial y su formalizacién se conoce como “teorema del factor”.

Proposicién 1.2 (TEOREMA DEL FACTOR)

La funcion polinomial p(x)=a,x" +a, ;x"* +---+a,;x+a, tiene un factor x—x, siy solosi p(x, )=0.

PARA REFLEXIONAR
Rescriba el teorema del factor en términos del teorema del residuo.

El teorema del factor es util para decidir cuando el nimero (en el dominio de la funcién polinomial) x=x, es un cero de una
funcion polinomial. Veamos el ejemplo 1.26.

@ i X—x, es un factor de la funcién polinomial p siy sélo si la divisién x—x, ) p tiene como residuo r=0!

EJEMPLO 1.26 (Uso del teorema del factor)
a. ;Es x—3 un factor de la funcion p (x )=2x®-3x* -5x-12?

Si puesto que p (3)=2(3)*-3(3) —5(3)-12=54-27-15-12=0.
b. ;Es x+1 unfactorde p (x)=2x*-3x?-5x-127?
No puesto que p (-1)=2(-1)°-3(-1) -5(-1)-12=-12.

El teorema del factor, el teorema del residuo y los ceros de una funcién polinomial se relacionan de la siguiente forma:;
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Proposicion 1.3 (EL TEOREMA DEL FACTOR, EL TEOREMA DEL RESIDUO Y LOS CEROS)

P

0
a. El residuo es la imagen del nimero x, bajo p, es decir p(x, )=r.

b.Si r=0, entonces x-x, esun factorde p y viceversa, si x—x, esun factorde p,entonces r=0.
c.Si r=0, entonces x=x, esuncerode p y viceversa, si x=x, esuncerode p,entonces r=0.

Sean: p una funcién polinomial y r es el residuo de la operacién , entonces:

EJEMPLO 1.27 (El teorema del factor y el teorema del residuo)
a. Sea p(x)=2x*-7x%-8x* +14x+8, se desea evaluar p(4 ), para ello utilizaremos el algoritmo de la division sintética,

asl
i’ 2 -7 -8 14 8
8 4 -16 -8

2 1 -4 -2 0
Entonces el residuo es r=p(4)=0, portanto x=4 esuncerode p y x—4 es uno de sus factores.

b.Si p(x)=2x*-7x-8x* +14x+8, para obtener p(1) puede utilizarse division sintética, asi

1] 2 -7 -8 14 8

2 -5 -13 1

2 -5 -13 1 9
Entonces p(1)=9.

@ iPara verificar que x=x, es un cero (equivalentemente, x—x, es un factor) de p, la operacion x — x, W debe
tener residuo cero!

EJEMPLO 1.28 (El teorema del factor y el teorema del residuo)

Evaluemos p(x )=2x*—x®-11x® +4x+12 en: -2 y 1, para luego determinar cuales de estas asignaciones corresponden a
Ceros.

a.Para x=-2, p(-2)=2(-2)" —(-2)° -11(-2)* +4(-2)+12=32+8-44-8+12=0, entonces x=-2 es un cero de
p Yy x+2 esuno de sus factores.

Estos resultados también se obtienen empleando una division sintética y luego el teorema del residuo

i|2-1-11412

-4 10 2 -12

2 -5 -1 6 0 «— residuo
en consecuencia p(—2)=0y x=-2 esuncerode p(x )=2x*-x®-11x? +4x+12, también x+2 es uno de sus factores.

b. Por sustitucion directa p(1)=2(1)" —(1)* -12(1)* +4(1)+12=2-1-11+4+12=6. Se obtiene el mismo resultado
utilizando division sintética y luego el teorema del residuo:

32-1-11412

2 1 -10 -6

2 1 -10 -6 6 «— residuo
en consecuencia p(1)=6y x=1 noesuncerode p(x)=2x*-x>-11x* +4x+12.

O

Es posible que una funcién polinomial tenga ceros repetidos, si éste es el caso se dice que el cero que se repite tiene cierta
multiplicidad.
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Definicién 1.7 (MULTIPLICIDAD DE UN CERO (O UNA RAIZ)

Si x=x, esuncerode p y (x—x, )¢ esunfactorde p, se dice que el cero (o raiz) x=x, tiene multiplicidad k .

@ jLos ceros de una funcién polinomial se pueden repetir, la multiplicidad de una cero (o raiz) indica el nimero de
veces que el cero (o la raiz) se repite!

EJEMPLO 1.29 (Multiplicidad)

a. Si p(x)=(x+1)°(x+2)?, los ceros son x,; =-1 y x5, =—2 con multiplicidades respectivas 3 y 2 (note que las

multiplicidades coinciden con las potencias de los factores).

b.En p(x)=x?(x+3)°(x-9), las multiplicidades de los ceros x,, =0, Xy =—3 ¥ xg3 =9 son 2, 3 y 1 respectivamente.
a

Como seguramente el lector lo ha notado, el nimero de ceros de p (x )=a,x" +a, ;x"* +---+a,x+a, esta relacionado con
la potencia n , asi la funcion p (x )=a,x" +a, ;x"* +---+a,x+a, tiene alomas n ceros reales (algunos se pueden repetir),

esta propiedad es un caso particular del teorema Fundamental del Algebra mismo que enunciamos (en términos de funciones
polinomiales) a continuacion.

Proposicién 1.4 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA)

La funcion polinomial p(x )=a,x" +a, ;x"* +---+a;x+a, tiene al menos un cero.

@ iEl nimero de ceros de la funcion polinomial f no supera su grado!
iLos ceros de la funcion polinomial f no necesariamente son nimeros reales!

EJEMPLO 1.30 (Ceros y grado de una funcion polinomial)
a.Lafuncion p(x )=x-8 tiene exactamente un cero, este es x=8 .

b. Lafuncion p( x )=x®-6x? —27x=x(x+3 ) x—9) tiene exactamente tres ceros, estos son x=0, x=-3 y x=9.
c.Lafuncion p( x )=x*+1 no tiene ceros reales.
g

La combinacion de los teoremas: fundamental del algebra, del residuo y del factor, garantizan que la funcién polinomial
p(x)=a,x"+a, ,x" +---+a,x+a, puede ser rescrita como el producto de n factores lineales (algunos de ellos pueden

estar repetidos, otros pueden no ser numeros reales y por tanto carecer de interés en este curso), es decir en la forma
p(x)=a,(x=x; X x=x,  x=xg )---(x=x, ) donde x,, x;, X, ---, X, son los ceros de p (x ), esta propiedad se conoce

como “Teorema de factorizacion lineal’.

Proposicion 1.5 (TEOREMA DE LA FACTORIZACION LINEAL)

| Si p es una funcion polinomial de grado n , entonces p tiene n factores lineales.

EJEMPLO 1.31 (Uso del teorema de factorizacion lineal)
a. Para “factorizar linealmente” p(x )=2x®-x*-8x+4, note que uno de sus ceros es x,=2, que el cociente

3_y2 _
P__2x7—xT-8xt4 o c(x)=2x*+3x-2.
X-2 X—2

Ahora bien, sea g(x)=2x*+3x-2, sus ceros son x=-2 Y x=% (verifiquelo), en consecuencia

2x2+3x—2:(x+2{x—%},porloque p(x):(x—2)(x+2{x—%}.
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P 9x¥+3x% -2x
X—Xg x—0

b.En p (x )=9x%+3x? —2x uno de los ceros es x, =0, por tanto =9x? +3x—-2. Pero

g(x)=9x +3x—2 tiene comocerosa x=>y x= —% (jverifiquelo!), luego 9x2 +3x—2= x( X+ % j[ X — j , finalmente

1 1
3 3

p(x):9x3+3x2—2x:x[x+§j( x—lj.

3

NOTA
@ El teorema fundamental del &lgebra y el teorema de la factorizacién lineal, no proporcionan un método (o algoritmo)
para determinar los ceros de una funcién polinomial (por lo que se denominan teoremas de existencia).

La propiedad, conocida como “prueba de los ceros racionales” (que se fundamenta en ellos) es un algoritmo que contribuye para
determinar una lista de todos los posibles ceros racionales de p (x )=a,x" +a, ;x"* +---+a,x+a, (con coeficientes enteros)
relacionandolos con los coeficientes a, y a, (dominante e independiente, respectivamente).

NOTA

2 Recuerde que los nimeros racionales son de la forma b con la condicién b =0, en particular los nimeros enteros,

son numeros racionales.

Proposicién 1.6 (TEOREMA DE LOS CEROS RACIONALES)

Sea f una funcion polinomial, con coeficientes enteros, coeficiente dominante a, =0 , coeficiente independiente a, =0, sila

fraccion irreducible - es uno de los ceros de  f , entonces el nimero p es divisor de a, y el numero g es divisor de a, .
q

- . . y . —— Rt
En la proposicion anterior, el hecho de que el nimero p sea divisor del nimero a, significa que la division — tiene por
p

. . LAy
resultado un numero entero (lo mismo ocurre para la division — ).
q

PARA REFLEXIONAR
Rescriba el teorema de los ceros racionales si a,, =1.

Asi, para p (x)=x"+a,,x"*+---+a,x+a, (donde todos sus coeficientes son nimeros enteros), los posibles ceros
racionales de p son los factores del término independiente a,,.

® jLos ceros de la funcion polinomial p no necesariamente son niimeros racionales!

La proposicion 1.6 proporciona y justifica el algoritmo 1.3 que es un método para determinar los ceros racionales de una funcion
polinomial.

PARA REFLEXIONAR
. Proporcione una funcién polinomial de grado tres con un sélo cero racional y dos ceros que no sean numeros
6! racionales.
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ALGORITMO 1.3 (RECONOCIMIENTO DE LOS CEROS RACIONALES)

1. Identifique el coeficiente independiente a, = 0 de la funcidn polinomial p y haga una lista de todos sus factores.
2. |dentifique el coeficiente dominante (lider) a, =0 de la funcion polinomial y enliste todos sus factores.
factores del coeficiente independiente

factores del coeficiente dominante

4. Sustituya directamente (también puede utilizar una divisién sintética) los posibles ceros racionales en la funcién polinomial y
determine cuales son ceros.

5. Si el coeficiente del término dominante es 1, los posibles ceros racionales de p son los factores del coeficiente
independiente.

3. Forme todas las divisiones:

El ejemplo 1.32 muestra la forma de uso del algoritmo 1.4.

EJEMPLO 1.32 (Posibles ceros racionales)

a.En p(x)=x*-3x®+x?+4, a,=1y a, =4, entonces posibles ceros racionales, son los divisores de 4, es decir: —1,
—2,4,1,2y4.

b.En p (x)=2x%+2x-3, el coeficiente independiente es a, =3 y tiene como divisoresa -1, -3, 1 y 3.El coeficiente

dominante es a; =2 y tiene como divisoresa -1, -2, 1 y 2. Los posibles ceros racionales son las entradas mostradas en la
tabla 1.2.

a3
-1 -2 1 2
Ch)
1 1
_ =1 | x== =1 | x===
1 X 2 X 5
3 3
-3 =3 X=— =-3 | X=——
X 2 | X 2
1 x=-1 x:—l x=1 x:l
2 2
3 3
3 =3 |x=-21] x=3 | x=2
X 2 X 2
TABLA 1.2

c.En p (x)=5x%+4x?-3x+3, a; =5 y sus divisores son -1, -5, 1 y 5. Por otra parte a, =3 tiene divisores -1, -3,
1 vy 3. Los posibles ceros racionales son las entradas mostradas en la tabla 1.3.

az
-1 -5 1 5

8
1 1
-1 x=1 X=— X=-1| X=——
5 5
3 3
-3 X=3 X=— X=-3 X=——
5 5
1 1
1 X=-1|X=-—| x=1 X=—
5 5
3 X=-3 X=—§ X=3 X=E
5 5

TABLA 1.3

® iSi p(x)=x"+a,,x"" +---+a,x+a,, entonces a, =1 y los posibles ceros racionales son los factores de a, !

Parte del problema de determinacion de los ceros (o raices) de una funcion polinomial p consiste en aplicar el teorema del
residuo a los posibles ceros (o raices racionales), si x=x, y p (x, )=0, entonces x=x, es un “cero”de p ; como alternativa

p
X—Xg

puede efectuarse la division verificando que el residuo sea cero.




SECCION 1.2 Funciones polinomiales y propiedades ||| 33

EJEMPLO 1.33 (Determinacion de los ceros racionales)
a.En p (x)=x-5x2+2x+8, los posibles ceros racionales son: -1, -2, 4, -8, 1, 2, 4y 8, asi:

si x=-1, entonces p (-1)=(-1)°-5(-1)*+2(-1)+8=0y x=-1 esuncerode p.

si x=-2,entonces p (-2)=(-2)-5(-2)* +2(-2)+8=-24 y x=-2 noesuncerode p.
4)=(-4) -5(-4) +2(-4
8)=(-8)"-5(-8)" +2(-
(

1 1) +2(1)+8=6y x=1noesuncerode p.
x=2,entonces p (2)=(2)’-5
(4

(2)°+
P-s(4)+
x=8, entonces p (8)=(8)°-5(8) +2(8)+8=216y x=8 noesuncerode p.

Por consiguiente, los ceros racionales de f (x)=x®-5x*+2x+8 son x=-1, x=2y x=4.
También es posible verificar si un nimero x=x, €s 0 no un cero de la funcién polinomial p utilizando la “division sintética”.
b.En p (x)=x®-4x*-3x+18, el término independiente es a, =18 y tiene como divisores enteros: 1, —2, -3, -6, -9,

-18, 1, 2, 3, 6, 9 y 18, numeros que son sus posibles ceros racionales. Se empleara el algoritmo de la division sintética
para determinar cuales de las asignaciones anteriores corresponden a los ceros racionales; si éste es el caso el residuo debe

si x=-4, entonces p ( )+8=-144y x=—4 noesuncerode p.
8

x=1,entonces p (1)=(1)*-5

si x=-8, entonces p (- 8)+8=-840y x=-8 noesuncerode p.

S

S' 2

2(2)+8=0y x=2 esuncerode p.
s'

x=4,entonces p (4)= 2(4)+8=0y x=4 esuncerode p.

S

Ser cero.

Si x=-1, entonces

-1l 1 -4 -3 18
-1 5 -2

1 -5 2 16
r=16 y x=-1, por tanto

noesuncerode p.

Si x=1, entonces

ﬂl -3 18

-3 -6

1 3 6 12

r=12 y x=1, por tanto no
esuncerode p.

Si x=-2, entonces

ﬂl 18

12 -18
1 -6 9 0
r=0y x=-2, por tanto es
uncerode p.

Si x =2, entonces
18

2]
-4 -14

1 2 7 4
r=4y x=2, por tanto no

esuncerode p.

Si x=-3, entonces

-3 1 -4 -3 18
-3 21 -54
1 7 18 -36

r=-36 y x=-3, por tanto
noesuncerode p.

Si x=3, entonces

ﬂ1—4 -3 18
3

-3 -18

1 1 -6 0
r=0y x=3, por tanto es
uncerode p.

Si x=-6, entonces

6] 1 -4 -3 18
-6 60 -342
1 -10 57 -324

r=-324y x=-6, por tanto
noesuncerode p.

Si x=6, entonces

6 1 -4 -3 18
6 12 54
1 2 9 72

r=72 y x=6, por tanto no
esuncerode p.

Si x=-9, entonces

ﬂ 1 4 -3 18
-9 117 -1026
1 -13 114 -1008

r=-1008 y x=-9, por
tanto no es un cerode p.

Si x=9, entonces

9 1 -4 -3 18
9 45 378
1 5 42 396

x=9y r=396, por tanto
noesuncerode p.

Si x=-18, entonces

_ﬂ 1 -4 3 18
-18 396 -7074
1 -22 393 -7056

r=-7056 y x=-18, por
tanto no es un cerode p.

Si x =18, entonces

18 1 -4 -3 18
18 252 4482
1 14 249 4500

r =4500 y x =18, por tanto
noesuncerode p.

Los ceros racionales de p (x )=x®—4x® —3x+18 son x=-2 y x =3 (multiplicidad dos).

Una funcion polinomial de p, también puede tener ceros irracionales.

EJEMPLO 1.34 (Ceros irracionales)

a. El anico cero racional de f (x)=x*-x*-2x+2 es x=1 (verifiquelo), por tanto f puede factorizarse como

p (x):(x—l)(xz—2)=(x—1)(x—\/§Xx+\/§) y los dos ceros irracionales de pson x=—/2 y x=-/2.
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b. La funcion polinomial p (x)=x*-5x2+6 no tiene ceros racionales (verifiquelo), sin  embargo
p(x)=x*-5x> +6:(x2 —3Xx2 —2):(x—ﬁXx+ﬁXx—ﬁXx+\5), por tanto p tiene cuatro ceros irracionales

x=—\3, x=43, x=—/2 y x=1/2.
0

Las propiedades de las funciones polinomiales, previamente estudiadas, constituyen parte del proceso a seguir para construir un
“bosquejo” (aproximacion a la forma real de curva asociada) de la grafica de una funcién polinomial. Para la construccion del
“bosquejo de la curva asociada a una funcion polinomial’, es conveniente rescribir la regla de correspondencia apropiadamente,
y para esto, las propiedades que estableceremos a continuacién son de gran apoyo.

Entenderemos que una funcién f es positiva (0 positiva sobre una parte de su dominio) si y sélo si todas las imagenes de los
puntos del intervalo son positivas, similarmente, una funcion polinomial f es negativa (o negativa sobre un intervalo de su
dominio) si y solo si todas las imagenes de los puntos del intervalo son negativas. Las funciones polinomiales positivas (o
negativas), no tienen ceros, su curva asociada no interseca al eje “x ". Una funcién polinomial no positiva (0 no negativa)
interseca al eje x por lo menos en un punto de la forma 1, (xO ,0) donde x, es un cero de la funcion y alrededor de estos

puntos el signo de f puede no cambiar.

f es positiva sobre IR f es negativa sobre IR f es negativa sobre
y y (-=,a)u(b,c) U (d, +=)
A 4 f es positiva sobre (a,b) U (c,d)
< > y

0 i \

A A

v a b\/CO \j/\rx

A
o

A
x

FIGURA 1.26
En la figura 1.26 la parte positiva correspondiente de la curva se encuentra en los cuadrantes I y Il del plano cartesiano (“arriba

del eje “x”), si f es negativa (en un intervalo de su dominio) la parte de la curva correspondiente se encuentra en los
cuadrantes lll y IV del plano cartesiano.

@ iSi una funcién polinomial tiene un cero x, , entonces es no negativa o es no positival

La figura 1.27 muestra la curva asociada a una funcién no negativa y la curva asociada a una funcién no positiva, jobserve que
el signode f no cambial, si éste es el caso, entonces el cero tiene multiplicidad par.

f es no negativa sobre IR f es no positiva sobre IR
y y
A A
_>
0 X

N

\

A
y

FIGURA 1.27
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ALGORITMO 1.4 (DETERMINACION DEL SIGNO DE f ALREDEDOR DE LOS CEROS)

1. Determine los ceros y en caso de existir represéntelos en la recta real.
2. Construya los intervalos en los que los ceros seccionan a la recta real.
3. Seleccione un nimero de prueba x, de cada uno de los intervalos (mientras mas proximo esté a uno de los ceros

proporcionara mejor informacion).
4. Calcule f (x, )

5. Con base al signo de f (xp ) decida si la parte de la curva correspondiente a f se encuentra por encima o por abajo del
eje “® X ll.
6. Sielcero x, tiene multiplicidad par, la curva correspondiente a f no cambia de signo y es tangente al eje “ x .

El ejemplo 1.35 muestra el uso de algoritmo 1.4.

EJEMPLO 1.35 (Comportamiento alrededor de los ceros)

a. Signode p( x)=x®-2x*—3x alrededor de sus ceros.

Puesto que p (x )=x®-2x? —3x=x(x2 -2x-3 ):x( x-3 ) x+1) los ceros sonx=-1, x=0 y x=3. Los puntos de
interseccion con el eje “x " son 1,,(-1,0), 1,,(0,0) y 1,5(3,0), mismos que seccionan a la recta real en los intervalos
(=0,-1),(-1,0),(0,3)y (3, +n ), vealafigura 1.28.

< Q=0 O >
-1 0 3 X
FIGURA 1.28

En la siguiente tabla se organiza la informacién obtenida y se consideran los puntos de prueba, también obtenemos las
imagenes respectivas y se asigna signoa p.

INTERVALO | X, | p(x,) p
(-0,-1) -2 -10 Negativa
(-1,0) | -05 | 0875 | Positiva
(0,3) 1 4 Negativa
(3,+0 ) | 4 20 Positiva

Por tanto, la curva asociada a p se comporta alrededor de los cercos como lo muestra la figura 1.29.

< /4—%L /f >
10 3 X

FIGURA 1.29

b. p(x ):%(x3—3x+2 ):%( x—1)*(x+2) tiene ceros en x,, =—2 y x,, =1 de multiplicidad dos, (verifiquelo). Los

puntos en que la curva asociada a p interseca al eje “x " son: 1,, (-2,0) y I, (1,0), mismos que seccionan a la recta
real en los intervalos (—o,-2), (-2,1)y (1, + ), vealafigura 1.30.

<

\9,

-3 5 -1 0 1 2 3
FIGURA 1.30

><v

La siguiente tabla sistematiza la informacidn sobre la funcién, los puntos de prueba y el respectivo signo de p .
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INTERVALO | x, | p(x,) p
(—0,-2) | -3 -1 Negativa
(-2.1) | o % Positiva
(1,40) | 2 % Positiva

Por tanto, la curva asociada a p tiene el se comportamiento (alrededor de los ceros) que muestra la figura 1.31.

COMPORTAMIENTO EXTREMO
El comportamiento “extremo” (asignaciones a la variable x de valores extremadamente grandes, ya sea positivas, negativas o

ambas) de la funcion polinomial p( x )=a,x" +a, ,x"* +---+a, depende de la combinacion del signo de a, (coeficiente del

T

>
X

FIGURA 1.31

término dominante) y de la paridad del grado n (par o impar) de la funcion polinomial.

Si a la variable x le asignamos valores extremadamente grandes (ya sean positivos 0 negativos), entonces la curva
correspondiente presenta uno de los comportamientos mostrados en la figura 1.32. Tal comportamiento se conoce como

“comportamiento extremo”.

PARA REFLEXIONAR

Fundamente la afirmacién hecha en el parrafo anterior.

y y
A f \ Y a \ Ya , A
 fcrece f crece f crece f crece
Indefelglggprf:te indefini?amente indefinidamente |indefinidamente
b én forma en forma en forma
positiva positiva positiva positiva
< [ P [ P [ P [
< » < » < < 1%
f crece X Of  forece X 0 X f crece f crece
indefinidamente '”degﬂ'?gp‘rﬁ;te indefinidamente indefini?amente
en forma - en forma en rorma
negativa negatlva\ negativa negativa
[a, positivo, n impar] [a, negativo, n'impar | [a, positivo, n par | [a, negativo, n par |

FIGURA 1.32

EJEMPLO 1.36 (Comportamiento extremo)

a. p(x)=-3x*-9x?
Siasignamos a x “niimeros positivos extremadamente grandes”,
Siasignamos a x “nimeros negativos extremadamente grandes”,
Vea la figura 1.33.

8 x*—6x”—x+2 esdegrado n=4 y tiene término dominante a, = -, por tanto:

b. p(x)=-

Siasignamos a x “numeros positivos extremadamente grandes”,
Si asignamos a x “numeros negativos extremadamente grandes”,
Vea la figura 1.34.

—9x—10 es de grado n=3 y tiene término dominante a; =-3.
p asume “nlmeros negativos extremadamente grandes”.
p asume “nlimeros positivos extremadamente grandes”.

p asume “nimeros negativos extremadamente grandes”.
p asume “numeros negativos extremadamente grandes”.
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Ya YA Y a YA
0 "X 0 " 0 "X 0 >
FIGURA 1.33 FIGURA 1.34 FIGURA 1.35 FIGURA 1.36

c.En p(x)=x*-108x? -9x -7, entonces a; =1y n=3.
Siasignamos a x “numeros positivos extremadamente grandes”, p asume “nimeros positivos extremadamente grandes”.
Si asignamos a x “numeros negativos extremadamente grandes”, p asume “nimeros negativos extremadamente grandes”.
Vea la figura 1.35.
d. Si p(x)=gx*-5x°-90, a; =% y n=4, entonces:
Siasignamos a x “numeros positivos extremadamente grandes”, p asume “nimeros positivos extremadamente grandes”.
Si asignamos a x “numeros negativos extremadamente grandes’, p asume “nimeros positivos extremadamente grandes’.
Vea la figura 1.36.
u

Todos los elementos antes estudiados se utilizan en el bosquejo (trazo aproximado) de la curva asociada a una funcién
polinomial, en el algoritmo 1.5 resumimos estas propiedades.

ALGORITMO 1.5 (BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADA A UNA FUNCION POLINOMIAL)

i. Determinar la interseccién de p coneleje“y”.

ii. Determinar los ceros reales de p y luego los puntos de interseccion con el eje “x ”.

iii. Verificar el comportamiento de p alrededor de los ceros.

iv. A partir del término dominante determinar el comportamiento extremo de p .

v. Unir los puntos de la forma ( x, p( x ) ), obtenidos en los pasos anteriores por medio de una curva “suave y continua’.

EJEMPLO 1.37 (Bosquejo de curvas polinomiales)

a. Bosquejo de la curva asociada a p( x )= %( x® —2x2 =3x )

i. a; =0 y el punto de interseccion con el eje “y"es 1, (0,0).

ii. Puesto que p( x )=%( x3 —2x2 —3x ):%x( x? —2x-3 ):%x( x—3 ) x+1) los ceros sonx=-1, x=0 y x=3. Los
puntos de interseccion con el eje “x "son 1, (-1,0), 1,,(0,0) y 1,5(3,0).

iii. Comportamiento alrededor de los ceros.

INTERVALO | X, | p(x,) p
(-0, -1) | 2 -25 | Negativa
( -1,0) | -05 | 0.21875 | Positiva
(0,3) 1 -1 Negativa
(3,420 ) | 4 5 Positiva

iv.En p, a; =1 (coeficiente del término dominante) y n=3 (potencia del término dominante) es impar, entonces:

Sia x le asignamos “numeros positivos extremadamente grandes”, p asume “nlimeros positivos extremadamente grandes”. Si
a x le asignamos “numeros negativos extremadamente grandes”, p asume “nimeros negativos extremadamente grandes’.
Vea la figura 1.37.
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ylk yAL
4
4
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~ -4 \/ 4 =X
2/ 0o 2 4 X -2
-4
-2
FIGURA 1.37 FIGURA 1.38

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
@ Trace la curva asociadaa p( x )= %( x® —2x? —3x ) y verifique que coincide con lo antes descrito.

b. Bosquejo de la curva asociada a p/( x ):—%( x® —6x% +32 )

i. a, =2 y el punto de interseccion con el eje “ y"es 1, (0,-2).

ii. Puesto que p( x ):—%(xe’ —6x% +32 ):—%( x+2 ) x—4)*, entonces los ceros son x=-2 y x=4 (con multiplicidad
2) y los puntos de interseccion con el eje “ x "son 1, (-2,0)y 1,5(4,0).

iii. Comportamiento alrededor de los ceros.

INTERVALO | x, | p(x, ) p
(—,-2) | 4 | +L75 | Positiva
0
6

(-2,4) -2 Negativa
(4,+x) -1 Negativa
iv.En p, a; =— (coeficiente del término dominante) y n=3 (potencia del término dominante) es impar, entonces:

Sia x le asignamos “nimeros positivos extremadamente grandes”, p asume “nimeros negativos extremadamente grandes”.
Sia x le asignamos “nimeros negativos extremadamente grandes”, p asume “nimeros positivos extremadamente grandes”.

Vea la figura 1.38. ]
USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

Q Trace la curva asociada a p( X )= —%( x3 —6x2 +32 ) y verifique que coincide con lo antes descrito.

c. Bosquejo de la curva asociada a p( x )=2x* —x* —19x* +9x+9.

i. ay =9 y el punto de interseccion con el eje “y"es 1, (0,9).

ii. a, =2y a, =9, entonces los posibles ceros racionales de p se encuentranentre +1, +3, £9, £, +2 y =3 deellos
solo son ceros de p(x ) x=-3, x=-1, x=1y x=3 (jverifiquelo!), por tanto, los puntos de interseccion con el eje “ x ” son
ha (=3,0), 1, (—%,0), 1 (1,0)y 1, (3,0).

iii. Comportamiento alrededor de los ceros.

INTERVALO | %, | p(x,) | p
(-0,-3) | 4 265 Positiva

( -3, -3 ) -2 —45 Negativa
(-2.1) | o 9 Positiva
(1,3) 2 —45 | Negativa

(3,+0) | 4 189 Positiva

iv.En p, a, =2 (coeficiente del término dominante) y n=4 (grado de la funcidn) es par.
Sia x le asignamos “nimeros positivos extremadamente grandes”, entonces p asume “nimeros positivos extremadamente

grandes”.
Sia x le asignamos “numeros negativos extremadamente grandes”’, entonces p asume “numeros positivos extremadamente

grandes”. Vea la figura 1.39.
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USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Q Trace las curvas asociadaa p( x )=2x* —x®-19x* +9x+9 y verifique que coincide con lo antes descrito.

d. Bosquejo de la curva asociada a p( x )=3x° —14x* +15x +6.

i. a, =6 y el punto de interseccion con el eje “y"es 1, (0,6 ).

ii. a3 =3y a, =6, entonces los posibles ceros racionales se encuentran entre los nimeros +1, +2, +3, +6, £+ y +2.
Solo x =-1 lo es (jverifiquelo!). El punto de interseccion con el eje “x "es 1, (— 1.0 ) .

iii. Comportamiento alrededor de los ceros.

INTERVALO | X, | P (x, ) P
(-,-1) | 4| 265 | Positiva
(-1, +2 )| 2 -45 | Negativa

También, si x=-1, p(-1)=3(-1)’-14(-1)* +15(-1)+6=-26.
p(1)=3(1) —14(1)* +15(1)+6=10.
p(2)=3(2) -14(2 ) +15(2 )+6=4.

p(4)=3(4)-14(4) +15(4)+6=34.
iv.En p, a, =3 (coeficiente del término dominante) y n=3 (grado de la funcién) es impar, entonces:
Sia x le asignamos “niimeros positivos extremadamente grandes”, p asume “numeros positivos extremadamente grandes”.

Sia x le asignamos “niimeros negativos extremadamente grandes”, p asume “nimeros negativos extremadamente grandes”.
Vea la figura 1.40. )
USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

@ Trace la curva asociada a p( x )=3x® —14x? +15x + 6 y verifique que coincide con lo antes descrito.

e. Bosquejo de la curva asociada a p( x )= —%( x* —5x3 +5x% +5x—6 )
i. a, =1y el punto de interseccion con el eje “y"es 1, (0, 1).

ii. Los ceros de p son x=-1, x=1, x=2 y x=3 (verifiquelo), entonces los puntos de interseccion de la curva asociada a
p coneleje”x”son: 1, (~1,0), 1,,(1,0), 1,5(2,0) y 1,4(3,0).
iii. Comportamiento alrededor de los ceros.

INTERVALO | %, | p(x,) p
(—o0,-1) | 22 -10 Negativa
(-1,12) | o 1 Positiva

(1,2) | 15| -016 | Negativa
(2,3) | 25| 0225 | Positiva
(3,+0) | 4 -5 Negativa
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iv.En p:a, =-%y n=4 es par, entonces:

Siasignamos a x “numeros positivos extremadamente grandes”, p asume “nimeros negativos extremadamente grandes’.

Si asignamos a x “numeros negativos extremadamente grandes’, p asume “nimeros negativos extremadamente grandes”.
Vea la figura 1.41.

yAL yAL

; 1 r
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0 12 3 X
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-2 10 T Px
FIGURA 1.41 FIGURA 1.42

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Q Trace la curva asociadaa p( x )= —%( x* —5x3 +5x* +5x—6 ) y verifique que coincide con lo antes descrito.

f. Bosquejo de la curva asociadaa p( x)=x*-2x* +1.

i. ay =1y el punto de interseccion con el eje “y"es 1, (0,1).

ii. Los cerosde p son x=-1y x=1, ambos con multiplicidad 2 (verifiquelo), entonces los puntos de interseccion de la curva
asociadaa p coneleje“x”son: 1,, (-1,0)y I, (1,0).

iii. Comportamiento alrededor de los ceros.

INTERVALO | %, | p(x, ) [ P
(—o,-1) | 2 9 Positiva
(-1,1) | o 1 Positiva
(1,+0) | 2 9 Positiva

iv.En p:a, =1y n=4 espar, asi:

Siasignamos a x “numeros positivos extremadamente grandes”, p asume “nimeros positivos extremadamente grandes”.
Siasignamos a x “numeros negativos extremadamente grandes”, p asume “nimeros positivos extremadamente grandes”.
Vea la figura 1.42.

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
@ Trace las curvas asociada a p( x )=x* —2x? +1 y verifique que coincide con lo antes descrito.

Fundamenténdonos en el teorema del factor, e interpretando un conjunto (finito) de nimeros como los ceros de una funcién, es
posible construir la regla de correspondencia de al menos una funcion polinomial (en realidad existen un nimero indeterminado
de funciones cuyos ceros coinciden).

EJEMPLO 1.38 (Construccion de funciones polinomiales)
a. Para construir la regla de correspondencia de una funcion polinomial con ceros en xg, =2, Xg, =—2, Xgg =1y Xo4 =—1,

generamos los  factores  xy, —2=0, Xp+2=0, Xi-1=0 Yy Xo +1=0, luego los multiplicamos
f (x)=(x=2)x+2)x-1)x+1), finalmente desarrollamos vy simplificamos, obtenemos f (x)=x*-5x+4

(evidentemente existen mas funciones polinomiales con estas caracteristicas). Si deseamos bosquejar su grafica:
i. a, =4 yel punto de interseccion con el eje “y"es 1, (0,4).
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ii. LOs ceros son xy =2, Xp =—2, Xp3=1 Y X =—1. Los puntos de interseccion con el eje “x” son: 1, (2,0),

o (=2,0), 1,5(1,0), 1,,(-1,0).

iii. Comportamiento alrededor de los ceros.

INTERVALO | %, [ FOx )] f
(-0,-2) | —25 | —2.1875 | Negativa

(-2,-1)| -15 | 28125 | Positiva
(-1,1) 0 4 Positiva
(1,2) 15 | 28125 | Positiva
(2,+0) | 25 | —2.1875 | Negativa

iv.En f, a, =1y n=4 espar, entonces:

Siasignamos a x “numeros positivos extremadamente grandes”, f asume “nimeros positivos extremadamente grandes”.

Siasignamos a x “nimeros negativos extremadamente grandes”, f asume “nimeros positivos extremadamente grandes”.

Vea la figura 1.43.
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b. En la construccion de una funcion polinomial f con cerosen: x, =0, X5, =2 Y Xo3 =4, de grado cuatro.
Construimos los factores lineales x,; —0=0, X, —2=0 Y X3 —4=0, uno de ellos debe ser de grado dos, por tanto

f(x)= —%( x—0)*(x-2) x—4), al desarrollar se obtiene f (x )= —%x“ +2x° —%xz (existen mas funciones polinomiales
con estas caracteristicas), para trazar su curva asociada procedemos como sigue:
i. a, =0, el punto de interseccion con el eje “y"es 1, (0,0).

ii. Los ceros de f (x):fé(xfo)z(xfz)(x%) SON Xy =0, X, =2, Xg3 =4 . Los puntos de interseccion con el eje “ x

son 1,(0,0), 1,,(2,0)y 1,(4,0).
iii. Si x=1, f (1)=-1;si x=3,entonces f (3)=3.

iv.En f(x): a4=—%y n=4 es par, asi:

Sia x le asignamos “nlimeros positivos extremadamente grandes”, f asume “numeros negativos extremadamente grandes”.
Sia x le asignamos “niimeros negativos extremadamente grandes”, f asume “nimeros negativos extremadamente grandes’.
Vea la figura 1.44.

c. Deseamos conocer la regla de correspondencia de una funcién polinomial con las siguientes caracteristicas; grado 3, ceros
eN Xo; =2, X =—1 Y Xo3 =3, e interseque aleje y en f(0)=4.

La funcion polinomial, una vez que ha sido factorizada tiene la forma f (x)=a(x—2 Y x+1) x—3). Puesto que se cumple
f(0)=4, entonces 4=a(0-2)0+1)0-3), es decir 4=6a 0 a=2. La regla de correspondencia de la funcion es
f(x)=2(x-2)x+1)x-3)=2x-8x*+2x+4.

d. Deseamos conocer la regla de correspondencia de una funcién polinomial f con las siguientes caracteristicas: grado 3,
ceros en x,, =—3 con multiplicidad 2 y x,, =4, ademéas que contenga al punto A(0, 72 ). La funcion polinomial tiene
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factores (x+3)* y (x—4), por tanto su regla de correspondencia es f (x )=a(x+3)*(x—4 ). Para determinar el valor de

a utilizamos el hecho de que contiene al punto  A(0, 72), es decir f (0 )=72. Entonces 72=a(0+3)*(0-4)=-36a,
portanto a=-2.

La regla de correspondencia de la funcion es f (x )=-2(x+3 )’ (x—4)=-2x> —4x? +30x+72.

a
¢ Qué conceptos aprendi? \
PARA COMPLETAR
1. El grado de una funcion polinomial es
2. En una funcién polinomial el término dominante(o término lider) se caracteriza por
3. Los ceros de una funcién polinomial coinciden con las de los puntos en que la curva
correspondiente interseca al eje de las
4. En caso de existir, el coeficiente independiente de una funcién polinomial coincide con
de la curva asociada con el eje de las ordenadas.
5. Los ceros del polinomio denominador de una funcién racional reducible se manifiestan como en la curva correspondiente.

6. La propiedad: si d(x) y p(x)=0 son polinomios, entonces existen los polinomios tnicos c(x) y r(x) tales que
p(x)=c(x)d(x)+r(x), r(x)=0, o bien, r(x) tiene un grado menor que p(x), recibe el nombre de

7.la tiene un factor x—x, siysdlosi p(x, )=0.
8.5i p(x, )=0, entonces es un factorde p(x ).

9.Si p(x, )=m, entonces m es de

10. Si el cero de la funcion polinomial se repite n veces se dice que su es n.
11.Si p es una funcion polinomial ,entonces p tiene n factores lineales.

12. Sea f una funcién polinomial, con coeficientes enteros, coeficiente dominante a, = 0, coeficiente independiente a, = 0 ; si la fraccion

ireducible P es uno de los sus ceros, entonces

13. El comportamiento extremo de una funcion polinomial lo determina el

CIERTO O FALSO (Justifique su respuesta)

1. Todas las funciones polinomiales tienen término independiente.

2. EL grado de una funcion polinomial es superior al nimero de sus ceros.

3. Todas las funciones polinomiales tienen como dominio al conjunto de los nimeros reales.
4, Todas las funciones polinomiales tienen como dominio al conjunto de los numeros reales.

5. Existen funcione polinomiales que no tienen ceros.
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6. La curva asociada a una funcion polinomial interseca al eje de las abscisas.

7. Todas las funciones polinomiales tienen ceros racionales.

8. Todas las funciones polinomiales tienen asociada una curva que interseca al eje de las abscisas.

9. El comportamiento para asignaciones extremas en una funcion polinomial es extremo.

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.2

1. Determine: la variable, el grado, los coeficientes y los
términos de las siguientes funciones.

a. f(x)=1x"+6x*-x+2.
b. g(w)=-2w" —4w? -15.
c. h(z)=n2°-132-2.
doi (x)=x"—%-mx.

e. j (x)=9ax®-10x*
f.p(x)=x"
g.q(r)=r"—2r®—br+b,.

2 _26x" —x+a,.

2. EvalGe la funcion en la “variable sefialada, describa las
caracteristicas de la funcion obtenida (variable, grado,
términos, coeficiente dominante, término independiente).

a. f(x)=x*-2xen x=22+2.

b. f (x)=x>+1en x=w?-1.
c. f(x)=2x*-xen x=2m-1.
d f(x)=x>-2xen x=4z+5.

3. Desarrolle y describa las caracteristicas de la funcion
(variable, grado, coeficiente dominante y coeficiente
independiente).

a f (x)—(x 1) x+1) 2x-1).

x)=(x-11) 2x+4 ) 6x-1).
f(x)= (x2—1Xx +3x+2).

)= (x2—4x+3Xx2+8x+7).
O-le-4e 1)
(t)=(3t-1) 2t+1)t-1).

4.Sea f (x)=x? desarrolle y simplifique:
f(f(x)).

£(f(f(x))).

5.Sea f ( ):x +1 desarrolle y simplifique:

a f(f(x)).
b. £ (f(f(x))).

a.Si f (x)=a,x*+ax", verifique f (x)=—f (—x)

b.Si f (x)=agx® +agx® +a,x* +a,x* +a,,
verifique f (x)=—f (—x).

7. Determine los valores de x en los que se intersecan las
curvas asociadas a los pares de funciones:

a. f(x)=x*-x*+2 y g (x)=2.b.
f(x):x3—3x2+3x+1yg(x):
Cf(x)=x*-2x"y g (x)=-1.

d. g (x)=2x"+4x*y g (x)=0.

8. ;Cuales de los siguientes pares de funciones tienen curvas
que se intersecan?

a p(x)=x*-2xyr(x)=4x.

b. p(x)=4x®—xyr(x)=2x°
c. p(x)=x*+2x*-1yr (x)=-2.
d p(x)=-2x*-4yr(x)=0.

9. ACTIVIDAD (Uso de las funciones polinomiales)

El nimero “e ” es uno de los niimeros mas importantes en
mateméticas y su valor puede aproximarse utilizando
funciones polinomiales.

a. La aproximacion al nimero “e ” por medio de la funcién

2
i X X -
polinomial f (x)=e* =1+ -+ sellama "aproximacion

cuadratica”. Determinela.

b. La aproximacién al nimero “e ” por medio de la funcién

2 3
f(x):exz1+§+x7+% se llama

“aproximacion cubica”. Determinela.

polinomial

c. La aproximacién al numero “e ” por medio de la funcion
2 3 4
. x x* x* x
polinomial  f (x)=e* =1+-+"+" +7 se llama
1 2 6 24

“aproximacion cuartica”. Determinela.

10. ACTIVIDAD (Uso de las funciones polinomiales)
i x x> x® x*
Considere que f (x)=e*~l+ -+ +° 4+
1 2 6 24

“e”t” por medio de la funcion polinomial

a. Aproxime “e

f(x)=¢e"

2
~1+ §+ X? (“aproximacion cuadratica”).

43
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b. Aproxime “e~” por medio de la funcién polinomial

2 3
x x% -
f (x):ele+z+7+? se llama “aproximacion

cubica”. Determinela.
“ —1 »

c. Aproxime por medio de la funcién polinomial
2 3 4

f(x)=e mle i X X X se llama
1 2 6 24

“aproximacion cuartica”. Determinela.

11. ; Cual es el valor maximo de la funcion? Explique.

a. f(x)=-6x*-2x"+4.
b. f (x)=-4x*-8x*+10
c. f(x)=-2x®-4x?+12.
d. f(x)=3-x°.

12. ; Cual es el valor minimo? Explique.
a. p(x)=2x*+2x*-2. b. p (x)=6x*+x*+10.

c. p(x)=21x®+4x®+12. d. p (x)=x®+x°.

13. Determine todos los ceros. Verifique sus resultados
evaluando directamente y luego utilizando una division.

a f(x)=%(x+2)x-3)".

b. f (x)=(2x+2)4x-8).

c. f(x)=x?(6x-12)x-1).

d f (x)=(x+1)Xx+3)x-6).

e. f(x)=(4-2x)2x+6)2x-1).
f. f (x)=2x>-3x? -5x-12.

g f (x)=2x>+3x*-8x+3.

14. Utilice la divisiéon de polinomios y exprese el polinomio
dividendo enlaforma p( x )=c(x)-d(x )+r.

a. X+ 2 x3+ x2- ax-4

b. X - 2 | 8x3+ xz- 10x -4

[ X + 3| x* 33+ 2x%7x -4

d. X + l| x5 axt X3+ X%+ 2x -4

3 2
e. x+4| x*+ x* x%-14x -4

f£.ox-1 | ax5- x*+ x3- 10x°- 4

g x+ 2| X 3%+ 27+ 17x -4

h. X-3| - A X3+ X2+ 2x- 4

l. X - 2 4x5- 64

x*+x3+x% -14x -4

m.
X+4
N x® —8x% +x2 —10x—4
) 1 .
x*—4
o. .
x—1
x* —3x3 +2x2 +17x—4
p- .
X+2
X% —4x* —x3+x% +2x—4
q.
x—1
x& -1
r. .
x-1
[ X+ 1 x5+ 1

15. Utilice division sintética y exprese la funcién f en la
forma f( J=c(x)-d(x)+r.
x* —9x? +4x+12, d ( )
2x* —x® —11x% + 4x +12
=4x* -3x®-4x+3, d (x )

)=
)=
)
)=x*+x%-x-1,d (x)=x+3.
)
)=

T o

X—2
d (x)=2x+1.
X—2

o

=x*+Lx%+5x-4, d (x)=x+4.

x*+3x% +14x+3, d (x)=x+6.

Q o
e o = —n
A,-\,.\,—\,—\,.\

x

bl

)=x®+4x? +x-2, d (x)=x+1.
f (x):—x“+x3+11x2 -9x-18, d (x)=—x-1.
—2x?+18x-8, d (x)=1x-2.

Bl
-
—_
>

16. Utilice el algoritmo de la division sintética y luego verifique
que f (x,)=r
a. f(x)=x®-x?-14x+12,si x, =4.
b. f (x)=x>-5x?-11x+10, si x, =—2.
f (x)=15x* +10x°> —6x* +14,si X, =—2
17. Utilice la division sintética para verificar que el (los)

numero(s) indicado(s) es (son) raiz de la ecuacion polinomial,
posteriormente factoricela.

a. 2x% -14x+12=0, x, =2.

b. 2x° +6x* —~96x—288=0, X, =—3.

. x%—14x+13=0, X, =1.

d. x* —4x® —15x* +58x—40=0, X, =5 Y Xg =—4.
e.  8x*—14x®—71x? —10x+24=0, Xxuy=-2
Xgp =4.

(2]

18. Las asignaciones a x, son ceros de f , determine los
ceros restantes y de ser posible factorice linealmente.
a f (x)=x*-9x% +4x+12 , x, =-1.
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b. f (x)=2x"-x*
Xgp =—1.
c. f(x)=4x

—11x% +4x+12,8i X0, =2y

—3x% —4x+3,8i X, =1y Xpp =35 .

19. Factorice utilizando factores lineales.
a. f (x)=6x%-22x% +12x.

b. f(x)=x*-5x2+6.c. f (x)=x>-36x.
d. f (x)=x*+2x?*-109x-110.
e. f(x)=x%-4x? -44x+96.

20. Determine las raices reales.
a. x> +2x* —5x-6=0.

b. 2x3 +x% +2x+1=0.

c. 2x3—3x* —2x+3=0.

d. 4x* +x?>-5=0.

21. Determine los posibles ceros racionales.
a f(x)=x'—x*+4x+4.
=2x*-2x3

) —4x? +4x+8.
x)=2x*—x*—4x+4.
)

14

=x"—2x5 —6x5+x4-2.

e

=x3+3x%-3x-5.

x4 —4x3 —2x% +12x-8.

22. Bosqueje la gréfica.

a f(x)=(2-x)x-2)x-1).
b. f(x)=3x(2x-1)3x+3).
c. f(x)=—x(4x—3)2x+4)
d f(x)=(x+1)*(x-3)

e. f(x)=x*(x-1)
ff(x)=(x-1y(x-4)

23. Bosqueje la grafica (Determine: las intersecciones con los
ejes coordenados, el comportamiento para valores extremos y
los intervalos donde es positiva e intervalos donde es
negativa)
a. ( =x®—x%—-6x.
=-4x3 +12x% —12x.
=x3 2_11x+12.
=x*—6x% +11x—6 .

x)=2x%-3x* —5x -12.
)

Q o

®

2_x+4.
g f (x)=x*+12x? +21x+10.

h. f (x)=—x®+4x? -5x+2.

i f(x)=x*-3x*+2.

o f(x)=—x"=9x® +8x% - 9x-1.
k. f(x)=3x"—2x%-46x> - B x+3.
I p(x)=-3x"—4x>+3x+4.

m. p(x)=2x*-11x* —6x? + 64x +32.
nof(x)=x*-8x3-1x>+%x-8.
0. f(x)=x"+3x>-4x° —%X—Z.

condiciones (hay muchas respuestas correctas).
a. Grado tres y tnico cero x =-1.

— 1
b. Ceros en x=1y x=¢
respectivamente.
c.Cerosen x=1,
uno y dos respectivamente.

uno, dos y dos respectivamente.

condiciones (hay muchas respuestas correctas)

interseque al eje de las ordenadasen y =-2.
b. Grado tres, con ceros en x=5,
interseque al eje de las ordenadasen y =4 .

interseque al eje de las ordenadasen y=-1.

d. Grado cuatro, con ceros en x=-8, x=-3,
X=2,
A(0,3).

al eje de las ordenadas en A( 0 ,1).

polinomial con las siguientes caracteristicas:
-2,1y5.
b. Grado tres, interseque al eje en

-3,1y2.

—1 (de multiplicidad 2) y 2 (de multiplicidad 2).

polinomial con las siguientes caracteristicas:
a. Grado tres, contenga al punto A( 2,
en-1,1y6.

-2,2y4.

en 2 (de multiplicidad 2) y 4 (de multiplicidad 2 ).

24. Construya una funcidn polinomial que satisfaga las

con multiplicidades uno y tres
x=0y x=2 con multiplicidades uno,

d. Ceros en x=-1, x=1y x=-3 con multiplicidades

25. Construya una funcion polinomial que satisfaga las

a. Grado tres, con ceros en x=-2, x=0y x=2, que
x=8y x=2, que
¢. Grado cuatro, con ceros en x=-4, x=6 y x=2 que

x=0y
que interseque al eje de las ordenadas en

e. Grado cuatro, con cerosen x=-2, x =1, que interseque

26. Determine la regla de correspondencia de una funcién

a. Grado tres, interseque al eje “y " en —4, tenga ceros en
“y”en 3, tenga ceros en

¢. Grado cuatro, interseque al eje “y " en 8, tenga ceros en

27. Determine la regla de correspondencia de una funcion

~1), tenga ceros
b. Grado tres, contenga al punto A( 1,3 ) tenga ceros en

¢. Grado cuatro, contenga al punto A( 1,3 ) tenga ceros

45
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28. Utilice la informacion contenida en la tabla y responda las
preguntas. Explique su respuesta.

INTERVALO f
(-o0,-2) Positiva
( -2,1 ) Negativa
( 1,2 ) Negativa
( 2, +o ) Positiva

a. ;Cuales son los ceros de f ?

b. ; Cuél es el menor grado posible de f ?

c. ¢ Qué puede decir del comportamiento de la curva asociada
afenx,=1?

d. ;Puede serimpar el gradode f ?

e. ¢, Cual es el signo del término dominante?
f. Trace una curva que satisfaga las condiciones de la tabla.

29. Utilice la informacion contenida en la tabla y responda las
preguntas.

INTERVALO f
(—00,—5) Positiva
( -5,-1 ) Negativa
(—1 1 ) Positiva
( 1,2 ) Negativo
( 2, +o0 ) Positiva

a. ;Cuales son los ceros de f ?

b. ¢Cual es el menor grado posible de f ? Explique su
respuesta.

c. ;Cudl es el signo del término dominante? Explique su
respuesta.

d. Trace una curva que satisfaga las condiciones de la tabla.

30. Utilice la informacion contenida en la tabla y responda las
preguntas.

INTERVALO f(x)
(—00 ,—4 ) Negativa
( -4,1 ) Positiva

( 1,3 ) Negativa
( 3, +o ) Positiva

a. ;Cudles son los ceros de f ?

b. ¢Cual es el menor grado posible de f ? Explique su
respuesta.

c. ;Cudl es el signo del término dominante? Explique su
respuesta.

d. Trace una curva que satisfaga las condiciones de la tabla y
que interseque al eje y en I (0,3).

31. Una funcién polinomial de tercer grado interseca al eje de
las abscisas en 1, (—-4,0), 1,,(1,0)y 1,5(6,0),

interseca al eje de las ordenadas en 1, ( 0,8 ) y el signo del

término dominante es positivo. ;Cudl es su regla de
correspondencia?

32. Una funcion polinomial de cuarto grado interseca al eje de
las abscisas en 1,4 (2,0) y I, (5,0), interseca al eje

de las ordenadas en I, (0,-3) y el signo del término

dominante es negativo. ;Cual es una posible regla de
correspondencia?

33. ;Cual debe ser el valor de k para que la funcion
p (x)=2x*+6x% —k , tenga un cero de multiplicidad dos
en X, =—2 Yy un cero de multiplicidad uno en x, =1, e
interseque al eje de las ordenadasen I, (0,-8 ).

34. ;Cuél debe ser el valor de a; para que la funcion
p(x)=agx®—4x* -20x-12, tenga un cero de
multiplicidad uno en x,, =3 y un cero de multiplicidad dos en
Xo2 =—1 € interseque al eje de las ordenadas en

1,(0,-12)

35. Trace la grafica de una funcién polinomial de grado 3 tal
que:

a. No tenga ceros.

b. Tenga un sélo cero.

c. Tenga sélo dos ceros.

d. Tenga tres ceros.

36. Trace la grafica de una funcion polinomial de grado 4,
que satisfaga la condicion de que:

a. No tenga ceros.

b. Tenga un sélo cero.

¢. Tenga sélo dos ceros.

d. Tenga tres ceros.

e. Tenga cuatro ceros.

AUTOEVALUACION |

1. Mencione las caracteristicas basicas de una funcién polinomial.

2. Defina el término dominante de una funcion polinomial.
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3. Enuncie el teorema del factor.

4. Establezca una relacion entre el teorema del residuo y el teorema del factor.

5. Proporcione la regla de correspondencia de una funcion polinomial de grado tres y:
a. Sin ceros.

b. Con un cero.

c. Con dos ceros.

6. Proporcione una breve estrategia para trazar la grafica de una funcion polinomial.

7. Proporcione la regla de correspondencia de una funcién polinomial de manera que su curva asociada crezca indefinidamente cuando la
variable independiente crece indefinidamente, tanto positivamente como negativamente.

8. Trace un bosquejo de la curva asociada a la funcion polinomial de regla de correspondencia:
a f(x)=x-2x2+x. b f(x)=x*+2x* —x+2. ¢ f(x)=—x>-2x2+x-2.d. f(x)=x*+x2-2.

9. Utilice la informacion contenida en la tabla y responda las preguntas.

INTERVALO | f (x)

( —o0,—2 ) Positiva

( -2,1 ) Negativa

( 1,4 ) Positiva

(4, +00 ) | Negativa

a. ;Cuales son los ceros de f ?
b. ¢ Cual es el menor grado posible de f ? Explique su respuesta.

c. ¢,Cual es el signo del término dominante? Explique su respuesta.
d. Trace una curva que satisfaga las condiciones de la tabla y que interseque al eje y en 1, ( 0,3 )

10. Trace la curva a curva asociada a una funcion polinomial de grado 4, que satisfaga la condicion de que:
a. No tenga ceros.

b. Tenga un solo cero.

c. Tenga s6lo dos ceros.

d. Tenga tres ceros.

e. Tenga cuatro ceros.
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FUNCIONES POLINOMIALES Y
APLICACIONES

APRENDIZAJES
En el estudio de la presente seccién usted:
8. Reconocera a las funciones como modelos de variacion de fendmenos naturales,
econdmicos y sociales.
9. Resolvera problemas de aplicacion.

¢ Qué situaciones se modelan mediante funciones polinomiales?

Las funciones polinomiales describen, por ejemplo, el comportamiento del area y el volumen de cuerpos geométricos en
términos de alguna de sus dimensiones. El ejemplo 1.39 incluye figuras geométricas en las que el volumen esta descrito por una
funcién polinomial de grado tres.

EJEMPLO 1.39 (Funciones polinomiales y figuras geométricas)
a. La funcion polinomial v ( r )= %ﬂ' r® (donde r>0) describe el comportamiento del volumen de una esfera en funcion de la

longitud de su radio, vea la figura 1.46.a.
b. La funcion polinomial V ( x )=x* (siempre que x>0 describe el comportamiento del volumen de un cubo en funcion de la
longitud de sus lados, vea la figura 1.46.b.

¢. La funcion polinomial Vv ( x )= gﬁ (donde x>0 describe el comportamiento del volumen de un tetraedro en funcién de la

longitud de sus lados, vea la figura 1.46.c.

_2
4

d. La funcion polinomial Vv ( x ) x* (donde x>0) describe el comportamiento del volumen de un octaedro en funcion de

la longitud de sus lados, vea la figura 1.46 d.
e. La funcion polinomial V ( x )= %x3 (donde x>0) describe el comportamiento del volumen de una pirdmide cuadrangular de

altura con longitud igual a la longitud de lado de la base, vea la figura 1.46.e.

X X X
a. b. c. d. e.
FIGURA 1.46

O

Las combinaciones de los sélidos geométricos descritos en el ejemplo 1.40 presentan gran utilidad en la fabricacion de diversos
componentes en la industria y de arquitectura.

EJEMPLO 1.40 (Funciones polinomiales y estructuras)
a. Algunas estructuras arquitecténicas (torres, almacenes, diques, etc.) estan formadas por un cubo coronado por una pirdmide.

La funcién polinomial que describe el volumen de esta estructura, vea la figura 1.47.a, es: V ( x )=x* + %axz, donde a y x

son numeros positivos.
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b. Algunas estructuras (torres, columnas, lamparas, adornos, almacenes, etc.) estdn formadas por un cubo coronado por una
semiesfera, vea la figura 1.47.b. La funcidén polinomial que describe el volumen de estas estructuras es:

2
V(x)=x} +§7r( % J ,donde x representa un niimeros positivo.

c. Estructuras arquitectdnicas, remaches, envases para desodorantes, etc. Se disefian tomando como base un cilindro coronado
por una semiesfera, vea la figura 1.47.c. La funcién polinomial que describe el volumen de este tipo de estructuras es:

2 r’
V( r)=zr*h+Zz2 — | .
3 2
d. Cajas, cofres, ataudes, envases, etc. estan formadas por un prisma rectangular coronado por un semicilindro, vea la figura
2
1.47.d. La funcion polinomial que describe el volumen de estas estructuras es: V ( x ):%ﬂ( gj h+x*, donde h y x son

numeros positivos.

724
a:
e ;
‘d | —
I 1 L _Ng— —
“1
| I s X
| |
' L
bl P -
- X
X
a b. c d
FIGURA 1.47
e. Torres, almacenes, proyectiles, adornos, etc., incluyen en su disefio un prisma triangular coronado por un tetraedro vea la
figura 1.47.e. La funcion polinomial que describe el volumen de estos elementos es: V ( x):gx3 +%x3, donde x es un

numero positivo.
f. Casas, torres, cajas, etc., tienen la forma de prisma rectangular con dimensiones de medidas: x, ax y bx, coronado por un

prisma triangular que tiene como base un triangulo equilatero. La funcién polinomial que describe el volumen de estos objetos

es: V(x)=abx®+ @aﬁ , vea la figura 1.47.f.
g. Implementos en los que se da de comer al ganado, han sido disefiados construyendo un paralelepipedo con una concavidad

Mg 3

en forma de prisma triangular. La funcion polinomial que describe el volumen de estos elementos es: V ( x )= abx® 3

vea la figura 1.47.9.

X
\
\
/’A_____ 7 <
t % ; 5
X | ; TX

I /

I BySyyEyE | _ _ A —\/_

ax ax
e f. g
FIGURA 1.47
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EJEMPLO 1.41 (Aproximaciones utilizando funciones polinomiales)
Las funciones polinomiales se utilizan en diversas ramas de las matematicas como método de aproximacion a otras funciones.

a. Aproximacion de f ( x )=1i en el intervalo (—1 , 1) por medio de una funcion polinomial. Al efectuar la operacion
- X

1
1-x

1 1 -
obtenemos Tl x2 +x3+..., por tanto f (x)=1—=1+x+x2 +x3+---, en ofros cursos de matematicas se

demuestra que ésta expresion es valida cuando x pertenece al intervalo (-1, 1 ).

b. La funcion “exponencial natural’, que estudiaremos mas adelante, cuya regla de correspondencia es f ( x )=e*, también

2 3 4
. o .. . . ; X X X
puede ser escrita en términos de un funcion polinomial, asi f (x )=e* =1+ x+—+ =+ ~—+---

2 6 24
es uno de los nimeros mas importantes en matematicas y se denomina “nimero de Euler” o

El numero representado por “e’
constante de Napier.

2 3
i. Aproximacion del nimero “ e ” por medio de una funcion polinomial de tercer grado: f (1)=e* =1+1+ 1?+ % =2.666.

ii. Aproximacion del nimero “e ” por medio de una funcion polinomial de cuarto grado
17 18 1t

f(1)=e'~1+l+—+-+>~2.70833.

2 6 24

EJEMPLO 1.42

a. Se pretende elaborar galletas con forma de prisma de base cuadrada. Las galletas deben tener un volumen de 9 centimetros
cubicos y su altura debe ser la tercera parte de la longitud de la base. ;Cuales deben ser las dimensiones del molde de la
galleta?

i. La figura 1.48 muestra la forma del molde.

FIGURA 1.48
ii. Representemos por x la longitud de la base.
iii. Para determinar las dimensiones del molde, debemos tomar en cuenta que el volumen del prisma se calcula con la relacién

V =B-h, Portanto 9= xz[ §X ] , esta ecuacion es equivalente a x® —27=0. La ecuacién x® -27=0 tiene como Unica

raiz real x=3. Por tanto el molde debe tener las siguientes dimensiones: base x=3 centimetros, altura h=%(3)=1

centimetros.

b. Se construira un molde (en forma de piramide, con base cuadrada) para fabricar caramelos que contengan un volumen de 25
centimetros cubicos. La altura h de los caramelos debe medir 2 centimetros menos que la longitud de los lados de la base.

i. La figura 1.49 muestra la forma del molde.

ii. Representemos por x la longitud de la base, x—2 representa la longitud de la altura.

iii. Para determinar las dimensiones del molde, debemos tomar en cuenta que el volumen de la piramide se calcula con la

relacion V = %B -h, entonces 25= %xz( x—2 ), de donde obtenemos x* —2x? -75=0. La ecuacion x* —2x? -75=0 tiene

como Unica raiz real x=5 . Por tanto el molde debe tener dimensiones: base x=5, altura x—2=3.
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EJEMPLO 1.43 (Salchichas)

La compafiia alimenticia desea elaborar salchichas. Deben tener forma de cilindro circular recto de 12 centimetros de largo con
una semiesfera en cada extremo. La compafiia desea controlar los volumenes de las salchichas asignando valores al radio. i. La
figura 1.49 muestra un esquema de la salchicha.

ii. EIl volumen de la parte cilindrica de la salchicha es el producto del largo del cilindro (que es de doce centimetros) y el area

(zr?) de la base, entonces V. =12z r? centimetros clbicos. Los dos extremos semiesféricos forman una esfera de radio r
4 . . . . 4
cuyo volumen es V¢ =37 r®. Asi, el volumen V, de la salchicha, en funcion del radio, es Vg( r ):gﬁ r®+12zr® con

r >0 centimetros cubicos.

FIGURA 1.49

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

Trace la curva asociada a la funcién obtenida e identifique la parte positiva.

u
EJEMPLO 1.44 (Construccion de una caja)

Se construird una caja (sin cubierta) cortando cuadrados (de las mismas dimensiones) de cada esquina de una lamina
rectangular, las dimensiones de la ld&mina son: 80 centimetros de ancho por 150 centimetros de largo, posteriormente se
doblaran perpendicularmente y hacia arriba los lados.

i. Vea la figura 1.50.

ii. Si x representa la longitud del lado del cuadrado recortado, el volumen de la caja estd dado por la relacion
V (x)=(150-2x ) 80—2x ) x ) bajo la condicion x>0.

iii. Si desarrollamos V (x )=(150—2x )(80—2x ) x ) y simplificamos obtenemos V (x ) = 4x® - 460x? +12000x, siempre que
0<x<40.

80 X 80-2x x
v r )
@ @
150 1o < e 150 - 2x
R R
o A
i : 80 - 2x
80 X 80-2x X
FIGURA 1.50

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Trace la curva asociada a la funcién obtenida e identifique la parte positiva y que tiene sentido para esta situacion.

EJEMPLO 1.45 (Problema geométrico)
Para expresar el volumen de un cilindro circular recto inscrito en un cono de 24 metros de alturay 8 metros de radio en la base
(los ejes del cono y del cilindro coinciden) en funcién de la longitud del radio del cilindro, debemos tener en cuenta que el
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volumen del cilindro esta dado por V. =z r? h y que depende tanto de la longitud de la altura h como de la longitud del radio
r.

>

24

oft—-—-——=—===|-====
=

FIGURA 1.51

Para expresar el volumen del cilindro en términos de una sola variable, utilizamos el hecho de que los triangulos DFE y CAE
de la figura 1.51 son semejantes por lo que la relacién de proporcionalidad entre sus lados es

h :28—4=3,0bien, h=3(8-r).

8—r
De Ve =zr?h y h=3(8-r ) obtenemos que el volumen del cilindro en funcion del radio es V. (r )=3zr? (8-r) con
r>0,0bien V. (r)=24zr%-3zr> siempre que r>0.

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Q Trace la curva asociada a la funcion obtenida e identifique la parte positiva y que tiene sentido para esta situacion.
0

EJEMPLO 1.46

Se pretende “engordar” cierta especie de jabalies para posteriormente liberarlos y repoblar cierto lugar. El peso de los jabalis
depende de la dieta que se utilice. Se han implementado dos dietas: una en base al alimento que encuentran normalmente en su
habitat y la segunda ha sido preparada en el laboratorio. Se ha encontrado que con la dieta preparada en el laboratorio, el

aumento de peso en funcion del tiempo esta dado por p( x )=-2x* +8x? + 4 Kilogramos, donde x esta en afios. Si el jabali

sigue la dieta natural, su aumento de peso esta dada por q ( x )=-2x* +12x* +4.

Comentarios:
a. Note que inicialmente (cuando x =0 ), ambos modelos indican que el jabali tiene el mismo peso:

p(0)=-2(0)" +8(0)* +4=4 Kilogramos.
q(0)=-2(0)" +10(0 )’ +4=4Kilogramos.
b.Los cerosde p(x)=-2x*+8x*>+4y q(x )=-2x* +12x> +4 son las raices de las ecuaciones:
—2x* +8x2 +4=0Yy —2x* +12x* +4=0,

Para Para
p(x)=-2x*+8x% +4, q(x)=-2x*+12x2 + 4,
—2x* +8x*> +4=0 < x*-4x?-2=0, entonces —2x* +12x? +4=0 < x*-6x*>-2=0, entonces
—(-a)t. (-4 -4(1)-2 —(-6)t-/(-6)-4(1)-2
o )2 2) (21X ),dedonde o= 6)z 4 62) (21X ),dedonde
X2=2i\/g, X2=3ix/ﬁ
asi: por tanto:

X, = 2+\/§ Yy X, =—\2+\/6 . X1:\3+\/ﬂ y Xzz_\s"‘\/ﬁ .

Los ceros de las funciones “aumento de peso”, indican que el “aumento de peso” es cero para esos tiempos.
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c. Las curvas correspondientes se muestran en la figura 1.52.

. Ya A~ A
Ya A a(x)
o 12 i P
i i I
R P H
Y T 1116
Poae Pl i
f \ H - ! {
P P Pt
' * E ' HIFAY L p(x)
: P AR
.= P H
_Zvl - ~2=X i s Y
: \ i
1 Y [N}
1 A3 L}
i i
21 2 k2 2|
v 0 > W 0 T
a. b. c.
FIGURA 1.52

La parte punteada de las curvas carece de significado (puesto que la variable x representa tiempo. Por otra parte la dieta
q(x)=-2x*+12x* +4 es mas eficiente para engordar a los jabalis (las imagenes de x son mayores bajo q ( x ) que bajo

p(x ) en el intervalo de tiempo ( 0, +/3+411 j afios.

¢ Qué conceptos aprendi?

PARA COMPLETAR
1. El puede ser descrito por una funcion polinomial de grado tres.

2. Las funciones que describen alguna caracteristica de una figura geométrica tienen dominio con signo

no tiene sentido si la situacion o problema hace referencia a

3. La parte negativa de una
una dimension medible.

CIERTO O FALSO (Justifique su respuesta)
1. Una funcion polinomial de grado tres (o superior) que modela una situacion real tiene como dominio a todos los nimeros reales.

2. Una funcién polinomial de grado tres (o superior) que modela una situacion real no tiene ceros.

3. Sélo es posible modelar situaciones relacionadas con el volumen de un cuerpo por medio de funciones polinomiales de tercer grado.

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.3

1. Se desea construir un tanque de acero para almacenar gas. 2. Se desea construir un tanque de acero para almacenar gas. El
El tanque tiene forma de cilindro circular recto de 12 metros de tanque tiene forma de cilindro circular recto con una semiesfera
largo con una semiesfera en cada extremo. Exprese el volumen en cada extremo. La longitud de la parte cilindrica debe ser cinco
del tanque en términos del radio. veces la longitud del radio. Exprese el volumen del tanque en
términos del radio.
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3. A partir de una I&mina rectangular de ancho a y largo b se
quiere construir un canal de seccién transversal rectangular,
para transportar aceite. Las paredes del canal se construiran
doblando la l&mina perpendicularmente a sus lados. Determine
la funcién que describe el volumen de un tramo del canal de
longitud igual a diez veces la base, en términos de la altura x
del canal.

4. Se desea construir un silo (almacén) con forma de cilindro
circular recto de 20 metros de largo, y coronado con un cono
en la parte superior, la altura del cono mide el triple que su radio.
Exprese el volumen del silo en términos de la longitud del radio.

5. Determine la funcion que describe el volumen de la figura que
se obtiene conforme se perfora un cubo de lado de longitud de
4 centimetros. Suponga que la perforacidn tiene forma de
prisma cuadrangular y la longitud de la altura es el doble que la
longitud de la base.

6. Se construye una caja sin tapa recortando un pequefio
cuadrado de cada esquina de una hoja rectangular (de aluminio)
y luego doblando hacia arriba los lados. La hoja tiene
dimensiones 90 por 180 centimetros. ¢ Cuél es la funcion que
describe el volumen de la caja?

7. Los paquetes que acepta cierta compafia de mensajeria,
deben tener forma de ortoedro, sus caras cuadradas deben
tener longitud x y los costados rectangulares deben tener de
longitud y. También, el perimetro méximo permitido debe
cumplir que la suma de su longitud y su seccion transversal
debe ser 300 centimetros. Cual es la funcién que describe el
volumen del paquete?

8. Exprese el volumen de un cono circular recto en funcion de su
altura, si tiene base de longitud r y se encuentra inscrito en en
una esfera de radio de longitud R=1.

9. Un cilindro circular recto se ha inscrito en una esfera de
longitud de radio R =1. Exprese el volumen del cilindro en
funcién de su radio.

10. La utilidad de cierta compafiia se determina por la relacion
U =1-G ,endonde | representa el ingreso total que generd
la compafiiay G los gastos totales de operacién del negocio. Si

I (x)=0.0125x? +412x modela el ingreso total y

G (x )=0.00135x> +12.225 modela el costo total, donde x

es el nimero de clientes.

a. ;Cual es la funcién que describe el comportamiento de las
utilidades?

b. ;Cuéntos clientes debe tener la compafiia para tener
utilidades?

11. Se ha encontrado que la poblacién de cierta especie de
roedores, puede modelarse por medio de la funcién

f (t)=-0.00001t> +0.002t? +1.5t +100.  Utilice  un

software graficador y:

a. Trace la curva correspondiente.

b. ;Cuél es la poblacién maxima de roedores y cuando ocurre?
c. De acuerdo a este modelo, ¢ cuando se extinguira la poblacion
de roedores?

12. Suponga que la altura de cierta clase de pino se modela
mediante la funcion

h(t)=-0.001t® + 0.044t> —0.152t + 0.26 , donde t es su

edad en afios. Utilice un software graficador y:

a. Trace la curva correspondiente.

b. Estime la edad del arbol en la que el crecimiento es mas
rapido.

13. Suponga que el ingreso total 1 (en millones de pesos) esta
relacionado con el gasto en publicidad por medio de

I (t)=-0.000001t® +0.006t?, 0<t<400, donde t

representa la cantidad (en miles de pesos). Utilice un software
graficador y:

a. Trace la curva correspondiente.

b. Estime el punto en que el crecimiento de la funcién es mas
rapido.

AUTOEVALUACION |

1. Proporcione los nombres de diversos sélidos geométricos cuyo volumen sea una funcién polinomial de grado tres.

2. Una estructura esta formada por un cubo en el que la cara superior esta inscrita la base cuadrada de un cilindro circular recto de altura 10
unidades, ¢cual es la funcion que describe el volumen de la estructura?

3. Una estructura, es tal que su parte central es un cubo y en cada cara hay una esfera tangente cuyo didmetro es igual a la longitud de la
arista del cubo, ¢ cual es la funcién que describe el volumen de la estructura?

4. Una estructura, es tal que su parte central es un cilindro de altura igual a tres veces la longitud de su radio, en los extremos tiene prismas
rectangulares cuyos lados adyacentes inscriben a las bases del cilindro. Si la altura del prisma es el doble que la del radio del cilindro, ¢cual es
la funcion que describe el volumen de la estructura?



FUNCIONES
RACIONALES Y CON
RADICALES

PROPOSITOS:

Al finalizar la unidad el alumno:

Modelara algunas situaciones que dan lugar a funciones
racionales y con radicales, analizara una grafica para
identificar su dominio, rango, asintotas y relacionar
estas caracteristicas con la situacion problematica
planteada.

CONTENIDO:

2.1 Funciones racionales
2.2 Funciones con radicales
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FUNCIONES RACIONALES

APRENDIZAJES
En el estudio de la presente seccion usted:
1. Explorara situaciones que se modelan con funciones racionales.
2. ldentificara los elementos de una funcion racional: ceros, asintotas verticales y
huecos, dominio y rango para graficarla.
3. Graficara funciones que tengan asintota horizontal diferente al eje de las x,
asintotas verticales, ceros, huecos, dominio y rango.
4. Resolvera problemas de aplicacion.

En términos de las funciones polinomiales se definen las funciones racionales, asi una funcion racional puede interpretarse como
la division de dos funciones dos polinomiales. Como introduccién al estudio de las funciones racionales presentaremos ciertas
situaciones cuyo estudio da origen al como modelo a una funcién racional.

EJEMPLO 2.1 (Funciones racionales)
a. Afirmar que dos variables x y f cambian en relacion inversa significa que conforme una de ellas aumenta la otra disminuye

y viceversa, el modelo que representa una situacion de variacion inversaes f ( x )= " siempreque k =0y Xx=0.

b. Suponga que una placa rectangular tiene &rea A=10 metros cuadrados, que su base mide x metros y su altura mide f

metros. Por tanto 10=x f . Si la altura depende de la base, entonces f (x )= 10 siempre que x>0, es decir la altura
X

disminuye conforme se incrementa la longitud de la base, vea la figura 2.1.
R f

A

1
|
|
|
|
|
[
|

e e —

v

F === =

FIGURA 21

¢. En un triangulo que contiene un &rea igual a 20 unidades cuadradas, en el que su base mide x (x> 0) unidades y su altura
. . f . - .
mide f unidades se cumple 20= XT entonces la longitud de la altura en funcion de la base esta dada por f (x )= %

(siempre que x > 0). También la longitud de la base puede escribirse en funcion de la longitud de la altura como x ( f )= A}—O

(siempre que f >0), vea la figura 2.2.

v

FIGURA 2.2
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EJEMPLO 2.2 (Funciones racionales como modelos)

a. Un envase tiene forma de prisma rectangular y encierra un volumen de 20 unidades cubicas, su base es cuadrada de lado de
longitud x (x >0) unidades y su altura es variable y la representaremos por h, entonces 20=x?-h y si expresamos la

longitud de la altura en términos de la longitud de la base obtenemos h ( x )= 2, la figura 2.3. muestra el comportamiento
X

gréafico de la funcion anterior, la parte punteada carece de significado.
h
A
A
X _x"
X X PATTTTTT Ll
X X X 0 X

FIGURA 2.3

PARA REFLEXIONAR
¢ Por qué la parte punteada de la grafica de la figura 2.3 carece de significado?

b. El volumen de un cilindro (circular recto), su radio y su altura se relacionan por medio de la expresion V = zr? h. Si el cilindro
contiene un volumen de 30 unidades cubicas, entonces la altura del cilindro en funcion del radio es h(r ):3—02, donde
zr
r>0; la figura 2.4 muestra el comportamiento de la altura, la parte punteada carece de significado.
== !
A

S !

h h

h !

‘ ----------- Pd
N—— 0 X
FIGURA 24

PARA REFLEXIONAR
¢ Por qué la parte punteada de la grafica de la figura 2.4 carece de significado?

EJEMPLO 2.3 (Construccion de una funcion racional como modelo, la cerca de una superficie de descanso)

Se planea construir una superficie de descanso para automovilistas a un lado de una carretera. La superficie de descanso debe

ser rectangular y contener un &rea de 5000 metros cuadrados. Deben cercarse: la parte contigua y los lados perpendiculares a
la carretera, no asi el lado opuesto a la carretera. Para construir la funcién que relaciona el niumero de metros de cerca
requeridos en funcion de la longitud del lado no cercado observemos la figura 2.5, la superficie es rectangular y las longitudes de

sus lados estan representadas por x y y .
lado no cercado Pa

| X |
- (I
superficie de recreo I

carretera

FIGURA 2.5




SECCION 2.1 Funciones racionales ||| 59

Por tanto el perimetro p de la cerca tiene una longitud de p = x+2y metros, el area de la superficie a cercar es 5000 metros
cuadrados, es decir x y =5000 m?.

Para expresar el perimetro p como una funcién de la longitud del lado no cercado (que hemos representado por x),

despejamos 'y de xy=5000 Yy obtenemos y:@, que al sustituirla en p=x+2y se obtiene

5000 10000 x? +10000
=X+

p=x+2 , 0 simplemente p=-—"—"""—" Esta relacién Unicamente depende de la variable x, es decir
X

2
p(x)= X" +10000 , siempre que x> 0. La curva correspondiente se muestra en la figura 2.5 (en el desarrollo de la presente
X

seccién se desarrollaran los elementos para construir este tipo de curvas).

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

_ x*+10000
X

Q Utilice un software (como graficador) y traza la curva asociadaa p ( x ) ,con x>0.

EJEMPLO 2.4 (Construccion de una funcién racional como modelo, envase cilindrico)
Se desea construir un envase cilindrico que encierre un volumen igual a un litro (mil centimetros cubicos). Se debe relacionar el
area de su superficie (cantidad de material requerido) con el radio del cilindro. La descomposicion del cilindro se muestra en la

figura 2.6., donde cada una de las bases tiene area z x*. La superficie lateral del cilindro es un rectangulo de dimensiones
27X por h.

2nx

2nx

FIGURA 2.6
El area del envase esta dada por la suma de las areas de las superficies que lo componen, es decir, la suma de las areas de las

bases y el rea de la parte lateral, entonces A=27x? +27xh =27 x> +xh ).
En la expresion anterior, el &rea depende de las variables x y h, sin embargo estas dos variables se encuentran ligadas por el
hecho de que V =z x?h=1000. Para rescribir la expresion del area en términos de una sola variable, digamos el radio x

3
1002 , portanto A=27x? + Z;rxloog _ X7 +2000
X TX X

utilizamos la condicion de ligadura h = . Por (ltimo, para indicar que el

27 x%+2000

area depende de la variable x escribimos A( x ) , siempre que x>0.

PARA REFLEXIONAR
Obtenga la funcién que describe el &rea del cilindro en términos de la altura, ¢ qué tipo de funcién es?

Definicion 2.1 (FUNCION RACIONAL)

n n-1
anXx +a,,X +o-+a X+ 3,

La funcion r(x)= , donde a,, a,, -+, a,4, a,, by, by, - b,y y by, son nimeros

m m-1
Dy X" + by X" 4+ by X+ by
realesy b, x™ +b,, ;x™ " +---+b;x+b, =0, se denomina funcion racional en la variable x .

a. Si n<m (el grado del polinomio numerador es menor o igual que el grado del polinomio del denominador) se denomina
propia.
b. n>m (el grado del polinomio numerador es menor que el grado del polinomio denominador) se denomina impropia.
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EJEMPLO 2.5 (Funciones racionales)

2 p—
a. Enr (x):ii‘txl la funcion polinomial del denominador es q (x)=x?+x+1 y tiene grado m=2, la funcion
X®+ X+
2 —
polinomial del numerador es p (x)=x*-4x y su grado es n=2, por tanto r(x):x274xl es una funcion racional
X"+ X+
impropia.
3 p—
b. En r(x):23x75 la funcion polinomial del denominador es q (x )=x? +10x+24 y tiene grado m=2, la funcion
X +10x + 24
3 p—
polinomial del numerador es p (x)=3x®* -5 y su grado es n=3, por tanto r(x)=23)(75 es una funcion racional
X +10x + 24
impropia.
3 -
c. En r(x)=—, 33X 5’ la funcion polinomial del denominador es q (x)=x*-2x*+x*+x-4 y tiene grado
XT=2x"+x°+x-4
3 —
m=4, la funcién polinomial del numerador es p (x )=3x* -5 de grado n=3, por tanto r(x )= =5 es una

x*=2x +x% +x-4
funcion racional propia.

Otra clasificacion que admiten las funciones racionales es la de ser reducibles o irreducibles.

Definicion 2.2 (CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES RACIONALES)

p(x) ax"+a,x"t+rax+a,

Sea la funcion racional con regla de correspondencia r(x )= = — .
q(x) By X™ + b X" 4+ + b X+ by

a. r(x)= z (())(()) es irreducible siy solo si p(x)y q(x) no tienen ceros comunes.
b. r(x)= g((;()) es reducible siy sdlosi p(x) Yy g(x) tienen ceros comunes.

La definicion 2.2 indica que en las funciones racionales irreducibles, las funciones polinomiales que la componen no tienen ceros
comunes, en consecuencia la regla de correspondencia no se puede simplificar.

@ iLa regla de correspondencia de una funcion racional irreducible no puede “simplificarse”!

(x)  ayx"+a,x" " ++ax+a,

: : p
Si la regla de correspondencia r( x )= =
° P (x) q(x) b, x™+b, X"+ +bx+D,

debe tenerse en cuenta que al “simplificarla” ha modificado su dominio, es decir al cancelar, por ejemplo, el factor x —x, tanto
en p comoen q, en realidad ha construido una nueva funcion, digamos r, que esigual a r(x ) excepto en el punto x=x,,
entonces r, (x)=r(x) siempre que x=x, .

puede simplificarse (es decir, r es reducible),

@ iSi UD. simplifica la regla de correspondencia de una funcién racional debe tener en cuenta que se conserva el dominio
de la funcién original!

EJEMPLO 2.6 (Funciones racionales reducibles y funciones racionales irreducibles)

ar(x)= x* -4 _(x=2)x+2)

3

3 es irreducible.
x° +1 x° +1

b. r (x)= x?42x+1 (x+1)

= = es irreducible.
x2+5x+6 (x+3)x+2)
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2
= X3 2% o5 reducible puesto que r (x )=, == "1" >
X* + 6X X® +6X x(x +6) X“+6

partir de la expresion original.

_xPa2x  x(x+2) _ x+2

c. r(x , sin embargo, el dominio de r se obtiene a

2 2
d. r(x)=% es reducible, pero r(x)= X+52X+6 =(X+2XX+3), por tanto
x® +4x? +5x x+7x2+12x x(x+3)x+4)
r(x)= X +BX46 _ X42 siempre que x = -3
x3+7x% +12x  x% +4x '
g

» e _— , . 1 -12 —
En matematicas, no esta definida la division por el nimero 0, expresiones como 68, %, o etc., carecen de significado, en

consecuencia, el dominio de una funcién racional irreducible no incluye los ceros reales del polinomio denominador.
. . a 0 -a .
jLas expresiones 0= 5= y o= son incorrectas!
También, los ceros de una funcién racional irreducible (si es que existen) son los ceros de la funcién polinomial que define su

numerador, por tanto, todas las propiedades tratadas en la unidad previa (respecto a los ceros de una funcién polinomial) son
validas en la determinacion de los ceros de una funcién racional impropia.

@ jLos ceros (en caso de existir) de una funcion racional son los ceros de la funcion polinomial del numerador!

EJEMPLO 2.7 (Dominio de funciones racionales)

2 _ax
a. En X
r(x) x2 -4

es decir dom(r )=(-o0,-2)u(-2,2)u(2,+ ), puesto que q (x)=x>-4=0 si x=-2 y x=2, vea la figura 2.7.

, €l dominio lo constituyen todos los nimeros reales diferentes a los ceros del polinomio denominador,

x2 — 4x

2

, SN los ceros de p (x )=x?—4x,esdecir x=0y x=4.
X -

Los ceros de r (x )=

N O

0

t O > O O + >
2

FIGURA 2.7 FIGURA 2.8

b. El dominio de r(x):2¢ contiene a todos los nameros reales distintos a los ceros de
X* +10x+24

q(x)=x*+10x+24=(x+4)(x+6), mismos que son x#—6 y x#—4, asf

—6x

dom(r)=(-o0,-6)u(-6,-4 )u(-4,+o ), vea la figura 2.8. El inico cero de r(x)=——
X° +10x+24

(que coincide con el

cerode p(x)=—6x)es x=0.
Cx3 X% -12x
~ x2-25
el conjunto dom(r )=(—-o0,-5)u(-5,5)U(5,+0 ). También p (x)=x*+x? —12x=x(x+4)(x~-3), por tanto, los
cerosde r(x)son x=0, x=—4 y x=3.

c.En r(x) ,los ceros de q (x)=x2-25=(x-5)(x+5) sonx=-5 y x=5, por tanto, el dominio de r es

d. En r(x)= 2);+1 el polinomio denominador es q (x )=x?+1 y no tiene ceros reales, por tanto, el dominio de r es el
X"+

conjunto dom( r )=(—c0,+o0 )=1IR. El polinomio numerador es p (x)=2x+7 y su Unico cero es x:—%, por tanto

también es el Unico cero de r .
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x? +5
x2 —x—20

dom(r)=(—-o0,—-4)u(-4,5)U(5,+x ).Puestoque p (x)=x*+5 no tiene ceros reales, r (x ) no tiene ceros.

e.Enr(x)= , el polinomio g ( x )=x? —x—20 tiene dos ceros x=—4 y x=5, asi el dominio de r es el conjunto

O

Continuando con el proceso de construccion de la curva asociada a una funcion racional irreducible, veamos cuél es su
comportamiento alrededor de un punto en el que no esta definida (es decir alrededor de un cero del polinomio denominador).

Sea r(x)= Z(X) una funcion polinomial irreducible en donde ¢ tiene grado m, entonces puede ser rescrita en la forma
r(x)=———-2__ en donde q(x)=(x-x,)%(x) y s(x) es una funcion polinomial de grado m-a. El

(x=x)%s(x)
: . _ 1 . p(%o)
comportamiento de r(x ) alrededor de x, lo describen, tanto el factor g(x)fW como el signo de S(% )

X=X, 0

, . .y X X , . . ,
analizar el comportamiento de la funcion r(x )= p(x)_ p(x) asignaremos a la variable x nUmeros cada vez més

a(x) " (x=x)*s(x)

proximos a x, , primero menores que x, Y luego mayores que x,, vea la figura 2.9 y la tabla 2.1.

. Para

asignacion de numeros a la variable x asignacion de niimeros a la variable x
l menores que X, mayores que X, \
C ° 7 *
0
FIGURA 2.9
PRIMER CASO, a ES UN NUMERO IMPAR SEGUNDO CASO, a ES UN NUMERO PAR
1 1
X g(X)=7a Signo de X g(X)=7a Signode g
(x=xg )" | P98 (x=x)
(0.9 )x (-10%, )® negativo (0.9 )x, (-10%, )2 positivo
(0.999 )x, | (-1000x, )2 negativo (0999 )x, | (-1000x, )? positivo
(0.99999 )x, | (-100000x, )* negativo (0.99999 )x, | (—-100000x, )? positivo
Xo indefinido Xo indefinido
(1.00001 )%, | (100000x, )* positivo (1.00001 )x, | (100000x, )? positivo
(1.001)x, | (1000x, )2 positivo (1.001)x, | (1000, )° positivo
(1.1)x, (10x, )? positivo (L.1)x (10x, )* positivo
TABLA 2.1
El comportamiento de r(x )= an) se muestra en la figura 2.10.
(x=% )*s(x)
a impar a impar a par a par
Ya X=X, Ya X=X, a a X=X

? ? ? ?

1 | I I

1 | | I

1 I | I

1 | | I

0 Xo: X 0 &: "X 0 Xo: X 0 Xo: X
\I |{ I \I {

1 | | I

1 I | I

! ! Vx=x, !

X X
: ((;(:) positivo —Sp((x 0°)) negativo Sp ((::) positivo _Sp ((x :)) negativo

FIGURA 2.10
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Los comportamientos mostrados en la figura 2.10 se conocen como “asintéticos” y la recta de ecuacién x=x, se denomina
“asintota vertical”.

Definicion 2.3 (ASINTOTAS VERTICALES)

Sea r una funcién racional propia € irreducible, entonces:
Si r crece indefinidamente en forma positiva, crece indefinidamente en forma negativa o crece indefinidamente en ambas
formas, conforme las asignaciones a x son cada vez mas préximas a x, , entonces la recta de ecuacion x = x, es “asintota

vertical de la curva asociada a r”.

PARA REFLEXIONAR

] | 2 i Las asintotas verticales forman parte de la curva asociada a una funcién polinomial? Explique.
G! b. ;Por qué la curva asociada a una funcion no puede cruzar a una asintota vertical?

En el bosquejo de la curva asociada a una funcién racional, la identificacion de las asintotas desempefia un papel basico, por
tanto, la estrategia 2.1 puede ser de gran utilidad para este efecto.

ESTRATEGIA 2.1 (TRAZO DE ASINTOTAS VERTICALES Y COMPORTAMIENTO A SU ALREDEDOR)

Para determinar las asintotas verticales de una funcién racional propia e irreducible r :

i. Factorice (si es posible) p (x)y q (x).

ii. Determine los ceros de q (x )=by,x™ +by,  x™* +---+b;x +by.

iii. Si x, es uno de los ceros, una de las asintotas verticales tiene ecuacion x=x, .

iv. Asigne valores x tan proximos, como le sea posible a x, (tanto mayores como menores que x,) y luego determine las

imagenes correspondientes.
v. Los puntos obtenidos indicaran el comportamiento de r( x ) en la proximidad de la asintota.

El ejemplo 2.8 muestra el uso de la estrategia anterior.

EJEMPLO 2.8 (Uso de la estrategia 2.1, asintotas verticales de una funcién racional)
2X

a. Asintotas verticales de r(x)=——""—.
X*=x-20

i r(x): 2X _ 2X
' x2—x-20 (x+4)x-5)

ii. Los ceros del polinomio denominador son x=-4 y x=5.
iii. Las asintotas verticales tienen ecuaciones x=—4 y x=5.
iv. Comportamiento de r alrededorde x=-4 y x=5, veala figura 2.11.

X r(x) signo x=-4 Y, x?S

4.1 —9.01098 negativo T{ |
asintota 4 indefinida : : \

-39 8.76404 positivo | N

49 | -11.011236 | negativo I 2o 2 | X
asintota 5 indefinida \ : :

51 | 11.20879 | positivo ‘ \w

FIGURA 2.11

b. Asintotas verticales de r(x )= S
(x=1)*(x+2)

4
(x-1)(x+2)*"
ii. Los ceros del polinomio denominador son x=-2 y x=1.
iii. Las asintotas verticales tienen ecuaciones x=-2 y x=1.

iv. Comportamiento de r alrededorde x=-2 y x=1, veala figura 2.12.

i r(x)=
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X=-2 'y x=1
X r(x) signo N x
-2.1 41.62 positivo M I
asintota | —2 | indefinida : :
-1.9 26.29 positivo ; 1 >
iti 2p o)1 o2 X
0.9 47.56 positivo |
— 1
asintota 1 indefinida | I
1.1 41.62 positivo | |
¥ ]
FIGURA 2.12
c. Asintotas verticales de r(x )= # :
X7 4+ X% —6x
. 2 2
L rix)= = )
() x+x2-6x  x(x+3)x-2)
ii. Los ceros del polinomio denominador son x=-3, x=0 y x=2.
iii. Las asintotas verticales tienen ecuaciones x=-3, x=0 y x=2.
iv. Comportamiento de r alrededorde x=-3, x=0 y x=2, veala figura 2.13.
X r(x) signo
—-3.1 | —1.265022 | negativo X = -?3 31/‘ X=2
asintota -3 indefinida | ‘ 4
2.9 | 1.40746 positivo | :
-0.1 | -3.28072 | negativo I I
asintota 0 indefinida ] L5
n X
0.1 —3.39558 negativo : 0 :
1.9 —2.14822 negativo I I
asintota 2 indefinida y \
=
2.1 1.86741 posiivo FIGURA 213
d. Asintotas verticales de r(x )=—,~ .
X" —16
. 1 1
iLr(x)= = )
(x) x* =16 (x2+4)x+2)x-2)
ii. Los ceros del polinomio denominador son x =
PARA REFLEXIONAR
(,? ¢, Por qué el factor x? +4 no origina asintotas verticales?
iii. Las asintotas verticales tienen ecuaciones x=-2y x=2.
iv. Comportamiento de r alrededorde x=-2y x=2,veala figura 2.14.
X=-2 'y X=2
X r(x) signo Ae ?T
-2.1 | 0.290014 | positivo 7 I I
asintota -2 indefinida : :
-1.9 | -0.33693 | negativo } — >
- -2 0 2 X
1.9 —0.33693 negativo | |
- — | |
asintota 2 indefinida | I
2.1 | 0.290014 | positivo i I l l

FIGURA 2.14
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En una funcion racional el resultado de la division de los términos lideres o dominantes determina el “comportamiento extremo”
de la curva correspondiente.

NOTA
-2
U El término dominante o lider de una funcién polinomial es el sumando de mayor potencia.

Para asignaciones extremadamente grandes a la variable x (asignaciones que pueden ser positivas o negativos) de la funcién

. X - A . a,x" a , .
racional r(x )= M la division de los términos dominantes —"~— = —"x""" define su comportamiento extremo.

q(x) bpx™ by

i.Si n<m, lacurvaasociada a r tiene a la recta de ecuacion y=0 (eje x ) como asintota horizontal.

ii. Si n=m, la curva asociada a r tiene a la recta de ecuacién y = b—” como asintota horizontal.

n

iii. Si n>m, la curva asociada a r no tiene asintotas horizontales.

NOTA
Z} El comportamiento extremo de una funcién es el comportamiento que tiene la funcién para asignaciones a x
extremadamente grandes, ya sean positivas 0 negativas.

DEFINICION 2.4 (ASINTOTA HORIZONTAL)

Sea r una funcion racional irreducible.
Si r se aproxima a la recta de ecuacion y=y, conforme se le asignan a x numeros cada vez mayores — positivos o

negativos o en ambas formas-, entonces la recta de ecuacion y =y, se denomina “asintota horizontal de la curva de r”.

® jLa curva asociada a una funcién racional r, puede intersecar a una asintota horizontal!

La figura 2.15 muestra el comportamiento asintético de algunas funciones.

y‘k ylk ylk
0 0 K o \\/\)
— " X R —_—f = ——— >
& —T————— -> y=y
(_/ . ] Y=Y, R 0
y=0 \ 5 >
FIGURA 2.15

EJEMPLO 2.9 (Asintotas horizontales de una funcion racional)
3x-1

aEnr (X):ﬁ’ a,x" =3x y b,x™=x?, por tanto, la recta de ecuacion y=0 es la asintota horizontal.
X2 —5X +
2 —
b.Enr (x)=w, a,x" =3x? y b,x™ =4x?, por tanto, la recta de ecuacion y=§ es la asintota horizontal.
4x% —5x+6 4
c. En r(x)= 7X3+65X2+§X 2, a,x"=-7x* y b,x™=x3, por tanto, la recta de ecuacion y=-7 es la asintota
XT +9X" —oX
horizontal.
4 —
d.Enr(x)= 2x_ =X a,x" =2x* y b,x™ =x%,donde n>m, portanto r (x) no tiene asintotas horizontales.

X=X
x3—2x2 —x+1

En el efemplo 2.10 determinamos las asintotas (horizontales y verticales) de algunas funciones racionales.
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EJEMPLO 2.10 (Asintotas verticales y horizontales de una funcién racional)

. -1 x-1
.S = 1= .
2 Sir(x) x*-5x+6 (x-2)x-3)

, entonces p(x)=x-1Yy q(x)=x?-5x+6 no tienen factores comunes (r es

. . , . . . a,x"
irreducible). Las asintotas verticales tienen ecuaciones x =2 y x=3. Por otra parte —" = Lz donde n<m y por tanto la

b, x X

linea recta y =0 es asintota horizontal de la curva asociadaa r,veala veala figura 2.16.

y y
4 R R 4 .
4 P I 2 |
. I I
I _ 1
y—1 | | =
e T B e S
-4 0 14 i | 0 ; 2y
[ | I
. I I
1
4 V -2 V
x=g x¢:3 x=-2 x=1
FIGURA 2.16 FIGURA 2.17

2% —4x-6 _ 2(x-3)x+1)
4% +4ax—-8  4(x+2)x-1)
ax" 2x* 1 : , L 1 . , .

b,:x”‘ “0Z "2’ es decir n=m vy la linea recta de ecuacion y = > es la asintota horizontal de la curva asociada a
r ,veala figura 2.17.

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

Obtenga las curvas asociadas a las funciones anteriores y vea que coinciden con lo descrito.

b. Puesto que r(x) , entonces las asintotas verticales tienen ecuaciones x=-2 y x=1.

También

O

Las funciones racionales impropias e irreducibles, en las que el grado del polinomio numerador p es mayor en una unidad que
el grado del polinomio denominador q, tienen asociada una asintota oblicua o inclinada. Para determinar la ecuacién de esta

asintota, basta efectuar la division (algebraica) entre las funciones polinomiales que componen la funcién racional, el cociente de
esta division es la ecuacion de asintota oblicua.

EJEMPLO 2.11 (Asintotas oblicuas)

2
X7 +4X 3 : . : ‘ : e
a. Puesto que r (x )= 1 x+3——1, entonces la curva asociada a r tiene asociada una asintota oblicua de ecuacion
X+ X+

y=x+3. Observe que si a la variable x le asignamos niimeros extremadamente grandes, r crece en forma extrema, y que si
a x le asignamos nimeros extremadamente pequefios, r aumenta en forma negativa en extremo, vea la figura 2.18.

y y
7' N 7 A
‘4 Ve A4 y=X
1 |s | 7
|/ | /7
7/
/f | /7
7 1 o 1|7
£ g | »
-4, 10 47 x -4 2 4 Tx
7/ | 71
Ve | Ve
¢ s
y=x+3 | P |
v v
Xx=-1 x=-1

FIGURA 2.18 FIGURA 2.19
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CxXZ+x+1
X+1
asintota vertical de ecuacién x=-1. Observe que si la asignaciones a x se incrementan (positivamente o negativamente)

b. Puesto que r (x)

1 . . , . "
= x+—1 , la curva asociada a r(x) tiene una asintota oblicua de ecuacion y=x y una
X+

1 . ,
extremadamente, o1 se aproxima a cero, vea la figura 2.19.
X+

NOTA
f} Se deja al lector perteneciente al Colegio la decisidn trabajar con asintotas con asintotas oblicuas , los planes del
Colegio no lo contemplan.

Revisemos el efecto que se produce al “simplificar la regla de correspondencia” de una funcién racional.

NOTA
@ A la funcién que se obtiene de “simplificar algebraicamente” otra funcion, debe asignarsele el dominio de la funcion
original.
PARA REFLEXIONAR

) ¢Por qué a la funcién que se obtiene de “simplificar algebraicamente” otra funcién, debe asignarsele el dominio de la
G/ funcion original?

EJEMPLO 2.12 (Simplificacion de la regla de correspondencia)

a.Sir (x):%, entonces dom(r )=(—-o0,0)u(0,+o ). Puesto que r (x):gzl, es decir r (x)=1, se cumple que

r (x):é es equivalente a s (x )=1 siempre que dom('s )=(—o0,0)u(0,+x ).

b.Sea r (x)=—, ~2X_ entonces dom(r)=(-o0,-4)u(-4,2)u(2,+x).
X +2x-8
2
Observe que XT-2x x(x-2) - X Podemos afirmar que r(x):L bajo la condicién de que
x2+2x-8 (x—2)x+4) x+4 X+4
dom( s )=(-o0,-4)u(-4,2)0(2,+x).
. X+3 X+3 1
c.Sir (x)_m,entonces dom(r)=(-o,-3)u(-3,-1)u(-1,+w ). Observe que (3 xed) " xad

Podemos afirmar que r (x )= % bajo la condicion dom (s )=(—c0, -3 )u(-3,-1)u(-1,+wx).
g

El hecho de que las reglas de correspondencia de dos funciones sean iguales, es decir r( x ): s( X ) pero que sus dominios no

coincidan en un nimero finito de asignaciones a la variable x se manifiesta graficamente en que las curvas asociadasa r y s
no coinciden en un nimero finito de los puntos, vea figura 2.20.

v

FIGURA 2.20
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Si la funcién racional r admite como factor a x—x, tanto en el numerador como el denominador, entonces la regla de

correspondencia puede simplificarse, este hecho se manifiesta como un hueco en la curva asociada a r puesto que el niumero
X =X, no pertenece al dominio de r .

EJEMPLO 2.13 (Huecos de una curva)
2 2 —
a8 (x)= 24 emonces 1 (x)= X4 Ezég((xx_*j)) y dom (r)=( o0, ~2)(-2,3)(3, +0).

r_(x)— -4 (x=2)(x+2)_x-2

Puesto que = = siempre que -2, entonces la curva asociada a
g X2_x_6  (x+2)x-3) x_3 -cmere aue x=
r(x)=— . coincide con la curva asociada a s (x):% menos en s (—2):—%, en donde presenta un hueco. Vea
X% —x— -
la figura 2.21.
ylk y
A
! !
i ° |
| | r
: |
—~_ ! . ~_ ! >
2 0 \i T X 2 0 ‘\i " X
| |
| |
| |
v v
FIGURA 2.21
USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
2
Q Grafique las funciones r (x)=2>(7_‘1r ys (x):E , discuta sus graficas.
X +X—-6 X—-3
b. Si 4% + 4x 4x% + 4x 4x(x+1)
Sir(x)="2, ,entonces r (x)="", = R y dom (r)=(-c0, -1)u(-1,0)u(0, +)
x*+x x*+x  x(x+1)x? +x+1)
CaxPrax 4x(x+1)

Puesto que r (x) siempre que x=0 y x=-1, entonces la curva asociada a

x* +x x(x+l)(x2+x+1):x2+x+1

2
r(x)=2 % coincide con la curva asociada a s (x)= ,menosen s (0)=4y s (-1)=4 en donde presenta

x* + X X% +x+1
huecos, vea la figura 2.22.

v

»
L

-1 ol X -1 0 X
FIGURA 2.22
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USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
2
O Grafique las funciones r (x )= Ay (x)—L

x* +x X2 +x+1

, discuta sus graficas.

u
Todos los aprendizajes tratados en la presente seccion, constituyen parte de la estrategia a seguir para bosquejar (trazo
aproximado) la curva asociada a una funcion racional y se encuentran agrupados en la siguiente estrategia 2.2.

ESTRATEGIA 2.2 (BOSQUEJO DE LA CURVA ASOCIADA A UNA FUNCION RACIONAL)

1. Si es posible factorice los polinomios numerador y el denominador de r .

i. Si r es reducible cancele los factores comunes de p y g,y obtenga rl(x ): 31((:;
1

ii. Si x—x, es un factor comin, entonces en el punto h( x, , 1, (%, )) Mmarque un hueco en el plano cartesiano.
2. Determine los ceros de p; (en caso de que existan) y marquelos en el eje x . Determine el dominio de r .

3. Determine el punto de interseccion de la curva asociadaa r, coneleje y.

4. Determine las asintotas (verticales, horizontales) de r, , asi como el comportamiento alrededor de ellas.

5. Calcule el “signo de r,” en cada intervalo generado por sus ceros.

6. Utilice segmentos suaves y continuos para trazar la curva asociada a r, .

EJEMPLO 2.14 (Trazo de la curva asociada a una funcidn racional)

2x2

x2 +5x

a. Bosquejemos la curva asociada a r(x )=

1 (x)zizzix,siempreque X#-5.

X(x+5) x+5
p(x)=x?y q(x)=x?+5x, tienen como factor comin x—0, por tanto r(0) no existe y representa un hueco en la curva
asociadaa r(x).

2. r no tiene ceros. dom(r )=(—-o0,-5)U(-5,0)u(0,+)

n 2
3. r tiene como Unica asintota vertical a la recta de ecuacion x=-5. En r(x), snxm :2L2=2, entonces r tiene una
mX X
asintota horizontal de ecuacion y=2.
4. La figura 2.23. es un bosquejo de la curva asociadaa r(x ). N YA
| 8
INTERVALOS | x, | r(x,) | SIGNODE r(x) :
18 o | 4
-, =5 -6 o ositivo I =2
( ) 0 p —__ Lo y=2
(-5.0) . t ! >
' -2 3 negativo ) 38 i ) 7 X
1 y I
(0, +x) 1 = positivo [ -4
3 v
X=-5
FIGURA 2.23

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

, ., 2x2
Grafique la funcion r(x)=—7
X“ +5x
construimos en el gjemplo 2.14.

b. Bosquejemos la curva asociada a r(x )=

X2 +X—6
x? +9x+18

utilizando algun software y compare la curva obtenida con la curva que
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x2+x-6 (x+3)x-2) x-2
1. r(X)Z = =

x2+9x+18 (x+3)x+6) x+6
p(x)=x*+x-6y q(x)=x?+9x+18, tienen como factor comiin x+3, por tanto r(—3) no existe y representa un hueco
enla curva asociadaa r (x).

2. El Unico cero de r(x) es x =2, por tanto, su curva asociada interseca al eje x en 1, (2,0).Como r(0)=-1,la

,Si x#-3.

curva asociada a r (x ) intersecaaleje y en 1, (0, -1 ). dom(r )=(-o0,-6 )u(-6,-3)u( -3, +x).

n

3. La funcién r tiene una asintota vertical de ecuacion x =—6. Puesto que Z”Xm = L:l, entonces la curva asociada a
X X
r (x ) tiene como asintota horizontal la recta de ecuacion y =1.
4. La figura 2.24. muestra un bosquejo de la curva asociada a r . . y“
|
INTERVALOS | X, | r(x, ) | SIGNO DE r(x) I A
(-0,-6) | 4 5 positivo I
(-6,2) 0 —% negativo p—— y E—
: -12 -8 1
(2,+w) 3 9 positivo I
|
¥
X=-6
) FIGURA 2.24
USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
2
Q Grafique la funcion r(x)= %X_i’s utilizando algun software y compare la curva obtenida con la curva que
X" +9X+

construimos en el ejemplo 2.14.b.

3x—6
c.r(x)=- e

1. p(x)=-3x+6y q(x)=x+3 no tienen factores comunes.
2. El Gnico cero es x=2 y 1,(2,0). r(0)=2, la curva asociada a r interseca al eje y en 1,(0,2).

dom(r)=(-o0,-3)u(-3,+x).

3. La funcién r tiene asociada una asintota vertical de ecuacién x =-3. Dado que % = _xﬁ =-3, por tanto la funcién r
n X
tiene asociada una asintota horizontal de ecuacion y =-3.
4. Lafigura 2.25. muestra un bosquejo de la curva asociadaa r . y
A
A
INTERVALOS | x, | r(x, ) | SIGNODE r(x) I
(-0,-3) | 4 5 negativo I
3 " N
(-3,2) 1 = positivo i >
4 8 41 0 X
(2, +) 3 - negativo ——————— e >
2 | -4
|
i
-8
¥
FIGURA 2.25

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

Q Grafique la funcion r(x):—3)z(_:§3 utilizando algun software y compare la curva obtenida con la curva que
+
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construimos en el ejemplo 2.14. c.

X X
d. r(x)= x5 (6 )xs1)

1. p(x)=xy q(x)=x*-5x-6 no tienen factores comunes, por tanto, la curva asociada a r es continua.
2. El tnico cero de r es x=0 Yy su curva asociada interseca al eje y en I, (0,0).

dom(r)=(-o0,-1)u(-1,6)u(6,+x). R
3. r tiene dos asintotas verticales de ecuaciones x=-1y x=6. p
n |
Puesto que & X :L:E, entonces r tiene una asintota I
N m X2 X |
horizontal de ecuacion y=0. I
4. La figura 2.26. presenta un bosquejo de la curva asociada a r . ! >
INTERVALOS | x, | r(x,) | SIGNODE r(x) 18 x
2 . |
(-0, -1) | 4 = negativo I
|
(-1,0) —% & positivo I
. |
(0.,6) 4 - negativo « §x=6
(6,+x) | 8 5 positivo
FIGURA 2.26

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

Grafique la funcion r(x)=—,

X
x? —5x—6 (x—6)x+1)
curva que construimos en el ejemplo 2.14.d.

X2 —4
e.r (x):m.

utilizando algun software y compara la curva obtenida con la

2
1.r(x)= :2:1423: Ei:i%iiig y p(x)=x*-4, q(x)=x*-16, r no tienen factores comunes.

2.Loscerosde r(x)son x=-2y x=2. dom(r )=(-o0,-2)0(-2,2)u(2,+).

r (0)=1 intersecaaleje y en Iy( 0 %j

4

3. Las asintotas verticales tienen ecuaciones x=-4 y x=4. A yA \
n 2
:”Xm = X—z =1,y y=1 es la ecuacion de la asintota horizontal. I 8 I
mX X
4. La figura 2.27. corresponde a un bosquejo de la curva asociada a r . I :
INTERVALOS | x, | r(x, ) [ SIGNODE r(x) I :
(-0, -4) | -6 8 positivo (—————!——— -y—_—J!-————) >
(-4,-2) | 3| -2 negativo -8 I 0 I 8 X
(-2.2) | o0 N positivo I :
(2,4) 3 -3 negativo I i
(4, +0) 6 8 positivo x =-44¥ -8 ¥ x =4
FIGURA 2.27

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

2_
Q Grafique la funcion r (x)= X2 1‘; utilizando algun software y compara la curva obtenida con la curva que
X —

construimos en el ejemplo 2.14.e.
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2
f _ X“+2x+14 .
r(x) X* + 2% + 24
1. p(x)=x*+2x+14 y q(x)=x*+2x+24 no son factorizables.
2. r(x) no tiene ceros. dom(r )=IR.

Puesto que r(O):% ,lacurvade r interseca al eje y en Iy( 0, %]

n 2
3. r no tiene asintotas verticales. #* _ X _1 portanto y =1 es la ecuacion de la asintota horizontal.
m 2

b,x" X
4. La siguiente tabla apoya en trazo del bosquejo de la curva y
correspondiente a r , vea la figura 2.28. A
y=1
x | r(x) i >
= % 8 0 8 g
2 | 4 X
FIGURA 2.28

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

Q Grafique la funcion r(x)= X +2X+;4 utilizando algun software y compare la curva obtenida con la curva que

X2 +2
construimos en ejemplo 2.14..
x3-1
g. r(x)= =y

1. r(x)= Xz_l = X_l)(x +X+1)= x+i, los polinomios p y q tienen como factor comin x—1, por tanto, la curva
x*-1  (x=1)x+1) X+1
correspondiente a r (x) presenta un hueco en ( 1, %j

2. r no tiene ceros, puesto que r (1) estd indefinido. La curva asociada a r interseca al eje y en 1,(0,1).
dom(r)=(-o0,-1)u(-1,1)u(1,+).
n 3

a, X X . . , . o
==, la curva asociada a r tiene una asintota oblicua de ecuacion
X

m
b X

3. La Unica asintota vertical tiene ecuacion x=-1.

y=X.
4. La figura 2.29. corresponde a un bosquejo de la curva asociada a r .

<

|
X I’(X) | )//y’—x
2| 3 I 7
| T/
2 | L A >
3 2 2 X
A
// I
|
/7 1-4
o |
x=-1
FIGURA 2.29

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

Grafique la funcion r (x )=

en ejemplo 2.14.9.
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1.r(x)= x° xr P s ax
2 _4 X2 _4 (x+2)x-2)

2. ElGnico cerode r (x) es x=0. Puesto que r(0)=0 el punto de interseccion con el eje y es I, (0, 0).

,portanto p(x) y q(x) no tienen factores comunes.

3. Las asintotas verticales tienen ecuaciones x=-2 y x=2.

n 3
s”xm = X—z , por tanto r tiene una asintota oblicua de ecuaciéon y=x.
mX X
4. La figura 2.30. muestra un bosquejo de la curva asociada a r .
Intervalos | X, | r(x,) | signode r(x) ? A Tt/,}’
(-0,-2) | 4 -8 negativo I ‘i‘//y -
(-2,0) | 1 1 positivo I v
(0,2) 1 -5 negativo [ e
I " 21 2 12 >y
(2,+0) | 4 L positivo )|/ e I
|
e I
/Al |
/, B,
l/li 4 i
X=-2 X=2
FIGURA 2.30

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

utilizando algun software y compara la curva obtenida con la curva que

3

Grafique la funcion r (x )= ZX
X

construimos en ejemplo 2.14.h.

O

En el entorno del estudioso, existen diversas situaciones que su estudio involucra, ya sea la construccion de una funcién racional
y su posterior analisis, o simplemente el estudio de una funcion racional, ahora presentamos algunas de éstas situaciones.

EJEMPLO 2.15 (Aplicaciones de las funciones racionales)
a. (Incremento de la concentracion de alcohol).
¢ Qué cantidad de alcohol debe agregarse a 100 ml., de una mezcla con una concentracion del 35% de alcohol, para producir

otra mezcla de alcohol con una concentracion del x % ?
Inicialmente, la cantidad de alcohol en la mezcla es de 35 ml. puesto que:

35ml. de alcohol (
100ml. de mezcla

Sea la variable x = mililitros de alcohol agregados a la mezcla, entonces:

100ml. de mezcla )=35ml. de alcohol .

x+35 es la cantidad de alcohol en la mezcla resultante y x+100 es el volumen de la mezcla, por tanto: X+1?850 es la
X+
concentracion de alcohol en funcién del alcohol agregado. Asi, ¢ (x )= XZ%% representa la concentracion de alcohol en
X+

funcion del alcohol agregado, evidentemente x>0 .

b. (Perimetro de un rectangulo de area fija)

Una regién rectangular contiene un area de 1000 metros cuadrados, ¢cdmo varia el perimetro en funcion de su ancho?
Representemos por x el ancho del rectangulo y por y su largo, entonces 1000=x-y y 2x+2y= p . De la primera ecuacion

1000 W oy 2000 2x%+2000 .
obtenemos y =""—"—, su sustitucién en la segunda ecuaciéon da p =2x+——="—"—"—/siempre que x>0.
X X X
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2
:w,donde x>0.
X

Por tanto, la funcion que describe el perimetro del rectangulo en funcion de su anchoes p( x )
c. (Poblacion de mamiferos)
El nimero de cierto tipo de mamiferos en funcién del tiempo, en una region especifica, se modela por medio de la funcion
(t ): 250+150t
5+0.25t

250+150( 10 )

i. Por tanto, la poblacion de esos mamiferos a los 10 afios es p(10 )= ~233.

5+0.25(10 )
ii. La poblacion de mamiferos a los 20 afios es p( 20 )= M ~225.
5+0.25( 20 )
iii. La poblacion de mamiferos a los 40 afios es p( 40 )= Mz 467 .
5+0.25( 40 )

d. (Produccién de objetos)
El costo total de producir x unidades esta dado por p( x )=3x? +x+48 pesos. El costo promedio por unidad producida, es el
costo total dividido por la cantidad de unidades producidas.

p(x) 3x*+x+48
X X

i. La funcion Cp(x )= representa el costo promedio por producir x unidades.

3(10 )* +(10 )+48
10

ii. EI costo promedio (por unidad) al producir x =10 unidades es Cp(10 )= =35.8 por unidad.

e. (Oscilacion de una particula)
En fisica se demuestra que la oscilacion de una particula que se fuerza para oscilar en un medio resistente tiene amplitud
1

(1— r2 )2 +kr?
natural de oscilacion y k es una constante positiva que mide el efecto de amortiguacion del medio resistente.
1

(1—r2 )z-rr2 .

no tiene asintotas verticales puesto que (1— r )2 +r2£0 ¢porquée?

A('r ) dada por la funcion A(r )= donde r es el radio de la frecuencia de la fuerza frente a la frecuencia

i. Si k=1, entonces A(r )=

i. A(r)=——~———
(r) (1—r2 )2 +r?
iii. A(r)= 5 tiene como asintota horizontal la recta de ecuacion y=x.
(1—r2 ) +r?
f. (Costo de un envase cilindrico)

Se construira un envase cilindrico que contendra un volumen fijo de 1000 centimetros clbicos de cierto liquido. El costo del
material para fabricar las “tapas circulares” del cilindro es 3 pesos por centimetro cuadrado y el costo del material utilizado para
construir la parte lateral es 2 pesos por centimetro cuadrado.

i. Sean: C el costo total del envase, ct el costo de las tapas y cl el costo de la parte lateral, entonces C =ct +cl .

ii. Si h representa la longitud de la altura, r la longitud del radio de las bases (superior e inferior), entonces el costo del envase

en términos del costo de los materiales es C =37r2 +37r2+2(2zrh)=6zr?+4zrh.

iii. Puesto que el volumen del envase cilindrico es V =1000=zr? h, para escribir el costo del envase en términos de la longitud

1000

zr?

del radio, despejamos la altura y la sustituimos en la ecuacion del costo, asi V =1000=zr?h, entonces h= y al

o L, 4
sustituirla en la ecuacion del costo obtenemos C(r )=6zr? + g pesos.

4000

(10)
g. (Depreciacion)
Como resultado de los avances tecnolégicos en la produccién de teléfonos celulares, que son cada vez mas compactos y
potentes, disminuye el precio de los que existen en el mercado actualmente. Supongamos que dentro de t meses, el precio de

, , 3000
cierto modelo se rige por t )=4000+
gep p( ) 10t +5

iv. Si el radio es r =10 centimetros, entonces el costo del envase es C(10 )=67z(10 )* +

= 60077 + 400 pesos.

pesos.
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3000
10(0)+5
" . R . . 3000
ii. EL precio de un teléfono celular, a los cinco meses sera de p (5 )=4000+-———

10( 5 )+5
iii. EL precio de un teléfono celular, a los cinco meses bajo p (0 )—p (5 )= 4600405454 = 545.46 pesos.

iv. EL precio de un teléfono celular sera de 4200 pesos cuando:

4200 = 4000+ 3000
10t

i. EL precio actual de un teléfono celular es p (0 )= 4000+ =4600 pesos.

= 405454 pesos.

: , entonces 200( 10t +5 )=3000 6 10t+5=15, pasado un t =1 mes.
+

v. EL precio de un teléfono celular a largo plazo sera de 4000 pesos.

h. (Recoleccion de fondos)

Una secta religiosa ha lanzado una campafia para reunir fondos. Los administradores de la secta estiman que tardaran

f(x)= 100X semanas en conseguir el x% de sus objetivos.

1500 -100x

_100(50) 5000

~1500-10(50 ) 1000
100(100) 10000

1500-10(100) 500

i. Entoncesen f (50) =5 semanas alcanzaran el 50% de sus objetivos.

i. En f (200 )= =20 semanas alcanzaran el 100% de sus objetivos.

. . o 100x
iii. Para determinar el porcentaje de que alcanzaran en 2 semanas, resolvemos la ecuacion sz' por tanto
- X

3000-200x =100x 0 3000 =100x , entonces en dos semanas alcanzaran el x =30 por ciento.

¢ Qué conceptos aprendi?

PARA COMPLETAR
1. Si en una funcién racional el grado del “polinomio numerador” es menor que el grado del “polinomio denominador”, esta funcion se
denomina

2. Una funcion racional es siysolosi p(x)y q(x) tienen ceros comunes.

3. En una funcion racional reducible existen en el numerador y en el polinomio denominador.

4. Los ceros del polinomio denominador de una funcién racional irreducible tienen asociada

5. Los ceros del polinomio denominador de una funcién racional reducible se manifiestan como en la curva correspondiente.

6. Si él es una unidad mayor que el grado del polinomio denominador, entonces la curva correspondiente tiene una
asintota oblicua.

CIERTO O FALSO (Justifique su respuesta)
1. Una funcién racional tiene término dominante.

2. Los ceros de una funcion racional estan determinados por la funcion polinomial del polinomio numerador.

3. Una funcién racional es el cociente de dos funciones polinomiales.

4. En una funcién racional el grado del polinomio numerador puede ser menor que el grado del polinomio denominador.

5. Si en una funcion racional el grado del polinomio numerador es igual al grado del polinomio denominador, entonces es reducible.
6. Todas las funciones racionales son irreducibles.

7. La curva asociada a la funcién racional q puede tener una asintota vertical y una asintota horizontal.

8. Si la curva asociada a la funcion racional f tiene como asintota vertical la recta de ecuacion x =3, entonces el factor x — 3 debe estar
presente en el denominadorde f .
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9. El dominio (natural de definicion) de una funcién racional pueden ser todos los niimeros reales.

10. La curva asociada a toda funcion racional intersecan al eje de las ordenadas.

11. Existen funciones racionales que no tienen asintotas.

12. Todas las funciones racionales tienen asintotas verticales.

13. Todas las curvas asociadas a las funciones racionales intersecan al eje de las ordenadas.

14. Si la curva asociada a la funcion racional f tiene como asintota horizontal a la recta de ecuacién y =4 , entonces el grado de la funcién
polinomial del numerador es igual al grado de la funcién polinomial del denominador.

15. Existen funciones racionales irreducibles en las que la curva asociada no tiene asintotas verticales.

16. Las asintotas asociadas a funciones racionales se pueden intersectar.

17. La curva asociada a la funcién racional g puede tener una asintota oblicua y una asintota horizontal.

18. Una funcién racional irreducible en la que el grado del polinomio denominador es una unidad mayor que el grado del polinomio

denominador posee una asintota oblicua que es una recta.

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.1

1. Suponga que el volumen V de un bloque de hielo, cuando se
pone a temperatura ambiente (20 °C), es inversamente
proporcional al tiempo t transcurrido. Si un bloque de hielo con
un volumen de 0.2 metros cubicos tarda 60 minutos en reducir
su volumen a la décima parte, determine V/ (t ).

2. Un resistor R, =90 Ohms esta conectado en paralelo con

otro resistor de resistencia variable X, tal como lo muestra la
figura. Determine la funcion que relaciona la resistencia en los

puntos Ay B.
A

%0 = x

B |
3. Una caja de carton, con base cuadrada y con tapa contiene un
volumen de 100 centimetros cubicos. Determine una funcién que
describe el area total de la caja en términos de la longitud de los
lados de la base.

4. Una caja de cartdn, con base cuadrada y sin tapa tiene
volumen de 100 centimetros clbicos. Determine la funcién que
relaciona el area total de la caja y la longitud de los lados de la
base.

5. a. Se desea construir una caja que debe tener base cuadrada y
sin tapa, su volumen debe ser de 100 centimetros cubicos. Si el
precio del material que se utiliza en la base es el doble del que se
utiliza en los lados, determine una funcién que relacione el costo
total de la caja y la longitud de los lados de la base.

b. En el inciso a. suponga que el largo de la base es el doble del
ancho. Determine una funcién que relacione el costo total de la
caja y la longitud del ancho de la base.

c. En el inciso b. suponga que la caja tiene tapa, determine una
funcion que relacione el costo total de la caja y la longitud del
ancho de la base.

6. Se desea construir un tanque en forma de cilindro coronado

por una semiesfera, el tanque debe tener capacidad de 67
metros cubicos.

a. Determine la funcion que describe la altura en términos de su
radio.

b. Determine la funcién que describe el area del tanque en
funcién de su radio.

c. Suponga que el precio del material para construir la base es
200 pesos por metro cuadrado, y que el precio del material
para construir la parte esférica es 100 pesos por metro
cuadrado y que el precio del material de la parte cilindrica es
150 pesos por metro cuadrado. Determine la funcién que
describe el precio del tanque en funcion de su radio.

7. Se desea construir una ventana rectangular coronada por un
semicirculo con radio de longitud X y que tenga un area de 4
metros cuadrados.

a. Determine la funcién que describe la altura de la parte
rectangular, en términos de la longitud del radio.

b. Determine la funcién que describe la altura total de la ventana,
en términos de la longitud del radio.

c. Suponga que el precio del material para construir la parte
rectangular es 400 pesos por metro cuadrado y que el precio
del material para construir la parte circular es 800 pesos por
metro cuadrado, determine la funcién que describe el precio de
la ventana en funcién de la longitud del radio de la parte circular.
8. Se desea construir un almacén en forma de cilindro coronado
por un cono circular recto, con capacidad de 3007z metros
cubicos.

a. Determine la funcién que describe la altura de la parte
cilindrica, en términos de la longitud del radio.

b. Si la altura del cilindro es la misma que la altura de la parte
conica, el precio del material para construir la parte circular es
400 pesos por metro cuadrado y que el precio del material para
construir la parte conica es 600 pesos por metro cuadrado,
determine la funcién que describe el precio del almacén en
funcién de la longitud del radio.
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9. La pagina (con forma de rectangulo) de un libro tiene x
centimetros de ancho y y centimetros de largo, la superficie
impresa es de 30 centimetros cuadrados y se encuentra entre
los margenes que tienen longitudes de 1 centimetro (en el
ancho) y 2 centimetros (a lo largo). Determine la funcién que
describe el &rea total de la pagina.

10. Determine el dominio, los ceros, el punto de interseccién con
eleje y y las ecuaciones de las asintotas verticales.

X X% +5X+6
a. f = - . d f(x)=——.
(x) 4x% +2x (x) x3 +6x2 +8x
_ x+5 ~10x-5
b. f(x)_74xz+25. e. f(x)_7x2+9x+18'
3x-9 2x% +10x2 +12
L f =— . f f == 7
¢ f(x) 4% -36 (x) 4x% - 36

11. Determine el dominio, los ceros, el punto de interseccion con
el eje y, las ecuaciones de las asintotas verticales y las

ecuaciones de las asintotas horizontales.

4% -2 4%2 —9x+6
a.Q(x)—2X+4. d. Q(x)—ﬁ.
2x2 -18 x?
b. X )= . e. f(x)=———m—.
Q(x) 3x2 +6 (x) x2 +2x-8
2% —2x—4 x?2
c. X)=7"-—4— . f. f(x)=———.
Q(x) x2 —2x-8 ( x? +3x-10

12. Determine el dominio, los ceros, los huecos, el punto de
interseccion con el eje Yy, las ecuaciones de las asintotas:

verticales, horizontales y oblicuas.

a. f(x):xxz__ll. e. f(x):%.
2 3,2
b.r(x):xx+11. f. f(x):%.
c.r(x):ﬁ. g.Q(x):iZijﬁ.
d. f(x):ﬁ. h.Q(x):%.

13. Identifique las diferencias entre los pares de funciones,
justifique su respuesta.

2
a f(x)= Xx -1y g(x)=x+1.

X+1
x—3 1
c. r(x) (x-3) y 9(x) %_3"
x-1 1
d fix _x2+x—2yg(x)7x+2
X2 +x-2
e. f(x)= y g(x)=x+2

14. Determine el comportamiento alrededor de los ceros y de las
asintotas verticales.

2
a. f(x):xf—z. e. f(x):ﬁ.
c. f(x =ﬁ. g. f(x =%.
d. f(x :%. h f(x):%.

15. Verifique que las funciones poseen una “asintota parabélica”
y determine su ecuacion. Sugerencia, efectle el cociente.

3 3 2
a. f(x):x _4X. C. f(x):wl
x-1 X+2
x4 —2x2 +4 2x3 +3x2 +x+5
b.h = . d =
(x)= X2 g () 2

16. Construya una funcion racional con las siguientes
caracteristicas:

a. Sin ceros.

b. Asintotas verticalesen x=1y x=3.

c. Asintota horizontal y = 2.

d. Interseque al eje de las ordenadasen y=-2 .

17. Construya una funcion racional con las siguientes
caracteristicas:

a. Sin ceros.

b. Asintotas verticalesen x=-1y x=5.

c. Asintota horizontal y=-4 .

d. Interseque al eje de las ordenadasen y=-2 .

18. Construya una funcién racional con las siguientes
caracteristicas:

a. Asintotas verticalesen x=2 y x=—-4.

b. Asintota horizontal y = 2.

19. Construya una funcién racional con las siguientes
caracteristicas:

a. Asintotas verticalesen x=-3 y x=5.

b. Asintota horizontal y =-2.

c.Huecoen x=1.

20. Construya una funcién racional con las siguientes
caracteristicas:

a. Asintota oblicua y =—x.

b. Asintota vertical x=0.

c.Huecoen x=3.

21. Construya una funcién racional con las siguientes
caracteristicas:

a. Asintota oblicua y = X.

b. Asintota vertical x=0.

c.Huecosen x=3 y x=-3.
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22. Haga un bosquejo de la curva correspondiente.

a. f(x):ﬁ. 9. f(x):%.
b. f(x):%. h. f(x):%.
c. f(x):ﬁ. . f(x):ﬁ.

d. f(x):ﬁ. j.Q(x):%.
e. t(x)= 22 k.Q(x):XZX_249.
fr)= (x):_xxzzilj%jf.

23. Determine los ceros reales, la interseccion con el eje y , las
asintotas y luego trace la curva asociada.

a. p(x):%. f. f(x):ij:éj
b.q(x):%. 9. f(x):xj__lx.
e f(x)= % h, f(x)=xzxj#.
d f(x)= 115 i.f(x)::ji.
o 10)=XEE ()X

24. Describa la curva asociada, sugerencia: simplifique.

a.s(x)=X+b. b.s(x):aXer si c#0.
x+d cx+d

25. Trace la curva asociada, ¢Qué semejanzas existen? ; Cuales
son las diferencias?

2 6
a.Q(x):%. c.s(x):%.

4 8
b r(x):xx_l. d.Q(x):%.

26. 4Por qué w (x)="> +‘11 no tiene asintotas verticales?
x2 +

¢ Por qué no tiene ceros?

27. Qué condiciones debe cumplir la funcién para:

i. No tenga ceros.

ii. La curva correspondiente no interseque al eje x .
iii. La curva correspondiente no presente “huecos”.
iv. No tenga asintotas verticales.

as(x)=—2XE
Ax? +Bx+C

Dx?
b.t(x)=————.
(x) Ax% +Bx+C

Dx? +Ex+F
c.t(x)=—v,— .
Ax- +Bx+C

28. Utilice un graficador, por ejemplo “Geogebra” y haga las

, x? x*
graficas  de ql(x):m, qz(x):m,
(=X ya, (x)
U3 X—XZ_QYQ4 X_x2—9'

a. ¢ Qué semejanzas observa?
b. ; Qué diferencias observa?

29. (CANTIDAD DE DROGA EN LA SANGRE)

La concentracion de una droga en la sangre, después de haber

sido consumida por wuna persona estd dada por
0.80t

a(t) t? +0.81

a. ¢, Qué concentracion de droga hay después de 2 horas?

b. ¢ Qué concentracion de droga hay después de 8 horas?

¢. ¢, Cuanto tiempo transcurrié cuando la concentracion de droga

eradel 20% ?

miligramos después de t horas.

30. INCREMENTO DE LA CONCENTRACION DE ALCOHOL)
Establezca la funcién que describe la concentracién de alcohol
en 100 ml. de una mezcla al 40% de alcohol para producir

una mezcla de alcohol al x %.

31. (DEPRECIACION)

Resultado de los avances tecnoldgicos en la produccion de
computadoras, cada vez mas versatiles y potentes, disminuye el
precio de las que existen en el mercado hoy en dia.
Supongamos que dentro de t meses, el precio de cierto modelo
2000

8t+4

a. ¢, Cual es el precio actual de una computadora?

b. ¢Cual sera el precio de una computadora dentro de cinco
meses?

c. ¢ Cuanto bajé el precio de una computadora a los diez meses?
d. 4En qué tiempo el precio de una computadora sera de 8010
pesos?

e. (A largo plazo, cual sera el precio de una computadora?

sera p(t )=8000+ pesos.

32. (DEPRECIACION)
Los precios de los automéviles disminuyen a consecuencia de su
uso. Supongamos que dentro de t afios, el precio de cierto

modelo de automévil sera p (t )= M pesos
0.5t +1

a. ¢ Cual es el precio actual de un automavil?

b. 4 Cual sera el precio de un automovil dentro de un afio?

¢. ¢ Cuanto bajo el precio de un automdvil a los tres afios?

d. ¢En qué tiempo el precio del automévil sera de 141000
pesos?

e. ¢ A largo plazo, cual sera el precio de un automovil?

33. (COSTO DE UN ENVASE)

Se construird un envase en forma de prisma con base cuadrada,
mismo que contendra un volumen fijo de 2000 cc de liquido. El
costo del material para fabricar las “bases cuadradas” es de 3
pesos por centimetro cuadrado y el costo del material utilizado
para la parte lateral es de 2 pesos por centimetro cuadrado.
a.Si y es lalongitud de la altura del envase y x es la longitud

de lado de la base cuadrada, escriba el costo del envase en
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términos de estas dos variables.

b. Utilice la condicion de que el envase contendra un volumen fijo
de 2000 centimetros cubicos y obtenga la funcién que describe
el costo del envase en términos de la longitud del lado de las
bases.

c. Determine el costo del envase si un lado de su base mide 4
centimetros de longitud.

34. (PRODUCCION DE GOLOSINAS)
El costo total de producir x kilogramos de golosinas esta dado

por p( X ): 2x% + x+50 pesos. El costo promedio por unidad

producida, es el costo total dividido por la cantidad de unidades
producidas.

a. Determine el costo de producir un kilogramo de golosinas.

b. Determine la funcién “costo promedio” por producir X
kilogramos de la golosina.

c. Determine el costo promedio (por kilogramo) al producir
x =120 kilogramos de golosinas.

35. (ESTIMACION DE LA POBLACION)
Se estima que dentro de t meses la poblacién en cierta “ciudad

“de paso” sera de P ('t )=10000 + 10000
10t +10
a. ¢ Cual es el numero actual de habitantes?
b. ; Cuantos habitantes habra en 10 meses?
¢. ¢ Cuantos habitantes habra en 20 meses?

d. Después de un largo tiempo, ¢cuantos habitantes se espera
que haya?

habitantes.

36. (RECOLECCION DE FONDOS)
Un club privado ha lanzado una campafia para reunir fondos.

Los dirigentes estiman que tardaran f (x )= 8x
120 -x

semanas en conseguir el x% de sus objetivos.

a. Trace la parte relevante de la grafica correspondiente.
b. /En cuantas semanas alcanzaran el 25% de sus objetivos?

¢. ¢ En cuéntas semanas alcanzaran el 90% de sus objetivos?
d. ; Qué porcentaje de objetivos alcanzaran en 3 semanas?

AUTOEVALUACION

1. Mencione las caracteristicas basicas de una funcion racional.

2. Efectlie una clasificacion de las funciones racionales respecto a los grados de los polinomios que las componen. Respecto a la

transformacion algebraica de su regla de correspondencia.

3. Mencione algunas situaciones que se pueden modelar utilizando funciones polinomiales.

4. Proporcione la regla de correspondencia de una funcion racional con polinomio numerador de grado dos y:

a. Sin ceros.
b. Con un cero.
¢. Con dos ceros.

5. Proporcione la regla de correspondencia de una funcion racional con polinomio numerador de grado dos y:

a. Sin ceros.
b. Con un cero.
¢. Con dos ceros.

6. Proporcione la regla de correspondencia de una funcion racional de manera que tenga asociada:

a. Una asintota vertical.
b. Dos asintotas verticales.
c. Sin asintotas verticales.

7. Proporcione la regla de correspondencia de una funcion racional de manera que su curva asociada tenga una asintota vertical y un hueco.

8. Haga un bosquejo de la curva asociada a la funcion racional de regla de correspondencia:
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a f(x):xjﬁ'

b. f(x):(x_ez)z.

c. f(x):%.

d. f(x):%.
2 _

e. f(x)z);z_izxszl.
2 _

;. f(x):%.

9. Proporcione la regla de correspondencia de una funcion racional con:
a.Cerosen x=1y x=-1, asintota vertical en x =3 y curva asociada con un huecoen x=4.

b. Sin ceros, asintota horizontal de ecuacién y = % y un hueco en la curva asociada cuando X =-5.
c. Que su curva asociada no interseque a los ejes coordenados.
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FUNCIONES CON RADICALES

APRENDIZAJES

En el estudio de la presente seccion el alumno:

5. Explorara problemas que se modelen con funciones con radicales.

6. Identificara los elementos de la funcién: dominio, rango, ceros y traza su gréafica.
7. Resolvera problemas de aplicacion.

En problemas relacionados con el célculo de las dimensiones de diversos cuerpos geométricos (forma de infinidad de
estructuras arquitectonicas, instrumentos mecanicos, etc.) frecuentemente se utilizan modelos que incluyen funciones con regla

de correspondencia de la forma f(x )= x", endonde n es un nimero racional (“fraccion” o “quebrado”), éste tipo de funciones
suelen denominarse “funciones con radicales”. En el ejemplo 2.16 discutimos algunas de estas situaciones.

PARA REFLEXIONAR
¢ Qué diferencias detectas entre una “férmula” y una funciéon?

EJEMPLO 2.16 (Figuras geométricas)
a. Los pasteles de forma cilindrica (concretamente de cilindro truncado), tienen bases circulares y el area de cada una de ellas

es A=rr?, bajo la condicion r >0 . Para expresar el radio r de una de las bases en funcion del area A despejamos r y
obtenemos r = +JE 6r(A ):\/E, siempre que A> 0, vea la figura 2.31.a.
v v
b. Las canicas tienen forma esférica. Puesto que el area de una esfera se calcula con la “formula” A=4zr2 con r>0,
A . . . o . . o A .
entonces r = \ P asi el radio de una canica en funcion de su area esta dado por la funcion r( A )= \ i siempre que
T T

A >0, vea la figura 2.31.b.
c. El volumen Vv de un cono circular recto (forma de diversos almacenes, pijas, herramientas, etc.) de altura fija h=3 y radio r

esta relacionados por V = %;r r?(3), entonces al despejar el radio obtenemos por lo que el radio del cono en funcion del

volumen esta dado por la funcion r (V )= W , bajo la condicion V >0 (V es mayor que cero), vea la figura 2.31.c.
a

a. b. c.
FIGURA 2.31

d. La longitud 1 de los lados de un cubo (de hielo u otro material o sustancia) y su area se relacionan por la relacion A=412,
entonces la longitud | del lado del cubo en funcion de su area es | = \/? 0 1(A)= \/g siempre que A>0, vea la figura
2.31.d.
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r
I
| ‘ h n X
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4 [ r N
i a
2

d. e. f. g.
FIGURA 2.31

e. El radio r de un sector circular (con el que se pueden modelar fracciones de alimentos circulares, fracciones de materiales

circulares, etc.) en funcion del &rea A del sector se obtiene a partir de A= %rza (el &ngulo @ esta medido en radianes),

entonces r = %A , es decir r(A):x@, si >0, vea la figura 2.31.e.

f. Para expresar la longitud de los lados de un tridngulo equilatero en funcion de su area A aplicamos el teorema de Pitagoras

2 2
en el triangulo rectangulo izquierdo de la figura 2.31.f. y obtenemos h? +[ IE] =12, de donde h? :IZ—( IE) _3p y

4
B (4
hzgl. Puesto que A:% ysib=1y hzﬁl,entonces A=l 22 :élz. Despejando | obtenemos | = %A,es
A

2

. A .
decir 1(A)=2 |-~ siempre que A>0.
3

g. El teorema de Pitagoras afirma: En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos y viceversa, si la suma de cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa, entonces el
triangulo es rectangulo. En el tridngulo rectangulo de la figura 2.31.g. el cateto a tiene longitud constante, entonces

h(x)=+/a?+x? , siempre que x>0

EJEMPLO 2.17 (Material necesario para la construccién de un cilindro de volumen fijo)
La funcién que describe la “cantidad de material (&rea total) requerida para construir un envase cilindrico de volumen fijo de un
litro (mil centimetros cubicos)”, en términos de la altura, se construye como sigue (vea la figura 2.32.). El area de cada una de las

tapas circulares es A, =z x?, la superficie lateral es un rectangulo con longitud |1 =z2x y érea A =2zxh.Puesto que
area total =4rea de las bases circulares + area lateral , entonces

A=2zxh+2zx?, esta relacion depende de las variables x y h, pero éstas variables estan ligadas por el hecho de que

1000=r7x%h, entonces x= 1000 , si sustituimos en A=2zxh+2zx?> obtenemos A= 272'@+ 27h 1000 )
zh zh \| 7h
2000 .
A(h)= +,/40007 h , siempre que h>0.
X
= 2nx
h h h
X
[ = 2nx
FIGURA 2.32
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EJEMPLO 2.18 (Costo del tendido de un cable)
Se pretende tender un cable desde una central eléctrica (que se encuentra al lado de un rio de ancho uniforme de 900 metros),
hasta una fabrica que se encuentra al otro lado del rio y 3000 metros agua abajo. El costo de tender el cable bajo el agua es
$50.00 por metro, mientras que el costo de tenderlo sobre la tierra es $40.00 por metro. El costo total de tendido C depende
del costo de tenderlo bajo el agua C, y del costo de tenderlo sobre tierra C,. Ambos costos dependen del punto P sobre la
orilla del rio que pertenece a la trayectoria a seguir por el cable, la figura 2.33 muestra tres posibles trayectorias del cable.
Notacion:

e E Central eléctrica.

e F Fabrica a la que es necesario proveer de electricidad.
e > | atrayectoria a seguir al tender el cable.
e P Punto de cambio de la trayectoria.
E E E
| | |
| rio 900 | rio 900 | rio
| | |
Iy S ° L - L -P;»»b»bb=
oXxPp 3000 - x F o X P 3000 - x F o X P 3000-x F
FIGURA 2.33

En la trayectoria EPF , x representa la longitud del segmento de recta OP, si OF =3000 metros, la trayectoria PF tiene
longitud de 3000—x metros. En el tridngulo rectangulo EOP la hipotenusa EP es la trayectoria del cable bajo el agua a

determinar. Aplicando el teorema de Pitagoras obtenemos (900 f +x*>=(EP }, luego EP =-+/x* +900% . La figura 2.34
muestra que la trayectoria del cable tiene una longitud de +/x? +900% metros bajo el agua y longitud de 3000 — x metros sobre

tierra; la suma de ambas trayectorias es la trayectoria total del cable, esto es: EP + PF =+/x? +900% +3000—x .
Pero el Costo total =costo bajo el agua+costo sobre tierra, algebraicamente, C( x )=C,(x )+C,(x )=50EP +40PF 6

C (x )=50+/x? +900% +40(3000-x ), siempre que 0< x<3000.

E
I rio
900 | EP =/x2+900?
|
|
—4 eI,
o X p 3000-x [
FIGURA 2.34

O

En las subsecuentes lineas nos ocuparemos de desarrollar un estudio exhaustivo de la funcién con regla de correspondencia de
laforma f (x)=+/ax?+bx+c (irreducible) en donde a=0 y/o b=0).

PARA REFLEXIONAR

¢Quéleocurrea f (x)=+/ax®+bx+c,si a=b=07?, explique.

Iniciemos nuestro estudio suponiendo que a=0 y b=0,en f (x)=«/ax2 +bx+c , por tanto, la regla de correspondencia

. .. c . C
anterior se reduce a f (x)=-/bx+c . El Gnico cero de f (x)=-/bx+c es X==1 El nimero x== genera los
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intervalos [ -0, —%} y [ —% , +o0 ] en la recta real, vea la figura 2.35, uno de estos dos intervalos es el dominio de la

funcion f (x )=-/ox+c y su curva asociada interseca al eje de las abscisas en el punto 1, [ —% , 0 j).

| .
>

olo @

FIGURA 2.35

NOTA
-
U En este tipo de funciones el dominio lo constituye un intervalo semi abierto (o semi cerrado).

Para determinar el dominio de la funcién con regla de correspondencia f (x )=-/bx +c utilizaremos la siguiente estrategia:

ESTRATEGIA 2.3 (DOMINIO DE LAFUNCION f (x)=-/ax+b )

1. Determine la solucion de la ecuacion ax+b=0 y construya los intervalos ( -0, — %} y [ —% , + 00 j .

2. Elija un namero de prueba x,, en cada uno de los intervalos anteriores y sustituya x, en bx+c.
i. Si obtiene un numero positivo en el radicando, el intervalo del que eligio x, es el dominio de (x)=A/bx+c .

ii. Si obtiene un numero negativo en el radicando, el intervalo del que eligio x, no es el dominio de f (x)=A/bx+c .

Por otra parte, el comportamiento “extremo” de f (x )=-/bx+c es como sigue:
1. Si bx+c es negativo (bx+c <0), entonces dom( f )=[ —o, —% } ylacurvaasociadaa f (x)=-/bx+c se comporta

como lo muestra la figura 2.36.a.

2. Si bx+c es positiva (bx +c>0), entonces dom( f )= —% , +ooj y la curva asociada a f (x)=-/bx+c se comporta
como lo muestra la figura 2.36.b.
y y
o] b > o b >
a
a b.
FIGURA 2.36

La proyeccion perpendicular de la curva asociada a f(x)=-/bx+c sobre el eje de las ordenadas es el intervalo
img( f )=[0, +o0 ), que corresponde a la imagen de f .

NOTA
5 La curva asociada a la funcion f (x )=-/bx+c y dominio ( -, — % } 0 { —% , +00 ] recibe el nombre de semi

parabola.
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EJEMPLO 2.19 (Trazo de semi parabolas)

a.Sea f(x)=./2x+6.

1. ElGnicocerode 2x+6=0 es x=-3.

2.
INTERVALOS | X, | f (%, ) | SIGNO DEL RADICANDO
(-,-3] | 4| J=2 negativo
[-3,+2) | 0 NG positivo

Por tanto, dom ( f ): [-3, +x ), la semi parabola correspondiente se muestra en la figura 2.37.a.

b.Sea f(x)=./-4x+5.

1. El Gnico cero de —4x+5=0es x :%

2,
INTERVALOS | %, | f (x, ) | SIGNO DEL RADICANDO
5
( —o, Z} 0 5 positivo
5 .
[ YRR J 2 J-3 negativo
Por tanto, dom ( f )=( —o % } , la semi parabola correspondiente se muestra en la figura 2.37.b.
y y
> >
-3 0 X 0 3 X
4
a b.
FIGURA 2.37

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Q Trace las curvas asociadas a las funciones del ejemplo 2.19 y vea que coinciden con lo antes descrito.

PARA REFLEXIONAR
Utiizando la semi parabola asociada a f(x):\/bx+c ;como obtendria la semi parabola asociada a

f(x)=—/bx+c?

EJEMPLO 2.20 (Trazo de semi parabolas)

a.Sea f(x)=—/9x-18.

1. El Gnico cero de 9x—-18=0 es x=2.

2.
INTERVALOS | %, | f (x, ) | SIGNO DEL RADICANDO

(-, 2] 0 | —-.-18 negativo

[2,+2) | 3 —J9 positivo

Por tanto, dom( f )=[2, + ).
3. El signo negativo que precede al radical indica que la semi parabola correspondiente a f (x )=—./9x—18 se encuentra por
abajo del eje de las abscisas (su eje de simetria), vea la figura 2.38.a. También img ( f )=( -, 0 ].
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b. Trazo de la curva asociadaa f (x )=—/—2x+4.
1. El Unico cero de —2x+4=0 es x=2.

2.
INTERVALOS | x, | f (x, ) | SIGNO DEL RADICANDO
(-, 2] 0 -4 positivo
[2,+2) | 3 | -2 negativo

Por tanto, dom ( f )=( -, 2].

3. El signo negativo que precede al radical indica que la semi parabola correspondiente a f ( x )=— m se encuentra
por abajo del eje de las abscisas (eje de simetria), vea la figura 2.38.b. También img ( f )=( -0, 0 |.

c. Trazo de la curva asociadaa f (x )=./-3x-1.

1. El Gnico cero de —3x—1=0 es x=—%.

2.
INTERVALOS | %, | f (x, ) | SIGNO DEL RADICANDO
1
( -, —5} -1 J2 positivo
1 ,
[ 3t j 0 J-1 negativo

Por tanto, dom ( f )=[ —w _%}

3. La semi parabola correspondiente a f ( x )= ./ —3x—1 se encuentra por “encima” del eje de las abscisas (eje de simetria de
la parabola), vea la figura 2.38.c. También img ( f )=[0 , +o0 ).

o
~
(<2}

x

\

o
~
o

A
> > 3
- /2 X

a. b. c.
FIGURA 2.38

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Trace las curvas asociadas a las funciones del ejemplo 2.20'y verifique que coinciden con lo antes descrito.
0

La inclusion del pardmetro k en la funcion f(x)=./bx+c define otra funcion de regla de correspondencia
g(x)=./bx+c+k. La semi parabola asociada a g(x )=./bx+c+k puede construirse desplazando vertical k unidades la

semiparabola asociada a la funcion f (x )=./bx+c.

PARA REFLEXIONAR
a.jPorqué f(x)=./bx+c y g(x)=./ox+c+k tiene el mismo dominio?
G!

b. ; Qué relacion existe entre el conjunto imagen de f (x )=./ox+c yde g(x)=./ox+c+k?
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EJEMPLO 2.21 (Efecto del parametro k )
a. La semiparabola asociada a la funcion g( x )=-./9x—18 +1, se obtiene desplazando una unidad verticalmente hacia arriba

la semiparabola asociada a f ( x )=—./9x—18 , vea el ejemplo 2.17.a. y la figura 2.39.
También dom( f )=[2, +o0 ) e img(f )=( -, 1].

Ya Ya

> \ >
0 4 6 X 0 4 6 X
-4 -4
-6 -6

FIGURA 2.39

b. La semiparabola asociada a la funcion g( x )=—./ —2x+4 —1, se obtiene desplazando una unidad verticalmente hacia abajo

la semiparabola asociada a f ( x )=—+/-2x+4, vea el ejemplo 2.17.b. y la figura 2.40.
También dom( f )=( -0, 2] e img(f )=( —o0,-1 ].

yAL

>
-6 -4 0/2 X -6 -4 0/2 X

FIGURA 2.40

c. La semiparabola asociada a la funcion g( x )=./—3x—1+2, se obtiene desplazando dos unidades verticalmente hacia

arriba la semiparabola asociada a f ( x )=./-3x—1, vea el ejemplo 2.17.c. y la figura 2.41.

También dom ( f ):( —, —%} eimg(f)=[2, +o).

Y a YA
3 3
2 2
> >
-4 -2 of "X -4 -2 of "X

FIGURA 2.41
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USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Q Trace las curvas asociadas a las funciones antes dadas y del ejemplo 2.21 y verifique que coinciden con lo antes
descrito.

O

FUNCIONES CON RADICANDO CUADRATICO

La funcion con regla de correspondencia f(x)=-+/Ax?*+Bx+C (sujeta a la condicion A=0) tiene como radicando una
expresion cuadrética (de grado dos) en la variable x , sus ceros son las raices (en caso de existir) de la ecuacién cuadratica

Ax? +Bx+C =0. Dependiendo del nimero de ceros de f (x )=+/Ax?+Bx+C (sujeta ala condicion A=0) analizaremos su
comportamiento.

RECUERDE

5:3 ¢ Como se interpretan los ceros de una funcién?

PARA REFLEXIONAR
[J‘? ¢Porqué f(x)=+/Ax®>+Bx+C solotiene sentido cuando Ax? +Bx+C>0?

Para obtener las caracteristicas (dominio, conjunto imagen y curva) de la funcion f(x)=+/Ax? +Bx+C consideraremos
varios casos.

CASO | (EL RADICANDO NO TIENE CEROS)

Supongamos que f (x)=+/Ax?+Bx+C no tiene ceros, entonces Ax? +Bx+C =0 y existen dos posibilidades:

SUBCASO l.a. (RADICANDO POSITIVO)

Si Ax? +Bx+C >0 (léase “ Ax? +Bx+C es mayor que cero’), entonces dom( f )=( —oo , +o0 ).

i. f esnonegativa (su curva se encuentra en los cuadrantes | y Il del plano cartesiano).

ii. Para asignaciones extremadamente a x (ya sea positivas 0 negativas), las imagenes bajo f (x)=+/Ax? +Bx+C son
extremadamente grandes y positivas.

2
X+ -2 2 2 _
iii. Por otra parte, f(x)=+/Ax?+Bx+C puede escribirse en la forma #—y—zzl donde r2 =%
r S
2
s2="
A

iv. La figura 2.42 muestra la forma de la curva asociada a f , esta curva es una rama de una hipérbola con eje focal vertical.

Ya

0 X

FIGURA 2.42

SUBCASO L.b. (RADICANDO NEGATIVO)

Si Ax? +Bx+C <0 (léase “ Ax? +Bx+C es menor que cero’), entonces dom( f )=@ y f(x)=+/Ax* +Bx+C no es una
funcion.
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CASO Il (EL RADICANDO TIENE UN CERO DE MULTIPLICIDAD 2)

Supongamos que f(x)=+/Ax?+Bx+C tiene un solo cero (lamémosle x,), entonces Ax?+Bx+C puede factorizarse

como A( x—x, )*. Se tienen dos posibilidades (generadas por el signo del numero A):
SUBCASO ll.a.

Si A>0, entonces f(x)=+/Ax?+Bx+C =\/A(x—x1 Y =+JA/(x=x ) porloque dom(f)=( -0, +w0 )yla

curva asociada a f (x )=+/Ax*+Bx+C =+/A./(x—x, ) se muestra en la figura 2.43., Note que las dos semirrectas tienen
un extremo comun y este extremo es el nico cero de la funcion.

Ya

0 X,
FIGURA 2.43

SUBCASO ILb. Si A<0, entonces f (x )=+/Ax?+Bx+C = \/A( x—x ) , pero el radicando es negativo y en consecuencia

f(x)=+/Ax?+Bx+C sblo esta definida cuando x=x,, asi el dominio de esta funcion consta de un sélo nimero (que es un
cero de la funcién) y el conjunto imagen es el nimero cero, por tanto la curva correspondiente consta de un sélo punto.

CASO il (EL RADICANDO TIENE DOS CEROS)

Supongamos que f(x)=+/Ax?+Bx+C tiene dos ceros distintos y que éstos son x, y x, (también supongamos
que x, <X, ), entonces puede rescribirse como f (x ):JA( x—X; N Xx—x, ). Los dos ceros x, y x, generan tres intervalos
en la recta real, estos intervalos son (—co , x; |, [ %, X, | Y [ X, , +o0 ), veala figura 2.44.

w
L

X, % X X X X

FIGURA 2.44

De cada uno de los intervalos anteriores seleccionamos un punto de prueba x, Yy luego analizamos el signo de
A(x—x, \ x—x, ), tenemos las siguientes posibilidades:

INTERVALOS | X AS(IXE}XSKX;T(O_?(E) f Vi !
. ] ) | EsTA INTERVALOS | X, | Alx—x Xx=x,) | o
ES ES
(—0, % ] | xp positivo definida (oo % | | % hegativo deglrzda
[%.x] | x negativo No
1 X p2 g definida [x 0 %] | Xpm positivo definida
[ X, , +0) | Xy positivo definida [ %, +0) | X negativo de;\ilr?ida

a. dom( f)=(~o,x Ju[ x, , +) b. dom( f )=[ % , x, |

Por tanto, existen dos posibles dominios para f (x )=+/Ax? +Bx+C =./A( x—x, | x—x, ), éstas son
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dom( f)=(-o0, % JU[ X, , +0) 6 dom( f )=[ % , x, |.
SUBCASO lil.a
Dominio de f (x )=+/Ax? +Bx+C , el conjunto dom( f )=(—oo, X, JU[ X, , +0).
i. f esnonegativa.
ii. Para asignaciones extremadamente grandes a x (ya sea positivas o negativas), las imagenes bajo f (x )=+/Ax? + Bx+C

son extremadamente grandes y positivas.
2
X+-B 2 2 _
iii. Por otra parte, f(x)=+/Ax? +Bx+C puede escribirse en la forma #—y—zzl donde r? :%
r S

2
s? = %, luego los puntos (%, ,0), (x,,0) sonlos vértices de una semihipérbola con eje focal horizontal.

iv. La figura 2.45.a. muestra la forma de la curva asociadaa f .

Ya Ya

N

7 X 0 >

a. b.
FIGURA 2.45

SUBCASO lil.b.

Dominio de f (x )=+/Ax? +Bx+C , el conjunto dom( f )=[ x, , , ]
i. f esnonegativa (su curva se encuentra en los cuadrantes | y Il del plano cartesiano).
ii. f soloesta definida sobre [ x, , x, ] por lo que no tiene comportamiento extremo.
2
- X+i 2 2 2
iv. f(x)=1/Ax?+Bx+C puede escribirse en la forma M—y—zl donde r? =% y s? =% (tenga en

r2 SZ

cuenta que A<0), luego los puntos (x,,0), (x,,0) son los vértices de una semi elipse con eje focal horizontal (también

puede ser la parte no negativa de una circunferencia).
v. La figura 2.44.b. muestra la forma de la curva asociadaa f .

EJEMPLO 2.22 (Andlisis y grafica de funciones con radicando cuadratico)

a.Sea f(x)=:x"—10x+24.

it (x)=/ %2 —10x+24 = [(x=4)(x=6), N
INTERVALOS | X, | SIGNO DE x2 —10x, +24 f 0
(o, 4] 0 24 , positivo positiva 20
[4.6] 5 ~1, negativo no definida \ R
[6,+) | 8 8, positivo positiva R L

FIGURA 2.46
dom( f ):(—oo,4]u[6,+oo )

ii. La curva asociada a f interseca al eje de las abscisas en los puntos 1,,(4,0)y 1,,(6,0), al eje de las ordenadas en
el punto |y(o , \@).
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iii. La curva asociada a f crece indefinidamente cuando a x le son asignados valores extremadamente grandes, ya sean
positivos o negativos, por tanto img ( f )=[0,+0 ). Vea la figura 2.46.

b. f(x)=1/-x*-4x+12.

i f(x)=y-x"-4x+12=.[-(x+6 ) x-2), 7
. SIGNO DE .
INTERVALOS | *» —x2 —4x, +12 —x* —4x+12 4
. no
(-0,-6] | -8 -20, negativo definida
[—6 ,2] 0 12, positivo positiva 6 0| 3 > X
5 ~ . no
[2,+0) | 4 20, negativo definida FIGURA 2.47

dom( f)=[-6,2]
ii. La curva asociada a f interseca al eje de las abscisas en los puntos 1,,(—6,0) y 1,,(2, 0), al eje de las ordenadas

en el punto |y(o , JTZ)
iii. La curva asociada a f es una semielipse (positiva) con vérticesen 1,(~6, 0) Yy I,,(2, 0). Vea la figura 2.47.

c. f(x)=4/x*-2x+13.

i. f(x)=+x*-2x+13 no tiene ceros (B? —4AC=(-2 ) —4(1)13)=-48). Determinamos el signo del radicando

completando el trinomio cuadrado perfecto en la variable x, asi f(x)=./x*-2x+13=1/(x-1)*+12, por tanto
x? —2x+13=(x—1)* +12 es siempre positivo (;por qué?)y dom( f )=IR.
ii. La curva asociadaa f no interseca al eje de las abscisas, pero interseca al eje de las ordenadas en el punto | y(o , 13 )

iii. La curva asociada a f crece indefinidamente cuando a x le son asignados valores extremadamente grandes, ya sean
positivos o negativos, por tanto img ( f ):[ V12, +o0 ) Vea la figura 2.48.

y
20

A

-20 0 20 X
FIGURA 2.48

d. f(x)=+-x*+8x-26.
i. f(x)=+/—x*+8x-26 notiene ceros puestoque B> —4AC =(8 ) —4( -1 ) —26 )=-40.

ii. Determinamos el signo del radicando completando el trinomio cuadrado perfecto en la variable x, asi

f (x)=1/-x?+8x-26 =/~(x—4 > ~10, por tanto su radicando es negativo (;por qué?). f (x)=1/—x?+8x—26 no
es una funcion.

e f(x)=:9x*-36x+36.

i. Puesto que f (x )=+ 9x* —36x+36 =3,/ x? —4x+4 :3x/( x—2 )* tiene como Unicoceroa x=2y dom( f )=IR.
ii. La curva asociadaa f interseca al eje de las abscisas en 1,( 2, 0 ), interseca al eje de las ordenadas en 1,(0 , 6 ).

iii. La curva asociada a f crece indefinidamente cuando a x le son asignados valores extremadamente grandes, ya sean
positivos o negativos, por tanto img ( f )=[0,+o0 ). Vea la figura 2.49.
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y
\A
6

-3 0 6 X
FIGURA 2.49

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
O Trace las curvas asociadas a las funciones antes dadas y vea que coinciden con las obtenidas en el ejemplo 2.23.
u

Finalmente, el efecto del término D en la curva asociada a f (x )=+/Ax? +Bx+C +D respecto a la curva asociada a

f(x)= JAX2 +Bx+C consiste en un desplazamiento vertical de ésta ultima curva.

EJEMPLO 2.23 (Analisis y grafica de funciones con radicando cuadratico)
a. Sila curva asociadaa f (x )= \| X*=10x+24 es como se muestra en la figura 2.50.a. (vea el ejemplo 2.19.a.), entonces la

curvaasociadaa f (x )=,/ x*~10x+24 —20 es como se muestra en la figura 2.50.b.

40
20
20 R
200\ 0 40 X
N [
20 O T X 20 M

20 40

FIGURA 2.50

b. Si la curva asociada a f (x )= \| —x*—4x+12 es la mostrada en la figura 2.51.a. (vea el gjemplo 2.19.b.), entonces la
curvaasociadaa f (x )=/ —x? —4x+12 —2 es como se muestra en la figura 2.51.b.

i NN
R T

FIGURA 2.51

c. Silacurva asociadaa f (x )=./ x* —2x+13 es como se muestra en la figura 2.52.a. (vea el ejemplo 2.19.c.), por tanto, la
curvaasociadaa f (x )=./ —x2 —4x+12 -5 es como se muestra en la figura 2.52.b.
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Ya Ya
20 20
> >
-20 0 20 X -20 0 20 X
a b.

FIGURA 2.52

d. f(x)=:/9x*-36x+36.

Sila curva asociada a f ( x )=/ 9x* —36x+36 es como se muestra en la figura 2.53.a. (vea el ejemplo 2.19.¢.), entonces la
curvaasociadaa f(x )=,/ 9x* —36x+36 +3 es como se muestra en la figura 2.53.b.

y y
\A A
6 6
3 0 6 >X -3 0 6 >><
a. b.
FIGURA 2.53

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Trace las curvas asociadas a las funciones antes dadas y vea que coinciden con las obtenidas en el ejemplo 2.24.

EJEMPLO 2.25 (Altura del punto de apoyo de una escalera)

Una escalera de 8 metros de longitud esta apoyada sobre una pared. El pie de la escalera dista x metros de la pared.

a. Para determinar la funcidn que describe la altura a la que se puede apoyar la escalera en la pared en funcién de la distancia
de la base de la escalera a la base de la pared, nos apoyaremos en la figura 2.54. La altura del punto de apoyo h, la longitud

de la escalera y la distancia del pie de la escalera al pie de la pared x se relacionan por medio h? (x )+ x2 =82 (de acuerdo

al teorema de Pitagoras, por tanto h (x )=+/82 —x? , siempre que 0< x<8.
b. Cuando la distancia entre el pie de la base de la escalera y el pie de la pared es 2 metros, la altura a la que se encuentra el

punto superior de la escaleraes h (2 )=+/8% —22 =./60 metros.

pared
punto
de
apoyo escalera
pie pie
FIGURA 2.54

EJEMPLO 2.25 (Diagonal de una alberca)
Una alberca tiene base rectangular en la que el lado mayor mide 6 unidades més que el lado menor y su profundidad es 3

unidades.
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a. La figura 2.55.a. corresponde a un bosquejo de la situacidn. Las longitudes de los lados de la base (x y x+6) y la longitud
(d) de la diagonal se relacionan por medio del teorema de Pitgoras. Por tanto, d?=(x+6)*+x* 0

d (x )=+/2x* +12x+36 , siempre que x>0.

b. La figura 2.55.b. corresponde a un bosquejo de la situacion, por tanto, la longitud de la diagonal es | ( x )=+/2x? +12x + 45,

siempre que x>0.
/ )

FIGURA 2.55

EJEMPLO 2.26 (Tamafio de una pantalla de television)

El “tamafio” de las pantallas de television rectangulares se define como la longitud de su diagonal, con unidades como pulgadas
(una pulgada equivale a 2.54 centimetros). Suponga que una pantalla de televisor mide x+5 pulgadas de base y x pulgadas
de altura, vea la figura 2.56.

a. Para determinar la funcion que describe el tamafio de la pantalla relacionamos las longitudes de los lados (x y x+5)yla
longitud ( d ) de la diagonal aplicando el teorema de Pitagoras, por tanto, T2 =(x+5 ) +x? 6 T(x )=+/2x* +10x+25.

b. Para determinar el tamafio de una pantalla de 20 pulgadas de base, calculamos
T (20)=1/2(20 }? +10(20 )+ 25 ~32 pulgadas.

X+5

FIGURA 2.56

EJEMPLO 2.27 (Radio de un tanque cilindrico)

Un tanque tiene forma cilindrica, la altura del tanque es el doble que la longitud del radio.

a. Puesto que un cilindro esta compuesto por dos bases circulares (superior e inferior) y por una superficie rectangular, por tanto
sudreaes: A=Aarea de las dos tapas +area de la superficie rectangular

A=2zr? +2zr(2r ), portanto A=6xr?, elradio en funcion del area es r(A):\/g,siempre que A>0.
T

b. Si el area del cilindro es A= 2167, entonces r (2167 )= Zéﬂ =6 unidades.
T

EJEMPLO 2.28 (Distancia entre dos puntos)

a. La distancia entre los puntos A (4, x)y B(1,3)es d (x)=1/[(4-1)+(x=3)* ,portanto d (x )=+/x*—6x+18..
b. Para determinar la funcidon que describe la distancia entre los puntos de la recta de ecuacién y=2x+1 y el punto
P (4, 1), debemos tener en cuenta que los puntos de la recta son de la forma R (x , 2x+1), por tanto

d (x)=\/(x—4)2+(2x+1—1)2 6d (x)=+5x%-8x+16.
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EJEMPLO 2.29 (Distancia entre dos puntos)
Un salén tiene forma de prisma cuadrangular recto, su base es cuadrada y su altura mide 2 metros menos de lo que miden los
lados de las bases, Para establecer la funcion que describe la longitud de los lados de la base en funcion de su &rea notemos
que el salon esta compuesto por dos bases (superior e inferior) y cuatro lados, por tanto su area es:

A=area de las dos bases+4area de los cuatro lados

Si x representa la longitud de los lados de las bases (superior e inferior), entonces A=2x> +4x(x—-2) 6 6x2 —8x—A=0

+ ’ . . .
por tanto x(A):M:§+Ji+ lA 3+ 4 ‘la solucién” de la raiz con signo negativo no tiene
12 4 o 6 4 9
- . 3 4 1
significado (¢por qué?) x(A)="+.—+=A.
g (epor qué?) x(A)=7+5+5

¢ Qué conceptos aprendi?

-
~
N
-

PARA COMPLETAR

1. Una funcién con radical de indice dos y radicando lineal tiene una curva asociada llamada

2. Una funcion con radical de indice dos y radicando lineal tiene

ceros.

3. Una funcién con radical de indice dos y radicando cuadratico puede tener hasta ceros.

4. Una funcién con radical de indice dos y radicando cuadratico con dos ceros distintos tiene como curva asociada

(o]

6 En qué casos expresion con radical de indice dos y radicando cuadratico no es una funcion

5. Una funcién con radical de indice dos vy radicando

cuadratico con un cero tiene como curva asociada

7. ¢En qué casos una funcion con radical de indice dos y radicando cuadratico y sin ceros tiene asociada como curva una rama de una

h|perbola’7

CIERTO O FALSO

1. Una funcion con radical de indice dos y radicando cuadratico no tiene ceros.

2. Una funcién con radical de indice dos y radicando cuadratico puede tener asintotas verticales.

3. Una funcién con radical de indice dos y radicando cuadratico puede tener asintotas oblicuas.

4. Una funcién con radical de indice dos y radicando cuadratico necesariamente interseca al eje de las ordenadas.

5. Una funcién con radical de indice dos y radicando cuadratico no tiene ceros.

6. Una funcién con radical de indice dos y radicando cuadratico que incluye una translacion vertical no tiene ceros.

7. Una funcién con radical de indice dos y radicando cuadratico que incluye una translacion vertical puede no intersecar al eje de las

ordenadas.

8. Una funcién con radical de indice dos y radicando cuadratico que incluye una translacion vertical puede tener dos ceros.

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.2

1. En cada caso construya la funcion correspondiente.

a. El radio de un cono circular recto de altura de longitud h=10
en funcion de la longitud r del radio de la base.

b. La longitud del lado de una piramide de base cuadrada y la
altura de longitud h=5 en funcion del volumen.

2. a. En un circulo de radio de longitud r =5 debe inscribirse
un rectangulo. Construya una funcion para calcular el area que
encierra el rectangulo en términos de la longitud de su base.

b. En una esfera de radio de longitud r =10 se inscribe un
cilindro circular recto, construya un modelo para obtener el
volumen del cilindro en funcién del radio de la base.

3. Construya una funcion que dependa de la longitud de la altura
para determinar la cantidad de lata (area total) que se utiliza
para elaborar un envase cilindrico que contenga un volumen de
medio litro ( 500 centimetros cubicos).

4. Se pretende tender un cable desde una central eléctrica, que
se encuentra al lado de un rio, hasta una fabrica que se
encuentra al otro lado del rio y 100 metros agua abajo (el
ancho del rio es uniforme y tiene 200 metros de ancho). El
costo de tender el cable bajo el agua es $90.00 por metro,

mientras que el costo de tenderlo sobre la tierra es $60.00 por

metro. ;Cual es la expresion que describe el costo en términos
de la trayectoria X sobre la que se debe tenderse el cable?
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5. Determine el dominio, el conjunto imagen (rango o recorrido) y
trace la curva.

a.r(x)=x+7 h.r(x)=-2/x-1-6
b. r(x)=./6x-18 i r(x)=—/5x—40+4.
c.r(x) =2./2x+4+8.

6. Determine el dominio, el rango (o recorrido) y trace la curva.
a f(x)=4x k. f(x)=1-x*+2x.
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joof(x)=4/2x*—6x+4 . t. f(x)=+/x*—4x+30 .

W

7. Determine el dominio, el rango (o recorrido) y trace la curva.
a f(x)=4x"+6 .

BB

b. f(x)=1/2x*+1 .

T

c. f(x)=4x*+3x+18 .

W

d. f(x)=4/x*+2x+10.

e. f(x)=-22x*+x+8.

I

f. f(x)=4x*—4x+4 +1.

8. Discuta el comportamiento de las relaciones, justifique su
respuesta.

a f(x)=/-x*-6.
b. f (x)=-2x*-1

f.f(x)=1x*-6x+9.

g f(x)=-2x>+4x+4.
h. f (x)=1/-x?-10x-25 +1.

9. Construya una funcién cuyo radical sea de indice dos, su
radicando de la forma Ax+By+C y cumpla con las

condiciones (también trace la curva correspondiente):
a. Tenga como ceroa x=2 , cumpla f (1)=1.

b. Su dominio sea el intervalo (—oo, 4 | y cruce al eje
verticalen 1, (0,3 ).

¢. Su dominio sea el intervalo ( -0, -2 ] y contenga al punto
A(-1,9).

d. Contiene a los puntos A( 4, -1 )y B(7,-2)

e. (—oo , 2 ]ycrucealejevertical en |, ( 0 ,—\E )

10. Construya una funcion tal que su radical sea de indice dos,
su radicando sea un polinomio de segundo grado en la variable
X y cumpla con las condiciones:

a. Tenga cerosen x, =2 y X, =—2, su dominio sea el
intervalo [ -2, 2 |y f (0)=2.

b. Tenga ceros en x,=—4 y x, =4, su dominio sea el
intervalo [ —4 , 4 ]y contenga al punto A(0,4 ).

c. Tengacerosen x, =—2 y X, =6 (de multiplicidad uno), su
dominio sea el intervalo [ -2, 6 |y f (2)=9.

d. Su dominio sea el intervalo (—oo , —1 JU[ 1+ ) ysea

positiva.
e. Su dominio sea el intervalo (—oo, 0 JU[ 4,40 ) y

f(0)=2.

. Su dominio sea el intervalo (—co , —4 ]u[ -2 ,4o ) y
contenga al punto 1,(0, 4).

g- Tenga como dominio el intervalo (—oo , +oo ) y
f(0)=4.

11. Construya una funcion tal que su radical sea de indice dos,
su radicando sea un polinomio de segundo grado en la variable
X y cumpla con las condiciones:

a. No tenga ceros, su dominio sea el intervalo
dom( f )=(—co, +00 ) yimg( f )=[1, +o0).

b. No tenga ceros, dom( f )=IR y img ( f )=[2, +).
c. No tenga ceros, dom( f )=IRy img (r)=(-o, 4].
d. Tenga dom( f )=IR y img( f )=[5, + ).

e.Tenga dom( f )=IR y img (r)=(-o0,1].

12. Una viga de 10 metros de longitud se apoya sobre un muro.
El pie de la viga se encuentra a x metros del muro. Determine
la funcién que describe la altura del punto de apoyo en funcién
de la distancia de separacion del pie de la viga y la base del
muro.

13. Una escalera de 8 metros de longitud esta apoyada sobre
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un muro. El punto de apoyo de la escalera sobre el piso dista x
metros del pie del muro.

a. Determine la funcién que describe la distancia de separacion
entre el pie del muro y el pie de la escalera en términos de la
distancia del punto de apoyo de la escalera en el muro.

b. ¢A qué distancia se encuentran el pie de la escalera del pie
del muro cuando el punto de apoyo de la escalera se encuentra
a una distancia de 4 metros de la base del muro?

c. Suponga que la pared tiene 12 metros de altura, ;A qué
distancia del borde (superior) de la pared se encuentra el punto
de apoyo de la escalera (en la pared) cuando la distancia del pie
de la base de la escalera y el pie del muro es 5 metros?

14. Una atald tiene base rectangular, el lado mayor mide 2
metros mas que el lado menor, y su altura mide 0.40 metros.

a. Determine la funcidn que describe la longitud de la diagonal de
la base del ataud.

b. Determine la funcion que describe la longitud de la diagonal
del ataud.

15. Un tanque tiene forma cilindrica, la altura del tanque es el
doble que la longitud de su radio. El precio del material de sus
bases es 200 pesos por unidad de area y el precio de la parte
cilindrica es 140 pesos por unidad de area.

a. ¢,Cudl es la funcion que describe el radio del tanque cilindro en
funcion de su costo?

b. ;Cuél es el radio del tanque si éste tiene un costo de 5000
pesos?

16.
a. Determine la funcién que describe la distancia entre los puntos
del plano cartesiano A (-1, 4)y B(2,y).

b. Determine la funcion que describe la distancia entre los puntos
del plano cartesiano A(1,1)y B(x,0).

17. Una ventana tiene forma de rectangulo coronado por una
semicircunferencia. La longitud de la altura de la parte
rectangular es el triple de la longitud de la base.

a. Determine la funcién que describe la longitud del radio de la
corona en términos del area de la ventana.

b. ;Cudl es la longitud del radio de la corona, si la ventana tiene
un area de 127 unidades cuadradas?

18. Una ventana tiene forma de rectangulo coronado por una
semicircunferencia. Las dimensiones de la parte rectangular
estan en proporcionde 5 a 1.

a. Determine la funcién que describe la longitud del radio de la
corona en términos del area de la ventana.

b. ;Cual es la longitud del radio de la corona de la ventana si
ésta tiene un area de 207 unidades cuadradas?

19. Una ventana tiene forma de rectangulo coronado por una
semicircunferencia. Las dimensiones de la parte rectangular
estan en proporcion de 7 a 1. El precio, por unidad de longitud
de la parte circular es el triple que el de la parte rectangular.

a. Determine la funcién que describe el radio en términos del
area de la ventana.

b. ;Cual es el radio de la ventana si ésta tiene un &rea de
307 unidades cuadradas?

20. Un deposito tiene forma de cilindro coronado por una
semiesfera, la longitud de la altura de la parte cilindrica del
depdsito es el triple de la longitud de la longitud de la base.

a. ;Cual es la funcidén que describe la longitud del radio del
deposito en funcién de su area?

b. ;Cual es la longitud del radio del tanque si éste tiene un area
de 507z unidades cuadradas?

21. Un deposito tiene forma de cilindro coronado por una
semiesfera, la longitud de la altura de la parte cilindrica del
depédsito es el triple de la longitud de la longitud de la base.

a. ;Cual es la funcidon que describe la longitud del radio del
deposito en funcién de su area?

b. ;Cudl es la longitud del radio del depoésito si éste tiene un
areade 507 unidades cuadradas?

22. Un deposito tiene forma de cilindro coronado por una
semiesfera, la altura de la parte cilindrica del deposito esta en
razon de 4 a 3 con el radio del cilindro es. El precio, por
unidad de area de la parte esférica es el doble que el de la parte
cilindrica.

a. ;Cuél es la funcion que describe el radio del depésito en
funcién de su precio?

b. ;Cual es el radio del tanque si éste tiene un precio de 5007
pesos?

23.

a. En una region eliptica, el semieje mayor mide el doble que el
semieje menor. Determine la funcién que describe la longitud del
semieje mayor en funcion del area de la regién eliptica.

b. En una region eliptica, la razon entre la longitud del semieje
mayor y la longitud del semieje menor es 3 a 1. Determine la
funcién que describe la longitud del semieje mayor en funcion
del area de la region eliptica.

AUTO EVALUACION |

1. Mencione las caracteristicas basicas de una funcion racional.

2. Efectlie una clasificaciéon de las funciones racionales respecto a los grados de los polinomios de las componen. Respecto a la

transformacion algebraica de su regla de correspondencia.
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3. Enliste los nombres de las curvas involucradas en las representaciones graficas de las funciones con radicales de indice dos y radicandos
polinomiales de grado dos.

4, Determine el dominio y trace la gréfica.

ar(x)=/-2x+4.

dr

e.r

5. Proporcione la regla de correspondencia de una funcion con radical de indice dos y radicando cuadratico con las siguientes caracteristicas:
a. Sin ceros, su curva sea la rama (positiva) de una hipérbola e interseca al eje de las ordenadas en el punto ( 0,4 )

b.Cerosen (2,0 )y (6,0 ), sucurva sea una semi hipérbola e interseca al eje de las ordenadas en el punto (0,8 ).
c. Cerosen (—1,0)y (3,0 ), sucurva sea una semi elipse y su altura maxima en el punto (1,8 ).




FUNCIONES
EXPONENCIALES Y
LOGARITMICAS

PROPOSITOS:

Al finalizar la unidad el alumno:

Utilizara las funciones exponencial y logaritmica para
representar formas de variacion de fenémenos de la
naturaleza, que éstas permitan modelar.

Retomara los conceptos de dominio y rango, asi como el
analisis de las relaciones entre los parametros de estas
funciones y su grafica.

CONTENIDO

3.1 Funciones exponenciales
3.2 Funciones logaritmicas
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E FUNCIONES EXPONENCIALES

APRENDIZAJES
En el estudio de la presente seccién usted:
1. Explorara situaciones o fendmenos que corresponden a crecimiento o decaimiento
exponencial, las relaciones o condiciones existentes y analizara la forma de variacion.
2. ldentificara dominio y rango de una funcién exponencial y trazara su gréafica.
3. Identifica patrones de cambio involucrados en el crecimiento o decrecimiento de una
funcién exponencial y bosquejara su gréafica.
4. Analizara la relacion entre las graficas de funciones exponenciales con diferentes bases
incluyendo el niimero e.
5. Resolvera problemas en diferentes contextos, que se modelen con funciones
exponenciales.

Las funciones exponenciales son de gran utilidad en la descripcion de fenomenos en los que la rapidez con que cambia la
variable dependiente (o funcién) es proporcional a la funcion, por ejemplo: en la acumulacién de sustancias en una persona, el
almacenamiento de carga en un capacitor, la desintegraciéon de sustancias, en la variacién de la temperatura de un objeto
inmerso en un medio especifico, también lo son en algunos casos discretos como: el crecimiento o decrecimiento de las
poblaciones (de bacterias, roedores, plantas, etc.), o en el interés compuesto de una cantidad de dinero.

EJEMPLO 3.1 (Situaciones que involucran funciones exponenciales)
a. Suponga que una persona, en un tiempo especifico, elimina en el trayecto del dia a través de la orina el 20% de una droga
que consumid. Si la cantidad de droga que consumié fue de 10 miligramos y si D (t ) representa la cantidad de droga presente

en el cuerpo del individuo a los t dias, inicialmente D(O )=10, al primer dia (después de haber sido consumida) el cuerpo de

la persona contiene D(1)=(0.8)10)=8 miligramos de droga, al segundo dia el cuerpo de la persona contiene

D(2)=(08)08)10)=(08)*(10) miligramos de droga, al tercer dia el cuerpo de la persona contiene
0

D(3)=(0.8)0.8)*(10)=(0.8 )*(10) miligramos de droga, etc. La tabla 3.1 describe la cantidad de droga presente en el
cuerpo del individuo.

DIA CANTIDAD DE DROGA (miligramos)
0 | D(0)=10

1 | D(1)=(08)(10)=8

2 | D(2)=(08)(10)=64

3 | D(3)=(08)*(10)=512

TABLA 3.1

En general, después de t dias, la cantidad de droga presente en el organismo se obtiene por la funcion D (t )=10( 0.8 )", con

la condicién de que t>0.

b. La conexion en serie resistor y un condensador se denomina circuito RC. Un circuito RC es de gran utilidad en la regulacion
de la tension eléctrica, con un circuito RC pueden limitarse las subidas y las bajas bruscas de la tensién (cambios de voltaje).
También los circuitos RC pueden usarse para filtrar una sefial, al bloquear ciertas frecuencias y dejar pasar otras.

R
VA c v
C . J
FIGURA 3.1
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En un circuito RC, el condensador C (que previamente ha sido cargado) descargara su energia almacenada a través de la

resistencia R, misma que se reflejara como una diferencia de potencial en ella. La “ecuacién” que describe la diferencia de

potencial V. a través del condensador (que depende del tiempo) se obtiene aplicando las leyes de Kirchhoff y la ecuacion
t

resultante, tiene como solucion la funcion V, (t ):v0 e RS enlaque evidentemente t >0 (puesto que representa el tiempo).

c. Cuando la diferencia entre la temperatura de un cuerpo (que se encuentra a una temperatura inicial T,) y la temperatura del
medio en que se encuentra contenido (que tiene temperatura fija T,, mayor a T,) no es demasiado grande, la rapidez con que
el cuerpo se enfria (cambia su temperatura), es proporcional a la diferencia de la temperatura del cuerpo y a la temperatura del
medio ambiente. La solucion del modelo correspondiente conduce a la funcion T (t )=T,, +(T, T, )e™' con la condicion
t>0.

CUERPO
(Tc)

MEDIO (T, )

FIGURA 3.2
d. Si el interés generado por una cantidad de dinero invertida (principal) es reinvertido de manera que los intereses también se
reinvierten, entonces se genera el interés compuesto. Asi, el interés es convertido en principal y entonces para inversiones
posteriores hay interés sobre interés. Si un capital inicial P es invertido a una tasa del r por ciento, compuesto anualmente, al
término del primer afio la cantidad compuestaes S, =P+rP 0 S, = P(1+ r ) pesos.

Al término del primer afio se cuenta con la cantidad S, =P (1+r ), misma que NUMERO CANTIDAD
se reinvierten por otro afio, al término del segundo afio los intereses generados DE ANOS COMPUESTA
son rP(1+r ) yla cantidad compuesta es 0 P
S, =P(1+r )+r[P(1+r)]=P(1+r Y1+r)=P(1+r }. 1 P(1+r)
2
Al término del segundo afio se tiene S, =P (1+r )?, mismos que se invierten 2 P(1+r)
un tercer afio, por lo que a su término los intereses generados son de 3 P(1+r )3
rP(1+r )’ yla cantidad compuesta es 4 P(1+r )
83:P(1+r)2+r[P(1+r)2 ]:P(1+r)2(1+r):P(1+r)3. : :
Si el proceso continla, el monto compuesto al término del afio n es n p(1+ r )”

S, =P(1+r)". En general, al término de los n periodos, la cantidad TABLA 3.2

compuesta se modela por la funcion S(n)=P(1+r )" considerando que
n=0.

EJEMPLO 3.2 (Eltriangulo de Sierpinski)

La figura 3.3.a. muestra un tridngulo equilatero cuya area es una unidad cuadradas (fase 0). Si unimos los puntos medios de los
lados con segmentos rectilineos obtenemos la figura 3.3.b., misma que contiene cuatro tridngulos equilateros congruentes pero
solo tres comparten su orientacion (fase 1). Si repetimos el proceso anterior con los tres triangulos blancos en la misma forma
que el triangulo original (fase 2) obtenemos la figura 3.3.c., etc.

A\ VY

a. b. C.
FIGURA 3.3

Supongamos que nos interesa la magnitud del area de la regién blanca:
En lafase 0, un tridngulo compone a la regién blanca, su area es una unidad.
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Enlafase 1, tres (3=3") tridngulos componen la region blanca, el 4rea de uno de los triangulos es 1.

()

En lafase 2, nueve (9=3?%) triangulos componen la region blanca, el area de uno de los triangulos es 1 ( z )
es 1

4>\»—\ NI

1

Enlafase 3, veintisiete (27 = 3°%) triangulos componen la region blanca, el rea de uno de los triangulos
La tfabla 3.3 describe el comportamiento del area de la figura generada.

)

&\I—'

easg | NUMERODE | AREADE CADA |  AREADE LA

TRIANGULOS | TRIANGULO | REGION BLANCA
0 1 1 1

) A

! 3=3 4 (4 4 4
: LY g} (3)

2 9=3 ( 4 ¥l 5 4
1) 1Y (3Y

3 =3 = P = | =] =2

27-3 (%) GEE
1) 1Y (3

n - 3N = | =
| ° 5 3 ) 3]

TABLA 3.3

Generalizacion:
1. El nimero de triangulos en la fase n es N (n )=3" bajo la condicion de que n es un nimero natural.

n
2. El area de region blanca esta dada por la funcion A(n ):[ %) enlaque n esun nimero natural.

PARA REFLEXIONAR

Z,? Establezca la funcién que describe el &rea de la region negra.

Las relaciones (construidas o sefialadas en los dos ejemplos anteriores):
D(t)=8(0.8)", siempre que t>0,
t
V. (t)=vye R, siempre que t>0,

T(t)=T,+(Ty-T, Je™", siempre que t>0,
S(n)=P(1+r)",siempreque n=1 2, 3, 4, ---

n
A(n):(%j , siempre que n=1, 2, 3, 4, ---
son casos particulares de funciones exponenciales.

Definicion 3.1 (FUNCION EXPONENCIAL)

a.Lafuncion f ( x )=a* bajo las condiciones a>0 y a =1 se denomina funcion exponencial de base a en la variable x .
b.Si f (x)=a* bajolas condiciones a>0y a=1, tiene dom( f )=(—oo,+c0 )y img( f )=(0,+c0).

PARA REFLEXIONAR

Z,? En la definicién 3.1, ;qué ocurre si a<0 ?

En una funcion exponencial.
1.En f (x )=a* lavariable independiente es el exponente x , a lavariable x es posible asignarle cualquier nimero real.
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2. Es necesario que la base a sea positiva (lo que se escribe como a>0), de no ser asi f (x )=a* no siempre estaria

) . 1 5 y . .
definida (recuerde que expresiones como (-2 )z, (-4 )+, (-6 )s, entre otras, no estan definidas en el sistema de los
numeros reales) para una gran diversidad de asignaciones a la variable x , por lo que ya no es de nuestro interés.
3.Si a=1,entonces f (x)=a*=1*=1 es una funcion constante.

EJEMPLO 3.3 (Funciones exponenciales)
a. f (x)=2" es una funcion exponencial en la variable x y con base a=2.

b. h(t)=5" es una funcion exponencial en la variable t y conbase a=5"=1, portanto h(t)=5" :[

gl
N

Ahora responderemos la pregunta ;Cémo es la curva asociada a una funcién exponencial?

La curva asociada a f (x)=a* (en la que la base es positiva y distinta de uno) tiene como dominio el conjunto
dom( f )=(—o0,+o0 ) y puede demostrarse que su curva asociada es suave y continua.

EJEMPLO 3.4 (Graficas de funciones exponenciales de base mayor que 1)
Para trazar las curvas asociadas a f (x)=2%, f(x)=3"y f(x)=10", utlizamos los resultados de la tabla 3.4 y
consideraremos que las curvas asociadas a estas funciones son suaves y continuas.

x | f(x)=2¢| f(x)=3| f(x)=10"
4 1 1 1
16 81 10000 0105
B 4 9 100
. 1 1 1
B 2 3 10
0 1 1 1
1 2 3 10 -
( ----------
2 4 9 100 >
4 16 81 10000 FIGURA 3.4
TABLA 3.4

Asi, las curvas asociadas a las funciones anteriores:

i. Intersecan al eje de las ordenadas en el punto 1, (0, 1).

ii. Tienen como asintota horizontal al eje x .

iii. Son positivas (todas sus imagenes son positivas).

iv. Son crecientes, sus imagenes aumentan al ser incrementado el valor asignado a la variable x .

v. Presentan una “oquedad hacia arriba” (es decir, sus curvas son céncavas hacia arriba).

vi. Si a, >a, >1, entonces f (x )=aj “crece con mayor rapidez’ que f (x )=a en el primer cuadrante y su crecimiento es

maés lento que el de f (x )=a; en el segundo cuadrante del plano cartesiano.

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Q Trace las curvas asociadas a funciones exponenciales con distintas bases mayores a uno, describa qué ocurre
conforme se incrementa la base.
0
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EJEMPLO 3.4 (Caracteristicas de funciones exponenciales de base comprendida entre cero y uno)
X X
Son casos particulares las funciones exponenciales f ( x )=[ %j y f(x )=[ %j , mismas que pueden rescribirse como
f(x)=2"1y f(x)=3" respectivamente. Basandonos en el hecho de que la curva asociada a una funcion exponencial es
suave y continua y la tabla 3.5 obtenemos las curvas de la figura 3.5.
Para trazar las curvas asociadasa f (x )=27*y f (x )=3" respectivamente, se utilizo la tabla y el hecho de que las curvas
a ambas funciones son suaves y continuas.

X f(x)=2>| f(x)=3" y

4 16 81 4

2| 9

-1 2 3

0 1 1

1 7 ¥

2 1 § —_————

4 i o ) 0 > P x
TABLA 35 FIGURA 3.5

Asi, las curvas asociadas a f ( x )=a* sujetas a la condicion 0<a<1:
i. Intersecan al eje de las ordenadas en el punto 1, (0, 1).
ii. Tienen como asintota horizontal al eje x .
iii. Son positivas.
iv. Son decrecientes, es decir, y= f ( x ) disminuye al ser incrementado el valor de la variable X .
v. Presentan una “oquedad hacia abajo”, es decir, sus curvas son concavas hacia abajo.
vi. Si a, >a, >1, entonces f (x )=a} decrece con mayor rapidez que f (x )=a) en el primer cuadrante y lo hace en forma
maés lenta en el segundo cuadrante.
USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Q Trace la curva asociada a funciones exponenciales con distintas bases mayores entre cero y uno, describa qué ocurre
conforme se incrementa la base.
g

PARA REFLEXIONAR

Z,? Compare las figuras 3.4 y 3.5, explique cdmo se obtiene una a partir de la otra, ¢ qué relacién existe entre ellas?

La figura 3.6 muestra el patrén de comportamiento de diferentes curvas asociadas a las funciones exponenciales.

FIGURA 3.6
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La constante matematica denotada por e y conocida como niimero e (en honor al eminente matematico Leonhard Euler), es
uno de los nimeros mas importantes en las mateméticas. El nimero e se denomina nimero de Euler o constante de Napier y lo
reporta por primera vez el matematico escocés John Napier. El nimero e es un numero irracional, por lo que no corresponde a
la divisién de dos numeros enteros y por tanto resulta imposible escribirlo en términos de un nimero finito de cifras decimales o
con decimales periodicos; el nimero e también es un nimero trascendente, lo que significa que no es la raiz de una ecuacién
polinomial con coeficientes racionales. Por otra parte, es probable que la funcion exponencial que presenta mayor utilidad sea la
que tiene base el nimero e, es decir a=e, antes de que caractericemos la funcién exponencial natural nos aproximaremos al

. , . , y 1Y)
valor del nimero e, haremos esto asignando numeros cada vez mayores a la variable x en la expresion [1+ —j , vea la
X

tabla 3.6.

X 1 1+ 1 [ 1+ 1 )X

X X X

1 1 2 2
10 0.1 11 2.59374
100 0.01 101 2.70481
1000 0.001 1.001 2.71692
10000 0.0001 1.0001 2.71814
100000 0.00001 | 1.00001 2.71826
1000000 | 0.000001 | 1.000001 2.71828
10000000 | 0.0000001 | 1.0000001 | 2.718281

TABLA 3.6

A medida que el valor de las asignaciones a la variable x son incrementadas (indefinidamente y en forma positiva), el valor de

. 1Y L ,
la expresion (1+ —j €S mas proximo al nimero e .
X

Definicion 3.2 (FUNCION EXPONENCIAL NATURAL)

a. El nimero e (con doce digitos de aproximacion es 2.718281828459...) se denomina base natural o neperiana.

b. La funcion con regla de correspondencia f ( x )=e*, tal que:
dom( f )=(—o0,+o0) yimg( f)=(0,+c0),se conoce como la funcion exponencial natural.

Dado que 2 <e <3, la curva asociada a la funcién exponencial natural, un bosquejo de la curva asociadaa f (x )=e* es como
lo muestra la figura 3.7.

yA yA
f(x)=¢"

R A (__’/1
—S=oooos 0 1 >X 0 1 >)(

FIGURA 3.7
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Alser f (x )=e* un caso especial de f (x )=a* su curva asociada satisface las condiciones:
i. Interseca al eje de las ordenadas (eje y) en el punto Iy(o ,1).

ii. Tiene como asintota horizontal al eje x .
iii. Es creciente y es cdncava hacia arriba.
iv. Es suave y continua.

Utilizando la curva asociada a la funcion exponencial (de regla de correspondencia f (x )=a*) es posible trazar la curva
asociada a la funcion exponencial de regla de correspondencia f(x):a(x’“)+k (o equivalentemente, de regla de

correspondencia de la funcion f (x )= Da* +k).

i. La curva asociada a f (x)=a*") se genera desplazando horizontalmente h unidades la curva asociada a
f(x)=a* (aladerechadeleje y si h es positiva, a la izquierda del eje y si h es negativa).

CD ii. La curva asociadaa f (x)=al*")+k, se construye desplazando verticalmente k unidades la curva asociada a
f(x)= alx") (hacia arriba si k es positiva y hacia abajo si k es negativa).

EJEMPLO 3.6 (Trazo de curvas exponenciales)
a. La curva asociada a f (x)=3*" (curva continua mostrada en la figura 3.8) se obtuvo desplazando horizontalmente 5

unidades a la derecha la curva asociada a la funcion a f(x)=3* (curva punteada en la figura 3.8). También
dom( £ )=(—o0,+o0) y img( f )=(0,+e0).

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

Q Trace la curva asociadaa f (x)=3*"° y compare su resultado con la figura 3.8.

b. La curva asociada a f (x)=e**—2 (curva continua mostrada en la figura 3.9) se generé desplazando horizontalmente 1

unidad a la derecha y 2 unidades verticalmente hacia abajo, la curva asociada a f (x )=e* (curva punteada en la figura 3.9).
También dom( f )=(-co,+o0 )y img(f )=(-2,+x).

Y a f(x)=3" YA t(x)=¢”
A A
I |
| |
15 I 15 |
'l I
Jfx)=3 !
/I /
51 7 5| / f(x)=e -2
/ /
- ’
_—————] s > —————— >
4 0 4 6 X - e 4 X
FIGURA 3.8 FIGURA 3.9

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
G Trace la curva asociadaa f (x )=e** -2 y compare su resultado con la figura 3.9.

c. Lacurva asociada a f (x )=3"" +4 (curva continua en la figura 3.10) se generd desplazando horizontalmente 7 unidades
a la derecha la curva asociada a f (x)=3* (curva punteada en la figura 3.10) y luego cuatro unidades verticaimente hacia
arriba la curva antes obtenida. Las proyecciones de la curva asociada a f (x)=3“" +4 sobre los ejes coordenados son:
dom( f )=(foo,+oo)y img( f )=(4,+oo).
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y y
A A
20 ? 20
\
|
\ 1 X-4
10 \ 10 f(x)=(%) -3
x \
=(2) \
f(x)=(; "
ﬁ—————/ \5—9 >
-4 0 4 0 &_) X
FIGURA 3.10 FIGURA 3.11

O Trace la curva asociadaa f (x )=3*" +4 y compare su resultado con la figura 3.10.

x—4
d. La curva asociada a f (x):( %) -3 (curva continua en la figura 3.11) se generd desplazando horizontalmente 4

X

unidades a la derecha y luego 3 unidades verticalmente hacia abajo la curva asociada a f (x ):[ 1 j (curva punteada en la
e
figura 3.11). Asimismo, dom( f )=(—o0,+o0 )y img( f )=(-3,+x).
X—4
Q Trace la curva asociadaa f (x ):( % ) —3 y compare su resultado con la figura 3.11.

O

Ahora analicemos el papel que desempefia una constante D de la funcion g (x )=Da* en el trazo de la curva asociada a una
funcion exponencial. Sien g (x )=a*™", aplicamos las leyes de los exponentes obtenemos g (x )=a*" =a*a™, regla de
correspondencia que puede escribirse como f ( x )=a*" = Da*, siempre que D=a™", por tanto el factor constante D en
g(x)=a*"=Da" se relaciona con un desplazamiento horizontal de la curva correspondiente f ( x )=a*. Asi, la curva

asociada a g (x )=Da* se obtiene desplazando horizontalmente la curva asociada a f (x )=a* un total de D=a™"
unidades.

NOTA
Hasta el momento no hemos tratado los aprendizajes necesarios para determinar la magnitud del desplazamiento
Zﬂ} sefialado, es decir, obtener el valor de h en la ecuacion D=a™" (en la siguiente seccion veremos como resolver esta
problematica, por lo que en las lineas siguientes solo trataremos casos especificos).

@ La curva asociada a g(x)=Da* es idéntica a la curva asociada a f (x)=a*, pero estd desplazada

-h

horizontalmente D=a™" unidades.

EJEMPLO 3.7 (Casos particulares de trazo de curvas asociadas a funciones con regla de correspondencia g ( x )= Da*)
a.Curva asociadaa g(x )= és“.

1

Para trazar la curva asociada a g(x )= é3x‘1, primero la rescribimos, asi g(x )= §3*‘1 -1

=31 237231 =33 por tanto,
32
la curva asociada g(x):%sx’1 =33 que se obtiene desplazando horizontaimente tres unidades a la derecha la curva

asociadaa f (x)=3" vea la figura 3.12.
b. Trazo de la curva asociada a g(x)=16-2"72.
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Para trazar la curva asociada a g(x)=16-2""2, primero la rescribimos, asi g(x)=16-2*2 =2%.2*% =22 por tanto, la
curva asociada a g(x)=8-2" se obtiene desplazando horizontalmente dos unidades a la izquierda la curva asociada a

f (x)=2%, veala figura 3.13.

Y YA
1
15 15 I
)
]
10 10 /
)
/
5 sV Jroo=2"
///
- ————e==] - .
-4 2 0 -4 -2 ol 1 T«
FIGURA 3.12 FIGURA 3.13

Trace las curvas asociadas a g(x )= %3“ y g(x)=8-2*2, compare sus resultados con las figuras 3.12 y 3.13

respectivamente.
c. Trazo de la curva asociadaa g(x )=—-4-2*2 1.

Puesto que g(x)=-4-2"°-1=-2%.2*3 _1=—2*" _1, obtenemos la curva correspondiente desplazando horizontalmente

una unidad a la derecha la curva asociada a f (x )=2*, luego la desplazamos una unidad hacia abajo en forma vertical, por
ultimo la curva asi obtenida la reflejamos respecto al eje equis, vea la figura 3.14.

Ya YA .
f o
| D
[0 =2" -2
/
/
/
/
/
—1
—————
0 1 "x
FIGURA 3.14

d. Trazo de la curva asociadaa g(x )=-16-47 +1.

Puesto que g(x)=-16-4"2+1=-4%.4*3 11=-4*" +1, obtenemos la curva correspondiente desplazando horizontalmente
una unidad a la derecha la curva asociada a f (x )=4", luego la desplazamos una unidad hacia arriba en forma vertical, por
ultimo, la curva asi obtenida la reflejamos respecto al eje equis, vea la figura 3.15.

A YA
! —
| N1 >
100 =4" 0 X
)
/
/
/
/
«————""
0 1 >x

FIGURA 3.15
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Q Trace la curva asociada a g(x)=-4-2"2 -1y g(x)=-16-4"°+1 y compare sus resultados con las figuras 3.14
y 3.15 respectivamente.
0

Funciones exponenciales con bases diferentes estan relacionadas, es decir, es posible transformar la base en una funcién
exponencial especifica de manera que se conserven sus propiedades.

Supongamos que las funciones exponenciales f (x )=a* y g(x)=b™* son iguales, entonces se cumple a*=b™ 6

equivalentemente a* :(bm )x, por tanto a=b™. Asi, una funcién exponencial puede escribirse en la base que se desee

(siempre y cuando ésta base no sea no negativa), sin embargo, este proceso requiere resolver, para m , la ecuacion a=b"
(que resulta de igualar f (x )=a* con f (x )=b™). Por el momento solo trabajaremos cambios de base en el que el proceso
a seguir sea inmediato y en la siguiente seccion generalizaremos los métodos involucrados en el proceso de “cambio de base”.

EJEMPLO 3.8 (Cambios de base inmediatos)
a. Podemos rescribir f ( x )=8* en base dos, es decir, en laforma f ( x )=2", necesariamente 8=2", de donde m=3

(puesto que 2° =8)y en consecuencia f ( x )=2%.
b. Para rescribir f (x )=9* en base tres, es decir, en la forma f ( x )=3™*, necesariamente 9=3", de donde m=2
(puesto que 3% =9) y en consecuencia f (x )=9* =3*.

c. Para rescribir f ( x )=2* en base % es decir, en la forma f ( x ):(

jx.

d.Lafuncion f ( x )=2" puede rescribirse en base 4 puesto que f (x )=2* :(4%) — 47",

1 mx 1 m
> J , se debe cumplir 2 = (E] en consecuencia

m=-1y f(x):[

N

Otra propiedad que presenta una funcién exponencial es la de poseer “razones de imagenes constantes” para
asignaciones (a la variable) igualmente espaciadas, veamos qué significa esto.

EJEMPLO 3.9 (IMAGENES DE ASIGNACIONES IGUALMENTE ESPACIADAS Y CONSECUTIVAS)
La tabla 3.7 corresponde a la funcion f (x )=2* en la que se han hecho asignaciones a la variable x ‘igualmente

espaciadas”, en este caso d =2, es decir, la diferencia entre dos asignaciones consecutivas a la variable x es d=2.La
tercera columna muestra las imagenes de las asignaciones previas.

x | d=xu-% | f(x)=2 f]((()()LTl))

) 272 =1

0 2 2°=1 4

2 2 22=4 4

4 2 2% =16 4

6 2 2% =64 4
TABLA 3.7

Note que la divisién de dos imagenes consecutivas es:
f(0) 1 A f(2) 4 4 f(4) %

T R () RE SR P
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N " N . .. f(4) 16
es decir “la raz6n entre las imagenes de dos asignaciones a x igualmente espaciadas” es (2 )= ac 4, lo que significa que

es constante..

La observacion anterior se cumple en cualquier funcion exponencial de la forma f (x )=a* con a>0y a#1.

Supongamos que x,, X, =X, +d, X; =X, +d , X, =x5 +d , etc., pertenecen al dominio de una funcion f (x )=D-a* (note
que la diferencia de dos de éstos nimeros consecutivos es constante, llamémosle d, d >0), es decir, son “nimeros
igualmente espaciados’, vea la figura 3.16.

Xy X, Xq X, Xg Xq X,
] ] ] ] 1 ] ]
1 1 1 1 1 1 1 »

X;  xpd x#2d x#+3d x+4d X;+5d X+ 6d

FIGURA 3.16

Lasimagenes de x,, x, =x, +d, X3 =X, +d, X, =%, +d bajo f (x )=D-a*, se muestran en la tabla 3.8.

X f(x)=D-a"
X1 f(x )=D-a*

X,=%+d | f(x,)=D-a%""=D-a%-a°

X=X, +d | f(x;)=D-a%""=D-a% -a%

X4:X3+d f(X4):D'aX3+d:D'aX1'an
TABLA 3.8

La divisidén de dos imagenes consecutivas de la tabla 3.8 da como resultado:
f(Xz)_aX”d_aXl-ad_ q f(x3)_axl+2d_axl-a2d_ g f(X4)_aX1+3d_aX1-an _ad
Flx) 2% a* T f(x) a*? a%a’ o f(x) av? a%.a¥
por tanto, en la funcion exponencial f (x )=D-a* la razon entre dos imagenes de dos elementos del dominio igualmente

espaciados es constante. Esta observacion se generaliza de la siguiente forma:

)

PROPIEDAD 3.1 (RAZON ENTRE LAS IMAGENES DE ASIGNACIONES A LA VARIABLE “IGUALMENTE ESPACIADAS”)

“Si X,, X,, X5, ==~ Y X, Son asignacionesa x en f (x )=D-a* igualmente espaciadas” (digamos una distancia d >0), si

y solo si la razon de sus imagenes bajo f (x )=D-a* es f((x,ﬂ)): a’”.
Xi
La figura 3.17 ilustra la propiedad 3.1.
/N N
D aX°+ oy o __d N _______d D axo» 2d
f(x)=Da" j
I
! I
! I
! I
| |
+d ! |
Da**t L _. I T N Da %’*
D a® 1 1 1 Da %
— -TT 1 | | 1 >
] ] ! 1 Ll
> >
0 X Xgd  xt2d o x X-2d x-d X, 0 X

FIGURA 3.17
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EJEMPLO 3.10 (Determinacion de la regla de correspondencia de una funcién exponencial)
a. Supongamos que la tabla 3.9 pertenece a una funcion exponencial. Observe que si dividimos dos imagenes consecutivas el
cociente es constante, (la primera columna son asignaciones a la variable x y la segunda son las imagenes respectivas).

. t(x) Para determinar la regla de correspondencia (que es de la forma f (x )=D-a*),
n determinamos el valor del parametro D, note que f (0)=D-a°=D, por tanto
-1 20 D :% (vea la tabla 3.9). Por otra parte, la razon entre dos imagenes consecutivas
0 % (observe que las asignaciones a x estan igualmente espaciadas) es
5 £
1 n al= ];((i)) = % =5 Laregla de correspondencia es
25 4
2 e L
5 125 f(x)::ZSX.
4
TABLA 3.9

EJEMPLO 3.11 (Determinacién de la regla de correspondencia de una funcién exponencial)

a. Suponga que f es una funcion exponencial tal que f (2 )=% y f(5)= % Para determinar la regla de correspondencia

f (x )= Da*, notemos que:

24

5
f(2)-D-a’=_ y f(5)-Da®=22 f(5)_D-a® , 5 243

= 0 a , entonces a®=27 0
f(2) D-a? 9

a=3. Para determinar D, sustituimos a=3 en la primera igualdad (se obtiene lo mismo si se sustituye en la segunda

3
, por tanto, el cociente es

igualdad), por tanto f (2 )=D-3% = %, de donde 9D =% yD= é La regla de correspondenciaes f (1)= é3x .

b. Supongase que f ( x ) es una funcion exponencial que satisface: f (1 ):i y f(4)= 3 Para determinar la regla de

10 10000
correspondencia f (x )= Da* , procedemos como sigue:
4 3
f(l):D-a:i y f(4):D-a4=L,portanto, el cociente es (4)_a' 1w a®= , entonces a= — .
10 10000 f(1) a & 1000’ 10

Para determinar D, sustituimos a = % en la primera igualdad (se obtiene lo mismo si se sustituye en la segunda igualdad), por

tanto f(l):(i]D:

0 3 dedonde D=3.La regla de correspondencia es f ( x )= 3( 1 j :

10 10

ECUACIONES QUE INVOLUCRAN LA INCOGNITA EN EL EXPONENTE
La relacién a* =m, en la que x es la incdgnita (se interpreta de la siguiente forma ;a qué exponente x debe elevarse el
numero a para obtener el nimero m ?), se denomina “ecuacién exponencial’. Resolver una ecuacién exponencial significa

determinar el valor de x (si es que existe) en a* =m (este tipo de ecuaciones fundamenta la necesidad de definir una nueva
familia de funciones, las funciones logaritmicas, que trataremos en la proxima seccién) .

EJEMPLO 3.12 (Solucion de ecuaciones exponenciales)

a. La solucion de 2** =16 es x=5 puesto que 2> =2* =16.

b. Para resolver 3(4 )**' =192 observe que esta ecuacion es equivalente a 4> =64 y que 4° =64 por tanto 2x +1=3, de
donde x=1 (Necesariamente los exponentes son iguales, dado que las bases lo son).
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4-x 4-x
c. Para resolver 2( %] =50, note que esta ecuacion es equivalente a (%J =25 y que también es equivalente a

5%4 =25, pero 52 =25. Dado que los exponentes son iguales, dado que las bases lo son, x—4=2, y en consecuencia
X=6.

d. Para resolver 16*2 =32*"2, transformemos la ecuacion de manera que los miembros tengan la misma base, entonces
16%2 =32**2 s equivalente a (24 )X'z :(25 )X+2, por tanto 2% =25¢1% Necesariamente los exponentes son iguales,
dado que las bases lo son, entonces 4x —8=>5x+10 y en consecuencia x=-18.

2 1 L . .
e. Para resolver 2% *** =3 transformemos la ecuacién de manera que sus miembros tengan la misma base, entonces

2X+4x _ 23 Necesariamente los exponentes son iguales (dado que las bases lo son) entonces x2+4x=-3 y en
consecuencia, se obtiene la ecuacion cuadratica x® +4x+3=0. Esta Gltima ecuacion es equivalente a (x+3 { x+1)=0,
sus soluciones son x; =-3 y X, =—1.

2 oy . .
f. Para resolver 64%* =16%**, transformemos la ecuacion de manera que sus miembros tengan la misma base,

—6+JZ%’yX _—6-./228
e R el

(42 f =(42 ", entonces 423 —45® portanto 3x? +6x~16=0,y x, = ) 5

PARA REFLEXIONAR

Z)‘? ¢ Qué relacion existe entre las funciones: f (x )=a* con a>1y k>0y f(x)=a" con 0<a<ly k<0?

En la siguientes lineas responderemos las preguntas ;qué papel desempefia el signo de k en f (x)=a™ bajo la
suposicion de que a>1?, s qué aplicaciones tienen las funciones exponenciales?

Antes vimos (revise el ejemplo 3.4) que la curva asociada a la funcion f (x )=a* con a>1y k>0 es creciente, ocurre lo

contrario si k <0 (revise el ejemplo 3.5), es decir, la curva asociada a la funcion f (x )=a*"

decreciente, vea la figura 3.18.

con O<a<ly k>0 es

NOTA
@ Recuerde que la caracteristica de las funciones crecientes se manifiesta en el hecho de que para “asignaciones
mayores a la variable independiente se obtienen imagenes mayores para la funcién”.

N a
f(x)=Da* f(x)=Da"
a>1 a>1

v
A\

FIGURA 3.18

Asi, cuando alguna situacion o problema se modela mediante la funcion f ( X ): a* con a>1vy k>0, se dice que se tiene un

problema de crecimiento exponencial, similarmente, cuando alguna situacion se modela mediante la funcion f ( x )=a*"

a>1y k<0, sedice que se tiene un problema de decaimiento exponencial.

con



114 ||| UNIDAD 3 Funciones exponenciales y logaritmicas

Definicion 3.3 (CRECIMIENTO Y DECAIMIENTO EXPONENCIAL)

Cualquier situacion o problema que se modela mediante la funcion f (x )=Da** con a>1y:
a. k >0, se dice que corresponde a un problema de crecimiento exponencial.

b. k<0, corresponde a un problema de decaimiento exponencial.

c. El coeficiente D= f (0 ) se denomina cantidad o valor inicial.

PARA REFLEXIONAR

('J? ¢ Como rescribiria la definicion anterior si 0<a<1?

EJEMPLO 3.13 (ldentificacion de funciones exponenciales)
a. f(t)=12(2)", es unafuncion que involucra crecimiento exponencial con cantidad inicial D=12.

1

b. Lafuncion f(t)=8(3 )" involucra decaimiento exponencial (puesto que k =— )y con cantidad inicial D =8

N

1 1 " . - . 1 -
c. f(t ):5(4 )°* corresponde a una funcion que involucra crecimiento exponencial, la constante k =3 ©8 positiva, su

cantidad o valor inicial es D = %

EJEMPLO 3.14 (Crecimiento de bacterias)
Supongamos que el nimero de bacterias en cierto cultivo esta dado por f(t)=D2*', donde t representa el nimero de
horas. Al cabo de 4 horas el nimero de bacterias en el cultivo es 8/2 = 2% veces de las que habia inicialmente.
a. Para determinar el valor de k , puesto que en t—4 horas existen 25 A bacterias 6 f(4)=(D)2*, entonces
1
1 1

1
H_ o8 i 28=2%y Z—4k 6 k=—.
(D)2* =28(D),asi 28=2 Y 5 0 2

b. Por consiguiente, si k = % en f(t)= D(2"'t ) entonces f (t ):i(z )ez.

EJEMPLO 3.15 (Crecimiento de una poblacion)
En 1980 la poblacion de la India era de 651 millones y ha estado creciendo a una tasa de 2% anual. La poblacion N(t ), t

afos mas tarde puede aproximarse mediante la relacion N (t )=651e®%". Suponga que ésta tasa de crecimiento es continua.
Por tanto, N(t)=651e""*" cuando t=30 afios, entonces N (30 )=651e"%**°=651e"% =1186, en consecuencia la

poblacién de la India, sera para el afio 2010, de aproximadamente 1186 millones.
Note que el nimero de pobladores es una variable discreta, sin embargo ha sido descrita utilizando un modelo continuo.

PARA REFLEXIONAR

Z,? La cantidad de bacterias es discreta, ;Qué opina sobre el modelo continuo con el que ha sido modelada?

EJEMPLO 3.16 (Depreciacion de un automovil)
El precio de un automovil es actualmente de $150000. Si dicho automévil se deprecia 12% durante cada uno de los 5

primeros afios de uso. Al primer afio su valor es $150000(0.88 ), al segundo $150000( 0.88 ) 0.88 )=$150000( 0.88 ),
entonces la funcion que proporciona su valor en el afio n es V(t)=150,000(088)". Si t=5 aios,
V (5)=150,000( 0.88 )°= 79160 . El valor del automévil es de $79160 alos 5 afios.




SECCION 3.1 Funciones exponenciales ||| 115

EJEMPLO 3.17 (Decaimiento radiactivo)
La vida media de una sustancia radiactiva, se define como el tiempo transcurrido en que se desintegra la mitad de la sustancia
como resultado de su decaimiento. La relacion en términos del tiempo t para calcular la vida media de una sustancia radiactiva

t
es Q(t ):Qo( % jﬁ , donde Q es la cantidad de sustancia radiactiva existente en el tiempo t, Q, es la cantidad inicial y h
representa la vida media. Si el Bario 140 tiene una vida media de 13 dias e inicialmente se cuenta con 500 miligramos de esta
sustancia:

a. La cantidad en miligramos de bario que quedan después de 26 dias, se calcula como sigue: Inicialmente la cantidad en

miligramos de bario es Q,=500, la vida media es h=13 y a los t=26 dias, entonces

26 2
Q(26)= 500( %jﬁz 500( %] =125. Después de 26 dias solo hay 125 miligramos de bario.

b. Para determinar la cantidad en miligramos de bario que quedan después de 100 dias se toma en cuenta que: inicialmente
100
1

Q, =500, la vida media del Bario es de h=13 dias, y t=100, por consiguiente Q (100 ):500[ > j 13=24. Después de

100 dias quedan 2.4 miligramos de bario.
u

EJEMPLO 3.18 (Interés compuesto)
El monto final de una inversion esta dada por S(n)=P(1+r )", donde P es el capital inicial de P pesos, r es la tasa de

inversién y n el numero de periodos.
a. Para determinar el monto acumulado por un principal de $7500 durante 8 afios al 8% de interés capitalizado

semestralmente, debemos tener en cuenta que el nimero de semestres (periodos) en 8 afios es 16, por tanto

16
S :7500(1-#?) ~14,047 pesos.

b. Para determinar el monto final acumulado por $12000 durante 10 afios al 10% capitalizado trimestralmente, se toma en

40
cuenta que el nimero de trimestres en 10 afios es 40, por tanto S :12,000[ 1+ %J ~ 32,221 pesos.

¢ Qué conceptos aprendi?

PARA COMPLETAR
1. En una funcién la variable independiente es la base.

2. El dominio de la funcién exponencial f ( x )=a* es

3. La curva asociada a una a funcion exponencial f ( x )=a* tiene como al eje de las abscisas.
4. La curva asociada a una a funcién exponenciales f (x )=a* suave y continua.
5. La curva asociada a una a funcion exponenciales f ( x )=a ™

6. Si en wuna funcion exponencial calculamos las imagenes de funciones igualmente espaciadas entonces las
son constantes.

7. Sien la funcién exponencial f (x )=a” la curva correspondiente es decreciente.

8. La curva asociada a la funcién exponencial f (t)=a'™ se construye la curva

asociadaa f(t)=a'.



116 ||| UNIDAD 3 Funciones exponenciales y logaritmicas

9. lLa de una sustancia radiactiva, se define como el tiempo transcurrido en que se desintegra la

mitad de la sustancia como resultado de su decaimiento.

10. Cualquier situacién o problema que se modela mediante la funcion f ( x )= Da

¥ con a>1y k>0, se dice que corresponde a

CIERTO O FALSO (Explique)

1. Todas las funciones exponenciales tienen base positiva.

2. Si en una funcién exponencial la base es un nimero comprendido entre cero y uno, entonces tiene asociada una curva decreciente.

3. En una funcién exponencial creciente el conjunto imagen son los nimeros reales positivos.

4. Las funciones exponenciales intersecan al eje de las ordenadas en el punto (0 , 1 ).

5. La curva asociada a una funcién exponencial es creciente si su base es positiva.

6. Una funcién exponencial puede tener base uno.
7. Existen funciones exponenciales con base negativa.

8. Toda funcién exponencial puede rescribirse con base entera.

9. Toda funcion exponencial puede rescribirse con exponente positivo.

10.En f ( x )=Da"*, el parametro k indica que tan rapido crece la curva asociadaa f ( x )= Da**.

11.En f (x )=Da", f (0 ) representa el valor inicial.

12.En f (x )=Da", D representa el valor inicial.

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.1

1. El nimero de bacterias de cierto cultivo se reproduce en forma
exponencial mediante la relacion f (t )=600(3 )" en donde
t representa el tiempo transcurrido en horas después de las
7:00 en que se hizo la primera observacion. De acuerdo con
lo anterior complete la tabla siguiente y el dibujo de la grafica
correspondiente.

t 0|12 (3|45
Numero de bacterias

2. En una reserva ecoldgica se introducen 50 zanganos que se
reproducen exponencialmente de acuerdo a la funcion
f(t)=50(1.2)", donde t es el nimero de afios
transcurridos desde que se inicia la actividad. Determine el
numero de zanganos que habra después de 3, 5 y 10 afios,

represente el crecimiento de la poblacion por medio de una tabla
y graficamente.

3. Si un principal P se invierte al 6% anual el monto
alcanzado después de X afios se calcula utilizando la relacién

S=P(1.06)" donde S es el capital final y t el tiempo
en afos. Si el principal P inicial es $1000 complete la tabla

y dibuje la gréfica correspondiente.
t 0|12 3|4 |5|6]|7]|8
S

4. Un medicamento se elimina mediante la orina, si la dosis
inicial es de 25 miligramos, t representa el nimero de horas
transcurridas después de la ingestion de la sustancia y la
cantidad de medicamento en el cuerpo se obtiene mediante la
relacion  f (t)=50(0.9 )". Complete la tabla y dibuje la
grafica correspondiente.

t 0|12 |4|6|8]|10 |15 |18
D
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5. De una lamina cuadrada de longitud de lado 1 se cortaran
tantos cuadrilateros como se desee, suponga que la base del
cuadrilatero posterior que se corta tiene base igual a la mitad del
cuadrilatero previo. Determine la funcién que describe el area del
cuadrilatero n .

6. Con un segmento de recta de longitud | efectle el siguiente
proceso: Dividalo en tres segmentos congruentes, elimine la
parte central, remplace la parte central eliminada con dos
segmentos de recta congruentes de forma que dos extremos
coincidan y los otros dos extremos coincidan con los extremos
(internos) de los segmentos no eliminados. Determine la funcién
que describe el perimetro después que el proceso se ha
efectuado n veces.

7. Una poblacion de 5000 insectos crece a razén del 1%
diario.

a. Determine el modelo que describe el nimero de insectos
después de t dias.

b. Determine el nimero de insectos a los 10 dias (redondee su
resultado al entero mas cercano).

8. Una poblacién de microbios se duplica cada minuto, determine
la funcion que describe la cantidad de bacterias después de n
minutos.

9. Una maquina transforma una cantidad especifica de materia
de forma que esta se reduce a la cuarta parte cada hora,
determine la funcién que describe la cantidad de materia
disponible después de n horas.

10. El precio inicial de una maquina para cosechar trigo es de
$650000. Si esta maquina se deprecia 6 % anualmente.

a. Obtenga una expresion para calcular el precio después de  x
afos.

b. Elabore una tabla de precios para los primeros 10 afios de
uso.

c. Represente gréaficamente el proceso de devaluacion de la
maquina.

11. De un elemento radiactivo quedan Q gramos después de t

dias, donde Q = 20e 02
a. ¢ Cual es la cantidad inicial del elemento radiactivo?
b. ¢ Cuantos gramos quedan del elemento a los 15 dias?

c. /Cuantos dias deben transcurrir para que quede la mitad del
elemento?

12. La mitad de una sustancia radiactiva decayé en 10 afios.
¢ Cuanto tiempo debe transcurrir para que un gramo decaiga un
10 por ciento?

13. ;Cuéles de las siguientes relaciones representan funciones
exponenciales definidas sobre los nimeros reales? Justifique su
respuesta.

a f(x)=8" ¢ k(x)=(2)".
b.g(x)=(-2)". d.m(x):(S’z)_x.
e. h(x)=6" g n(x)=(-4)>.
foi(x)=(-2)" h. p(x)=—47.

14. Rescriba las funciones de forma que el exponente sea
positivo. Trace la curva correspondiente, determine el dominio y
el rango (recorrido).

a f(x)=(32)*.  ib(x)=09
(x)=097". joc(x)=(04)™.

b. g

e h(x)=4" kd(x)=(3)".
d.i(x)=6(100)". Le(x)=(2)".

e k(x)=-3(9)". m f(x)=(4)"
L1)=2(4)" ng(x)=(1)
g m(x):%(lA)’x. 0. h(x)=(0.25)".

hoa(x)=(% )"

15. Determine el dominio, el conjunto imagen y grafique.
a f(x)=2(3)°+4. g f(x)zf%(S)X'2+24.

=43 18, h. g(x)=-2(3 )"z -1.

2

-2(3)*-s, i. h(x)=2(3)5-2.

16. Determine el dominio, el conjunto imagen y trace la curva.
b. g(x)=2e"3-1. h. s(x)=8e+5.
8

c. h(x):EeHnL?. i t(x)=2e7%242.
d.i(x)=-6e*1"-31. jov(x)=—e*+5.
e. j(x):%ex—lo +15. k. W(X):_4e—x+12.

f. k(x)=2e""2+4.

g. f(x)=—2e+8.

L u(x)=e>+6.

17. 4 Cémo obtendria la curva asociada a f ( x )=a* a partir

delacurvaasociadaa f(x)=a™?

18. Describa como obtener la curva asociada a g utilizando la
curvade f .

a f(x)=2% g(x)=2"2%+1

b. f(x)=3" g(x)=1-3""+1

c. f(x)=4% g(x)=-4"2-2

d. f(x)=10", g(x)=5-10*" +4
Cf(x)=e*, g(x)=3e"?%-2
f.f(x)=e, g(x)=-3e"?-5

g f(x)=e*, g(x)=1e™°-5
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19. Determine la regla de correspondencia de la funcién
exponencial que satisface las condiciones:

a. Interseque al eje de las ordenadas en Iy(O , %) tenga
como asintota horizontal a la recta de ecuacion y=0 vy
contenga al punto p(2,8).

b. Interseque al eje de las ordenadas en Iy(O , 5 ) tenga
como asintota horizontal a la recta de ecuacion y=1 y
contenga al punto p (1,13 ).

c. Tiene como asintota horizontal la recta de ecuacion y=3 y
contiene a los puntos 1,(0, 6)y J(1,12),

d. Tiene como asintota horizontal la recta de ecuacion y=3 y
contiene a los puntos 1,(0,-6)y J(1, -12),

20. Determine la regla de correspondencia para la curva
exponencial de la figura.
a. b.

1
2 3
4 8
— 1 > 32 ] >
0 2 TX 0 1 2 X
c. d.
y
y‘k Oﬂ 2

-100

~iro

N
= »

0 1 X
21. Determine los pares de funciones exponenciales, que tienen
asociada la misma curva.

a f(x)=3""* g(x)=3"+4yh(x)=92.

b. f(x)=4%2 g(x)=2(2%2 )y h(x)=2%1

22. Determine los pares de funciones exponenciales, que tienen
asociada la misma curva.

a f(x)=27", g(x)=9""+1y h(x)=3%"3,
b. F(x)=2"%, g(x)=2(2%2 )y h(x)=8"",

23. Determine la regla de correspondencia y trace la curva
asociada de las funciones exponenciales cuyas asignaciones a
la variable x e imagenes correspondientes se encuentran en la
siguiente tabla.

a. b. C. d. e.
x | £(x) [ g(x) | h(x) | m(x) [ n(x)
-2 18 1 —48 = 6
-1 6 3 -12 * 3
0 2 0 -3 5 3
IR
2| § [ & [-a] ¢ 1%

24, Resuelva la ecuacion.

a. 3% =81. f. 22t -8,
b. 4%3 —p4**3 . g. 21—><2 _ %
c. 3¥1 =243, h. 4% 4253 _300.,

1-x%43x _ 1
d. 27 oL

e. 4><2+7>< — 64"t

i, 2x1 x4 oxt =08,

25. |dentifique si la funcién es una funcion de crecimiento o una
funcion de decaimiento exponencial y determine: el valor inicial,
y la constante de crecimiento o decrecimiento.

a. f(x)=3-27" e. g(x)=1(2)*

b. g

26. Determine la regla de correspondencia de la funcion
exponencial que satisface las condiciones indicadas.
a. Valor inicial 3, constante de decrecimiento 3 y base 0.2.

b. Valor inicial %,constante de crecimiento 0.2 ybase 3.

c. Valor inicial 6, constante de crecimiento 4 ybase 7.
d. Valor inicial % , constante de decrecimiento y base 0.5.

27. Determine la regla de correspondencia de la funcion
exponencial que satisface las condiciones indicadas.

a. Valor inicial 3, creciente a una taza del 3% por periodo de
tiempo.

b. Valor inicial 7, creciente a una taza del 0.15% por periodo
de tiempo.

c¢. Valor inicial 10, decreciente a una taza del 12% por
periodo de tiempo.

d. Valor inicial 7, decreciente a una taza del 8% por periodo
de tiempo.

e. Valor inicial 2, creciente a una taza del 22% por periodo de
tiempo.

f. Valor inicial 25, creciente a una taza del 2.05% por periodo
de tiempo.

28. Si dentro de t afios la poblacion de cierta region sera de
p(t )=50e%%* millones.

a. ¢ Cudl es la poblacion actual?
b. ¢ Cual seré la poblacion dentro de 20 afios?

29. En 1985 el gobierno del Estado de Chihuahua implemento
un programa para la proteccion del borrego cimarron, con el cual
se pretendié incrementar la poblacién de estos animales, de

acuerdo a la relacion N (t)=200(1.3)". Donde N(t )

es el nimero de borregos cimarrones después de t afios, 200
era el nimero de estos animales en 1985 y t es el tiempo
transcurrido en afios. Estime el nimero de borregos cimarrones
en el afio:

a. 2000. b. 2010. d. 2017.

e. 2022. c. 2013.
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30. Se estima que la poblacion de un pais ha crecido
exponencialmente. Si tenia una poblacion de 60 millones en el
afio 2000 y de 90 millones en 2010, ¢cual sera la poblacién
en el afio 2015 ?

31. El nimero de hamburguesas vendido por una cadena de
comida rapida crece exponencialmente. Si se vendieron 4
millones en 2008 y 9 millones en 2014, ;cuéntas
hamburguesas se vendieron en 2010 ?

32. Suponiendo que el crecimiento de las bacterias es
exponencial y que el nimero de bacterias U horas después de

las 7:00 esta dado por la relacién n (t ): 600( 3 )%t.

a. Calcule el nimero de bacterias a las 8:00 A M., a las
10:00 A M.yalas 12:00 A M.

b. Trace la gréfica desde t =0 hasta t=5.

33. En 1975 la poblacién mundial era de alrededor de 4000
millones de personas y esta poblacion aumentaba alrededor del
2% anual. Suponiendo que el incremento de la poblacion
obedece a la relacion P (t)=4(1.02)", en la que P
representa el nimero de personas en miles de millones, t los
afios después de 1975.

a. ¢ Cual sera la poblacion en los afios, 2024 y 2050 ?

b. Investiga la poblacién actual del planeta y compara ese dato
con el obtenido en el problema.

34. El isétopo radiactivo °Bi tiene una vida media de 5 dias.
Si existen 100 miligramos de esta sustancia en el instante
t =0 entonces la cantidad restante en el instante t estd dado

por f(t)=100(2 )'%‘.

a. ¢ Qué cantidad de sustancia resta después de 5 dias?
b. ;Después de 10 dias?

c. ;Despuésde 20.5 dias?

d. Trace la gréficade f desde t =0 hasta t=30.

35. Cierta sustancia radioactiva tiene una vida media de 90
minutos.

a. ;Qué parte de la cantidad inicial de sustancia quedara
después de 2 horas?

b. ;Después de 3 horas?

36. Si 25 gramos de azlcar se afiaden a cierta cantidad de
agua, la cantidad de azucar Q(t ) que no se disuelve después
de t minutos esta dada por Q(t )=25(0.8)". Trace una
gréfica que muestre Q(t) en cualquier momento desde
t=0 hasta t=30.

37. El precio de un automovil nuevo es de $ 330000.00 . Su
valor comercial después de t afios de uso se calcula por la
relacion v (t )=0.78C(0.85 )'* donde C es el precio del

auto nuevo. Calcule el precio, redondeando a miles de pesos el
valor, después de:

a. 1 afo.

b. 5 afios.

c¢. 10 afios.

d. 12.5 afios.

e. 16 afos.

38. Suponga que el porcentaje de inflacion es de 9% anual y
que la relacion P (t)=P,(1.09)" nos da el precio de un
articulo que actualmente cuesta P, después de t afios.
Encuentre el precio esperado para cada uno de los articulos
indicados después del periodo sefialado.

a. Un kilogramo de café de $65.00 después de 3 afios.

b. Una lata de chiles de $7.50en 5 afios.

c. Un frasco de mermelada de $20.50 alos 10 afios.

d. Un comedor de $75000.00 en 2 afios.

e. Un motor de $6300.00 después de 6 afios.

39. Se invierten $1000 000.00 a una tasa de interés anual del

8% , calcular el saldo si el interés se capitaliza:
a. Anualmente.

b. Mensualmente.

¢. Trimestralmente.

d. Continuamente.

AUTOEVALUACION |

1. Escriba las caracteristicas de la funcién exponencial f ( x )=a

2. Explique el efecto que sufre la curva asociada a la funcién exponencial f ( X ): a* si setransformaen g ( X ): Aa¥t 4+ d .

3. Determina la regla de correspondencia de la funcion exponencial que satisface las condiciones: valor inicial 10, constante de crecimiento

05.

4. Determine el conjunto imagen de la funcion exponencial f ( x )= —3( 47t 41 )
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1 22x—1

5. Trace la curva asociada a la funcién exponencial f ( X ): 5 — 2, también determina el dominio, el conjunto imagen y la ecuacion de

la asintota.

1 4-2x
6. Resuelva la ecuacion | —— =1000.
100

2 2
7. Resuelva la ecuacion 4% +2X =2X°+5 |

. . . . 24
8. Determine la regla de correspondencia de una funcién exponencial tal que f (2 )= % y f(5)= ?3 :
9. Una maquina transforma una cantidad especifica de materia de forma que esta se reduce a la quinta parte cada hora, determine la funcién

que describe la cantidad de materia disponible después de t horas.

10. ; Cuanto tiempo debe transcurrir para que se duplique un capital de 5000 pesos si se invierte al 18% de interés compuesto anual?
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@ FUNCIONES LOGARITMICAS

APRENDIZAJES
6. Verificara mediante graficas o tablas que la funcion logaritmica es la funcion inversa de
la exponencial. Expresa verbalmente las relaciones: y (x )=a* < x(y)=log,y-
7. Graficara funciones logaritmicas e identificara su dominio y rango.
8. Operara con logaritmos de distintas bases y aplicara las propiedades de éstos.
9. Resolvera problemas en diferentes contextos que se modelen con funciones
logaritmicas y exponenciales.
10. Resolvera problemas de aplicacion empleando los conocimientos adquiridos
anteriormente.

La ecuacion a* =Y, , enlaque X representa a la incognita, se interpreta como el exponente al que debe elevarse el nimero
a para obtener el numero vy, , relacionando este hecho con las funciones, parte de nuestro propésito consiste en construir una

funcién que “opere en forma inversa a la funcion exponencial”, es decir construir una funcién cuyo conjunto imagen consista en
los valores de los exponentes a los que se debe elevar la base para obtener un nimero especifico.

EJEMPLO 3.19 (Construyendo una funcion)

a. Si 3% =1, entonces “y, =0 es el nimero al que se debe elevar el nimero 3 para obtener 1, luego 0 pertenece al conjunto
imagen de la funcion.

b. Si 3% =9, entonces y, =2 es el nimero al que se debe elevar el nimero 3 para obtener 9, luego 2 pertenece al conjunto

imagen de la funcion.
c. Si 3% =81, entonces y, =4 es el nimero al que se debe elevar el nimero 3 para obtener 81, luego 4 pertenece al

conjunto imagen de la funcién.
d. Si 3% =1, entonces y, =—2 es el nimero al que se debe elevar el nimero 3 para obtener §, luego —2 pertenece al

conjunto imagen de la funcién.
e. Si 3% =x,, entonces y, es el nimero que se obtiene al elevar el nimero 3 para obtener x,, luego x, pertenece al

conjunto imagen de la funcién.
g

Generalizamos las observaciones del ejemplo 3.19 como sigue:
Si a® =y,, entonces x, es el nimero al que ha de “elevarse” la base “a " para “obtener” el nimero vy, . La notacion formal

para referirse a este hecho es 10g,Y, =Xy, por tanto consideraremos que la expresion log,y, =X, es equivalente a
a* =y, . Refiriéndonos a funciones, si y (x )=a* (siempre que a>0 y a=1), es equivalente a x=1log,y(x ) (siempre
que a>0y a=1).Asi y=a* < x=log,y.

@ a.Laforma y=a*, se refiere a que el nimero y es el resultado de elevar el nimero a al exponente x .
b. Laforma x=log,y, indica que x es el exponente al que se ha de elevar el nimero a para obtener y .

La funcion f (x )=log,x se denomina funcién logaritmo de base a y mas adelante la definiremos formalmente.

EJEMPLO 3.20 (Transito entre las formas y=a* y x=log,y)
a. Puesto que 3% =81, entonces 4=1log,81 y viceversa, si log,81=4, entonces 3* =81.
b. Puesto que 5° =125, entonces 3=logs125 y viceversa, si logs125=3, entonces 5° =125.
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1 1 . . 1 1
c. Puesto que 107 = -~ , entonces —2=log,, - Yy viceversa, si log,, -~ =—2, entonces 1072 = -~ .
100 100 100 100

-2 -2
d. Puesto que [ %j =16, entonces —2=1log, 16 y viceversa, si log, 16 =-2, entonces [ %j =16.
4 4

e. La expresion 4° =64 en forma “logaritmica es log,64 = 3.
f. La expresion 6% =36 en forma “logaritmica es log36=2 .

.y 1 .
. La expresiéon 107 =~ en forma “logaritmica es log,, —— =
g P 1000 g 910 7000

EJEMPLO 3.21 (Contenido de impurezas)

a. Suponga que una sustancia S puede utilizarse como medicamento, donde es posible eliminar sus impurezas, al filtrarse
varias veces. Los filtros se encuentran en tubos y cada tubo elimina el 90% de las impurezas de la sustancia que entran a él
(cada tubo permite que el 10% de las impurezas pasen a través de él). Para la sustancia S, si 1, es la cantidad inicial de

impurezas, e | ( X ) es el contenido de impurezas que queda después de haberla hecho pasar por x tubos, entonces:
I (0)=1,, representa el contenido inicial de impurezas.
I (1)=(0.1)1,, representa el contenido de impurezas de la

NUmero de tubo | Contenido de impurezas

X I(x)
sustancia cuando ha pasado por un tubo. 0 I
I (2)=(01)0.1),=(01)*1,, representa el contenido de ) (01}
impurezas de la sustancia cuando ha pasado por dos tubos. 70
1 (3)=(0.1)0.1)0.1)I,=(0.1)1,, representa el contenido 2 (01)°1g
de impurezas de la sustancia cuando ha pasado por tres tubos. 3

(01 )1,
En general, 1 (x)=(0.1)"1,, representa el contenido de 1

impurezas de la sustancia cuando esta ha pasado por x tubos. X (0.2)1,
La tabla 3.1 inf i6
atabla 3.10 resume esta informacion TABLA 3.10

b. Cambiemos el punto de vista de la situacion anterior y preguntemos por el nimero de tubos por los que ha sido filtrada la
sustancia S cuando se ha detectado que posee un contenido especifico de impurezas.

Si el contenido de impurezas en la sustancia es 1, evidentemente la sustancia ha pasado por 0 tubos.

Si el contenido de impurezas en la sustancia es (0.1 )l I,, la sustancia ha pasado por un tubo.

Si el contenido de impurezas en la sustancia es (0.1 )2 1, la sustancia ha pasado por 2 tubos.

Si el contenido de impurezas en la sustancia es (0.1)1,, la sustancia ha pasado por 3 tubos.

Si el contenido de impurezas en la sustancia es (0.1)X I, , evidentemente la sustancia ha pasado por n tubos. La tabla 3.11
resume esta informacion.

CONTENIDO DE IMPUREZAS | TUBOS UTILIZADOS
lo 0
(0.1)'1
(01)1, 2
(021)1, 3
(0.1)*1, X
TABLA 3.11

Respecto al problema antes descrito, podemos representar como 1~ al nimero de tubos por los que ha sido filtrada la
sustancia, cuando en ella se ha detectado un contenido especifico de impurezas.
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Las dos funciones 1 y 1™ contienen la misma informacion pero la presenta de manera distinta, por ejemplo, el hecho de que al
utilizar tres tubos la sustancia contenga (0.1)%1, impurezas puede escribirse en las formas 1(3)=(0.1)*1, o en forma
equivalente, 17 ((0.1)3I0 )=3.

g

Antes de continuar con la construcciéon de nuestra funcién haremos referencia al concepto y formalizaremos la definicion de
“funcién inversa’.

Cuando con el dominio y el conjunto imagen de la funcién f , podamos construir una nueva funcion (que representaremos por
f 1) de forma que su dominio sea el conjunto imagen de f y el conjunto imagen de f sea el dominio de f , le llamaremos
funcién inversa de f , en la figura 3.18 presentamos un esquema de lo antes dicho.

N f conjunto
dominio imagen de
de /_\ f

conjunto dominio
imagen de de 1
f- 1 f- 1
FIGURA 3.18

En resumen, cuando sea posible construir la funcion f ™ a partir de la funcion f mediante el proceso antes descrito, se dice
que f esinvertible y suinversaes f ',y viceversa, que f* esinvertible y suinversaes f .

f :dom(f) — img (f) f_:limg(f) — dom (f)

FIGURA 3.19

PARA REFLEXIONAR
¢ Por qué una funcion constante no es invertible?

No todas las funciones tienen inversa (esto se estudiara posteriormente), pero cuando existe la funcion inversa se establece de
acuerdo a la definicion 3.4.

Definicion 3.4 (FUNCION INVERSA)

a.Si f y g son funciones tales que:

f(g(x))=x paratoda x eneldominiode g y g( f(x))=x paratoda x en el dominio de f , entonces se denominan
invertibles.

b. La funcion g es lainversa de la funcion f y se representa por f *.

c.Lafuncion f eslainversa de lafuncion g y se representa por g~*.

No todas las funciones son invertibles, para que una funcién (continua) lo sea, es necesario que, sobre su dominio, sea
estrictamente creciente (esto significa que, si incrementamos el valor de las asignaciones a la variable independiente se
incrementan las imagenes correspondientes) o sea estrictamente decreciente (esto significa que, si incrementamos el valor de
las asignaciones a la variable independiente disminuyen los valores de las imagenes correspondientes). En particular, la funcion
y (x )=a* siempre que a>1y a=1, es creciente (decreciente si 0<a<1)y como consecuencia es invertible. La funcion

exponencial cumple con las condiciones ante sefialadas, por tanto es invertible y con la definicion 3.5 definimos formalmente su
funcion inversa.
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Definicion 3.5 (FUNCION LOGARITMO DE BASE a)

a.Sean x>0, a>0y a=1,entonces f(x)=log,x siystlosi x=a'(¥).
b. La funcion f (x )=log,x se denomina funcion logaritmo de base a .
c. f(x)=log,x se lee ‘logaritmo base a de x "y es la funcion inversade f (x )=a*.

PARA REFLEXIONAR
¢ Por qué en la definicién 3.5 es necesario que x>0 ?

La figura 3.20 ilustra la relacion entre las funciones f (x )=log,x y f (x)=a*.

f(x)=a*
conjunto

dominio /\ imagen

conjunto \_/ dominio

imagen

£(x) = log X

FIGURA 3.20

@ La expresion y=log,x se interpreta como: “y es el exponente al que ha de elevarse el nimero a para obtener el
nimero x , es decir x=a"”

EJEMPLO 3.21 (Funciones exponenciales e inversas)
a.Si f(x)=2* entonces f*(x)=log,x, dom (log,x)=(0,+c ) € img(log,x )= ( —o0 +oo)

b.Si f(x)=8",entonces f*(x)=loggx, dom (loggx )=(0,+ ) e img(loggx )=(—-c0,
c.Si f(x)_(zjx,entonces £ (x)=log,x, dom[|092x]—(0,+oo e mg[log2 ] —o0, 400 )
5 5
d.Si f(x)=e*, entonces f*(x)=log.x, dom (log.x)=(0,+c)e img(log,x)=(-c0,+c0)
e.Si f(x)=47 entonces f~*(x)=log,(x), dom[logli_(—oo,O e mg{logl ] —0, 4+ )
4 4

O

Dada la relacién existente entre una funcion y su funcién inversa, ¢ existe una relacion entre sus curvas?, la respuesta es si.
Utilizando la curva asociada a la funcion f (bajo la suposicion de que es invertible), es posible trazar la curva de .
Sielpunto (a,b ) pertenece a la curva asociada a f , entonces el punto (b , a ) pertenece a la curva asociadaa f*.

PARA REFLEXIONAR
¢ Por qué es correcta esta Ultima afirmacién?

La figura 3.21 muestra que el punto (b ,a) es la ‘“reflexion” del punto (a b ) respecto a la linea recta de ecuacion
i (x )=x. Generalizando esta observacion, se sigue que la curva asociada a la funcion f* es el reflejo de la curva de f

respecto a la recta de ecuacion i (x )=x, reciprocamente, la curva asociada a f es el reflejo de la curva asociada a f
respectoalarecta i (x )=x.
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yA i(x)=x i\ i(x)=x
(b.a)
a o a
“’ b
b e(a,b) /
) N > I/

FIGURA 3.21

3.12 se justifican a partir de las propiedades de la funcion g ( x )=a* tratadas en la seccion anterior.

FUNCION g(x)=a* f(x)=log,x
Dominio (-0, +) (0, +)
Conjunto imagen (o rango) (0, +x) (-0, +0)
Asintotas el eje x eleje y
Intersecciones con

- 1,(0,1 1,(1,0
los ejes coordenados y( ) ! )
Creciente a>1 a>1
Decreciente O<a<l O<a<l
Curva suave y continua suave y continua

TABLA 3.12

Ya g(x)=a* YA
, 0
// //
g _ /
///I(X)_X g(x)=a" ///
1 // A\l
/// 4 [
> , vX
I/ /1 X p; 1
f(x)=log x f(x)=log,x

FIGURA 3.22

Dado que las funciones f (x ):Iogax y g(x)=a* son funciones inversas entre si, las propiedades mostradas en la tabla

Las propiedades sefialadas en la tabla 3.12 y el hecho de que su funcion inversa es g(x )=a* garantizan que el
comportamiento de la curva asociada a la funcion f (x )=log,x , sera una curva continua como lo muestra la figura 3.22.

EJEMPLO 3.22 (Trazo de gréficas de funciones logaritmicas)
a. Para trazar la curva asociada a f ( x )=log,x reflejamos la curva asociada a g( x )=2* respecto a la recta de ecuacion
i(x)=x, vea la figura 3.23.
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YA Qg(x)=2x y“ A g(x)=2" A Ag(x):zx 3
Pi=x oi(x)=x ii(x)=x
. // 7 ’ //’ ‘ //’
.‘ g .‘ e .‘ ; f(x)=log,x
s/ S 7 O
."’// ."'/x"o ° By
ol >, 2=l S 4 >
"'/-,/ » X .}/ . » X \/.& »” X 0 »” X
¢ “ 1 v
FIGURA 3.23

b. Para trazar la curva asociada a f ( x )=log,x reflejamos la curva asociadaa g( x )=4" respecto a la recta de ecuacion
i(x)=x, vea la figura 3.24.

7 g(x)=4" g(x)=4" Ay 00z A
/’ .. /’ 3 /’
/’;’i(x)=x /"’,.{_.i(x):x /’>~.’,ﬁi(X)=x f(x)=log x
/ "’... ~> ( ."'z 4
(-r./ R “o ® R (_.’./ /y.,-—o—: /—:
.}/ X » ¥ ){ Z X { X
¢ ¢ -
FIGURA 3.24

c. Para trazar la curva asociadaa f (x )=log, x reflejamos la curva asociadaa g( x )=2"" respecto a la recta de ecuacion

i(x)=x, vea la figura 3.25.

yAk g(x):z-x yA yAL
A i(x)=x i(x)=x A
f(x)=log x
12
I VX I VX l O \QVX
FIGURA 3.25

d. Para trazar la curva asociada a f (x )=1log, x reflejamos la curva asociadaa g( x )=4"* respecto a la recta de ecuacion

i(x)=x, veala figura 3.26.

Y4

A

b g(x)=4"

i(x)=x
Fl

f(x)=1log x
1/4

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS

O

FIGURA 3.26

Trace las curvas asociadas a funciones logaritmicas de los incisos a., b., ¢. y d., y compérelas con las mostradas en
este ejemplo.

O
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Las dos funciones logaritmicas que presentan mayor utilidad en matematicas son la de base e y la de base 10, por tanto
reciben un nombre especial.

Definicion 3.6 (FUNCION LOGARITMO NATURAL Y FUNCION LOGARITMO)

a.Si a=e en f(x)=log,x, entonces la funcion f(x )=log,x=In x se denomina “funcion logaritmo natural”.
b.Si a=10en f(x )=log,x, entonces la funcion f (x )=log,,x =log x se denomina “funcion logaritmo”.

La figura 3.27 muestra la curva asociada a las funciones f (x )=Inx y f(x )=log,ox.

y
A
f(x)=Inx
2
------------- f(X)-Iogx
P 10 20 X

FIGURA 3.27

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS
Los logaritmos (que también podemos interpretarlos como imagenes de nimeros no negativos bajo la funcién g(x ):Iogax),

independientemente de la base elegida, cumplen una serie de propiedades que son Utiles (entre otras cosas) para simplificar
operaciones aritméticas, en particular, utilizando logaritmos es posible rescribir productos como sumas, potencias como
productos, raices como productos, etc. Ahora deduciremos las propiedades mas comunes, asignemos a la variable x de la
funcion y=log,x dos valores especificos, digamos m y n (evidentemente m y n son nimeros reales no negativos ;por

qué?) y denotemos por y y z las imagenes correspondientes, es decir:

y=log,my z=log,n. Estas dos ultimas expresiones son equivalentes (respectivamente)a a’ =m y a* =n.

i. Su producto es a¥.a? =m-n, es decir m-n=a¥**, expresion que en forma logaritmica equivale a log,(m-n)=y+z.
De y=log,m, z=log,n y log,(m-n)=y+z obtenemos log,(m-n )=log,(m )+log,(n).

" . a’ m Ly M y . . m
ii. Su cociente es — =—, es decir a’* = —, expresion que en forma logaritmica equivale a y -z =log,| — |.
a n n n

De y=log,m, z=log,n y Ioga(?Jz —z obtenemos log, ( . j log,(m )-log,(n).

iii. Si en log,(mn)=log,(m)+log,(n) se cumple que m=n, entonces log,(m-m)=log,(m )+log,(m) ©
Ioga( m? ): 2log,(m ), sirepetimos n veces éste proceso obtenemos Ioga( m" ): nlog,(m) (en caso de que n seaun

numero real, la justificacion requiere de otro tipo de conocimientos).
iv. Por otro lado, puesto que a® =1 (a=0), entonces Ioga(l )=0.

Las cuatro observaciones previas son generalizadas y formalizadas en la siguiente propiedad.

TEOREMA 3.2 (PROPIEDADES OPERATIVAS DE LOS LOGARITMOS)

Si m=0y n=0 son nimeros positivos y a=1 también es un nimero positivo, entonces:
a. log, (mn)=log, (m ( )+Ioga (n) (propiedad del producto).

b. log, ( J log, (m)-log, (n) (propiedad de la division).

c. Ioga( ) nlog, (m) (propiedad de la potencia).
d. log,(1)=0
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Con las propiedades sefialadas en el teorema 3.2 es posible transformar productos en sumas, divisiones en restas y exponentes
en productos. Los ejemplos 3.23 y 3.24 muestran la forma de uso de las propiedades de los logaritmos.

EJEMPLO 3.23 (Uso de las propiedades de los logaritmos)

a. Para rescribir log, (10x3y2 ) sin exponentes:

log, (10x3y2 ): logg (10 )+logs (x3 )+Iog8 (y2 ) propiedad del producto.
=logg (10 )+3logg x+2logg y propiedad de la potencia.

(x-y ) (x+2)’

x/2X+l

2 3
log, [ ()(_yé%m ) =log, (( x—y P(x+2) )—Iog3 (\/Zx +1 ) propiedad de la division.

b. Para rescribir Iog3[ J sin exponentes:

=log, (x—y )? +log; ( x+2 )* —log, («/2x+1 ) propiedad del producto.
=2log; (x—y )+3log; ( x+2 )—%Iog3 (2x+1) propiedad de la potencia.

3/x? —5x

X4 /i2x—y )

In [ %/sz_ij J: In ( %/x? —5x )— In (x\/i2x -vy) ) propiedad de la division.
X\(2x —y

c. Para rescribir In[ } sin exponentes:

=In ( $/x? —5x j—ln (x)=In ( 2x-y) ) propiedad del producto.

= %In ( x2 —5x )— In ( x )—%In (2x-y)  propiedad de la potencia.

0

EJEMPLO 3.25 (Uso de las propiedades de los logaritmos)

a. Utilizando las propiedades b. y c. (en ese orden), en y =log, 64x° obtenemos

y =log, 64x°® =log, x°® +log, 64 =6log, x+3.
10 10
b. Al aplicar las propiedades b. y c. en y = log 2—4 obtenemos Y =109g i logg x'° —logg 64 =10logg x—2.
. . x3 x? 3 2
¢. Aplicando las propiedades c. y d. en y=1In"_- obtenemos ¥ =In o7 Inx*—Ine” =3Inx-2.
e

0

También es posible simplificar expresiones que incluyen logaritmos, de la misma base, en todos sus términos.

EJEMPLO 3.26 (Agrupando con logaritmos)

1 1
a. %Iog3 (x )+5logs(x—2)=log, (x )a +logs(x—2)° =log, { (x)a(x=2) } , propiedades: potencia y producto.
3 4 ( X+4 )8 . . Yy
b. 8In(x+4)-4in(x+8)=In(x+4) —In(x+8)" = ces) ! propiedades: potencia y division.
X+
1 1 X+4 X+4 . C .

c. g[ loge (x+4 )-loge (x+2)]= 5{ log (( x+2)) } =log, 5 [(x+2 j) , propiedades: division y potencia.

0

CAMBIO DE BASE LOGARITMICO
Dos funciones logaritmicas con distinta base estan relacionadas, es posible expresar una de ellas en términos de la otra, es
decir, en una base distinta, asi, la funcion f (x )=log, x (en base a ) puede escribirse en términos de una funcion logaritmica

g(x)=log, x (enbase b), veamos como.
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Recordemos que x=a’ si y solo si y=Ilog, x, ahora apliquemos log,x a la ecuacion x=a’, obtenemos

Iogbx:logb(ay), por tanto: log,x=y-log,a de donde y:IOng

I , considerando que y=Ilog, x, obtenemos
og,a

_log,x

y=|ogax_I log,

L. X L. .
. La relacién log,x = se conoce como expresion del cambio de base.
og,a log,a

TEOREMA 3.3 (CAMBIO DE BASE LOGARITMICO)

1

Si f(x)=log, x, g(x)=log, x y x es un nimero positivo, entonces f(x):logax:I
ogpa

log,x.

El teorema 3.3 establece el método a sequir (y las condiciones que deben cumplirse) para transformar la funcion logaritmica
f(x)=log, x (cuya base es a ) en otra funcion logaritmica h( x )=log, x (cuya base es b).

nueva base

1
f(x)—logax— Iog_a log, x

b —
base original

FIGURA 3.28

EJEMPLO 3.27 (Cambio de base)

a. Para rescribir f(x )=log, x en base 2, se toma en cuenta que a=4 y b=2, por tanto log,x = log, X :llogzx, de

log,4 2

donde f(x):log4x:%logzx en base 2 es f(x):%log2 X.

b. Para rescribir f(x)=logg x, en base 3, se toma en cuenta que a=8L y b=3, por consiguiente

logarx = 29% _ 1109 %, en consecuencia f(x)=log x = Llog, x
Oa1 _Iog381_4 93X, 81 4 093 X
" I
c. Para rescribir f (x )=log,, x en base e, se toma en cuenta que a=10 y b=e, por tanto log;ox = Iof;gexo , de donde
e
f(x)=log;p,x=———log, X
( ) J10 log, 10 Oe
d. Para rescribir f (x )=log, 8x en base 4, puesto que y=1log, 8x =log, x+log, 8=log, x+3, entonces
log 4 x 1 1
f(x)=log,8x=log, x+3=—22"+3=_—"_log,x+3,enresumen f(x )=log,8x=——log,x+3.
( ) 2 2 |Og42 \2 4 ( ) 2 \/E 4
e. Para rescribir f (x )=log, 4x en base e, puesto que f (x )=log, 4x=log, x+log, 4=1log, x+1, entonces
log, x 1 1 1
f(x)=log,4x=log, x+1=—"C2"+1= log, x+1=-—"—Inx+1,dedonde f(x )=log,4x=-—"Inx+1.
(x)=tog, 94 log, 4 log, 4 9e In4 (x)=log, In4
0
NOTA
o (Porquées importante cambiar la base de una funcion logaritmica?

Regularmente, con las “calculadoras cientificas” no es posible calcular logaritmos en cualquier base, sin embargo,
utilizando el teorema 3.3 es posible cubrir ésta deficiencia.

En el ejemplo 3.28 transformamos logaritmos a base natural y luego con una calculadora se determina el valor correspondiente.
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EJEMPLO 3.28 (Uso del cambio de base logaritmico)
a. Para calcular log, 25, primero lo expresamos en otra base, por ejemplo en la base e, por tanto

In 25 3.218875825
In 2 0.6931471806
b. Para calcular log 18.5, primero lo expresamos en otra base, por ejemplo en la base e, por tanto
In 185 2917770732
In5 1609437912

¢. Para calcular log, 41, primero lo expresamos en otra base, por ejemplo en la base e, por tanto
2

=4.64385619 .

log , 25=

=1.812912887 .

log 518.5=

In41  3.713572067

lo 41= =
91801 T Z06931471806

d. Para calcular log, 25, primero lo expresamos en otra base, por ejemplo en la base e , por tanto
log 4 327.2= In 3267.2 _ 5.790571605
5 In&  0.1823215568

e. Para calcular log , 200, primero lo expresamos en otra base, por ejemplo en la base e , por tanto
3

=-5.357552005.

=31.76021369 .

In200  5.298317367

log ; 200=
g L Inl ~ 1098612289

=—-4.822736302 .

CAMBIO DE BASE EXPONENCIAL
Dos funciones exponenciales con distinta base estan relacionadas, es decir, es posible expresar una de ellas en términos de la

otra, asi la funcion f (x )=a* (en base a ) puede escribirse en términos de la funcion exponencial f (x )=b** (en base b),
veamos la forma en que se hace esto. Para rescribir la funcion f (x )=a*en la forma f (x )=b**, se requiere resolver la

ecuacion (bk )X =a*, de donde obtenemos b* =a y en consecuencia k =log,a, sustituyendo esta Ultima expresion en
f (x )=b* obtenemos f (x )=b!"%2 > es decir a* =p('o%a )

TEOREMA 3.4 (CAMBIO DE BASE EXPONENCIAL)

Si f(x)=a*, f(x)=b" entonces f(x)=a*=b!"s:2)x

El teorema 3.4 establece el método a seguir (y las condiciones que deben cumplirse) para rescribir la funcién logaritmica
f(x)=a" (cuyabase es a)en otra funcion logaritmica f (x )=b"* (cuya base es b).

nueva base

f(x)=a*=p! BN~

|nueva base | base original

FIGURA 3.29

EJEMPLO 3.29 (Cambiando la base de funciones exponenciales)
a. Si queremos rescribir f (x )=4* enbase 2, entonces a=4, b=2y f(x)

b. Si queremos rescribir f (x )=3* enbase e, entonces a=3, b=e y f(x )=3*=el'%e3 ) _ ¢l
c. Si queremos rescribir f (x )=5* enbase 7, entonces a=5, b=7y f(x)=5* =7(l975 )},
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¢ También existen ecuaciones logaritmicas?

Las funciones f(x )=a*y g(x ):Iogax son inversas entre si, por tanto, si aplicamos una de ellas a la otra obtenemos la
funcion identidad i( x ):x, esta propiedad es util en la resolucién de ecuaciones en las que la incégnita se encuentra en el
exponente.

EJEMPLO 3.30 (Resolucién de ecuaciones)
a. Para resolver log,(x—2 )’ =2, aplicamos f ( x )=4*a la ecuacion, esto es:

(x—2) =426 (x-2) =16, entonces x=3/16+2.
b. Para resolver eX* —e~® aplicamos f ( x )=In x, esto es:

x? +5x=—6 0 x*> +5x+6=0, entonces ( x+2 J x+3)=0, entonces x=-2 y x=3.

c. Para resolver 5*** =32 aplicamos f (x )=logs x , esto es: 3x+1=logs(32 ), 0 bien 3x+1=2, luego x = % .

d. La ecuacion log,(3x+8 )—log, 12=1log, (x—1), es equivalente a log, X8 g, (x-1).
. X o 3x+8 . 3x+8 .
Aplicando f ( x )=4* alaecuacion log, =log, (x—1) se obtiene =x-1 6 3x+8=12x—12, entonces
20:9xyx=%§.

e. Para resolver la ecuacion log, x +log,( x—1)=log, 6, la rescribimos como log,x( x—1)=log, 6 .
Aplicamos f (x )=2" y obtenemos x(x-1)=6, 0 bien x* —x—6=0, entonces (x—3 \ x+2)=0,asi =3 y x,=-2,
sin embargo éste Ultimo valor de x no es solucion de la ecuacion inicial ¢ por qué?
f. Para resolver la ecuacion (67.38 )1.026 )* =100, dividimos ambos lados de la ecuacion por 67.38 y obtenemos
100

(1.026 ) = 5735~ 1484, aplicando logaritmos a ambos  lados - obtenemos x-log(1.026 )=log(1.484 ), por tanto
X= M , Utilizando una calculadora obtenemos x ~15.4.
log(1.026 )
O
ALGUNAS APLICACIONES

¢ Qué tipo de problemas se modelan utilizando funciones logaritmicas?
La descripcion de las siguientes situaciones requieren del uso de las funciones logaritmicas, funciones que tienen una intima
relacién con las funciones exponenciales y una gran importancia en el terreno de la ciencia.

EJEMPLO 3.31 (Destruccion del ozono de la atmésfera)

a. La emision de “aerosoles” destruye el ozono de la atmdsfera, suponiendo que la cantidad del ozono de la atmosfera esta
decayendo exponencialmente a una razon continua del 0.15% anual, para determinar en cuanto tiempo desaparecera la mitad
del ozono de la atmésfera, procedemos como sigue.

Sea M, la cantidad inicial de ozono en la atmdsfera, entonces M =M e 2%'%" ' deseamos determinar t, de manera que

M =My, por consiguiente se debe despejar t_ de LM, =Me 08t o equivalentemente de 1_gooost, g aplicar
5 Vo 9 jar ty 5o 0 5
. 1 1 1 ~
logaritmos naturales obtenemos —0.0015t,, =In| = |, portanto t,, =————In| = |~462.98 afios.
2 —0.0015 2

EJEMPLO 3.32 (Intensidad del sonido)
Un decibel, denominado asi por Alexander Graham Bell, es el incremento minimo del volumen de un sonido detectable por el
oido humano. Los fisicos han demostrado que cuando ocurren dos sonidos de intensidades 1, y 1,, la diferencia de volumen es

L decibeles, donde L =10log,, II—Z
1
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EJEMPLO 3.33 (Intensidad de un terremoto)
Inl

En la escala de Ritcher, la magnitud R de un terremoto de intensidad | esta dada por R( I ):m 6 R(1)=log 1

EJEMPLO 3.34 (Trabajo)
El trabajo (en Joules) realizado por una muestra de un Kilogramo de gas nitrogeno cuando su volumen cambia de un valor inicial

, , \Y
V, aun valor final V, durante un proceso a temperatura constante esta dado por W =8.1x10*In fo .

EJEMPLO 3.35 (Poblacion de células)
En Biologia, para cierta poblacion de células, el nimero N de células en el instante t estd dado por la relacion

t
N(t )=No(2 )« donde N, es el nimero de células en t=0 (inicialmente) y k es una constante positiva. Por consiguiente,

. y R . N
el tiempo que toma en tener una poblacion N, de células puede ser escrito como t =k log , N—l
2

EJEMPLO 3.36 (Duplicacion de un principal)
Para determinar el tiempo en que se duplicara un principal de $800, invertido a una tasa del 10% anual capitalizable

trimestralmente, debemos considerar que: duplicar un principal P de $800 significa que al término de cierto tiempo se tendra
un monto de $1600. Dado que S =1600, P =800, que un afio contiene cuatro trimestres y que la relacién entre éstas

4t
cantidades es S, = P[ 1+ % j ", se obtiene 1600 = 800(1+ %} , 0 bien 1600 =800(1+0.025)" , entonces 2 =(1.025)" .

log 2
41log 1.025

IR

Aplicando logaritmos a ambas partes de la ecuacién y despejando t obtenemos log2=4tlog1.025 y t= 7.

EJEMPLO 3.37 (Intensidad de un terremoto)

El 19 de septiembre de 1985 un terremoto sacudi6 la Ciudad de México con una intensidad de 8.1 grados en la escala de
Richter. ; Cuantas veces fue mas intenso respecto a la actividad sismica que puede medirse?

En la escala de Richter, la magnitud de un terremoto de intensidad | esta dada por R=1log I , donde | es el nimero de veces

que es mas intenso el sismo respecto de la actividad sismica mas pequefia que puede medirse. Luego 8.1=log | Y

| =10%! =125892541.2 .
O

EJEMPLO 3.38 (Intensidad de la luz)
La intensidad de un haz de luz que se proyecta verticalmente hacia abajo y dentro del agua estd dada por la funcion

I(x)=Ke™*, en donde K representa la intensidad en la superficie. De acuerdo con lo anterior, para determinar la
profundidad del cristal en la que la intensidad sera la tercera parte que la intensidad en la superficie, procedemos de la siguiente

forma. Si en la superficie x=0, entonces 1(0)=Ke™*°, se desea determinar el valor de x tal que I( x ):%K , luego

R . . . 1 .
Ke™# = %K 6 e = % . Para despejar x aplicamos a ambas partes de la ecuacion In x y obtenemos —1.4x=In 30 bien

-In3_-1.099
~14 14

-1.4x=In1-In3, luego x= y x~0.78 metros. La intensidad de la luz sera % de la que hay en superficie a

0.78 metros de profundidad.

EJEMPLO 3.39 (Densidad de poblacion)
La densidad de poblacion a x kilometros de la Ciudad de México se modela por una funcion de la forma P (x )= Ae™.



SECCION 3.2 Funciones logaritmicas ||| 133

Para determinar el valor de la constante k tomando en cuenta que: la densidad de poblacion en el centro de la Ciudad de
México es de 15000 personas por kildmetro cuadrado y la densidad a 10 kilémetros del centro es de 9000 personas por
kilémetro cuadrado, primero simplificamos la notacion utilizando como unidades “miles de personas por kildmetro cuadrado”. La
primera condicion establece que P(0)=15 o equivalentemente 15=Ae ™ % =A, por tanto P(x)=15¢". La segunda

condicion indica que P(10)=15¢"% =9, o bien e™%* =

%. Si aplicamos la funcion logaritmo natural en ambas partes de la

y viceversa, la funcion

ecuacion anterior obtenemos —10k =In g entonces k =- In 35 _ 0.051.

PARA COMPLETAR

1. La funcién con regla de correspondencia f ( x )=a* es equivalente a la funcion

con regla de correspondencia es equivalente a la funcion

2. El dominio de la funcion logaritmo natural es

3. La curva asociada a una a funcion exponencial f ( x )=a* tiene como al eje de las abscisas.
4.la a una a funcion logaritmica es suave y continua.

5. Lafuncion f(x )=log,x esinvertible y suinversa es la funcion

6. El nimero e recibe el nombre de y es la base de la funcion logaritmo

7. La curva asociada a la funcién f (x )=log , x interseca al eje de las abscisas en el punto

8. El logaritmo de un producto de numeros positivos es igual a

9. El logaritmo de un niimero positivo menor que uno es

10.En f (t )= Ae*', A recibe el nombre de

11.En f (t )= Ae*, k recibe el nombre de

CIERTO O FALSO (Explique su respuesta)

1. Una funcién logaritmica puede tener base negativa.
2. Un nimero negativo posee imagen bajo una funcion logaritmica.

3. Todas las curvas asociadas a funciones logaritmicas intersecan al eje de las ordenadas en el punto (0 , 1).

4. Todas las funciones logaritmicas son invertibles y su inversa es una funcién exponencial.
5. Todas las funciones logaritmicas son crecientes.
6. Para cualquier base a, f (1)=log,1=0.

7.Sielpunto (@, b) se encuentra sobre la curva asociadaa f ( x )=log, x, entonces el punto (b , a ) pertenece a la curva asociada

af(x)=a*.
8.En f(t)=Ae", A recibe el nombre de valor inicial.

9. f(t)=Ae" representa un modelo de crecimiento exponencial.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.2

1. Rescribaen laforma x=1log,y:
a. y=4%.

b. y=(2x+3)".

¢ y=(x-3)*2.

d. y:(x2+4)x+5

e. Xx+1= (x +1)X+2

L 2x+7=(1-x )2,

-

2. Rescribaenlaforma y=a*:

a. x=loggy.

b. 3x—2=log,y .

¢. x=5=l0g(,_4)y-

d. 3x—2=10g(_4)Y -

3. Construya una tabla de valores para f ~,si f esinvertible
y tiene asignada la tabla dada a continuacién.

a.
X 0|1 ]2[3]4
) [ & [ & | & | 6| 8%
b.
X 0 |1]2[3]4]5
f(x)[16 |8 |4]2]1]1%

4, Trace la curva asociada a la funcidn (puede utilizar un
software graficador) y decida si es o no invertible.

a. f(x)=x*-5x+6.
b. f(x)=x?-5x+10.
c. f(x)=x®-x-6.

5. Determine la funcién inversa (regla de correspondencia,
dominio y conjunto imagen), trace las curvas correspondientes a

f(x)y f(x).

a f(x)=x*-4. d f(x)=x"+6.
b. f(x)=x+9. e. f(x)=x>+6,si x>0.
c. f(x)=4x+7. f. f(x)=x"-1,si x>0.

6. Determine la “funcion exponencial” equivalente (en términos
de la funcion inversa).

a. f(x)=logs(x—2).

14
—

®

-

7. Exprese en forma exponencial.

y =log,,10000. f. y=Ilog,4096 .

=log5625. 9. y=10910 1055 -

c. y=Ilog,2187. h. y=logs & -
=log,1024. i y=log; 5.
y=log, - J- y=log, 5

8. Sin utilizar calculadora obtenga.

a. log,,10000 . e. log, 4096 .

b. log;625 . f. 10910 1055 -

¢. log,2187. 9. logs o5z -

d. log,1024. h. log; 5= .

9. Rescriba en forma logaritmica.

a. 5% =625. d. 12° =1. 0.y =z.
b. 43 =64. e. 2°=64. h. v¥ =u.
c.10°=0001. f10*'=01.

10. Determine f ~* ( x ) y trace la curva asociada.

a. f(x)=9". f. f(x)=—(9)".

b-f(x)=(22)*- f(x)=—(6)"
c. f(x)=6*. f(x)=(83).
d f(x)=7* (x)=(1/2) :
e. f(x)=(45)". | f(x)=(y10)*.

11. Suponga que conoce la forma de la curva asociada a
f(x)=logsx. Sin utiizar calculadora, explique coémo

trazaria la curva asociada a:

a f(x)=logs(x—2)+1.
b. f(x)=log,y(x-1)+2.
c. f(x)=4log,(x—4)+1.
d f (x):zlog3(x+4)—3.
e. f(x)=37?

f f (x):3Xl

f(X):(4ﬁ“4 :
((x)=—{ 22

12. Suponga que conoce la forma de la curva asociada a
f(x)=In x. Sin utiizar un graficador, explique cémo

trazaria la curva asociada a:
a f(x)=4n (x-2). d f(x)=-2-In(4-x).

b. f(x)=2In(x+2). e f(x)=8e"".
c. f(x)=8In(2-x)+3.f f(x)=-2e"".

5 @
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13. Suponga que conoce la forma de la curva asociada a
f (x )=e™*. Sin utilizar calculadora, explique cémo trazaria la
curva asociada a:

a f(x)=—4In(x-2).

b. f(x)=-2In(x+3)-1.
c. f(x)=2%In(2-x)+3.
d. f(x)==2In(4-x)-1.

14. Trace la curva asociada, determine el dominio y el recorrido.

f(x)=log;(x-2). f(x)= lIog7x+3.
f(x)=logs(x+2). f. f(x) Iog4(x 3)-2
f(x)=log, (x- ) 2.9 f(x)=logs (—x)+1.
f(x)=1%log,(x-3). h. f(x)=4-log,(2-x).

15. Suponga que x y Yy son positivas y escriba las siguientes

expresiones como una suma, o una diferencia, o como mudltiplo
de logaritmos.

a. log, 10x. e. logyx™ i. Iogz\/;ii.
3
b. logg 3x. f. Iog7(x“ys ) j. |0945£_
2ly
8 2
c. I098; g. Ioglz( 2y3)
3X x4
d. logg 0 h. log,g F

16. Exprese cada funcién en la forma f ( x )=1log kx" .
a. f(x)=7logy, x-2.

b. f(x)=—6logx—2.
c. f(x)=1tlogs x—logg36.
d. f(x)=-6Inx+In36.
e. f(x)=4ln x+Ine’

1
f. f(x)=I x—Ing.

g. f(x)=3log,x—log,16.
17. Reescriba las funciones con un solo logaritmo.

a. f(x)=log; 10x—log, x
b. g(x )=3logg 3x—2log, 5x.

8 2
c. h(x)=logg +3logs ~ .

d. a(x)=log, ‘%X+Iogs 7x.

e. b( x )=log,ax—2log,x
f.c(x ):Slogm(ax3 )+Iogm(b3 )

-4 2
g. d(x)=3In :T—ZIn :—2.

h. e(x)=27"In %+22In x4
X

18. Escriba cada funcion en la base indicada.

a. f(x)=log, x,base 2.
b. f(x)=log, x , base 4.
c. f(x)=logg x,base 3.
d. f(x)=In x,base 4.
e. f(x)=Inx,base 1/2.
(

f f x):3log2fx enbase 4.

0. f(x)=§I09416x,enbase e.

3
X
h. f( x)=-3log,, — ,enbase 5.
( ) 910100

i. f(x)=5+4log, %x,en base 4.

j. f(x)=7-logs 36x%, enbase e.

19. Rescriba en la base indicada.
a. f(x)=4"base 2.

b.f(x):( )2base5
c. T(x)=8(4*)-2(4 ) base 2.
d. f(x)=14"(x-2) ,base L

20. Para rescribir la funcién f ( x )=a* en la (base natural o

base e )forma f ( x )=e**, se requiere resolver la ecuacion

(ek )X =a*, esdecir e =a.

a. jCudles el valorde k ?

b. Sustituya el valor de k (que encontré en el inciso anterior) en
(ek )X =a’, para asi determinar la expresion de cambio de
base de funciones exponenciales.

xIna

21. Utilice el hecho de que a* =e
en la base natural.

a. f(x)=4".

y rescriba las funciones

b. f(x)=3(4% )-2 .

c. f(x)=g(4 )-2(a)
d. f(x)=14*(x-2)

e f(x)=x"
fof(x)=x"t %2,

g. f(x)=x¥"

h. f(x)=x*

22, Utilice el hecho de que a* =e*"3

en la base que se pide.
a. f(x)=4e* enbase 2.

=3e* —2e72* enbase 3.

y rescriba las funciones

b. f(x)
c. f(x):z(e5X )+4 enbase 4.
d. f(x)=5x*(x-1)enbase e.
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23. Demuestre que: si a y b son dos nimeros positivos,
entonces (log,b ) log,a )=1.

24. Transforme los logaritmos a base e y luego con una
calculadora determine el valor correspondiente.
a. log , 250. c.log, 4. e. log ; 200.18.

3 3
b. log ;328.3. d.log ; 213.2. f. log 42750.

5
25. Transforme los logaritmos a base 10 y luego con una
calculadora determine el valor correspondiente.
a. log , 250. c.log ; 4. e. log ; 200.18.

2 3
b. log ;328.3. d. log ¢ 213.2. f. log 42750.

5

26. Resuelva para x .

a. log 8(x—5):§.

3
b. log ox=—.
g9 5

o

3
. log 4x=f§.

o

log 5(x—4)=2.
. log o x* =—4.
2log ;x=3log ;5.

™ o

27. Resuelva:

log ,(x+1)=2+log ,(x-2).

. log 5( 2x—1)+log 5( x+2)=0.
. log, (3x+1)—log,( 2x+4 )=0.
-|09(x71)16:2-

. |09(4x—6 )10021.
2|Og(x—6)9:4'

. 3log (,.45=3.

o Q@ ™ o0 o O T o

. Lo ,9=1.
2 g( X+2 )5
28. Resuelva.
2% 427
a. =
2
b. exZ :e—2x+3.
c. 4(3 )=36.
d. 8+4log, x =16
e. 2logs 3x=4.
f 4452 )+13=77.
5
L —=2
g 1+ 2~
h. 200
1+ 25

1.

29. Resuelva.
a 2xtyox 42 =7,

b. 31 +3*+(3)3* =837.
.47 =(16 )22,
(1)2% +48=(16 4% 2.
e. 2x+4 _4x+l =16X )

f.9*—(7)8-18=0.
g. 52 = 25%,
h. 82x+3 — 4X+2.
i X[27 =32,
j. X625 =5°2.

o o

30. Despeje X :

a. a-20=50(1.2 )". e 254=32.
b. In(x-13 )=at+b. f.2?2=1.
c. In(3x—1)-Inx=—4. g (L) -64.
d. 3>(+2 =81. h. e4x+2 264.

31. La magnitud M , de Richter, de un terremoto se define en
términos de la energia E en Joules liberada por el terremoto,
por log, E=4.4+1.5M .

a. Determine la energia para terremotos con magnitudes:

i. 5.ii. 6. iii. 8. iv. 10.

b. Quienes no estan familiarizados con terremotos, les parece
extrafio que un terremoto de grado 6 se considere mucho mas
severo que uno de magnitud 3 grados, compare la cantidad de
energia liberada en ambos casos.

32. El enfoque mas comun para la medicion de la intensidad del
sonido es el uso de los decibeles, asi B:lOIogmlLO donde

l, =107% vegs-. Caleule los niveles de intensidad de sonido

con:
a. 80 decibeles.
b. 90 decibeles.

c. 100 decibeles.
d. 120 decibeles.

33. En golf, la tarea es golpear una bola para que caiga en un
hoyo pequefio. Si la superficie cercana al hoyo no es plana, el
jugador debe juzgar cuanto curvar la trayectoria de la bola.
Suponga que el jugador esté en el punto (—13,0 ), el hoyo
en el punto (0,0) y la trayectoria de la bola sobre
~13<x<0 es y=-1.672x+72In (1+0.02x ). Muestre
que la bola cae en el hoyo y estime el punto del eje Y en el que
el golfista golped la bola.

34. El trabajo, en Joules, realizado por una muestra de 1
Kilogramo de gas nitrdgeno cuando su volumen cambia de un
valor inicial V; a un valor final V; durante un proceso a

\Y
temperatura constante estd dado por W =8.1x10%In s
i
tal muestra se expande de un volumen inicial de 3 litros a un
volumen de 9 litros, determine el trabajo realizado por el gas.

35. La ecuacion de ofeta de wun fabricante es
p(q ):Iog 10(10+% ) Donde g es el nimero de unidades
ofrecidas con el precio p por unidad. ;A qué precio el
fabricante ofrecera 1980 unidades?
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36. Para una compaiiia el costo ¢ para producir ¢ unidades de
un producto esta dada por la ecuacion c( q ):2q|nq+20,
evalle el costo cuando q =6 .

37. Se invierte un principal de $10000 en una cuenta de
ahorros con un interés capitalizable continuamente a una tasa
del 7% anual. Elmonto S enla cuenta t afios después esta
dado por S =10000e%%™ .

a. ¢En cuénto tiempo habra $35000 en la cuenta de ahorros?

b. ¢ En qué tiempo se duplicara el capital de la cuenta?
c. ¢ Cuanto tiempo tardaran en duplicarse $1000 si se invierten

al 12% de interés capitalizado trimestralmente?

38. Un medicamento, que es eliminado a través de la orina, tiene
una dosis inicial de 10 miligramos y la cantidad que queda en el

cuerpo t horas después esta dada por A(t)=10(0.8)".

a. En qué tiempo queda en el cuerpo 2 miligramos.
b. Cual es la vida media del medicamento?

39. El numero de cierto tipo de bacterias después de t horas se
obtiene mediante el modelo N =Ny e®**", donde N,

representa el nimero inicial de bacterias. ¢ Cuanto tardaran 400
bacterias en aumentar a 4000 ?

40. El nimero de gramos de una sustancia radiactiva después
de t horas se determina mediante la relacion N = N e %",

donde N, representa el nimero inicial de gramos. ¢En qué

tiempo 2500 gramos de esa sustancia se reduciran a 1250
gramos?

41. Suponga que B =10log,, |~ donde I, =107 vats -y

calcule el valor en decibeles de un sonido tal que:
a. | =1251 (un susurro).

b. 1 =12,0001, (nivel normal de la voz).

42. Si un sonido tiene un valor en decibeles que se indica,
determine | en términos de I,. Suponga que

B=10logy,{- donde I, =107 wals..

m

a. d =95 (uncamion de carga).
b. d =118 (heavy metal, el rock pesado).

43. Suponga que el crecimiento esta dado por una funcién de la
forma f (t)= A(lokt ) donde t representa el tiempo en dias

oafios, A>0y K positiva o negativa.

a. Cierta semana hay 6800 moscas de la fruta el lunes y 7400
el viernes. ¢ Cuantas moscas habra el domingo?

b. Inicialmente, cierta poblacién tenia 1000 habitantes, 10
afios después de que se instald una fabrica en el lugar tuvo
2200 habitantes ¢ Cudl era la poblacion al afio de instalada la
fabrica?

44. Resuelva la ecuacion 1.07" =2, que indica el tiempo
necesario para que una inversion se duplique, si ésta se invierte
al 7% de interés compuesto capitalizable anualmente.

45. La ley de enfriamiento de Newton establece que la rapidez
con que se enfria un objeto es directamente proporcional a la
diferencia de temperatura entre el objeto y el medio circundante.
Asi, la temperatura T de un objeto en un tiempo t estd dada

por T =75e>". Exprese t como funcion de T.

46. Una persona que acaba de terminar un curso de cémputo. El
porcentaje del curso que él recordara dentro de X meses esta

dado por la funcion r(x )=92-47.9log (x+1) con

0<x<46.9. Determine el porcentaje del curso que recordard
la persona en los tiempos sefialados.

a. 3 meses.

b. 1.5 meses.

¢. ¢ En cuanto tiempo recordara sélo él 30 % del curso?

d. ¢ En cuanto tiempo recordara sélo él 75 % del curso?

47. Una persona que acaba de terminar un curso de cémputo. El
porcentaje del curso que él recordara dentro de x meses esta

dado por la funcion r(x )=835-427log (x+1) con

0<x<46.9. Determine el porcentaje del curso que recordara
la persona en los tiempos sefialados.

a. 1.5 meses.

b. 0.3 meses.

¢. ¢En cuénto tiempo recordara solo él 37 % del curso?

d. ; En cuanto tiempo recordara sélo él 62 % del curso?

48. La escala de Richter, relaciona la magnitud M, del
terremoto con la energia que libera E (en ergios) por la
log E-11.8

15 '

a. Si un terremoto liberé 1.34x10%ergios, ;cual fue su
magnitud?

b. Si un terremoto liberé 1.04x10%° ergios, ¢cudl fue su
magnitud?

¢. ;Un terremoto de magnitud 8.2 que cantidad de energia
liberg?

d. ¢Un terremoto de magnitud 4.32 que cantidad de energia
liberg?

relacion M =

49. Utilizando el modelo r ( x )=83.5+42.7log ( x+1), en

el que x representa el nimero de afios después de 2011 y r
es la poblacion mundial en miles de millones de personas.

a. Estime la poblacion en el afio 2050 en miles de millones de
personas.

b. ;En qué afio se duplicara la poblacién que habia en el afio
20117
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AUTOEVALUACION

1. Mencione las caracteristicas basicas de una funcién logaritmica (dominio, conjunto imagen, asintotas).
2. Rescriba la funcién r ( x )=4log ( x+1 ), como una funcién exponencial.

3. Rescriba la funcion r (x )=e(2**%)

, como una funcion logaritmica.

4. Determine: el dominio, el conjunto imagen la intersecciones con los ejes coordenados de la funcién r ( x )=3log ( x+2 )-1.
5. Trace la gréfica de la funcion r ( x )=—4log (x—1).

6. Trace la grafica de la funcion r (x )=2log ( x+3 )+1.

7. Resuelva la ecuacion log ,( 2x+1)=1+log ,(x—2).

., 2 5y
8. Resuelva la ecuacion e =g >*®,

9.Rescriba f (x )=3e* —2e* enbase 3.

10. Resuelva la ecuacion 2% +2%2 4. 2% —g

—6t

11. La temperatura T de un objeto en un tiempo t esta dadapor T =8e™", exprese t como funcién de T.



FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

A

PROPOSITOS:

Al finalizar la unidad el alumno:

Extendera el concepto de razén trigonométrica a funcion
trigonométrica.

Estudiara las funciones seno y coseno en su forma
caracteristica de variacion y el analisis de sus
parametros.

Modelara situaciones de comportamiento periédico para
resolver problemas.

CONTENIDO:

4.1 Antecedentes de las funciones trigonométricas
4.2 Funciones trigonométricas y aplicaciones
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ANTECEDENTES DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

APRENDIZAJES
1. Explorara situaciones o fenémenos de variacion periddica.
2. Convertira medidas angulares de grados a radianes y viceversa.
3. Comprendera la forma en que se extienden o generalizan las razones trigonométricas
para angulos arbitrarios.

¢ Qué es la variacion periédica? En la vida real existe una gran variedad de fendmenos (descritos por funciones) que se
comportan de manera ciclica (repetitiva) sobre un intervalo de tiempo (llamado un periodo y que tiene longitud T ). La funcién f
describe este tipo de fenémenos tiene la caracteristica f (x )=f (x+T ), donde T >0 es constante; en el plano cartesiano,

esto significa que la curva que describe el fenémeno puede trazarse utilizando “una copia” de una de sus partes.

EJEMPLO 4.1 (Movimientos oscilatorios)

a. Un oscilador arménico es un “cuerpo” que al moverlo fuera de su posicién de equilibrio oscila en torno a ella. En la figura 4.1
(el “oscilador arménico”, compuesto por un sistema masa-resorte) el resorte ha sido estirado respecto a su posicién de equilibrio
O vy luego se ha dejado en libertad, como consecuencia la masa (bloque negro) oscila en torno a su posicion de equilibrio O . El
desplazamiento de la masa la describe la funcion x (t ) (y bajo condiciones ideales) y varia desde —x, y hasta x, en el tiempo

t=T , esta variacién es periddica y cumple la condicién x (t ): x(t+T ) donde t representa el tiempo, vea la figura 4.1.

NOTA
ﬁ La parte positiva de la curva asociada a x(t ) indica que la masa se ha desplazado a la derecha del punto de

equilibrio O, la parte negativa indica que la mase se ha desplazado a la izquierda del punto de equilibrio O .

|
T T T _
% X %, (0] Xo X

FIGURA 4.1

b. Un péndulo simple consiste en un objeto suspendido de un hilo de peso (despreciable). Cuando un péndulo se desvia hacia
un lado (por ejemplo hacia la izquierda) de su posicién de equilibrio (digamos un éngulo 6, ) y luego se abandona, oscila (sobre

un plano) alrededor de su posicién de equilibrio O, desde -6, hasta 6, con un movimiento, que es a la vez, periddico y
oscilatorio (suponiendo condiciones ideales). Si @(t) describe el movimiento angular del péndulo, se cumple
6(t)=0(t+T ) donde T es el periodo de oscilacion, vea la figura 4.2.

N -
_00 > &« 00

FIGURA 4.2
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PARA REFLEXIONAR
¢,Como cambia la gréfica de la figura 4.2 si el péndulo se desvia inicialmente a la derecha 6, grados?

¢. Un oscilador de pozo cuadrado (o “particula de caja”) puede interpretarse como un “carrito” que se mueve en ambos sentidos
a lo largo de una via horizontal entre dos puntos fijos, la rapidez con que se mueve es constante. Los puntos de inversion P, y

P, son paredes paralelas rigidas entre las que oscila el “carrito” tras efectuar choques perfectamente elasticos con ellas, vea la
figura 4.3.

R P, X
X°T7\__ TAAG
. /\
= 0 >t Tt
\'1 \/ I
_)% 0 Xo X 'XOV——— - X - —— e ————

FIGURA 4.3

La figura 4.3 muestra el comportamiento del desplazamiento x ( t ) en funcion del tiempo, la eleccion del origen es arbitraria. El
desplazamiento maximo del carrito se denomina amplitud de oscilacién y tiene longitud A=2x,. Un ciclo del “carrito” esta
descrito por el trayecto P,P,P, y se llama periodo de oscilacion.

PARA REFLEXIONAR

¢ Como cambia la gréfica de la figura 4.3 si el “carrito” inicia su movimiento en x, ?

d. Sobre un disco (circular), de radio unitario y con centro en el origen del plano cartesiano se selecciona el punto P(x, y )y

se proyecta sobre los ejes coordenados, esto da origen a los segmentos rectilineos “dirigidos” OA y OB cuya longitud depende
de la amplitud del angulo central ¢, explicitamente OA=x (6 )y OB=y( @ ). Después de n ciclos completos del punto P

se cumple: OA=x (60 )=x(6+360°-n)y OB=y (6 )=y(6+360°-n), vea la figura 4.4.
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Las funciones con un comportamiento similar a las descritas en el ejemplo 4.1 corresponden a fenémenos periddicos y son el
objeto de estudio de la presente unidad.

Definicién 4.1 (FUNCION PERIODICA)

a. La funcion regla de correspondencia f que satisface f(x)=f(x+T ) para cualquier nimero x en su dominio y para

algun namero real positivo T se denomina funcién periodica con periodo T .
b. El valor positivo mas pequefio posible de T es el periodo de la funcién.
¢. La amplitud de una funcién periodica es la semidiferencia entre su valor maximo y su valor minimo.

El ejemplo 4.2 muestra el comportamiento de varias funciones periddicas y presenta algunas de sus caracteristicas (regla de
correspondencia, gréfica, periodo y amplitud).
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EJEMPLO 4.2 (Funciones periddicas)
a. La figura 4.5 muestra la funcion periddica “onda cuadrada”, con periodo T =2, amplitud A=0.5 y regla de correspondencia

<
f(x): 0 0<X_1.
1 1<x<2
b. La funcion periodica llamada “diente de sierra” (figura 4.6) tiene periodo T =1, inicia y termina en los puntos (0,0) ,
(1, 1), respectivamente. Tiene pendiente m=1 y regla de correspondencia f (x )=x siempre que 0<x<1. Su amplitud es
A=05.

???yT1°—'
]
1 of

1

3 2 - 2 X

FIGURA 4.5 FIGURA 4.6

c. La figura 4.7 muestra otro tipo de funcién periddica, también llamada “diente de sierra”, tien periodo T =2 y regla de

2x si 0<x<1 ,
y amplitud A=1.

correspondencia f(x):{ o s 1ox2
—ZX Sl <X<

L g , . . -1.2 -1<x<0 .
d. La funcion periodica de la figura 4.8 tiene regla de correspondencia f ( )={ 17 Oex<l’ su periodoes T=2,su
. <X=
amplitudes A=1.2.
y y
2 ._,‘l 1.2 o
oo 1 eoe E H ; > X
3 -2 -1 of 1 28 3
2 1 0| I 2 3 & Sla—s —
FIGURA 4.7 FIGURA 4.8

MEDIDA DE UN ANGULO, GRADOS Y RADIANES

Estrechamente relacionadas con las funciones periédicas se encuentran los dngulos por lo que es necesario que recordemos
algunas de sus caracteristicas. En la geometria plana un angulo se define como la parte del plano limitada por dos segmentos
de linea recta (o en su caso semirrectas o rayos). Como puede observarse en la figura 4.9, el &ngulo AOB también incluye un
punto comun entre los rayos O que es el vértice.

N
%

o » A
lado inicial

FIGURA 4.9

Todo angulo tiene asignada una amplitud (0 medida), para asignar unidades de medida a un angulo, trazamos en el plano
cartesiano una circunferencia de radio uno y centro en el origen, posteriormente colocamos (en el plano cartesiano) el angulo de
manera que su vértice coincida con el origen de coordenadas y el lado inicial coincida con la parte positiva del eje de las
abscisas (en estas condiciones se dice que el &ngulo se encuentra en posicién normal), luego medimos la longitud del arco de
circunferencia contenida entre los puntos de interseccién de los lados del angulo y la circunferencia, el nimero asi obtenido se
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llama medida o amplitud del angulo (esta medida o amplitud no depende de la orientacién del angulo, por lo que es una medida
absoluta).

y
4 lado terminal

B/ lalongitud del arco AB
es la medida (o amplitud)
", del angulo AOB

> > X
lado
inicial

FIGURA 4.10

A un angulo se le pueden asignar como unidades de amplitud grados o los radianes. Para medir un angulo en grados se
considera una circunferencia cuyo radio tiene una longitud r, de esta circunferencia tomamos como unidad de medida un arco
2rr
3

que tenga longitud 0 un angulo mide un radian, si sus lados determinan un arco de longitud igual a un radio, vea la figura

4.11.

Definicién 4.2 (GRADO Y RADIAN)

Sea una circunferencia de radio de longitud r , entonces

a. Un angulo de medida (amplitud) de un grado interseca a un arco cuya longitud es % .

b. Un angulo mide un radian, si sus lados determinan un arco de longitud igual a un radio en una circunferencia.

éste arco mide

. . 2 . .
r éste arco midggy lo mismo que el radio
o) 1 | ; ; A
éste angulo
mide 1° }

éste &ngulo mide un radian

FIGURA 4.11

@ Los grados y los radianes se utilizan, tanto para referirse a las amplitudes de los angulos como a las longitudes de los
arcos. jAmbas unidades también son medidas de longitud!

Una ventaja que se adquiere al medir arcos en radianes es que la misma unidad con que medimos el radio nos sirve para medir
arcos de circunferencias. Si, si el radio de una circunferencia mide un centimetro, el radian también mide un centimetro y el arco

también mide un centimetro, mientras que la medida de un grado en centimetros es 3% ~0.0174533.

NOTA
- . . . . . . .
U Evidentemente, un arco y un angulo son entes diferentes, sin embargo se miden con las mismas unidades.

Puesto que la longitud de una circunferencia de radio 1 es | =2, entonces un &ngulo de un giro completo mide 2z radianes
r
(lo que representaremos por 2z ), un angulo llano mide = radianes (") y un angulo recto mide % radianes (%)

figura 4.12.

, vea la
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. . 3 i i
7 radianes 7 radianes - " radianes 2 radianes

€

FIGURA 4.12

Puesto que un angulo de giro completo equivale a 360° o 2z", entonces 360°=2x", relacion que se utiliza para transformar
grados a radianes o radianes a grados.

Proposicién 4.1 (TRANSFORMACION DE UNIDADES DE MEDIDA DE ANGULOS)

Sean 6" y 0° las amplitudes del angulo & en radianes y grados respectivamente, entonces

a. 180°=r~".
b. Para transformar @° grados a radianes se utiliza la relacién 8" = %9" .
- - . 180,
c. Para transformar ¢" radianes a grados se utiliza la relacion ¢°=="-6".
T

En lo sucesivo, para referirnos a un angulo utilizaremos el simbolo ~ , asi, 2@ significa el “angulo theta”.
Si no utilizamos el simbolo ~ estaremos refiriéndonos a la amplitud de un angulo, asi @ significa la amplitud del
angulo 20 .

EJEMPLO 4.3 (Transformacion de unidades de medida de angulos)

a. El angulo de amplitud 45° también tiene como amplitud ( 45 )% = %z 0.7854 radianes.

b. El angulo de amplitud & =-18° también tiene como amplitud ( —18 )ﬁ =- % ~-0.31416 radianes.
c. El angulo de amplitud © =1.64" también tiene amplitud (1.64 )180o ~93.965° .
T
d. El angulo de amplitud @ = —5.072" equivale al angulo de amplitud ( —5.072 )@ ~—290.604° .
T

El estudio de las razones trigonométricas, objeto de la presente seccidn, requiere del uso de “angulos en posicion normal’.

Definicién 4.3 (ANGULO EN POSICION NORMAL)

Un &ngulo, en el plano cartesiano, estd en posicidon normal, si su vértice coincide con el origen del plano cartesiano y su lado
inicial coincide con la parte positiva del eje x .

La figura 4.13 muestra cuatro angulos en posicion normal.

y y y Y 4

FIGURA 4.13
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Definicion 4.4 (ANGULOS COTERMINALES)
| Si sus lados de dos (0 mas) angulos en posicion normal coinciden, entonces son coterminales.

En la figura 4.14, los &ngulos Za y £/ son coterminales.

(s

\
-
o1
N

FIGURA 4.14

Para determinar angulos coterminales a un angulo especifico de amplitud &, basta con agregarle un mdltiplo entero de 2, por
ejemplo, el angulo de amplitud 6" es coterminal con los angulos de amplitudes @, =60" +2nz" (donde n representa un
numero entero).

EJEMPLO 4.4 (Angulos coterminales)

r

a. Angulos coterminales con el angulo (en posicién normal) de amplitud 9:g , son los angulos de amplitudes

r r r r
0, :% +2nz" (donde n representa un nimero entero), en particular los angulos de amplitudes 1%” : 2%” y 37?”
r r
b. Angulos coterminales al angulo (en posicién normal) de amplitud & = —% , son los &ngulos de amplitudes 4, = —% +2nx"

r r r
(donde n representa un nimero entero), en particular lo son los angulos de amplitudes —7?” , 5?” y % .

c. Angulos coterminales a ©=60° son aquellos de la forma 6, =60°+360°(n) (n representa un nimero entero), en

particular lo son los que tienen amplitudes de —660°, —300°, 420°, , efc.
d. Angulos coterminales con el angulo de amplitud &=-25°, son los angulos con amplitudes 6, =—25°+360°(n) (n

representa un nimero entero), por ejemplo, los angulos que miden —385°, 335°, 695°, efc.
0

Para determinar un angulo coterminal al angulo 2@ (comprendido entre 0" y 27", 0 entre 0° y 360° ) basta con reescribirlo
como una fraccion mixta.
NOTA

2 , . , . . a
U Un nimero mixto incluye: un nimero entero y un nimero racional de la forma b

EJEMPLO 4.5 (Angulos coterminales)

. . . . . . 32 o . . .
a. Para determinar la amplitud del &ngulo coterminal al angulo de amplitud 6 = 7;rr, lo rescribimos como fraccidn mixta, asi

0= 37—27rr = 47[+$7rr = 4;;;' , la parte fraccionaria es el angulo coterminal contenido entre 0" y 22", es decir, el angulo en

posicidén normal de medida 6, = ;ﬂ’ .

. , . 13 - f . ,
b. Para determinar el angulo coterminal a Hz—?ﬂr, lo rescribimos como fraccibn mixta, asi

6=- ?ﬂr =-Ar" - %”r = 74%% , la parte fraccionaria es el angulo coterminal contenido entre 0" y 2", es degir, el
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. - . 1
&ngulo en posicién normal de medida 6, = —gﬂ'r .

c¢. El angulo coterminal de 1295°, comprendido entre los 0° y los 360° asociado a 1295°, se obtiene como sigue

1295% 3(360° )+ % , €l numerador de la parte fraccionaria es la medida del &ngulo coterminal, es decir 9, =215°.

360°
. . . . . 753° 33°
d. El angulo coterminal de —753°, comprendido entre los 0° y los 360°, se obtiene como sigue — 360° -2(360° )- 360° " el
numerador de la parte fraccionaria es la medida del &ngulo coterminal, es decir 6, =-33° .
g

RAZONES TRIGONOMETRICAS: SENO, COSENO Y TANGENTE

Trataremos las razones trigonométricas del triangulo rectdngulo AOB refiriéndolas al plano cartesiano, para ello coloquemos el
triangulo AOB en el plano cartesiano de forma que el angulo £BOA esté en posicion normal (figura 4.15). Las seis razones
trigonométricas del angulo £0=/BOA se definen en términos de la abscisa, la ordenada y la longitud de la hipotenusa

r=./x?+y? =0 de acuerdo a la definicion 4.5.

A YA A(X,y)
2
. o
hipotenusa +
cateto & y
opuesto
0 b R
(0] O X 7X
cateto adyacente B B

FIGURA 4.15

Definicion 4.5 (RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO)

Sean: el triangulo AOB en el plano cartesiano de forma que el angulo mZBOA=@ esté en posicién normal, m£BOA=4,
A(x,y ) un punto del lado terminal y r =,/x® +y? =0 la distancia del origen al punto A( x, y ), entonces:

ordenada i

a. senof=senf=————— = Y . C. cotangente &=ctg 6= 1 _ absdsa _ x .

longitud de OA r tg & ordenada vy

b. coseno @ =cos 0 = ﬂ X d. secante 9 =sec O = 1 _ longitud _de OA_r
longitud de OA r cos O abscisa X
ordenada i

C. tangente =t 0=——— = X . €. cosecante 8 =csc @ = 1 = longitud de OA _r.

abscisa X sen @ ordenada y

NOTA
5 En la definicién 4.5, el angulo 6 tiene asociado un valor fijo, lo mismo sucede con las longitudes de los lados del
triangulo de referencia.

El efemplo 4.6 muestra el calculo de algunas razones trigonométricas.

EJEMPLO 4.6 (Razones trigonométricas)
Sea AOB un triangulo en el plano cartesiano de forma que el angulo ~#BOA esta en posicién normal y m/BOA=6.
a. Si el lado terminal de un angulo ~/BOA contiene al punto A( 4,10 ), entonces X =4y y =10 . Por tanto

2 .2 2 2 . 10 4 10 .
r=.x>+y° =./4°+(10 )° =+/116 , y en consecuencia senf=——, cos § =——— y tg 0 = ——, vea la figura 4.16 a.
\/ y \/ (10 ) =+ y 16 116 y 116 g

b. Si el lado terminal de un angulo ~/BOA contiene al punto A(4,3), entonces x=4 y y =3. La longitud de la hipotenusa

4
5

mide r = /x? +y? =+/4? +3% =5, entonces senezg:0.6, cosf=-=08, tg 9:%:0.75, ctg 9:%, sec@:% y
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csc 0 = g vea la figura 4.16 b.

y
A A(4,10)
©
&
i
s 10 y
A(4,3)
%
‘/
3
0 - 7 R
o) 4 X ol 4 -
a. b.

FIGURA 4.16

O

En la definicién 4.5 es posible considerar como variable (independiente) al angulo ~ @, si éste es el caso nos referiremos a
éstas “razones” como relaciones trigonométricas, por tanto, consideraremos a una razén trigonométrica como un caso especial

de una relacién trigonométricas.

. I . . syt . . T . e
El calculo de las imagenes de las relaciones trigonométricas para asignaciones mayores a 5 radianes se facilita tomando como

base el angulo de referencia.

Definicion 4.6 (ANGULO DE REFERENCIA)

Sea £6 un angulo colocado en posicion normal en el plano cartesiano, el angulo de referencia ~6,; es el angulo agudo

positivo que forma el lado terminal del &ngulo £ con el eje x.

NOTA

@ Un angulo se considera positivo cuando se mide en sentido opuesto a las manecillas de un reloj (levégiro).

Los angulos en posicion normal pueden rescribirse en términos de los angulos de referencia positivos comprendidos entre 0" y

r

> para ello se debe tener en cuenta: el signo de la relacion trigonométrica y el cuadrante en el que se encuentra el lado

terminal del angulo ~ @, vea la figura 4.17.

Si 26 es un angulo positivo en posicion normal y el lado terminal esta en el cuadrante:

| Ores =0,

I O =180°-0 6 O, =70,
Il O =60-180° 0 0, =0 -1,
IV O, =360°—0 6 0, =27—6.

y y yA y‘
0
0
\ 0= 0refk 0. 0 R 0, (6] X Q 0 X
» » ref
0 I X o) X
FIGURA 4.17
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La figura 4.18 presenta las relaciones trigonométricas positivas en los respectivos cuadrantes del plano cartesiano.

YA
Il seno todas | Il seng todas I
csco csco
Ode:n/2 a Ode: 0 a n/2 Ode: - a-3n/2 Ode: -3n/2 a -2n
N 5 N\ "
B 4
Ode:m a 3n/2 Ode: 3n/2 a 2x Ode: -n/2 a -w Ode: 0 a -n/2
igeo cos & tgo cos @

11 ctgo secq v i ctg o secq v

FIGURA 4.18

EJEMPLO 4.7 (Uso del angulo de referencia y relaciones trigonométricas)

.
a. El &ngulo, en posicion normal y medida 6 = 8%, tiene lado terminal en el cuadrante 1V , por tanto, el angulo de referencia

r r
€S O = 200 , por tanto sen 87 _sen " ytg 8 -tg 2 y csc 8 = —esc 27 , vea la figura 4.19 a.
5 5 5 5 5 5
YA Ya _ 8"
1 I 0=5
g=1" I |
_ 22"
> ——J cos @ >
NICT N,
_ "
ref © sen 0
] v ] v
FIGURA 4.19 a.
r
b. El angulo, en posicién normal y medida 9 = 4 tiene lado terminal en el cuadrante 1, entonces el &ngulo de referencia es
r r r r r r
Oret = i7z’ , entonces cos 4z =C0s 4z , ctg r _ ctg 4 Yy sec r sec hial vea la figura 4.19 b.
9 9 9 9 9
yA yA _a'
1 | 0=3
1 I
p4 r r
\0 =3 075 sen @
05\ .
0 X ol cos @ X
i v i v

FIGURA 4.19 b.
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r
c. El angulo, en posicion normal y medida 6= 77; tiene lado terminal en el cuadrante 1, entonces 6, =%7z' y

7" 7z’ " " 7" " " " 7" " " "
sen 3 :sen?, cos 3 :cos?, tg 3 :tg?ctg 3 :ctg?, sec 3 :sec? y csc 3 :csc?,vea
la figura 4.19 c.

;
I 4 | ‘4 o=s
1| |
_ 7"
0=3 . g =z sen @
/\ == ref 3~
\ ref 3
>
!/ X 0 > X
11 v 11 AV

FIGURA 4.19 c.

. - . 11 . . 1
d. El &ngulo, en posicién normal y medida H:Tﬁr tiene lado terminal en el cuadrante 11, entonces 6, :Zﬂr y en

r

. 1 " 1 " 1 " 11 ' 11 4
consecuencia sen —~z" =sen ~—, cos —x' =-cos~—, tg —x' =—tg ——, ctg — 7' =—ctg ——, sec -z =—sec =y
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
r
csc 1—17rr =CsC ”T’ vea la figura 4.19 d.
yA y 0= 11n"
I | 4 ‘
1 |
_ 1" | 9= 2
\9 =7 sen ¢ fa
A
Q/ & cos@ O > x
1 v i v
FIGURA 4.19d.
e. El angulo 6=-1.37" tiene lado terminal en el cuadrante I, asi: 6, =z" —(-1.3)z" =2.3z" y en consecuencia:

sen (—1.3ﬁ')=—sen(0.3ﬂr), cos(—l.3;r'):—cos (O.Sﬂ’), tg(—l.S;r'):—tg (0.37r'), cty (—1.3ﬂ'):—ctg (O.3;r'),
SeC(—l.3ﬂ'r)=—SEC (0.37r’)y csc(—l.S;r’):—csc (O.Sﬂ’),vea la figura 4.19 e.

YA Ya 0=-137"
1 |
1 |
— r _ r
/ — Qo7 037 sen — 0.7 0-3m
> »
0/ X cos @ O X
0=-13z"
11 AV 11 v

FIGURA 4.19e.
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f. El angulo, en posicion normal y medida ¢=-2.6z" tiene lado terminal en el cuadrante 111, por tanto 6, =0.4z" vy
sen (—2.67r’ ):sen(0.47zr ) cos(—2.67z' ):cos(0.47zr ) tg (—2.67rr ):tg (0.47:' ),vea la figura 4.19 .

. Ya | YA 9=-261"
1 |
0=-2. 6nff\\
0 cos @1 o
& > X > X
sen 0 ~— 0= 047"
i v i v
FIGURA 4.19f.
g. El angulo, en posicion normal y medida ©=1.37" estd en el cuadrante III, por tanto 6, =0.3z", por lo que
tg (1.3r ):tg (0.37:’ ),vea la figura 4.19 g.
— r
’ Ya : Ya 0=13x
1 |
_ r
9=13z" b5 0.37
K\ cos 6 0
0 > X v > X
sen 6
tg @
11 v 11 v
FIGURA 4.19 g.
O
¢ Qué conceptos aprendi?
PARA COMPLETAR
1. En la funcién periédica T recibe el nombre de periodo y tiene signo
2, La amplitud de una funcidn periédica se define como
3. La curva correspondiente a una funcién periddica puede construirse a partir de
4. Un &ngulo mide un radian, si sus lados determinan
5. Para transformar a radianes se utiliza la relacion 8" = ﬁm .
6. Si los lados de dos en posicion normal coinciden, entonces son coterminales.
7. Sea Z6 un angulo colocado en , el angulo de referencia £6,; es el &ngulo agudo positivo
que forma el lado terminal del angulo £ & con el eje X .
8.Las £ 8= /BOA se definen en términos de la abscisa, la ordenada y la longitud de la

hipotenusa r=+/x? + y2 =0 .
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CIERTO O FALSO (Justifique su respuesta)

1. Una funcién periédica puede tener periodo negativo.

2. la amplitud de una funcion periddica es positiva.

3. La amplitud de una funcién periodica es positiva.

4. Con la seccion curva de curva de un periodo, de una funcion periodica, es posible trazar toda la curva asociada a una funcion periédica.
5. Las funciones periodicas tienen como variable independiente al tiempo.

6. Las funciones periodicas tienen como dominio a los nimeros reales no negativos.

7. Las razones trigonométricas son también funciones trigonométricas.

8. Los términos de relacion y razén trigonométrica son equivalentes.

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.1

1. Un reloj (digital) tiene en su caratula los numeros 1, 3,--- ,
12 . Suponga que en este instante indica que son las 9 horas.

a. ;Dentro de 3 horas, ¢,qué hora indicara?

b. ;Dentro de 9 horas, qué hora indicara?

c. ¢Dentro de 12 horas, ¢qué hora indicara?

d. Trace la grafica que describe la hora sefialada por el reloj en
un periodo de 12 horas a partir de la hora inicial.

e. Trace varios periodos.

2. Una hormiga se desplaza, a velocidad constante, sobre una
linea (de longitud igual a 20 centimetros, misma que recorre en
2 segundos), para luego retornar a la misma velocidad al punto
inicial. Suponga que realiza este recorrido “muchas veces”.

a. Trace la “curva” que describe esta situacion.

b. Determine la regla de correspondencia de la funcién que
describe esta situacion.

3. Suponga que cada dos segundos se emite una sefial sonora
cuya intensidad es constante y dura 3 segundos.

a. Trace la “curva” que describe la intensidad de la sefial.

b. Determine la regla de correspondencia de la funcion que
describe esta situacion.

4. a. ;Qué distancia recorre un triciclo si sus llantas tienen un
radio exterior de 40 centimetros y éstas giran 40 veces?

b. ¢ Qué distancia a recorrido el punto extremo de la manecilla de
un reloj desde las cero horas hasta las 10: 45 horas?, suponga
que la manecilla tiene una longitud de 12 centimetros.

c. ;Qué distancia recorre un ciclista, si los radios exteriores de
sus llantas son 29 centimetros y éstas dan 253 revoluciones?
d. De una pizza de forma circular de radio de longitud de 20
centimetros se ha cortado un rebanada que forma un angulo
central de 30 grados, suponga que la altura de la pizza mide 2
centimetros y es uniforme, ¢cudl es su volumen?

e. ;Cual es el volumen de una rebanada de pastel que forma un
angulo de 18 grados (es cilindrico, su radio mide 18 y su altura
mide 8 centimetros).

5. En un reloj analégico, considere el movimiento de las
manecillas y el angulo que forman respecto al segmento de
recta de 6h —12h . Determine la regla de correspondencia
que describe el punto extremo de la manecilla en funcién del
tiempo y trace la curva de la funcion.

a. Suponga que la longitud del minutero es 8 centimetros.

b. Suponga que la longitud del horario es 5 centimetros.

6. La siguiente figura representa un piston, el punto B se
desplaza sobre la circunferencia de radio OP, mismo que
forma un angulo de amplitud x respecto al segmento de recta
OP que es paralelo a la parte superior del piston. Q es el
punto de equilibrio, para un periodo.

a. ¢ En qué instantes el piston tiene un menor desplazamiento?
b. ; En qué instantes el piston tiene un mayor desplazamiento?
c. Trace una curva aproximada, que describa el movimiento del
punto A del piston.

a.
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b.
c.
d.
y
1
'YX ) / / [ XX )
1 of 1 2 3 4 X
e.
y
3
3 210 1 2 3 4 TX
f.
y

8. Transforme a radianes.

a. 0="5°. f. 0 =583°.
b. 0=23°. g. 0 =883°.
c. 0=98°. h. 6=-19°.
d. 0=162°. i. 0=-87°.
e. 0=191°. j. 0=-503°.

9. Transforme a grados.

a. 0=03". e. 9=83".
b. 9=164". f.o=-23".
c. 9=538". g 6=-16".
d. 6=0.072".

10. La longitud de un arco de circunferencia de radio r se
calcula por medio de la funcion | (6’ ): r-0" . Determine la
longitud de arco de las circunferencias:

a.0=30"y r=4. b. =120y r=2.

V4 14
c.Od="—yr=6. d 6=—"yr=5.
2y 9 y

11. Un auto en una pista circular recorre un angulo de 135° y
barre un arco de longitud 547 .

a. Determine el radio de la pista circular.

b. Determine el &rea del sector circular recorrida.

12. Un caballo estd amarrado a un poste con una cuerda de
longitud “ L ", el caballo solo se puede movilizar en el area que
la cuerda se lo permita. Si incrementamos 10 metros la longitud

de la cuerda, el area por el cual se moviliza el caballo se
cuadruplica. ¢ Cudl es la longitud de la cuerda original?

13. a. El péndulo de un reloj al balancearse describe un angulo
de 20° y un arco de longitud 37z . ¢Cudl es la longitud del
péndulo?

b. La llanta de una bicicleta de radio 0.4 metros recorre 5
vueltas por minuto ( 5rpm ) ¢ calcular la distancia que recorri6 la
llanta en 30 minutos?

14. El area de un sector circular de radio r, se calcula por
medio de la funcion s (@ )=1r?9" . Determine el area de un
sector circular:

a. 0=15"y r=4. c.H:%yr=6.

b. 9=110°yr=2. d9=""yr=5.

15. El area de un huso esférico (parte de la superficie de
una esfera comprendida entre dos planos que se cortan en
el diametro) de radio r se calcula por medio de la funcion

.
A(Hr ):47rr2[ Z] Determine el area de un huso
T

esférico si:
a0=30"yr=4. c.0="yr=6.
y 12Y
_ 57

b. =120y r=2. d. 97? yr=5.

16. El volumen V de una cufa esférica (de radio de longitud

.
r ) se calcula utilizando la funcion V (Hr ): %7; r3[ % ] .
T

Determine el volumen de una cufia esférica si:

a. 0=45"yr=2. c. 0=" yr=3.
y Y

b. =120y r=2. d. 9:4?” yr=2.

17. Determine la forma genérica y tres angulos coterminales de:
25°.

—43°.,

. 112°.

—143°

210°.

—198°.

g. —313°.

"m0 o0 T ®
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18. Determine el &ngulo de referencia comprendido entre 0° y
360° coterminal a:

a. 6=906°. d. 6=1520°.
b. 6 =412°. e. §=-2140°.
c. 6=-411°. f. 6=1310°.

19. El lado terminal de un angulo & contiene al punto
P(-5,7) determine:

a. send. d. ctgd.
b. cosé . e. secd.
c.tgo. f. cscé.

20. El lado terminal de un angulo & contiene al punto
P(4,-5) determine:

a. send. d. ctgd.
b. cos 6. e. g0 .
c. secd. f. cscé.

21. Rescriba en términos del angulo de referencia, incluya el
signo correspondiente.

a. sen106°. d. tg (—206° ).
b. cos (-28°).  e. sen415°.
c. tg 477°. f. cos 713°.

22. Rescriba las razones trigonométricas en términos del angulo
de referencia, incluya el signo correspondiente.

a. sen 336°. d. sen(—-772°).
b. cos (—-258°). e tg477°.
c. g 448°. f. cos ( —1028°).

23. Rescriba las razones trigonométricas en términos del &ngulo
de referencia, incluya el signo correspondiente.

a. COS[Eﬂ'rj. c. tg(—ﬁnrj.
4 3

b. sen(gﬂrj. d. sen[—Eﬁ'j.
7 13

24, Rescriba las razones trigonométricas en términos del &ngulo
de referencia, incluya el signo correspondiente.

a. sen[—gﬂrj. c. tg[ﬁﬁrj.
7 5

b. cos —Enr ) d. cos Qﬁr )
8 3

AUTOEVALUACION

1. Trace la grafica de una funcién periédica que tenga periodo T =2 y amplitud A=1.

2. Una funcién peridica tiene periodo T =3 y amplitud A=2,si f (4 )=1 scudleslaimagende f (7 )=1?

3. ;Qué es un movimiento oscilatorio?

4. ;Qué es un radian?
T r
5. Transforme a grados ik

6. Transforme a radianes —386° .

r
. - . . T
7. Determina la forma genérica de todos los angulos coterminales a 6 = a4

8. Determina los valores de las razones trigonométricas asociadas a un angulo de un triangulo rectngulo con hipotenusa de longitud unoy
cateto opuesto de longitud 0.5 .

9. Rescriba la razén trigonométrica en términos del angulo de referencia, incluya sen ( - 707z’ jel signo correspondiente.

10. El volumen V de una manzana puede modelarse a de una esfera. Un gajo de la manzana tiene forma de cufia esférica (de radio de
r

longitud r ) se calcula por medio de la funcion V (Hr ): %7[ r{ g— ] . Determine el volumen de un gajo de manzana si 8=30° y
T

r =4 centimetros.
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y
APLICACIONES

APRENDIZAJES
4. Extendera el concepto de razon trigonométrica a funcion, mediante la elaboracion de
una tabla o grafica de: f (x)=senx, g (x)=cosx.

5. Analizara e identificara los parametros que aparecen en las funciones:
f (x)=Asen(Bx-C)+D Y g (x)=Acos(Bx—C)+D, A como amplitud, B frecuencia, D
desplazamiento vertical y desfasamiento.

6. Utilizara las funciones trigonométricas para representar fendémenos de variacion
periddica.

Un concepto de mayor formalidad y acabado que el de relacion trigonométrica es el de funcién trigonométrica, mismo que
desarrollaremos en la presente seccion. La circunferencia unitaria es el eslabén entre las razones trigonométricas (que estan
definidas con base a un tridngulo rectangulo) y las funciones trigonométricas. En la circunferencia unitaria la longitud de un arco
es numéricamente igual a la amplitud (medida en radianes) del angulo central que subtiende (vea la figura 4.20), esto implica
que un angulo (medido en radianes) es equivalente a un segmento de la “recta numérica’, en consecuencia la unién de un
“numero infinito” de estos arcos equivale a la recta numérica.

A
B
P éste arco subtiende)
< al angulo AOB
0 > x —
A

FIGURA 4.20

La figura 4.21 muestra la relacion entre la longitud de un arco de la circunferencia de radio uno y la recta real IR, note que la
recta real IR es tangente a la circunferencia de radio uno en el punto A(1, 0 ) punto a partir del que se miden los angulos

positivos. Asi, cada punto t en la recta numérica tiene asociado un punto de la circunferencia unitaria (por consecuencia un
angulo medido en radianes) y viceversa, cada punto P( x,y ) en la circunferencia de radio uno tiene asociado un punto t en la
recta numérica.

YA
e -
\,9\ 1 \'\Q\
. t V\
> X 0 >X
-t
< -2r 0 2 >t

FIGURA 4.21
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@ jLos radianes relacionan la longitud de un arco de una circunferencia con un nimero real!

En la figura 4.22, O es el origen, el punto P pertenece a la circunferencia de radio uno y Q es la proyeccion (perpendicular)
del punto P en el eje x, estos tres puntos definen el tridngulo OPQ. Utiizando las razones trigonométricas
__longitud del cateto opuesto o5t longitud del cateto adyascente

= - i , = - - y considerando que la hipotenusa es el radio del
longitud de la hipotenusa longitud de la hipotenusa

circulo obtenemos: ‘W‘ =sent Y ‘W‘ =cost.
Note que las longitudes de los segmentos (dirigidos por lo que admiten signo negativo) PQ y OQ dependen (son funcién) de la
amplitud del &ngulo t , es decir | PQ (t )|=sent y |OQ(t )|=cost. Enla circunferencia de radio uno mostrado en la figura
4.22, la longitud del segmento dirigido PQ (altura del triangulo OPQ ) es el valor de la funcién f, (t )=sent para el angulo
especifico t . También, la longitud del segmento de recta dirigido OQ (base del triangulo OPQ ) es la imagen de la funcion

f (t )=cost para el angulo especifico t . Puesto que el punto P pertenece a la circunferencia de radio uno y puede rotarse
tantas veces como se desee el dominio de las funciones f (t )=sent y g(t)=cost es el conjunto de los nimeros reales
(dom(sent )=IR y dom( cost )=IR). La figura 4.22 también muestra que en el circulo unitario, la longitud del segmento
dirigido PQ (altura del triangulo OPQ ) varia entre —1 y 1, en consecuencia img ( sent ):[ —1,1 ], lo mismo ocurre con la
longitud del segmento dirigido OQ (base del tridngulo OPQ), en consecuencia img (cost ):[ -1,1].

y“
P(cost,sent)
1
sent
t |
0 cost g T X
FIGURA 4.22

La definicion 4.7 formaliza las observaciones anteriores.

Definicién 4.7 (FUNCIONES TRIGONOMETRICAS SENO Y COSENO)

Sea t un nimero real y P(x,y ) el punto terminal del radio correspondiente al angulo .t en la circunferencia unitaria,

entonces:
a. La funcion seno tiene regla de correspondencia f, (t )=sent, dom(sent )=IR, e img(sent )=[ -1 ]
:[ -1,1].

b. La funcion coseno tiene regla de correspondencia g, (t )=cost, dom(cost )=IR € img(cost )

En el circulo unitario mostrado en la figura 4.23, justifica los valores de las funciones trigonométricas de la tabla 4.1.

YA
B(0,1)
A(1.0) Angulo | 0 | 7/2 | = | 37/2 | 2x
C(-1,0) 0 T X sent 0| 1 |0 | 1 |0
cos t 1 0 -1 0 1
D(0.-1) TABLA 4.1

FIGURA 4.23
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Es posible obtener algunas imagenes de f, (t)=sent y g, (t)=cost utilizando consideraciones geométricas, por ejemplo,

las imagenes de

%, % y % , la figura 4.24. se toma como base para este proposito.

oy

wiy
wly

~| Gl

N—

se presentan en la tabla 4.2.

FIGURA 4.24

¢ ™ 3 ™
6 4 3
sent ﬁ £ E
2 2 2
cos t E £ ﬁ
2 2 2
TABLA 4.2

La tabla 4.3 describe los comportamientos de f, (t )=sent y g, (t )=cost, sobre el intervalo [0, 27 ].

Intervalo para t

f(t)=sent

f(t)=cost

crece desde 0 hasta 1.

decrece desde 1 hasta 0

decrece desde 1 hasta 0.

decrece desde 0 hasta -1.

decrece desde O hasta —1.

crece desde -1 hasta 0.

%]
- 3]
5]

crece desde —1 hasta 0.

crece desde 0 hasta 1.

TABLA 4.3

Las imagenes de las funciones trigonométricas f, (t )=sent y g, (t)=cost, para las asignaciones t:%, t=

v T
Zyt=2
4 y 3

Como consecuencia de la informacion antes obtenida, las curvas asociadas a f, (t)=sent y g, (t)=cost, sobre el
intervalo [0, 2 | tienen el comportamiento mostrado en la figura 4.25.

A f(t)=sent yA f(t)=cost
e —————————— > Elre———————————— >
1 1\ /
>
O g i e i”\n:_/gﬂ i}
—r——_———————— —_—— l—————— -
-1 -1

FIGURA 4.25
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La figura 4.26 muestra que el punto P genera un tridngulo rectdngulo en el que la base mide cost vy la altura mide sent, si

este punto (a partir de su posicion antes descrita y sobre la circunferencia unitaria) se rota t =2z radianes (ya sea en forma
positiva o en forma negativa), para generar el punto P', entonces los puntos P y P coinciden, por tanto

sent=sen(t+27 )y cost=cos(t+27) 6 sent=sen(t—27 )y cost=cos(t—2z ), respectivamente.

a y“ yA
//—--u\\ /’—---n\\ /’—--~\\
/’ S\ P=P’ /,’ S\P=P’ /’ S\ P=P’
1
I/ 1 g\ I/ 1 sen (t+2m) // \ sen (t-2m)
ll t % ‘I n |' t+2rn \l » ll t-2n \l n
1 0 o5 t i LY T ) H X H 0 1 ;X
\\\ /I \\\ cos (t+27t)/’ ‘\\ k cos(t-Zn)/,’
N 4 N V4 \ / //
FIGURA 4.26

Sielpunto P da n giros, entonces f,(t)=sent=sen(t+2nz )y go(t)=cost=cos(t+2nz ). Por tanto, las funciones
fo (t ):sent Y g (t ):cost son periddicas y tienen periodo T =2z . La figura 4.27 muestra una parte de las curvas

asociadaa f,(t)=senty g, (t)=cost.

sent

4COS t/
t"‘ >
R t

FIGURA 4.27

PARA REFLEXIONAR

¢ Cual es la diferencia entre una relacion y una funcion?

A partir de cada relacién trigonométrica se puede definir una funcion trigonométrica, sin embargo, las restantes funciones
trigonométricas se definen en términos de las funciones f, (t )=sent y g, (t )=cost, por ejemplo, la funcion trigonométrica

“tangente” se define en términos de la division de las funciones f, (t )=sent y g, (t )=cost, es decir, h(t)=tgt=

la definicion 4.8 formaliza estas observaciones.

Definicion 4.8 (FUNCION TANGENTE)

sent

cost

Sea t un numero real, tal que t¢i%, 137, r%’[, i%” entonces la funcion tangente tiene regla de correspondencia
sent
hy (t)=tgt="-".
0 ( ) g oSt
PARA REFLEXIONAR

En la definicidn anterior, ¢ por qué es necesario que t =+

z
2
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Para trazar la curva asociada a h, (t )=tgt, tomaremos como base la figura 4.28, observe que la imagen bajo h, (t )=tgt
del angulo central t, corresponde a la longitud del segmento de recta con extremos en los puntos Q(1,0) y R(1, y).En
el primer cuadrante la longitud del segmento de recta QR aumenta al incrementarse la amplitud del angulo t y lo hace
ilimitadamente, en el cuarto cuadrante la longitud del segmento de recta QR aumenta (en forma negativa) ilimitadamente al
incrementarse la amplitud del &ngulo t .

<
»
»
—
>
»
»

B
»

y

A
-

NN

E———————— e ———————
NI

L o

FIGURA 4.28

La curva asociada a la funcion h, (t)=tgt es periodica, con periodo T = 7 . Es creciente, tiene como asintotas verticales a las
. a T I . T
rectas de ecuaciones x=— SV x=5 Su dominio son todos los nameros reales excepto los de la forma ( 2n +1 )5 donde n

es un numero entero. Su conjunto imagen es img (tg t )= IR . La curva correspondiente se muestra en la figura 4.29.
y

A

F4

3

3
2

|
INE

——————————————
@)
INJE
(S S ———

A A
I |
I |
| |
| |
I |
I |
| |
] T |
I |
I |
| |
| |
I |
] ¥

-

FIGURA 4.29

¢ Qué otras caracteristicas identifican a una funcion circular?
Continuamos nuestro estudio de las funciones trigonométricas analizando el papel que desempefian los parametros A, B y C
en la forma de la curva asociada a cada una de las de las funciones f (t)=Asen(Bt+C) y g (t)=Acos(Bt+C), mismas

que se denominan funciones senoidales (o cosenoidales).

Dado que el conjunto imagen de las funciones f,(t)=sent y g, (t)=cos t es el intervalo [ -1, 1 ], entonces las
imagenes de las funciones f (t)=Asent y g (t)=Acost es el intervalo [ —A, A |. El parmetro A tiene los siguientes
efectos en las curvas asociadas a f, (t )=sent y g, (t)=cos t:

i. Si A>1,lacurva asociadaa f (t)=Asent (0en sucaso, de g(t)=Acost) representa un “alargamiento” vertical de A
unidades de la curva asociadaa f, (t)=sen t (0ensucaso, de g(t)=cos t).

ii. Si 0<A<1, lacurva asociadaa f (t)=Asent (0ensucaso, de g(t)=Acost) consiste en una “contraccion” vertical de
A unidades de la curva asociada a f, (t )=sen t (0 de la curva asociada a g, (t )=cos t).

iii. Si A<0, ademas de los efectos antes sefialados es necesario agregar una rotacion de = radianes respecto al eje de las
abscisas, vea la figura 4.30.



160 ||| UNIDAD 4 Funciones trigonométricas

FIGURA 4.30

De acuerdo con la definicion 4.1, la amplitud de las funciones f (t )=Asent y g(t)=Acost, es | A|.

EJEMPLO 4.8 (Amplitud)
a. g(t)=—2cost oscilaentre -2 y 2, tiene amplitud A=[-2|=2.

2 . .
b. f(t)=-Zsent oscila entre ~2 y 2 suamplitudes A=| -2 |= 2.
3 3’3 3| 3
c. f(t):lsent oscila entre —% y 1 suamplitudes a=|-1|-1.
2 272 2| 2

EJEMPLO 4.9 (Efecto gréafico de la amplitud)
a. La figura 4.31.a. muestra un periodo de las curvas asociadas a f,(t)=3sent, f,(t)=sent, f3(t):5sent y

f4(t):—%sent.

b. La figura 4.31.b. muestra un periodo de las curvas asociadas a g, (t)=2cost, g,(t)=cost, g3(t)=§cost, y

g, (t)=—3cost.
yA f(t)y=3sent ——- ‘A gl(t) =2C0St ——-=
3 = X — nwa = —
/,, \\ f(t)=sent 3 gz(t) cos t
2 // \\ f(t)=%sent — —
/ \ f4(t): - Y5 sen tesreeee

__________
,,,,,,
. 3

.......

/
\ /
\ / ) "
\ / g(t) =% sent mum
-3 N’/ -3 |- N
g4(t)_ -3sent seeeees
a. ~

FIGURA 4.31

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Trace las curvas asociadas de las funciones senoidales de los incisos a. y b. y compare las curvas con las obtenidas

en este ejemplo.
g

Las funciones senoidales f (t )=Asent y g(t)=Acost tienen periodo T =27, periodo que se completa sobre el intervalo
[ 0, 27 ], por tanto las funciones senoidales f, (t)=AsenBt y g, (t )=AcosBt, en los extremos del intervalo [ 0 , 27 |
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. . . 2 .
asumen los valores Bt=0 y Bt=2x, es decir, la variable t cambia desde t=0 hasta t:ér por lo que un periodo se

completa en el intervalo [ 0, %’[} .

@ Un periodode f, (t)=AsenBt (ode g, (t)=AcosBt), endonde B >0, ocurre en el intervalo [ 0, 2?” }

Las observaciones anteriores se formalizan en la definicion 4.9.

Definicién 4.9 (PERIODO DE LAS FUNCIONES SENOIDALES)

a. El periodo de las funciones senoidales f, (t )= AsenBt y g, (t )=AcosBt es T = %T :

b. Un periodo de las funciones senoidales f, (t )= AsenBt y g, (t )= AcosBt ocurre en el intervalo { 0, ZE” }

PARA REFLEXIONAR

('J‘? ¢ Como se determina el nimero de periodos de una funcién senoidal sobre el intervalo [ 0, 2?” }?

EJEMPLO 4.11 (Numero de periodos)

a.Si f(t)=AsenS5t,entonces T = 27y el intervalo [0, 27 ] contiene cinco periodos.

N o1

T

b.Si f(t)= Asen%t ,entonces T ==~ =3z por lo que en el intervalo [0, 37 ] ocurre un periodo.
3

NOTA
@ Si f,(t)=AsenBt (6 g, (t)=AcosBt), entonces | B |0 indica el nimero de veces (6 la fraccion) en que un

periodo de f, (t )=AsenBt (0 de g, (t )= Acos Bt) esta contenido en el intervalo [ 0, 27 |.

Relacionado al periodo de una curva senoidal (0 cosenoidal) se encuentra la frecuencia, el parametro B de la funcion
trigonométrica f, (t )= AsenBt (0 g, (t )=AcosBt) indica el nimero de veces (0 en su caso la proporcion) en que se puede

trazar un periodo sobre el intervalo [0 , 2z ] por lo que su “valor absoluto” recibe el nombre de frecuencia.

Definicion 4.10 (FRECUENCIA)

En f, (t)=AsenBt (6 g, (t)=AcosBt)el nimero | B |, se denomina frecuencia.

Con base en el estudio antes realizado, la introduccion del parametro B>0 en f (t)=Asent 0 g(t)=Acost (lo que
genera las funciones f, (t )=AsenBt y g, (t )=Acos Bt) tiene los siguientes efectos:

i. Si B>1, entonces T =2§ es menor que 2z Y la curva asociada a f, (t )= AsenBt (0 la asociada a g, (t )= AcosBt)
esta “contraida horizontalmente” respecto a la curva asociadaa f (t)=Asent (olaasociadaa g(t)=Acost).

ii. Si 0<B<1,entonces T = %[ es mayor que 27, lo que significa que la curva asociada a f, (t )= AsenBt (0 a la curva
asociada a g, (t)=AcosBt) esta “alargada horizontalmente” respecto a la curva asociada a f (t )=Asent (0 a la curva

asociadaa g(t)=Acost).

EJEMPLO 4.12 (Efecto del pardmetro B)

a.Si f(t)=2cos %t , entonces B =% yT= ZT” =67 , por tanto en el intervalo [0 , 2 ] contiene % de periodo y completo
3

ocurre en el intervalo [0 , 67 |.
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b.En g(t)=-3sendt, B=4y T = ZTﬂ: %;z , entonces el intervalo [0, 2z | contiene B =4 periodos.

c. Un periodo de las curvas asociadas a f(t)=Asen2t, f(t)=Asent, f(t):Asen%t, f(t):Asen%t y
f(t)=A sen%t ,con A>0 se muestran en la figura 4.32.
d. Un periodo de las curvas asociadas a f(t)=Acos2t, f(t)=Acost, f(t)zAcos%t, f(t):Acos%t y

f(t)=Acos 2¢,donde A>0 se muestran en la figura 4.33.

5
= - y
YA [f(t)=Asen2t| [f(t)=Asen 113t A[f()=Acs 2] [T()=Acost]  [F(1)=Acos 1751
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f(t)=Asen2/5t [(t)=Acos 172t ] |f(t):AcosZ/5t|

FIGURA 4.32 FIGURA 4.33

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Q Trace las curvas asociadas a las funciones senoidales de los incisos a. y b., y compérelas con las curvas obtenidas
en este ejemplo.
0

PARA REFLEXIONAR

6? ¢ Cémo trazaria las curvas asociadas a las funciones senoidales del ejemplo anterior si A<07?

EJEMPLO 4.13 (Efecto del pardmetro B)
a. Si f(t)=3sen2t, entonces A=3, B=2 y T=x. La curva asociada se obtiene transformando la curva de

f (t )=sent, se “estira verticalmente” hasta que su amplitud sea A =3, luego se comprime horizontalmente de manera que su
periodo cubra exactamente una vez en el intervalo [0 T ] y finalmente, el periodo de la curva obtenida se coloca varias veces

(una tras otra) de forma que cubra la recta real, vea la figura 4.34.

b.En f(t)=2cos %t , A=2, B =% y T =6x.La curva asociada se construye como sigue: tome un periodo de la curva de

f (t )=cost, “estirelo” verticaimente hasta que alcance amplitud A=2, luego “estirelo horizontalmente” de manera que cubra
exactamente una vez el intervalo [0 , 67 |, finalmente, el periodo de la curva obtenida se coloca varias veces (una tras otra) de
modo que cubra la recta real, vea /a figura 4.35.

yA A

YV _6x -3r 0 W ot "t

-2

FIGURA 4.34 FIGURA 4.35

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Q Trace las curvas asociadas a las funciones senoidales de los incisos a. y b., y comparelas con las curvas obtenidas
en este ejemplo.
0
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Ahora vamos a establecer las diferencias entre las curvas asociadas a f,(t)=AsenBt, g,(t)=AcosBt Y
fy(t)=Asen(Bt—C) y g;(t)=Acos(Bt—C ).Puestoque f,(t)=Asent y g, (t)=Acost completan un periodo en

el intervalo [0 ,% , entonces f, (t)=Asen(Bt—C) y g (t)=Acos(Bt—C) lo completan cuando Bt-C=0 y

Bt —C =2, es decir, sobre el intervalo [ % , %+ 2?”} , inote que éste ultimo intervalo representa un desplazamiento de %

unidades del intervalo | 0, ?” }! La introduccién del parametro C en una funcion senoidal se manifiesta graficamente como

un desplazamiento horizontal de % unidades respecto a las curvas f (t )=AsenBt yen f (t)=AcosBt, respectivamente.

Este desplazamiento recibe el nombre de fase.

Definicion 4.11 (FASE)

En f,(t)=Asen(Bt—C)Yy g5 (t)=Acos (Bt—C ), entonces el nimero % se denomina fase (o corrimiento de fase).

@ Una funcion con regla de correspondencia de la forma f, (t )=Asen(Bt—C) (6 g, (t)=Acos (Bt—-C)) se
denomina senoidal (o cosenoidal).

La figura 4.36 ilustra la fase (corrimiento de fase) de las funciones f, (t )= Asen(Bt—C)y g, (t)=Acos (Bt—C).
Ya . periodo T= v - Ya 9 periodo T=2* .

E /\ §C+ 2_;' 5 \ §+2T3”

g 0 c \/ > é 0 >,

© B [

r—ﬂ ‘1—H
fase fase
FIGURA 4.36

PARA REFLEXIONAR

P4 | :Cuéles el valor de la fase entre las funciones f, (t )= Asent y g, (t )= Acost?

EJEMPLO 4.14 (Trazo de la graficas de funciones senoidales)
T
t——

a. Para trazar un periodo de la curva asociada a f (t )=sen( 3

J, notemos que tiene amplitud A=1, tiene periodo

T= 2—— 2z y fase %7 “.de t- 5:0 y t- %:Zn obtenemos t:% y t= 7?” entonces un periodo cubre el intervalo
[ % — } , vea la figura 4.37.

b. Para trazar un periodo de la curva asociada a g(t )= cos(t—%j, notemos que la amplitud es A=1, el periodo es

[

%’T:zﬁ y la fase es %:%; de t—%:o y de t—%ZZﬂ' obtenemos t=" vy t:%, por tanto, en el intervalo

z
5

, % } ocurre un periodo, vea la figura 4.38.

oy
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FIGURA 4.37 FIGURA 4.38

¢. Para trazar un periodo de la curva asociadaa f (t )= —%sen [t+%j, notemos que la amplitud es Azg , €l periodo es

T= Z——Z;r y la fase es E=—£; de t+% =0 y de t+”% =2z obtenemos t=-" y t=7—”, por tanto, en el intervalo
B 4 4 4 4 4
[ x } ocurre un periodo, vea la figura 4.39.
27
d f(t)= Sseng t-7 |=3sen| 2027 | tiene amplitud A=3 periodo T_Z—zz—”:ny fase S-=3 -7 pe
2 3 2 3 2 B 2 B 2 3
2t—2?”=0 y de 2t—2?”=7r obtenemos tzg y t= 43 , por tanto, en el intervalo [% ?ﬁ} ocurre un periodo, vea la
figura 4.40.
yA yA

2 \ \
3 /‘\ I/ \\ // \\
> II \‘ / \‘ >
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FIGURA 4.39 FIGURA 4.40
2
e. g(t)z—ZCosg t—- " |=—2cos —t—i tiene amplitud A=2, periodo T _2m_27 3, y fase C_2_7 pe
3 4 12 B 2 B 2 4
Et—fzo y de gt—f—Z;r obtenemos t="" yt= 137 ———, por tanto, en el intervalo 1 13—” ocurre un periodo, vea la
3 6 3 6 4 4 4 4
figura 4.41.
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\ I o5\ /
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hd -2
FIGURA 4.41

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Trace las curvas asociadas a funciones senoidales obtenidas y comparelas con las obtenidas en este ejemplo.
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS: PARIDAD
La figura 4.42 muestra el circulo unitario y los dngulos 2t y ~Z—t (angulos simétricos que tienen como lado comin a la parte

positiva del eje x y son de la misma amplitud). Estos angulos, junto con los segmentos de recta PQ y QR, generan los
triangulos congruentes OPQ y ORQ. Dado que los triangulos OPQ y ORQ tienen la misma base se cumple la relacion
cos(t)=cos(—t), entonces g, (t)=cos(t)=g, (~t). La figura 4.42 también muestra que en los triangulos OPQ y
ORQ las ordenadas de los puntos que componen las alturas QP y QR son simétricas (s6lo cambia la de la orientacion de
altura), por lo que se cumple la relacion sen(t )=—sen( -t ), esto significa que f, (t )=—f, (-t ).

y
A
P(cost,sent)
1
t\ | -
0 '/ I'Q v X
R (cos(-t),sen(-t))
FIGURA 4.42

La generalizacion de las observaciones anteriores nos hace concluir que las funciones g, (t)=Acos(Bt-C)
g, (t ):Acos[—( Bt-C )] tienen asociada la misma gréafica, esta afirmacion también es valida para para las funciones

f,(t)=Asen(Bt—-C )y f,(t)=—Asen[-(Bt—C)].

Proposicion 4.1 (PARIDAD DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS)
Sea t un ndmero real, entonces:

a. f,(t)=Asen(Bt—C)=—Asen[—(Bt—C)].

b. g, (t)=Acos(Bt—C )=Acos[-(Bt-C)].

EJEMPLO 4.15 (Verificacion de la paridad)

a. Puesto queg(t)= %cos( -3t- % j = ;cos{ —( 3t+ % ] } %cos( 3t+ % ] . La curva correspondiente presenta las

C_2_7 peats®-oyat+ o2r
B 2 2

w NN

, tiene periodo T = 2?” y la fase es

oy

. L . 1 1
siguientes caracteristicas: oscila entre — > y >

obtenemos t = —% yt= 3?” , por tanto, sobre el intervalo { —% , 3{} ocurre un periodo, vea la figura 4.43.
b. Puesto que f (t)=-2sen(—4t+37 )=-2sen| —(4t—3z)]=2sen| (4t—37 )], entonces la curva correspondiente

presenta las caracteristicas: oscila entre —2 y 2, tiene periodo T :27”:% y su fase es %:37”. Por ofra parte, de

4t—37=0 Yy 4t -3z =27 obtenemos t:%” y t:ST”, por tanto, sobre el intervalo {37” 57”} ocurre un periodo, vea la
figura 4.44.
y Y
< 4 > /\ % ™\
\ ! ’ A\ ,/’ \ ! P P / \
\ o Vo ;o I\ I\
—f 5. ¢ \ f 1 ) i i
moNEEONE s Ny g oy 0 ;" g
\ i v/ \/ \\ ] \ /
'~ -21 \v \v \\'/ ) \v/

FIGURA 4.43 FIGURA 4.44
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USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Trace las curvas asociadas a funciones senoidales, compare las curvas obtenidas con las de este ejemplo.
g

El “parametro D" en la curva asociada a f, (t)=Asen(Bt—C )+D (6 ag, (t )=Acos( Bt—C )+D) se manifiesta como
un desplazamiento vertical de la curva asociada a f,(t)=Asen(Bt—C) (0 en su caso de la curva asociada a
g5 (t)=Acos(Bt—C)).

EJEMPLO 4.16 (Desplazamiento vertical)

a. Para trazar la curva asociada a f (t)= gsen 2( t— % j +1, inicialmente la rescribimos como f (t)= %sen ( 2t— 2?” ] +1.

27
y g tiene periodo T:%”:;r y su fase es %: 3 -7 De 2t—2?”:0 y 2t—2?”:;r

Asi, la curva oscila entre — 53

1
2
obtenemos t:% yt= 4?”, por tanto, en el intervalo [ % , 4?”} ocurre un periodo, vea figura 4.45.

b. La curva asociada a g(t)=%cos( 2t+2?”j—2 oscila entre —% y —%, tiene periodo T :27”:” y su fase es

c ¥ 2 2 2 , 2
=" pe 2+ =0y 2+ =x obtenemos t=—""y t="="" luego sobre el intervalo | — %, <% | ocurre uno
B 2 3 3 3 3 3 3 3
de sus periodos, vea la figura 4.46.
Y A ylk

FIGURA 4.45 FIGURA 4.46

USO DE SOFTWARE DE MATEMATICAS
Trace las curvas asociadas a funciones senoidales, compare las curvas obtenidas con las de este ejemplo.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS, CEROS Y VALORES EXTREMOS
Los ceros de la funcion f (t )=sen( Bt—C ) son las asignaciones a la variable t cuya imagen es cero (es decir, f (t)=0)y

representan las intersecciones de la curva asociada a f con el eje de las abscisas (concretamente las primeras componentes

de los puntos de interseccion con el eje de las abscisas).
i. Puesto que la funcion f, (t )=sen t tiene ceros en los “miltiplos enteros de 7z ” (es decir, cuando t=+nz, siendo n un

numero natural o cero), entonces la funcion f (t )=Asen( Bt—C ) (con A positiva) tiene ceros para las asignaciones a t que
. L , n C
satisfacen la ecuacion Bt —C =+nz donde n es un nimero natural o cero, entonces t = i§+ B donde n representa a un

, . C T C 2r C 3z C
numero natural o cero (algunos casos particulares son t=—-, £ —+ —, £+ "+~ + "4+~ ).
B B B B B B B

ii. Como su nombre lo indica, el valor maximo de una funcion es la mayor de las imagenes, asi la funcién f, (t ):sen t alcanza

.. . . T . ’
su valor maximo (que es 1) cuando a la variable t le son asignados los valores t = Ei 2nz (siendo n un ndmero natural o

cero). Consecuencia de la observacion anterior, la funcion f (t )=Asen(Bt—C ) (donde A>0) alcanza sus valores maximos
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2nr rmxd4nz C

(que son A) cuando Bt — C_?+ 2nz 6 t—g+?f o8 +E donde n es un numero natural o cero (algunos casos
. llﬁC77[C37[C7rC57rC97rC
particularesson t=--- -4+ = -4+ = - 4 7 T 4 7 T 4 7 T4 T L),
ZBB 2B B 2B B 2B B 2B B 2B B

iii. El valor minimo de una funcion es la menor de las imagenes, asi la funcion f, (t )=sen t alcanza valores minimos (que son
. . 3z . , .
—1) cuando a la variable t se le asignan los valores t = Ti 2nz, siendo n un nimero natural o cero). Consecuencia de la

observacion anterior, la funcion f (t )=Asen(Bt—C ) (donde A>0) alcanza valores minimos (que son —A) cuando

+ . +
Bt-C= 37”1 2z = 87 +4nw Ot= 37 2;’”” +% (algunos casos particulares son
97z C 57z C 7Z'C37Z'C77TC].17TC
t=+.. -+ - -4 - - ,)

2B B' 2B B' 2B st BZBBZB B

La figura 4.47 muestra los ceros, el valor maximo y el valor minimo de f (t )=Asen( Bt—C ).

y“ ylk
M
M A M y\ A/
/ —>
Olm Olm Oj@ om 0] /c olcn om Olm Olm >t Ol Uim Olx Uim 0¢ o Olo Cla Olm t
+ + + + = + + & e o @ +o + Wiy o+
Sin S|2 xim w|Q B ;<| S Sl2 8o S @) 1@ “I'N &|& Rlo IR &m
m -A m m -A
FIGURA 4.47 FIGURA 4.48

Un andlisis similar al anterior para la funcion g (t )= Acos( Bt—C ) (siendo A > 0) justifica las siguientes observaciones:

tex” & 27, C 52 C 7z C.
2B B 2B B 2B B 2B B

i. Presenta ceros en .., en general, los ceros son los ndmeros

(ant1)r C
T+E donde n es un nimero natural o cero.

ii. Tiene como valor maximo f (t )= A y lo alcanza cuando
4z C 27ZCC27Z'C47TC 6z C
t=v ——+—, ——+—, —, —F+—, —+—, ——F—,
B B B BB B B B B B B
s un numero natural o cero).

nrz

(en las abscisas de la forma t = +T+E donde n

- 5z C 3z C z Crxz C3r C 52 C .
iii. Tiene como valor minimo t=--- — ">+~ - "+~ -~ + =~ “ 4+ = "4+~ "4+~ ... (en las abscisas de la
B B B B B BB B B B B B
2n+1 ,
forma t=i¥ donde n es un numero natural o cero).

La figura 4.48 muestra los ceros, el valor maximo y el valor minimo de g (t )= Acos( Bt—C ) cuando A>0.

Para determinar el valor méximo, el valor minimo y los ceros de una funcion senoidal conviene rescribirla en la forma mas
sencilla (aprovechando sus propiedades como paridad, etc.)

EJEMPLO 4.17 (Ceros, maximo y minimo)
a.Si f(t)=—2sen(-3t+x),entonces f(t)=—2sen(-3t+x )=2sen(3t—~ ) (recuerde que la funcién seno es impar), por

tanto, A=2, B:3yC=;r 3t
tnr+rx

—r=xnNrx.

i. Los ceros son t = donde n es un nimero natural o cero.

li2n7z+7r_1(

ii. El valor mdximo es f (t )=2 y ocurre cuando t=-2 3 =5 3+4n )z donde n es un nimero natural o cero.

t2nz+7x

- 1 ,
iii. El valor minimo es f (t )=-2 cuando t_ 6(5+4n )z, donde n es un nimero natural o cero.
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b.Enf(t)=3cos t+2Z | tenemos que A=2, B=1yC=2_.
3 3 3 3
. b2 (2n+1) . V4 . .
i. Los ceros son t+g =t "7 0 t=-"x2nz siempre que n sea un nimero natural o cero.

2

. -~ 2 Vs . T .
ii. El valor maximoes f (t)= 3 Y ocurre cuando t+ 3 - i2nm 0 t=t2nr -, donde n es un nimero natural o cero.

iii. El valor minimo es f (t )=-

win <

ocurre cuando t + %:i( 2n+1)z t=+(2n+1 );r—%, donde n es un nimero natural 0

cero.

FENOMENOS DE VARIACION PERIODICA

La oscilacién del péndulo, las vibraciones de un puente, el flujo de corriente eléctrica, las vibraciones de las cuerdas de un
instrumento musical, el movimiento de un punto perteneciente a un disco que gira, etc. representan movimientos periddicos. Los
movimientos periédicos (bajo ciertas suposiciones) se modelan, por medio de una funcion trigonométrica.

Una particula que se mueve verticalmente tiene un movimiento armonico simple cuando su desplazamiento esta dado en funcién
de t por alguna de las funciones y(t)=Asena(t—e) y x(t)=Acosw(t—e), | A| esla amplitud del desplazamiento del

movimiento de la particula (que varia entre —A y A). Una imagen de la funcion seno se repite cada vez que el angulo se

incrementa en 27 radianes, entonces la posicion de la particula se repite después de un periodo il por tanto, el periodo es
w
- - . 2 . - - . )
de un movimiento arménico simple, esto es T="". La frecuencia f de un movimiento armonico simple se define como el
[
’ B . . . . ’ l H &, H '
numero de oscilaciones (o ciclos completos) por unidad de tiempo; asi f = = La cantidad @, llamada “frecuencia angular”,

esta relacionada con las cantidades antes definidas por o= ZT—”= 2z f.

EJEMPLO 4.18 (Sistema masa - resorte)

Una masa esta suspendida de un resorte, el resorte se comprime 5 centimetros y luego se libera. Si la masa regresa al punto
inicial después de 3 segundos, para establecer la funcién que describe el movimiento (suponiendo movimiento arménico
simple), notemos que inicialmente la amplitud del resorte es 5 centimetros, es decir a=5 en el tiempo t =0, entonces la
funcion que describe la posicion de la masa es y(t )=5sen wt . Dado que la masa regresa a los 3 segundos, el periodo es
T—3 en consecuencia T = 2% =3, de donde a):z?”, finalmente y(t )=5sen %”t, t>0 y y(t) representa el

w
desplazamiento a partir de la posicién inicial.

EJEMPLO 4.19 (Manivela)

a. La manivela de una maquina tiene una longitud de 50 centimetros y gira con un movimiento arménico simple a razén de 0.5
revoluciones por segundo, por tanto:

i. La manivela tiene una longitud de 50 centimetros, en consecuencia amplitud =| 50 |=50 .

ii. La manivela da media revolucion por segundo, es decir una revolucién cada dos segundos, entonces el periodoes T =2, y

la frecuencia f = % .Dado que o = ZT—” =27 f ,entonces w = 27” =z.

iii. Dado que f(0)=50, la funcion que relaciona el desplazamiento horizontal con el tiempo es de la forma

f (t ): acosw-t, por consiguiente f(t)="50coszt, con t > 0. Vea la figura 4.49.

TN
's \

\

e —RZ50_ ) o
FIGURA 4.49
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b. Una manivela con radio de 28 centimetros gira a razén de 16 revoluciones por segundo. Supdngase que el movimiento
empieza cuando la manija estad en « :%. Para obtener la funcién que representa la proyeccion de la manija sobre el eje
vertical en el tiempo t. Notemos que, proyeccion es sobre el eje vertical, entonces el movimiento arménico es de la forma:

f(t)=a-cos(wt—c),pero a=28, wt=16-27t 6 «t=32xt, entonces f(t):28003[327rt+%j.

EJEMPLO 4.20 (Lima giratoria)

El extremo de una lima recta, de amplitud 5 milimetros, como la mostrada en la figura 4.50, se sujeta a un tornillo de banco. El
extremo libre se pone a rotar a razén de 8 ciclos por segundo. Para establecer la ecuacion del movimiento (suponiendo
movimiento arménico simple), suponemos que la funcién que lo describe es de la forma f(t):Asen Bt, puesto que

8(2r)

f(0)=Asen 0=0 con A=5 milimetrosy B =

=

FIGURA 4.50 FIGURA 4.51

=16 7, por consiguiente f (t )=5sen 16t siempre que t >0, Vea

la figura 4.50.

EJEMPLO 4.21 (Diapason)

Las ondas del sonido, generadas por un diapason se pueden describir por medio de la funcion f (t )= AsenBt . Cuando el
diapason vibra a 440 ciclos por segundo y tiene una amplitud de 0.005 cms., la funcién que describe las ondas emitidas es
f (t)=0.005sen 440( 2z )t 0 f (t)=0.005sen880xt . Vea la figura 4.51.

¢ Qué conceptos aprendi?

PARA COMPLETAR
1.Un relaciona la amplitud de un &ngulo con un niimero real.

2. La funcién seno tiene como conjunto imagen

3. La funcion seno tiene como periodo

4. La funcién coseno tiene como periodo

5.Sien f(t)=sen Bt seincrementa B, entonces

6. El parametro B indica el nimero de periodos de f (t ) =sen Bt sobre el

7.Las funciones f(t)=sen ty f(t)=cos t periodo.

8. f(t)=senty f(t)=cos t estan desfasadas

9. La variacién del parametro f (t)= Asen t se refleja en la curva correspondiente como
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10. Las curvas asociadas a las funciones f (t)=Asen t y f(t)=cos t estan desfasadas

11. Las curvas asociadas a las funciones f (t)=Asen(Bt—C) y g(t)=Acos(Bt—C ) reciben el nombre de curvas
0

12. Al cumplir la condicién las funciones f(t):sen ty f(t):cos t se denominan impares.

13.Si f (t)=Asen(Bt—C )+D, entonces la curva correspondiente esté desplazada respecto a la curva
asociadaa f (t)=Asen(Bt—C )+D.

14. El valor méximo de la funcion f (t)=sen t se da cuando

15. El valor minimo de la funcién f (t )=cos t se da cuando

CIERTO O FALSO (Justifique su respuesta)

1. Toda funcion senoidal es periodica.

2, La funcidn tangente tiene periodo t = 7.
3. Todas las funciones cosenoidales tiene periodo t = 27 .
4.lacurvaasociadaa f(t)=Asen t coincide conla curva asociadaa f(t)=Asen (t+4xz).

5. Lafuncion f, (t )=—Asen( Bt—C ) tiene amplitud negativa.

6. Las curvas asociadas a las funciones f (t)=Asen t y f(t)=cos t estdn desfasadas Z radianes.

7. Todas las funciones cosenoidales son pares.

8. Los ceros de las funciones senoidales son nimeros reales multiplos enteros de 7 .
9. Los ceros de las funciones senoidales son nimeros reales mdltiplos enteros de 7 .

10. La media aritmética entre los valores maximo y minimo de una funcién senoidal representa a su amplitud.

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.2

1. Determine el dominio, la imagen, la amplitud, el periodo, la 2. Determine la amplitud, el periodo, la frecuencia, la fase y
frecuencia y trace la curva. también explique las transformaciones requeridas para obtener la
1 curva correspondiente.
a. f(t)=3sen2t. e. f(t)=cos—t. 1
4 a. f(x)=—Zsen(x+7).
2 3
b. f(t)=—2cos3t. f. f(t)=-6sen=t.
5 1 T
b. f(x)=sen| Zx+= |.
1 3 4
c. f(t)=—4sendt. 9. f(t):cosEt.

)

c. f(x)=2cos(2x—

oy
N—

d. f(t ):—ZSen%t. h. f (t)=7cos6t.

X+

d. f (x)=25en[

©|N

1
3
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e f(x)=—3003[2x+%j.
f f(x):%sen( 2x—%j.
otk
h. f(x):ZCos(Sx—%j.

3. Verifique (gréficamente) que las funciones Seno y coseno
estan desfasadas % radianes.

4. Utilice el circulo trigonométrico y explique por qué:
a. f(x)=sen(x)=-sen(—x).
b. f(x)=cos(x)=cos(-x).

5. Determine la amplitud, el periodo, la frecuencia, la fase y dibuje
la gréfica.

f(x):%cos[ x—%]+3.

b. f(x):—Zsen( Ex+£J—l.
5 3

-

c. f(x):—2c05(3x—%j+5.
d. f(x):lsen[x—fj—s.
3 5
e. f(x):72c05(3x+%j+5.
1 T
f. f(x):—4sen(—x——j—6.
4 10
g f(x):—2c05[2x+%)+5.

2

6. Determine el dominio, la imagen y trace la curva de las
funciones de f(t)=Asenw(t—c)+D y

g (t ): Acos W(t -C )+ D, tales que (sugerencia:
multiplique):

h. f(x)=—65en[ lx—%]—l.

a. A=3, w:l y c=£.
3 7
b. A=-2, w=3y c==.
8
c. A:—i, w=£yc:1.
10 5 10

d. A:—i, w=E y c=-".
5 3 8
6 1 V4
e. A=—— w=— ,Cc=——y D=-2
5 10 20
T

f. A=20, w=3, c:7 y D=6.
g. A=-12, w=4, c:% y D=—4.

h. A=9, w=6, c:—% y D=4.

7. Las siguientes curvas corresponden a periodos completos de
funciones senoidales o cosenoidales. Determine la amplitud, la
frecuencia, el periodo, la fase y las funciones de la forma
f(x)=Asen(Bx-C) y g(x)=Acos(Bx—C) que la
representen.

a.
y

b.
A y
N 7/ I\ /
> E\/ﬁt =x
8 8

c. d.

'
(&) o

<§)
§

5

-0.7

z
8 o
e. f.
y
A ylk
4 5
0 /\ Z
E3 T .z 7 X
8 \/g 3 6
-4 5
g h
YA y
4.1

|\"=1
§)
N
©oly /
TNy \\
E)
v
x

-4.1

8. Rescriba la funcién f (t)=—sent en términos de la funcion
f (t)=sen t yun corrimiento de fase.

9. Rescriba la funcién f (t)=—cos t en términos de la funcién
seno y un corrimiento de fase.
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10. Determine una funcién seno que tenga curva asociada
idénticaalacuvade f(t)=cos (t—= ).

11. Determine una funcién coseno que tenga curva asociada
idénticaalacuvade f(t)=sen (3t-2).

12. Determine una funcién coseno que tenga asociada curva
idénticaalacurvade f(t)=—sen (2t—z).

13. Determine una funcioén que tenga asociada idéntica curva a la
curva asociadaa f (t)=cos (4t—7

14. Construya una funcion senoidal (cosenoidal) con las siguientes
caracteristicas.

a. Amplitud A= 2, periodo %ﬁyfase %.
b. Amplitud A =3, periodo 37 y fase %

c. Amplitud A= % periodo 4ry fase %

15. Suponga que la siguiente curva pertenece a una funcion
senoidal o cosenoidal. Sean P, Q y R puntos sobre la curva.

AWAN
VIRV,

a.Si f(t)=3cos2ty P(—%,O),determine QyR.

b. Si f(t):%sen(t—%)y z.0),determine Q y R.

c.Si f(t)=2sen(3t—=)y A(Z,0), determine Q y R.

16. Determine una funcion cuya curva sea igual a la de la funcién
dada.

a f(t)=sen(t-2). d. g(t)=cos(t+z).
b. f(t)=sen(t+z). e g(t)=2c0s(t—=).
c. f(t)=—sen(t-2). f g(t)=—2cos(t+z).

17. Determine la fase ¢ de tal forma que las funciones dadas

sean iguales.

a. f(t)=senty g(t)=—sen(t+¢).
b. f(t)=senty g(t)=sen(-t+¢).
c. f(t)=senty g(t)=cos(t—p).
d. f(t)=senty g(t)=cos(t+¢).
e. f(t)=senty g(t):—cos(t+go)
f. f(t)=senty g(t)=—cos(-t+¢).

18. Determine los ceros, el valor méximo y el valor minimo.
a f(t)=2sen(3t—2),

b. f(t)=—%sen(3t+%).

c. g(t):écos(—stwr)
d. g(t)=4cos(-2t+2)
e. f(t)=2sen3(t-2)+3
f. f(t)=5sent+6.

g. g(t)=4cos(-3t+= )+1

19. La aceleracion “ A" de un objeto sujeto a un resorte esta dada
por la  funcion de regla de  correspondencia
A(t)=-220sen(2t+2 ).

a. Determine, la amplitud, el periodo y la frecuencia.

b. Grafique la aceleracién como funcidn del tiempo.

c. Rescriba la expresion anterior en términos de la funcién
cOSeno .

20. Una onda puede ser modelada por la relacion
S =0.04sen[ 2z(x—80)].

a. Determine, la amplitud, el periodo y la frecuencia.

b. Grafique el desplazamiento S como una funcion del tiempo t .

21. Escriba la ecuacion del movimiento de un péndulo que oscila
con una amplitud de 96 centimetros con un periodo de 2.5
segundos. Haga un esbozo de su gréfica.

22.Si B es pequefia, la relacion y(t )=Bsen wt aproxima la

forma de las olas del océano.
a. Dibuje 4 ciclos para una ola descrita por la relacion

T
t)=sen—t.
y(t)=sen
b. Dibuje 3 ciclos para una ola descrita por la relacién

=0.2sen—t.
y(t) sen_ ot

23. La variacion normal de la temperatura media se aproxima

mediante la funcion T ( t ):55+385en[ ?’zé;(t 100)}

Suponga que T esta en grados °F y que t es el nimero de
dias a partir del primero de enero.

a. Determine, la amplitud, el periodo y la frecuencia.

b. ;Cual es la temperatura media anual para un periodo de 2
afos?

c. Dibuje la grafica de la relacion.

24. El desplazamiento S de cierto resorte se puede describir
como una funcion del tiempo t, de acuerdo con la ecuacion
S(t)=7sen12t.

a. Determine la amplitud, el periodo y la frecuencia.

b. Dibuje la grafica de la relacion.

c. Rescriba la expresion anterior en términos de la funcién
coSeno .

25. La temperatura T de un gas es una funcion del tiempo t y
esta dada por la regla de correspondencia

T(t )=100—50sen2zt .

a. Grafique la relacion de la temperatura T con el tiempo t .

b. Determine la amplitud, el periodo y la frecuencia.
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26. Un faro se encuentra en un arrecife a 100 metros de la costa.
a. Escriba la distancia d aun punto P de la costa como funcién
del angulo X (formado por la perpendicular del faro a la costa y la
transversal del faro al punto P .

b. Si el angulo mide 1.4 radianes, ¢cuanto mide la distancia del
punto a la costa?

c. Si el angulo mide 0.8 radianes, ¢cuanto mide la distancia del
punto a la costa?

27. Determine la funcién trigonométrica correspondiente.

a. La longitud de la altura de un tridngulo equilatero en funcién del
angulo formado por la base y uno de los lados.

b. La altura de un tridngulo isdsceles, de lados iguales de 4
unidades, en funcién del angulo formado por la base y uno de los
lados.

28. La fuerza electromotriz E, en voltios, para cierto circuito de
corriente alterna satisface la ecuacion

E(t)=110sen (807t ), t>0 donde t representa el
tiempo.

a. ;Cual es el valor maximo de E ?

b. ;Cudl es el periodo de E ?

c. Dibuje dos periodos de E .

29.
a. Verifique que el &rea A de un tridngulo isdsceles cuyos lados
iguales miden r unidades y el angulo entre ellos es &, esta dada

por A(6)= %rzsene .

b. s Para qué valores de @ tiene sentido la expresion anterior?

c. Si r=1 dibuje dos periodos de A, ien términos practicos
tiene sentido ésta curva?

30. Suponga que la distancia d (en metros) que un objeto recorre
en un tiempo t (en segundos) se rige por la funcion
d(t)=8sen(5t), t>0.

a. Describa el movimiento del objeto.

b. ¢Cuél es el maximo desplazamiento desde la posicion de
equilibrio?

c. ¢, Cual es el tiempo necesario para cada oscilacion?

d. ;Cual es la frecuencia?

31. Un recténgulo esta inscrito en un semicirculo de radio 1.
a. Muestre que el &rea contenida por el rectdngulo es
A=2senfcos@, donde el angulo & tiene su vértice en el

centro de la semicircunferencia y sus lados tienen extremos en el
vértice y en las esquinas del rectangulo.

b. ;Para qué valores de @ tiene sentido la expresion anterior?

c. Determine el angulo con el que obtiene la mayor area.

d. Determine las dimensiones del rectdngulo mas grande.

32. Un canal para desaguar la precipitacién pluvial se construira
con una hoja de laton de 12 centimetros de ancho. Luego de
marcar una longitud de 4 centimetros a lo largo de la hoja, se
doblaran hacia arriba formando angulos de 6 grados respecto a
la horizontal.

a. Verifique que el area de la abertura como funcion de 6 es
A(6)=16send( cosh+1) si 0°<H<90°.

b. Si el &ngulo & que maximiza el drea A esta dado por la
ecuacion cos26+cosf=0° para 0°<H<90°, resuelva la
ecuacion.

c. ;Cudl es el area maxima de la abertura?

33. El numero de clientes de una tienda varian senoidalmente.
Existen 800 el primero de abril y 900 el primero de octubre.

a. Determine una funcién que describa el comportamiento de los
clientes.

b. Determine una funcién que describa el comportamiento de los
clientes desde el inicio del afio.

34. El desplazamiento x en metros que un objeto recorre en un
tiempo t satisface la relacion x =12sen 7t .
a. Describa el movimiento del cuerpo.

b. ; Cual es el tiempo necesario para cada oscilacion?
c. ;Cudl es la frecuencia?

35. Un objeto se encuentra sujeto a un resorte, el resorte es jalado
hacia abajo hasta que se incrementa su longitud 10 centimetros
desde su posicion de equilibrio y después es liberado. Si el tiempo
que requiere para efectuar una oscilacion es de 4 segundos,
establezca la funcion que describe el movimiento del cuerpo,
desde su posicion de equilibrio, en funcién del tiempo t .

AUTOEVALUACION

1. Trace la gréfica de una funcién periédica que tenga periodo T =2 y amplitud A=1.

2. Una funcién periédica tiene periodo T =3 y amplitud A=2,si f (2 )=1 ;cudleslaimagende f (5 )=1.

3. Establezca los efectos graficos de los pardmetros de la curva asociada a g (t):—4cos (t+g ) respecto a la curva asociada a

g(t)=cos(t).

4. ;La regla de correspondencia de una funcion senoidal con periodo T =3, amplitud A=4 yfase % es?
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5. Trace la curva asociada a f (t)=—2sen (it—7 ).
6. Trace la curva asociada a g(t )= 2cos (-3t+ z )+1.
7. Determine los ceros y los valores extremos de f (t)=2sen (2t+% ).

8. Determine los ceros y los valores extremos de f (t )= 4sen ( t+3 )— 2.

9. Construye la regla de correspondencia de una funcién senoidal con: valores méximos y = 3, valores minimos y = -1, frecuencia dos y

fase Z.
10. Demuestre que la funcion f (t)=2sen ( —4t+37 ) esimpar.

11. Demuestre que la funcion  f (t)= 2cos (—4t+37 ) esimpar.
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[l RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS

ACTMDADESY PROBLEVAS 11

1a.v(r):ws,rzo.b.v(h):%ﬂhs,rzo.
2.a.V(x)=8x% x>0.b. A(x)=22x*, x>0.

c. L(x)=+21x,x>0.

3.2 A(X)=x/9-x?  -3<x<3

b. A(y )=1800y—60y?, -3<y<3.

4.b. A(1)=9001-151%, 0<1<60.

c. A(a)=18001-601?, 0<1<30.

6.b. A(x)=x*,0<x<5.c A(x)=100-x*, 0<x<5.
7.a. A(x)=7x,0<x<1. b A(x)=7-7x, 0<x<1.
8.a. A(x)=8x—senx ), 0<x<2z".

b. A(x)=64-8(x—senx ), 0<x<2z".

9.a. A(

X
)=
x )=20x, 0<x<5.b. A(x)=100-20x, 0<x<5.
( . r>0.

)=

r¥, 0<r<10.
2 2 3
12.a.V (r )=207r +37rH r20,

b.V(h)Z%ﬂ-h3+, h>0.

2
2+(«/25—x2 _16?2 j x>0,

N
S
o
—_~
x

X . —  —
I
_

15.V (x )=x(90-2x J(18-2x ), 0<x<9.
17.a. f(x)=5x, xeIR. f(2)=10.

b. f(x)=3x+2, xeIR. f(2)=8.

c. f(x)=x*+1, xelR. f(2)=9.

d f(x)=4x x>0. f(2)=8.

e. f(h)=10+2h h>0. f(2)=15.

19.2.14. b. u? +u—30. c. u+3. d. 2uh+h*+ 4.

20.a. 2. b. 4x% +2x. c. X* +x%. d. 2-3x+Xx?.
e.a+-/a. f.a’>+2ab+b%®+a+b.

21. Determine el dominio.

a.dom( f )=1IR. b dom(f)=IR.c dom(f)=IR.
d.dom( f )=IR.e dom(f)=[6, +x).
f.dom(f)=[-12, +o0). g dom( f )=(-o0,1].

h. dom ( f )=(- oo,f].

|dom(f):( w, -1)u(-1, +o).
jodom(f)=(-c0,4)u(4,+w).

k.dom( f)=(-c0, -3)u(-3,4)u(4, +o)
Ldom( f)=(-c0,-1)u(1,4)u(4, +)

m. dom( f )=(-c0, -3)u(-3,3)u(3, +x)
n.dom( f)=(-0,-5)u(-5,-1)u(-1, +)
i. dom( f )=1IR.o. dom( f )=(-c0, 2)u(2, +)
p. dom( f )=IR.

qdom(f):( oo,O)u(O,S) (5 +oo)

22.a.Si. b.Si. ¢.Si. d.No. e. Si. f.Si. g.Si. h.No.i.No.

23.2. dom( f )=IR—{0 }.b.dom(g)=1R-{1 |.
c.dom(h)=IR-{-1} d dom(i)=IR-{-1}.
e.dom(k)=IR-{2 }.

24,

a. f(x)=x*+3. dom(f)=IR,img(f)=[3,+).
b.g(x)=—x*+5.dom( f )=1IR, img( f )=( -o0,5]
c.h(x)=x*-2.dom(f)=IR,img(f)=[-2,+»).
di(x)=-x*-1.dom(f )=IR,img(f )=(—o,-1].
e.k(x):%xz.dom(f):IR,img(f):IR.

21.

a. Siempre que X = 0. b. Siempre que X # 2. c. Siempre que X = 3.
d. Siempre que X # 0. e. Siempre que X = 1. f. Siempre que X = —1.

28. A(h)= ‘r
30. A(x):x\/4r —x*,0<x<2r.

31,

h? h>0.29. A(r)=r%r>0.

f(t)=8t,t>0.b f(t)=
f(t)

32. f(H
34. a.Si.

L+t t>0.
C4t-4 t>0.

)=660,0cIR.33. f(6)=180, 6 < IR.
b.No. ¢.Si. d.Si. e. Si. f.Si.

ACTMDADESY PROBLEVAS 1.2

2a.z, f(z)=2"+22% cuatogrado, a, =1y a, =0.
b.w, f(w)=w®—3w*+3w?, sextogrado, a5 =1y a, =0.
c. w, f(m)=32m*-64m®+48m?-1
ag=32ya,=-1.

d z, f(z)=162%+32z+15, segundo grado,
a,=15.

, cuarto grado,

a, =16 y

3.a. X, tercergrado, a; =2y a, =1.
b. X, tercergrado, a; =12y a, =44.
. X, cuartogrado, a; =1y a5 =-2.
d. X, cuarto grado, a; =1y a; =21.
e. t, cuartogrado, ag=1y a, = 3}76 )

f. U, tercergrado, a; =6y a, = %




RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECCIONADOS ||| 177
aa f(f(x))=x*b f(f(f(x)))=x". c. f(x)=(4x® +5x2 +6x+12 )(x-2)+27.
5.a. f (f (x ):x +2x7 +2. d f(x)= (x2 2x+5) 2)-16.
f(f(f(x)))=x®+4x"+8x"+8x2+5. e f(x)=(x=%)x+2)+0.

7.a. Xx=0y x=1.b. x=0.¢c. x=-1y x=1.d. x=0.
8. a. Seintersecan. b. Se intersecan. c. No se intersecan.
d. No se intersecan.

11.a.x=0 f (0)=4.b. x=0 f (0)=10.
¢. x=0 f (0)=12.d. x=0 f (0)=3.
12.a. x=0 p (0)=-2.b. x=0 p (0)=10.
¢. x=0 p(0)=12.d. x=0 p (0)=0.
13.a. Xx=—2y x=3. b. x=-1y x=2.
d x=-3, x=-1y x=6.e. x=-3, x=1
g.x:—3,x:5yx=1.

14.a. p(x )= (xz—x—Z)(x+2)+0.

f(x):(x +Zx+§Xx+6 )+0.

g. (x2+3x—2 ) x+1)+0.

h. f(x):(x3—2x2—9x+8X—x—1)+0.

. f(x):(2x3—x2—8x+4X%x—2)+0.

17.a. 2(x+3) x-1) x-2)=0.

b. X, =—3. 2(x+\/EXx—\/EXx+3)=O

c. x> -14x+13=0, x, =1. (x+@1x“§ﬁkx—l)=o.
d (x+4)x-1)x-2)x-5)=0.

e (x+2)x+2 ) x=1)x-4)=0

-

b. p(x)=(8x2 +17x+24 )( x—2 )+44. 18.a. f (x)=(x+3)x+1)(x-2 )
c. p(x)= (x3 3x% +11x— 40)(x+3)+89. P O0)=(x+2 ) x+1)(x=2)(x-2).
d. p(x):(x“—Sx +4x7 —3x+5)(x+1)—9. f(x)=4(x-2)x-1) (x +x+1).
e. p(x)=(x*—3x? +13x—66 )( x+4 )+ 260 19.2. f (x)=6(x-0)x-2)x-3).
f. p(x):( 4x* +3x3 +4x° —6x—6)(x—1)—10. f(x)=(x-0)x-2)x-3).
6. p(x)=(x* —5x2 +12x -7 )(x+2)+10. f(x)=(x-0)x-6)x+6).
h. p(x)=(x* —x® —4x2 ~11x-31 )(x-3)-97 . F(x)=(x+11)x+1)x-10).
i p(x)= (x3+5x +25x+125)( 5)-625 o (X) (X+6)(X_2XX_8)'
) . 20.a. x=-3, x=-1y x=2.b. x=—1%.
ji p(x):(x7+x +x% 4+ x* 3 +x +x+l)(x—1)—8. e Xe1 xelvxed d Xl xe1
K. p(x)=(2x7 - 4x° +8x° ~16x* +32x% —64x? +128x-256 )( x+2 )+54. | _2y3 _Bzé '14_ U
L p(x)=(4x* +8x® +16x2 +32x+64 )( x—2 )64 2. f(x)=5x-3x* ¢ x+4.
m. p(x)=(x®-3x? +13x— 66)(x+4)+260. b f(x)=3x"—x+3.
n. p(x) (4X +4X —3x— 13)( ) 17 . C f(X)=2X4—4X3—6X2+8X+8.
o. p(x)= (x +X +x+1)(x—1)—3. 2. f(x)=5x°-5x°—5x+5.
p. p(x)=(x®—5x? +12x—7 )(x+2 )+10. b f(x)=3x° —§x* —gx+%.
6. p(x)=(x*—3x® —4x? —3x—1)(x-1)-5. c. f(x)=1x*-12x%+ 38 x? —384x + 1924
r. p(x) _(x7+x6+x +x4+x3+x2+x+l)(x+2)+0. 28.a. x=-2, x=1yx=2.
s (X)—(X4—X x _X+1)(X+1) 0 b. f( ) 0 y tiene multiplicidad dos. c. Tercer grado. d. Si.
P B s ) 29. a. x=-5, x=-1, x=1y x=2.b.Cuatro. c. Positivo.
15.a. f(X):(X +2x _SX_G)(X_2)+0' 30.a. X=—4, x=1y x=3.b. Tres. c. Positivo.
b f(x)=(x® —x? =5x+2 )(2x+1)+ 2 3. f(x)=1x*-x*-2x+8.
33. k=8. 34. A=1.

ACTMDADES Y PROBLEVIAS 1.3
1.V(x):127zx2+%7zx3, x>0. b.  Aproximadamente  71.6. V(x):X(QO—X)(180—X),
2V(x)=%7zx* x>0. 0:<x<90.

( . 7.V(x )=300x* - x*, 0<x<300.
3.V =10x( &- > 2

(x) RemH) L EE 8.V(h)=tz(2n2-h?) o.v(h)=r(h-1h?)

4'V(X):20”X X7, x20 11.b. 460 y ocurre cuando t =300 . c. Cuando t ~ 523 .
5.V(x)=64-2x°, 0<x<2. 12.b. t = 28 afios. 13.b. (400 , 320 ).
10.a. u( x )= —0.00135x> +0.0125x? + 412x +12.225
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PROBLEMAS PROPUESTOS 21

V(-2 2R(x)- 25 x>0,
3. (X) 2x+400 x>0 4 A( )=X3*T400,X>0_
5.a.c(x)=204%0 x50, b ¢ x)=240010 x50,
cc(x) 8x+100x+100 x>0,

6ah(r)= 1832’ 0<r<29.b. p(r)=smer,

. p(r )= 20er-as00r

Ta. y(x)=4-1z.b h(x)=x78,

c. ¢(r )=1600+ 2007x .

8. a. h( r ):@—%.
r
b c(r)=1007 4 + 27, | 200./2 20"

9. A(x)=30+4x,2<x.

10.a. dom (f )=
asintota vertical X = =

b. dom(f)=IR, xy=-5, f(0)=1,sinasintotas verticales.

f (O) no existe, asintotas verticales X =0, x=—4 y x=-2.

d. dom(Q)=IR-{-2 2}, Q(0)=-%,
y = 4, asintotas verticales Xx=—-2 y x=2.

e. dom(f)=IR—{-4,2}, x,=0,
horizontal X =1, asintotas verticales X =—4 y X =2.

f. dom(f)=IR-{-5 2}, xu,=0, f(0)=0,
horizontal X =1, asintotas verticales X =-5 y X =2.

- { 0, - % } , ho tiene ceros, f (O) no existe,

c. dom(f)=IR-{-3,3},, =3, f(0)=1, asintotas
verticales X =—3 y X =3.
d dom(f)=IR-{0,-4,-2}, xu=-38Yy Xp=-2,

f. dom(f)=IR-{-3,3}, xu=-3 y Xp=-2
f(0)=—1, asintotas verticales x =33 y x =3.

1. a.dom(Q)=IR—{-2}, xo, =-1, Q(0)=-1, asintota
horizontal y = -2, asintota vertical X = 2.

b. dom(Q)=IR, Xp; =-3y X, =3 , Q(0)=-3, asintota
horizontal y = 2.

c. dom(Q ) R-{-2 4}, xpu=2 y Xp=-1,
Q(O)z % asintota horizontal y = 2, asintota vertical X =-2 y
X=4.

asintota horizontal
f (O ) = 0 asintota

asintota

12. a, dom(f ):IR—{l}, Xop =—1, f(O):l, un hueco si
x=1.
b.dom(r)=I1R-{-1},
x=-1.
c.dom(f)=IR-{3}, f(0)=
d. dom(r):IR—{—Z,l}, un hueco si x:l,f(O):
X =1, asintota vertical X =—2.

e. dom(r)=IR-{1}, un hueco si x=1,f(0)=2 vy
Xog =—2.

f. dom(r)=1R-{0, 1,1}, xp=-1,un hueco si x=1% y

Xo =1, f(O):—l, un hueco si

— 1 unhuecosi x=3.

1
7

x =0, asintota vertical X =1, asintota horizontal y =1.

g. dom(Q)=IR-{-2--14, —2+ /14 |, Xy =—2-32
Y X =-2+32, £(0)=1, asintota vertical x=-2—+/14 y
X==2+ \/74 asintota horizontal y =1.
h.dom(Q)=IR-{1-+2,1+.2 }, £(0)=-3,
vertical X =1— \/E y x=1+ \/E , asintota horizontal y =1,
24.a. dom(s)=IR—{ —d },x, =—d , asintota vertical x = —d,
asintota horizontal y =1.

b. S(X)ZS::Z si c%0. dom(s):IR—{_%}yxoz_%Y

asintota

asintota vertical X = — <, asintota horizontal y = 2.

26. x2+120 y x> +4=0.

29.a. d (2)=O.332 miligramos. b. d (8)=0.0987 miligramos.
c. 1 =0.021 o t = 3.79 miligramos.

X+ 40

x+100 "’

31.a. p (0)=8500 pesos. b. p (5)=8045.454 pesos.

c. 476.19 pesos. d. 23.3 meses. e. 8000 pesos.
32.a. p(0)=300 000 pesos. b. p(1)=200000 pesos.

c. 245454 pesos. d. 1.5017 afios. e. Cero pesos.

33.a. p(x )=6x"+8xy . b. p( x )=6x? +1600

c. p(4)=40%.

34.a. p(1)=53pesos.b. ¢ (x )=2x+1+50 .
¢ (120 )=241.83 pesos.

35.a. P (0 )=11000 habitantes. b. P (10 )~10090 habitantes.
P ( 20 )z10048 habitantes. d. 10000 habitantes.

36.b. 0.021 semanas. ¢. 2.4 semanas. d. 32.72.

30.c(x)= >0.

PROBLEMVAS PROPUESTCS 2.2

3V or(v)=

107

1.a.r(V) N
2.2 A(x)=xy100-x*, 0<x<10. b. V (x )=27r?

4. C(x )=90+/x*+200% +60(100-x ), 0<x<100.

100—r2

5.a. dom(r)=[-7, + ), img (r)=[0, +o ).b.dom(r
c.dom(r)=[-2,+o),img(r)=[0, +).d. dom(r)=[2,

JZV . V20br (V)= 3V V=0

,0<x<10.3. A(h)=2%42 [7h, h>0.

=[ +).
[-3.+e).

=[3, +), img (

r)
+o0 ), img (r )=
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e.dom(r)=[-3, +w),img (r)=(-co, =6].f. dom(r)=(-o0, 2], img(r)=[-6,+x)

g. dom(r )=(=c0, 0], img (r)=[10, +o0 ).h. dom(r)=[1, +e0 ), img (r)=[-6, +o0).

i. dom(r)=[8, +),img (r)=(—-c0, 4].j dom(r)=[-2, +),img(r)=[8, +).

k. dom(r)=[1,+e),img(r)=[2, +o ).l dom(r)=[4, +o), img(r)=(-o, 4]

m. dom (r )=(-w, 2], img (r)=(-o0,8].n dom(r)=[-1, +w ), img(r)=(-c0, -12]

6.a. dom( f )=IR—(3,7),img(f)=[0, +).b.dom( f )=IR-(-6,6), img(f)=[0, +x)

c. dom(f)=IR—(-5,-1),img(f)=[0,+00).d. dom(f )=IR—(-6,4),img(f)=[0, +o0)

e.dom( f)=IR—(-3,4),img(f)=[-2, +e).t. dom(f)=IR—(-3,5),img(f )=[0, +)

g. dom( f )=I1R—(-6,8),img(f)=[0, +o).h dom(f )= |R,img(f)=[\/€,+oo).

i. dom( f )=[-3,3], img(f)=[0,3].i. dom(f)=IR—(1,2) img(f)=[0, +w).

k. dom( f )=[0,2], img(f)=[0,1].1. dom(f)=[-6,-2], img(f)=[0,2]

m. dom ( f )=IR-[-1,3],img (r)=(-o, 0].n. dom( f )=IR-(-2,4),img (f )=[0, +=)

o. dom( f )=[-7,7],img (f)=[0,7].p. dom( f )=[-7,7] img (f)=[0,2].

g. dom( f )=[-4,-2],img(f)=[0,1].r. dom( f )= [3 7], |mg(f):[0,2].

s. dom ( f ):[—*5 @J img (f) [0 1+(J t. dom( f )=1IR, img ( f +o0 ).

7.a. dom( f )=IR, img ( f ):[f +oo),ramadeunahlperbola.b. dom ( f ) |mg(f)=[1 +a0 ), rama de una hipérbola.
c. dom( f )=IR, img( f )=[4, +o0 ), rama de unahipérbola. d. dom ( f )=IR, |mg( )=[3, +o0 ), rama de una hipérbola.

e dom(f) IR, Img( ) ( oo,—561] rama de una hipérbola. f. dom(f) IR, Img(f ):[1 +oo) dos semirrectas.

8. a. No es una funcion. b. No es una funcion. ¢. No es una funcion. d. No es una funcion. e. No es una funcion.

f. dom(f) IR, Img( ) [O +oo) semirrectas perpendiculares, positivas con punto comin (3 0)

g.dom( f)=IR,img(f)=(-,0 ] semirrectas, negativas con punto comn (—2, 0 ). h. Punto en el plano cartesiano.

9.2 f(x)=/-x+2.b. f(x)=/-3x+3 c. f(x)=/-Bx+4.d f(x)=—[x-3.e f(x)=—/3-3x.

10.a. f (x)=1/1-%" b f(x)==/16-%". ¢ f(x)=—/320+4x=x" .d f(x)=1/x*+4x e f(x)=1/X*+4x+2.
M f(x)=+/1+x% . b f(x)=/4+x" e f(x)==/16+%x* .d f(x)=/9+x* +2. e f(x)=—9+Xx* +2.
12.a. h(x):\ 100-x? , 0<x<10.h. X=\/ﬁ metros. 13. a. d(y):\/ 64—y® , 0<y<8.b. /48 metros.c. 12—-/39 metros.
14.a. d (x )=+/ 2x* +4x+4 , x>0 .b. )=+ 2x* +4x+4.16 , x=0 5. 1 (¢ )=/ qo5:Ss507 + €20.b. | 752255~ pesos.

16.a. d (y)=+/y?-8y+25, yelR.b. d(x):\/x2—2x+2, xelR.17.a r(A)=[ 22 A>0. b |22 unidades

CA>0.b. [10 21, ar(A)=/22 A>0,b |10

CA>0.b. [ 22 20.r(A)=

cuadradas. 18.a. r ( A )= 7z+40 440

B.al(A)=./A A>0.b I \| By AZ0.

A 137

PROBLEMVIAS PROPUESTOS 31

5. f(n)=(1), neIN.6.1(n)=(4)", neIN.7.a f(n)=5000(1.01)", neIN b. (10 )~5523.

8 f(n)=(2),neIN.o f(n)=m(L)", neIN.10.a p(x)=650,000(094), xeIN.

1. a. q(t ):20670'208l , € IN . b. Aproximadamente 0.8832 gramos. c. Aproximadamente 3.33 dias.

12. Aproximadamente 33.38 afios. 19.a. f( x )=14".b. f(x )=4-3"+1.c. f(x)=3-3"+3.d. f(x):—9-(%)x+3.
20 f(x)=22" b 1 (x)=3(2 e 1(x)=—2(10 )" o (x)=2(9 )"

2.a f(x)=h(x)=g(x).b f(x)=h(x)= (x) 22a f(x)=h(x)=g(x).b. f(x)=h(x)=g(x).

B.a f(x)=2(37)b. g(x)=2(2% ).c.h(x)=-3(4).d m(x)=2(3" ).e.n(x)=3(2).

2.2 Xx=1.b Xx=-6.c. X=-2,X=2.d. X=-1, X=4.e. X=-2—-/T, X=-2++/T .f. x=2.g. Xx=-2, Xx=2.h. x=3.

i Xx=3.
25.a. decaimiento, f (0 )=3, k =—1.b. crecimiento, g (0 )=1, k =1.c. decaimiento, h(0)=5, k=-2.
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d. decaimiento, a (0 )=4, k=—4. e. crecimiento, g (0 )=1, k =2. f. decaimiento, f (0)=3, k=-

)=4 0
g. crecimiento, m (0 )=6, k =1.h. crecimiento, f (0)=2, k =1.

26.a f(x)=3(5 )b f(x)=3(3"2).c f(x)= d?“)d.f(x):%(Z%X)
27.a f(x ) 3(1.03 )b f(x ) 7(2.15 e f(x)=10(0.88 ) .d. f(x)=7(092 ) e f(x)=2(1.22)".
f. f(x)=25(1.025 )"

28.a. p ( 0 ): 50. b. Aproximadamente 74.6 millones.

30. Aproximadamente 73.485 millones. 31. Aproximadamente 5.242 millones. 32. a. Aproximadamente 1039, 1800 y 5400 .

33. Aproximadamente 10555 millones. b. Aproximadamente 17663 millones.

34. a. Aproximadamente 50 miligramos. b. Aproximadamente 25 miligramos. c. Aproximadamente 5.83 miligramos.

35. a. Aproximadamente el 39.69 %. b. Aproximadamente el 25 %.

37.a. $ 257400 . b. Aproximadamente $134 364.41. c. Aproximadamente $59 618.20 . d. Aproximadamente $ 39 712.40 .

e. Aproximadamente $ 22 484.98 .

38. a. Aproximadamente $ 84.18 . b. Aproximadamente $11.54 . c. Aproximadamente $ 48.53 . d. Aproximadamente $89107.50.
e. Aproximadamente $ 105 65.73.

W=

PROBLEVIAS PROPUESTOS 32

1.2 x=log,y. b. X=10g 5,3}y -¢. 3x+2=l0g(, 5)y .d.x+5=log .,y .e. x+2=|og(xz+l)(x+l).f.

ax+2=log(y ) (2x+7).2.2. y=6%.b. y=4¥7 c. y=(x-4 )7 .d. y=(x-4 )2

5.0 71 (x)=3x+4, dom( f*)=IR, img(f")=1R. b t*(x)=x-9, dom(f)=IR, img(f")=IR.

c. F71(x)=(x-7), dom(f’1 ):IR img(f’1 ):IR.d. f’l(x):‘i/m,dom(f’l ):IR,img(f’1 ):IR.

e f1(x)=/x=6, dom(ft)=[6,+) img(ft)=IR. f FE(x)=y/x+1, dom(f)=[-1,+w),

6. a. f(x)=3"-2. b f(x)=4"+3. ¢ fr(x)=2"%41. d fH(x)=73 e f(x)=4"%43.

7. a. 10¥ =10000. b. 5% =625.c. 3’ =2187.d. 2Y =1024.e. 2¥ =L .f. 4 =4096.¢. 10" = 1~ h.5Y =L i 3/ = L. |

y-_1
4" =55

8.a. 109,,10000=4.b. log;625=4.c. log;2187 =7 .d. log,1024 =10 .e. log, 4096 =6.1. 109, 155 =—3.9. 1095 2= =—4.

h. log; 5= =-5.

9.a. log;625=4.b. log,64=3.c. log,;0.001=-3.4d. log;,1=0. e. log,64=6.f. log,;0.1=~1.9. log,z=x.h. log,u=w.
15. a. log, 10x =log; 10+log, X . b. logg 3x=log, 3+logg X.c. logg & =logg 8—logg x.d. logs ¢ =logs 3+logs x—log, 4

e. log,x™ =—4log,x . f. log, | x*y® )=4log, x+6log, y . g. log;, | x 2y~ =—2log12 x—3log;, V.
3 3 7
4

3
X . X
h. IongF=—4loglgx—2loglgy. i. log, y—zz%(?)Iogzx—Zlogzy 1 Iog4 /, =1log,x—tlogsy.
Y

_ x? X \/7 _ -6 I adyd _
16. . f(x)floglzm.b. f(x)flogm.c. f(x)= Iog6 f(x)=In36x".e f(x)=Ine*x* £ f(x)=Inex.

N
. f =1 —
g (X) 09216

64 21x2

17.a. f(x)=log;10.b. g( x )=logs Z x .c. h(x):logBXT. d. a(x)=logg

.e.b(x):log4%

10 1
f, c(x):3logm(a3b3x9 ).g. d(x)=In %.h. e(x)=In x=.
X

18.a.f (x)=%log, x.b. f(x)=2log, x.c. f(x)=1logsx .d f(x)=t;logsx.e f(x)= |oge|°91
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f. f(x)=6log,x—6.g. f(x)= 2I}14Inx+1 h f(x)=6-p2glogs x.i. f(x)=1+8l0g,x.j. f(x)=5+2Inx.

19.2. F(x )=22 b. f(x =350 ) 2.6 f(x)=8(22)-2(2% ). a f(x)=(2 )" (x-2)-
2.8 f(x)=e™) b f(x)=3eM)X_2 ¢ f(x)=8(elm) )-g(e(M)) g f(x)=eM®)(x-2),
e. f(x)=e" £ f(x)=el )'”X 2 g f(x)=el@Bnx pof(x)=enx
26.a.x:9.b.x=27.c.x:—.d.x:13.e.x:iﬁ.f.x:%.

a x=2L b x=+38 ¢ x-5 d x=5.e x=18f x=9.¢. x=9.h x=7.
2.2 x=0.b x=-3, x=1.c.x=2.d x=4. e x=%.f x=2 hx=.In{ 3 ). ix= |4
"z

2.2 x=1.b x=4.c. x=5.d x=3. e x=1.f. x=2.9. x=2. h x=-5_i. x=3, x=1.j. x=1+./5.

30.2. x=log,( 22 ). b. x=e** 113 c. x=1
5

=-3.9g x=-4.h x=1}.

31.a.i. 7.94328x10" J . ii. 2.51189% 10" J . jii. 2.51189x1016 J . iv. 2.51189x10' J . b. 31622.82153.

32. a. 139.0309 . b. 139.5424 . c. 140. d. 140.7918 .
33. y=-5.0959. 34. W =8.8997.59J . 35. p=3. 36. c=41.50111. 37.a. t =17.8966 afios. b. t =9.902 afios.c. t =5.776 afios.

38.a. t =7.213 horas. b. t =3.106 horas. 39. t =6.7723 horas. 40. t =1.54 horas. 43. a. Aproximadamente 7720 moscas. b. Aproximadamente
1082 habitantes. 44, n =10.24476835. 45. t (T )=—1In (LT ), T<75.

46. a. Aproximadamente el 63.18 %. b. Aproximadamente el 72.94 %. c. Aproximadamente 18.70 meses. d. Aproximadamente 1.26 meses.

47.a. 66.508 %.b. 78.63 %.c. 12.274 meses. d. 2.184 meses.

48.a. 6.895.b. 5.478 .c. 1.26x10%* ergios. d. ergios.
49. a. 90.229 miles de millones de personas. b. 96.296 afios después.

PROBLEMAS PROPUESTCS 41

1.a.Las 12 horas. b. Las 6 horas c.Las 9 horas. 2}1 a.
d' 20
0
ol 4 8 2 <
% 15 b.d, (t)=10t si 0<t<2y
d, (t)=-10t+20 si 2<t<4, periodo T =4.

3. 4.
a. a. d=32007 centimetros. b. d =258 centimetros. ¢. d =14674 7 centimetros. d.

V= % 7 centimetros clbicos. e. V =129.6 7z centimetros clbicos.

.o . ly N y
[ 167 107
ol 2 4 6 8 ot
b.1,(t)=0si 0<t<2y
I, (t)=3si 2<t<4,periodo T =4.
ol 24 48 72 o > ol 24 48 72 o >

\/\
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7.aT=3, A=3.b.T=% A=2c¢T=3 A= dT=2 A=leT=2 A=3eT=%, A=1.
8.a. #=0.08726".b. =0.4014". c. §=1.7104". d. H=2.8274" . e. §=3.3335". f. 6=10.1752" .g9. 6 =15.4112".
h. 6=-3316".i. 9=-15184".j. 0 =-8.7790°. 9. a.  =17.1887°. b. € =93.9650°. c. 6 =334.0343° .d. 9 = 4.1253°.
e. 0 =475554° f. §=-131.78029 .9. 0 =-91673.10.a. | =27 . b. | =47z .c |=37z.d | =27
11. a. r =72 unidades lineales. b. A= 1944 unidades cuadradas. 12. L =10 metros. 13. a. 27 unidades. b. 1207z metros.
14.a. A= 277 unidades cuadradas. b. A =7 unidades cuadradas. ¢. A= 27 unidades cuadradas. d. A = 9071 unidades cuadradas.
15.a. A= 7r unidades cuadradas. b. A= 7r unidades cuadradas. ¢. A =67 unidades cuadradas. d. A = 1257; unidades cuadradas.
16.a.V = 7z unidades cubicas. b. V = 327z unidades cubicas. ¢. V = 7z unidades cubicas. d. V = &z unidades cibicas.
17.a. 25°i n360°. b. —43°+n360°. c. 112°+n360°. d. —143°in360° e. 210°£n360°.f. —198°+n360°. g. —313°+n360°.
18. Determine el angulo de referencia comprendido entre 0° y 360° coterminal a:
a. 0=6°.b. 6=52°.¢c. 9=-309°.d. 9=80°.e. 0 =20°.f. &=50°.
PROBLEVIAS PROPUESTOS 4.2
1.a. dom( f )=IR, img( f )=[-3,3] A=3, T=xy|B|=
b.dom( f )=IR, img( f )=[-2,2] A=2,T= Z”y\B\:
c.dom(f)=IR,img(f)=[-4,4] A=4,T=2y|B|=3.
d. dom( f )=IR, img( f )=[-2,2], A=2,T= 47[”8‘-7
e.dom( f )=IR,img(f)=[-1,1], A=1, T=8zy|B|=1.
f.dom(f )=IR,img(f)=[-6,6], A=6,T=57y|B|=5.
g. dom( f )=IR,img( f )=[-1,1], A=1, T=8zy|B|=1.
h.f(t)=rcos6t. dom( f)=IR,img(f)=[-7z, 7] A=z, T=2y|B|=6.
2.a.dom(f)=IR,img(f)=[-1, 1] A=1 T=2z |B|=2Y fase=7x.
b. dom( f )=IR, img( f )=[-1,1], A=1,T=67,|B|=1y fase=—37.
c.dom( f )=IR,img( f)=[-2,2] A=2,T=7,|B|=2y fase=1~x
d.dom( f)=IR,img( f)=[-2,2] A=2,T=67,|B|=ly fase=-1z.
e.dom( f )=IR,img(f)=[-3,3] A=3,T=x,|B|=2y fase=-1z.
f.dom(f)=IR,img(f)=[-%,6 4] A=L T=x, |B|=2y fase=1Lx.
g. dom( f )=1IR,img( f )=[-1, 1], A:%,T:%ﬂ, |B|=4y fase=Lx.
h. dom( f )=IR, img( f )=[-2,2], A=2,T=27,|B|=3y fase=1z.
i.dom(f)=IR,img(f)=[-1,1] A=% T=8z,|B|=Ly fase=2r.
jdom(f)=IR,img(f)=[-2,2] A=2,T=z, [B|=2y fase=-3x.
k.dom( f )=IR,img( f)=[-7,7], A=7,T=37,|B|=2y fase=1zr.
Ldom( f)=IR,img(f)=[-1 L] A=L T=16r,|B|=1y fase=4z
:. dom(f)=IR,img(f)=[%, 3] A=L T=2z, |B|=1y fase=1z.
b. dom( f )=IR, img( f )=[-3, -1], A=2, T=107, |B|=Ly fase=5z
c.dom( f )=IR,img( f)=[3,7] A=2,T=27 |B|=3y fase=1 7.
d. dom( f )=IR, img(f)=[-2, -2] A=L T=2z, |B|=1y fase=1x.
e.dom( f)=IR,img(f)=[3,7] A=2,T=27,|B|=3y fase=L7.
g. dom( f )=IR, img( f )=[-10,-2], A=4,T=87,|B|=1y fase=2z.
h. dom( f )=1IR,img( f)=[3,7] A=2,T=7x,|B|=2y fase=-1L~x.
i dom( f)=IR,img( f)=[-7,-5], A=6,T=47,|B|=1y fase=2r.
7.a. g(x)=5cos 1 x.b. g(x)=0.7cos4x.c. f(x)=24sen(2x+= ).d. f(x)=3sen(2x+Z ).e. f(x)=4sen(Ex—2).
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f. f(x)=55en(x+%),g, f(
14. a. f(t)=25en(%t—%)y
e. f(t)=4sen (3t-7)y of :

15.2.Q(0,3)y R(27,0).b. Q(23,2)yR(%2,0).c.Q(z,2)yR(%,0).

16.a. g(t)=cos (t-2 ).b. g(t)=cos(t).c. g(t)=—cos(t).d f(t)=cos(t-=). e f(t)=2cos(t-3).

f. f(t):—ZCOS(t—%) 1. a p=r.b. p=r.c.p=% .d p=7.e p=-7 1 p=7.

x)=41sen(Zx+2 ). h f(x)=2sen(2x+2).8 f(t)=sen (t—z).9. f(t)=sen (t-=).
) 5 n(5t-5

)y o(t)=05 (31-5).

18. a. Ceros cuando t =7+ % nz , valor maximo y =2 cuando t =4+ 2nz , valor minimo y =2 cuando t=1Z+2nz .
b. Ceros cuando t = %i %n;r valor méximo y = % cuando t= Ti %nﬂ , valor minimo y =—2 cuando t— i nrz.
c.Ceros cuando t =7+ %( 2n+1 ) valor méaximo y = £ cuando t=%% %nn valor minimo y = — 5 cuando t = Tﬂi %nﬁ
d. Ceros cuando t = %( tn+1 ) valor maximo y =4 cuando t =—7%+ 2nz, valor minimo y = —4 cuando t = Tﬂ tnr.

e. Ceros cuando t = 2+ 22 valormaximo y =5 cuando t = 35+ Znz , valor minimo y =1 cuando t=3Z+2nz.

f. No tiene ceros, valor maximo y =11 cuando t = 7-+ 2n , valor minimo y =1 cuando t = 3—”+ 2nrx .

g. Ceros cuando t = &+ (2n+1)— valor maximo y =5 si t = Z +20% valorminimo y =-3 si t=7%+ (2n+1)§
19.0.|A[=220, B=2, T=x.c Alt ):—2203en(2t—7) 2. a|A \:oo4 B=27, T=1.21. S(t)=96sen( 0.8zt ).
2. |A[=38,B=25, T=365.b. T=74°F . 4. 2| A |=7,B=12, T=2 .. f(t)=Tcos(12t+%).

25.b.| A |=50, B=27y T=1.26.a d(x" )=100tg (x" ).b. 100tg (14" ).c. 100tg (0.8" ). 28.2. E, , =110.b. T = 2

30.b. A=8.c.T=2.d B=5.
.}
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