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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO
ESCUELA NACIONAL COLEGIO DE CIENCIAS
Y HUMANIDADES
PLANTEL ORIENTE

= QRIENTE

|. INTRODUCCION.

El presente “Cuaderno de Trabajo Para la Asignatura de Mateméticas IV” de la
Escuela Nacional Colegio de Ciencias y Humanidades, se elabor6 considerando los
Programas de Estudio del Area de Matematicas |-V, 2016. De acuerdo con los
contenidos y enfoque de la asignatura, con el propdsito de apoyar al profesor en el
desarrollo de la asignatura. Las unidades que se trabajan en este curso apuntan a
la consolidacion e integracién de conceptos y procedimientos de los ejes tematicos
abordados en los cursos anteriores, tanto en el manejo de expresiones algebraicas
y del plano cartesiano, como en el estudio de relaciones numéricas entre objetos
matematicos. El Cuaderno de Trabajo busca profundizar y ampliar el concepto de
funcion; identificar sus elementos; incorporar la notacion funcional; analizar
cualitativamente las relaciones entre los parametros de la representacion
algebraica, numérica, gréfica y la forma de variacion de la funcion en cuestion;
explorar simetrias y transformaciones en el plano e introducir la nocion de funcion
inversa, fomentando asi, la reversibilidad del pensar, esto es, la inversion de una
secuencia de operaciones o de un proceso del pensamiento.

Este semestre constituye un momento de sintesis y culminacion, tanto en lo
teméatico como en lo metodolégico de las materias del tronco comun del Colegio; a
la vez prepara el inicio de otra etapa, en donde el concepto de funcion jugara un

papel importante en el estudio del calculo, la estadistica y otras disciplinas.

De manera mas amplia este “Cuaderno de Trabajo” esta formado por estrategias
didacticas, correspondientes al estudio de las funciones mismas que permiten, por
un lado, avanzar en el concepto de funcion al introducir nuevos tipos de variacion,

y, por otro, las funciones se expresan y aprenden a traveés de los registros de



representacion: algebraico, numeérico (tabla) y gréfico. Manipular las
representaciones de una funcion es la llave de entrada a su conocimiento.

Las experiencias de aprendizaje apoyadas con las TIC brindan al alumno,
experiencias completamente diferentes a lo que han sido las "clases" de la
ensefianza tradicional, son la realizacion de nuestra unidad y estrategias didacticas,
es decir, son nuestros espacios de aprendizaje. En ellas ha lugar para la interaccion
entre estudiantes, el profesor y las tecnologias informaticas contemporaneas, por lo
que son el lugar propicio para la construccion de conocimiento matematico
conjugando el analisis, la sintesis, la modelacién, la representacion, etcétera, asi

como la evaluacion del conocimiento construido por todos los participantes.

Los distintos aprendizajes estan sefialados en cada una de las unidades del
programa de estudio, de manera que el profesor puede aplicarlas de acuerdo a las
necesidades del grupo, ya que las estrategias y/o secuencias didacticas deben ser
trabajadas en equipo por parte de los alumnos, esto permite que el profesor revise
el trabajo colectivo y les vaya indicando los errores que se van cometiendo para su
correccién por parte de los alumnos, y esta apoyada por el software GeoGebra,
gue ofrece al estudiante ambientes de trabajo que estimulan la reflexiéon y lo
convierten en un ser activo y responsable de su propio aprendizaje, ademas provee
un espacio problematico comdn al maestro y al estudiante para construir
significados, elimina la carga de los algoritmos rutinarios para concentrarse en la
conceptualizacién y la resolucion de problemas, da un soporte basado en la
retroalimentacion y reduce el miedo del estudiante a expresar algo erréneo y, por lo

tanto, se aventura mas a explorar sus ideas.

Como todo producto de trabajo colegiado, sabemos que este “Cuaderno de Trabajo”
esta sujeto a la discusion y replica de los docentes del Area de Matematicas, pues
no hay otra forma de medir su contribucion. Los autores asumimos como benéficas
la retroalimentacion, criticas y comentarios con fundamentos académicos que

puedan desprenderse de este recurso didactico.



ll. PRESENTACION.

La ensefianza de las mateméticas es una actividad sumamente compleja. A través
de la historia el hombre ha experimentado diversos métodos y procedimientos con
el proposito de lograr en forma efectiva tanto su ensefianza como su aprendizaje,
sin obtener hasta el momento los resultados buscados. Por esta razon, introducir o
investigar la historia de las matematicas en la clase de Matematicas IV, pareciera
ser una opcion mas para que profesores y alumnos valoren y asimilen la evolucion
e importancia que las matematicas han tenido a lo largo de la historia. Me parece
pues que la historia de las matematicas resulta un instrumento utilisimo en el
ejercicio docente pues amplia la concepcion que de estas usualmente tiene el
alumno. Mas aun, de acuerdo con la anterior puedo decir que el profesor puede
integrar diferentes pasajes historicos de matematicos no sélo en cuanto a los
aportes logrados sino, también, mostrar el lado humano de ellos para hacer notar a
los estudiantes que al igual que ellos los grandes matematicos también encontraron

dificultades para poder establecer algin aporte mas a esta ciencia.

Este material® resulta un instrumento de aprendizaje invaluable, pues en él se
organizan los tres tipos de contenidos por aprender, destacandose el desarrollo de
habilidades mateméticas, destrezas procedimentales, asi como la motivacion del
estudiante. Cabe sefalar que las actividades de trabajo muestran un orden légico
en las acciones de una estrategia didactica; mas aun, promueven el desarrollo de
conocimientos propios de la disciplina que se aplican (empleando los conocimientos
adquiridos anteriormente) en diversos contextos, favorecen el logro del propdésito
planteado (para la estrategia y, en general, para la unidad didactica) y, por ultimo,
su evaluacién ofrece elementos para determinar el nivel de desarrollo de los
estudiantes.

A lo largo del desarrollo de las diferentes actividades de trabajo de cada unidad
didactica, se fue realizando la adecuacion y pertinencia de las construcciones

conceptuales de los alumnos a través de diferentes “evaluadores?” con la finalidad

! Cuaderno de Trabajo para la asignatura de Matematicas IV.
2 Usando los materiales de apoyo y autoevaluacién.



de confrontar a cada estudiante con sus nuevas adquisiciones y ello le permitira ir
diferenciando aquellas interpretaciones no matematicas de las que si lo son para
que, en Uultima instancia, reconcilie las interpretaciones matematicas con las
restantes de manera que las nuevos conocimientos queden integrados en su acervo
linguistico de manera permanente y estable. Estos “evaluadores” deben tener
siempre presente el trabajo cotidiano que desarrollan los alumnos a través de las
secuencias didacticas.

En particular, la evaluacion que llevamos a cabo en esta propuesta la tratamos de
sustentar mas en el esfuerzo, trabajo, participacién y actitud (disposicién para
aprender) de cada estudiante, que en las “respuestas rapidas y/o correctas” de “los
estudiantes brillantes”. El aprendizaje es todo un proceso del que no se puede
soslayar lo anterior, antes, al contrario, habria que estimular a los estudiantes en la

cultura del esfuerzo.
[1l. INDICACIONES PARA SU USO.

El “Cuaderno de trabajo para la asignatura de Matematicas IV” responde a la
estructura del Programa indicativo de la misma. Para cada una de las Unidades se
presenta una Estrategia Didactica para uno o mas aprendizajes. Cada estrategia
cuenta con diferentes actividades mismas que contienen codigos QR para llegar a
un sitio concreto de una pagina web o URL. Estos codigos contienen un video de
YouTube relativo a la actividad para que puedas verlo las veces que consideres
necesario y puedas completar la parte de la actividad que se te pide. Los profesores
pueden adecuar estas estrategias de acuerdo con su experiencia asi como a las
caracteristicas de sus grupos, ya que la flexibilidad de los diferentes instrumentos
que se proponen en el “Cuaderno de Trabajo” se caracterizan por su flexibilidad en
Su uso y aplicacioén para orientar y mejorar el aprendizaje del alumno. Los materiales
diversos de apoyo seran un punto muy importante para consolidar los aprendizajes.
La autoevaluacion de cada unidad permite medir de alguna forma los aprendizajes
de los alumnos con la finalidad de realizar las adecuaciones necesarias en cada
unidad del curso en cuestién, mismas que se iran haciendo conforme al trabajo

cotidiano.



IV. USO DE ESTRATEGIAS Y/O SECUENCIAS DIDACTICAS.

En general, las estrategias y/o secuencias didacticas que se disefiaran para este

“Cuaderno de Trabajo para la Asignatura de Matematicas IV”, tienen como fin en

menor 0 mayor medida que los alumnos alcancen los aprendizajes propuestos para

cada unidad didactica, por las siguientes consideraciones:

Inciden en la estructura cognitiva® del aprendiz ya que a partir de los conceptos
base con los que cuenta el alumno, las ideas nuevas puedan ser relacionadas o
ligadas. Por esto, Ausubel argumenta que el factor individual mas importante
gue influye en el aprendizaje es lo que el estudiante ya sabe. De ahi que, cada
secuencia didactica debe tener en cuenta los conocimientos previos,

concepciones y motivaciones de los alumnos.
Se crean con estas un entorno adecuado para el aprendizaje y la ensefanza.

Cada secuencia y/o estrategia deberd plantear situaciones en las que los
alumnos identifiquen y reconozcan sus ideas, a partir de una reflexion individual
y del contraste o diferenciacion con las del profesor, de otros compafieros o de

la informacién documental.

Favorecen aquellos procesos que ayudan a los alumnos a ser responsables de
su propio aprendizaje. (Esto tiene lugar cuando los estudiantes construyen sus

propios conocimientos).

Utilizan hechos, fen6menos y situaciones proximas al contexto de los

estudiantes, ya que para aprender algo, los alumnos necesitan ver su utilidad.

Para cada secuencia y/o estrategia didactica se debera disponer de un amplio
abanico de actividades y recursos para ser utilizados segun los diferentes estilos
de aprendizaje de los estudiantes, asi como la diversidad de situaciones en las

gue se desarrolla, evitando con ello la improvisacion.

3 Hablar de la estructura cognitiva es referirse a la posibilidad de recibir, asimilar, asociar, almacenar y abstraer
informacién, ademas de darle significado. Pero estas habilidades pudieran no ser sélo producto de la biologia humana,
sino el resultado de la constante interaccidn de un individuo con su entorno préximo.

9



Todas las situaciones de aprendizaje, es decir, los trabajos practicos, la
resolucion de problemas, la utilizacién del conocimiento en la vida cotidiana,
etcétera., deben ser contempladas en el disefio y realizacién de una secuencia
didactica como actividades coadyuvantes para que el aprendizaje sea
significativo.

Dan lugar a una ensefianza intencionada y dirigida de los conocimientos
implicados, es decir, el sentido de los conocimientos por ensefiar debe ser
pertinente al estudiante y a los contenidos, tratando de que esto de lugar a que
los descubra o aprenda de manera significativa.

Favorecen el desarrollo personal, el debate, la cooperacién, el rigor, la
honestidad, la creatividad, la critica razonada, los planteamientos no dogmaticos

y la satisfaccién por aprender.

El uso de estas estrategias y/o secuencias didacticas, deberan tener siempre

presente el trabajo cotidiano que los estudiantes realizan en ambientes

presenciales, no presenciales e hibridos.

10



Unidad 1. Funciones
Polinomiales.

MATEMATICAS IV

CUADERNO DE TRABA]JO.




Matematicas IV . ] ]
Unidad 1 Funciones Polinomiales.

Propdsitos de la unidad.

Al finalizar, el alumno:

Habrd avanzado en el estudio de las funciones al introducir la notacion funcional y
la nocidn de dominio y rango. Relacionando la expresion algebraica de una funcion
polinomial con su gréfica y analizard su comportamiento. Con base en la resolucién
de problemas y en contexto, usarda las graficas, tablas, expresiéon matematica para
explicar los procesos involucrados. Tiempo: 25 horas.

1. Presentacion de la unidad 1.

En la unidad 1 trabajaremos con Funciones Polinomiales, en la vida cotidiana son
muchas la relaciones que existen entre diversos conjuntos. Por ejemplo:

A cada automoévil le corresponde una matricula.
A cada estudiante de la UNAM le corresponde un nimero de cuenta.
A cada persona le corresponde una clave CURP.

En la ciencia es muy importante establecer la relacibn que existe diversos
fendmenos, ya que a través de esta relacion se pueden hacer predicciones. Un
ingeniero puede predecir la corriente que circula por un circuito eléctrico, un biélogo
puede predecir el nUmero de bacterias de una colonia. Las relaciones llamadas
funciones son uno de los conceptos mas importantes en las matematicas, de aqui
la importancia del estudio de las funciones.

Esta unidad se desarrolla a través de estrategias didacticas?, Su disefio es una de
las principales tareas del profesor contemporaneo, independientemente de la
interpretacion que del aprendizaje tenga. Con el propdsito de posibilitar un mejor
aprendizaje, o sea, un aprendizaje que fuese adquiriendo un significado propio en
los procesos practicos cercanos a los estudiantes, con vistas a alcanzar los
objetivos actitudinales, conceptuales y procedimentales del area de matematicas
del CCH vy, especificamente, aquellos que atafien a esta unidad tematica.

Mas aun, nuestra propuesta agrega la computadora como uno de sus recursos
esenciales, dado que con los medios de representacién que ofrece, el estudiante
tiene la posibilidad de construir y reconstruir el conocimiento matematico "viendo" y
"manipulando”, literalmente, sus construcciones, las de sus comparieros, asi como
la de los matematicos que lo han ido estableciendo en la historia de las
matematicas. El desarrollo de la unidad se lleva a cabo con 4 estrategias didacticas
e incluye: materiales de apoyo diversos, una autoevaluacién y las fuentes
consultadas en su elaboracion.

2. Actividades de aprendizaje.

1 Cf. Paginas 9 y 10.
11



Matematicas 1V
Unidad 1

Funciones Polinomiales.

Estas se llevaran a cabo tomando como base los aprendizajes de la unidad 1, a
través de estrategias didacticas, utilizando diversas actividades y recursos mismas
que incluyen los aprendizajes, cdédigos QR, actividades diversas y el uso de
GeoGebra, con el fin de alcanzar los propdésitos de esta unidad.

3. Puesta en escena de la unidad 1. Funciones polinomiales.

Las estrategias didacticas que se presenta a continuacion han sido disefiadas para
que los estudiantes logren un aprendizaje significativo de los contenidos
actitudinales, conceptuales y procedimentales de la Unidad Tematica 1, del curso
de Matematicas IV, con vistas a lograr los aprendizajes de esta. Esta unidad
didactica se ha estructurado conforme a las siguientes estrategias didacticas.

Estrategia didactica 1. Nocién de funcién. (Inicio).
Aprendizajes:

1. Explora diferentes relaciones, reconociendo las condiciones necesarias para
determinar si una relacion es funcion, la simboliza y distingue el dominio y el
rango.

2. Comprende el significado de la notacion funcional, la utiliza para representar
y evaluar funciones polinomiales. Usa la notacion de intervalos para
representar dominio y rango de una funcion.

Para el alumno: Actividad de exploracion para anclar conocimientos previos.

. "E Actividad 1. (Extraclase): Visita los dos
3 coédigos QR, para conocer acerca de las

r relaciones y funciones. A partir de lo leido y
de la informacion extraida en los links o
cédigos QR, realiza la actividad que se

[=]

T . ., R-2. Qué es
QR-l.fDef!r,umon de presenta a continuacion. Q func?én
uncion. .

Actividad 2. Relaciones y Funciones.

Junto con tus compafieros (trabajo grupal) revisa los siguientes puntos acerca de
su dependencia y decide si se trata de una relacion de acuerdo con la definicion que
esta escrita debajo de los puntos sefialados.

1. La distancia recorrida con un vehiculo con su velocidad.
2. El peso que debe tener una persona respecto a su altura.

3. El consumo de la energia respecto a lo que se paga en el recibo.

12



Matematicas IV . ] .
Unidad 1 Funciones Polinomiales.

4. Lo que te cobra un taxi respecto a la distancia que recorres.
Una relaciéon es una regla de correspondencia que asocia a elementos de un

conjunto de partida (dominio) a uno o mas elementos de un conjunto de
llegada (Contradominio).

5. ¢A qué conclusion llegaste junto con tus compafieros?

Podemos obtener el Dominio y el contradominio de los anteriores ejemplos ,
empecemos con la relacion entre la Altura y el Peso de un ser humano.

Altura Tiene como peso |deaI:‘ Peso

Dominio Contradominio

El conjunto de partida Altura es el Dominio de la relacion, el conjunto de llegada
Peso se llama Contradominio.

6. De manera grupal menciona de los demas ejemplos que revisaste cual es el
domino y cual el rango.

13



Matematicas IV . ] .
Unidad 1 Funciones Polinomiales.

Hay un caso especial de las relaciones que tiene mucha importancia que vamos a
estudiar a continuacion y durante todo el semestre.

Una funcion es una relacion entre dos conjuntos donde a cada valor del
dominio (variable independiente) le corresponde uno y solo uno del rango
(variable dependiente).

Veamos el siguiente ejemplo:

Pertenecen a
ciudades

Calles

7. ¢Se tratara de una funcion? Argumenta tu respuesta.

8. ¢Cual es su Dominio y cudl es su rango?

Ahora considera el siguiente esquema:

14



Matematicas IV . ] ]
Unidad 1 Funciones Polinomiales.

pertenecen a

—

Paises Continentes

Africa

9. ¢Se tratard de una funcion? Argumenta tu respuesta.

10. ¢ Cuél es su Dominio y cual es su rango?

A partir del anterior ejemplo tenemos otro concepto mas: rango o imagen de la
funcion; el contradominio del anterior ejemplo son todos los continentes, pero el
conjunto imagen o rango de esa funcién solo tiene dos elementos que son América
y Europa.

Recordemos la definicion de funcion:
Una funcion es una relacion entre dos conjuntos donde a cada valor del
dominio (variable independiente) le corresponde uno y solo uno del rango

(variable dependiente).

El dominio siempre se relaciona con la variable independiente y el rango con la
variable dependiente, por lo regular recordaras que para la variable independiente

15



Matematicas IV . ] ]
Unidad 1 Funciones Polinomiales.

utilizamos la literal "x" y para la variable dependiente” y “, pero no es forzoso utilizar
esas literales.

Por lo que podemos concluir:

Una relacién es una regla de correspondencia que asocia a cada numero real “x"
de un conjunto de partida A € R (Dominio de la relaciébn) con uno o0 mas numeros
reales "y" de un conjunto de llegada B € R (Contradominio).

Recuerda de matematicas 1.

R: Conjunto de los nimeros reales
A € R: Apertenece a R.
B € R:B pertenece a R.

Una funcion es una regla de correspondencia que asocia a cada numero real "x"
de un conjunto de partida llamado dominio a uno y solo un anico numero real "f (x)",
conjunto de llegada llamado rango o conjunto imagen.

Denotamos esta correspondencia por f: f:A — B, que se lee “f es una funcion
de AenB”

Si consideramos por ejemplo el precio de una vivienda y su superficie; podemos
afirmar que el precio de la vivienda (y) esta en funcion del nimero de metros

cuadrados (x), otra manera de expresar (simbolizar) esta dependencia funcional
es la siguiente:

f

y = f(x) (regla de correspondencia)
y = f(x): Simbolo para expresar larelacion entre dos cantidades.

11.Revisa junto con tus comparieros el punto cuatro de esta unidad Materiales
diversos de apoyo en el inciso A. Intervalos, comenta en clase.

Ahora trabajemos con gréficas: En este caso utilizando GeoGebra para graficar la
expresion siguiente.

y=x+3
Tenemos lo siguiente:

16



Matematicas 1V
Unidad 1

Funciones Polinomiales.

¢, Se trata de una funcion? Justifica tu respuesta?

Recuerda que hay una manera muy facil de saber si una grafica representa una
funcién o no, pasa una recta vertical y si solo toca un punto que forma parte de la

gréfica, esto nos indica que efectivamente se trata de una funcién.

Ay

4

Si, se trata de una funcion.
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El dominio seran todos los valores

notacion:

gue puede tomar el conjunto Domino en este
caso x, dado los intervalos estudiados anteriormente utilizaremos la siguiente

Dy
Df = (—OO’ OO)

y para el rango son todos los valores de llegada, tenemos

Ry

Rf = (—OO, OO)

Podemos utilizar una notacién diferente (llamada notacion de conjuntos):

Por ultimo, mencionemos que la regla de correspondencia es lo que relaciona los
dos conjuntos el dominio y el rango,

Actividad 3. apoyandote en la actividad anterior, realiza las gréaficas a lapiz y papel
y menciona su dominio y rango, recuerda que el dominio son los valores que toma
x 0 la variable independiente y el rango son los valores que toma y o la variable

Dy = {x|x € R}
Ry = {yly € R}

eneste casoes: y = x + 3.

dependiente, a partir de las siguientes expresiones.

a) x> +y%2 =25
a)

b) y? = 4x c) x2 =8y

5 ‘Iy

b)

18
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5%y
2 X

o
| o

El dominio y el rango de los inicios anteriores fueron:

a) Dy = {x] —5 < x < 5} o también lo puedes escribir asi [-5,5].
Rf = {y| — 5 < y < 5} o también lo puedes escribir asi [-5,5].

Comenta con tus comparfieros cual fue tu respuesta, si la tuviste correcta o no y
argumenta.

b) Dy = {x|x € R*} o también lo puedes escribir asi [0, ).
Rf = {yly € R} o también lo puedes escribir asi (—oo, ).
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Comenta con tus compafieros cual fue tu respuesta, si la tuviste correcta o no y
argumenta.

c) Dr = {x|x € R} o también lo puedes escribir asi (—oo, o).
Ry = {yly € R*} o también lo puedes escribir asi [0, o).

Comenta con tus comparieros cual fue tu respuesta, si la tuviste correcta o no y
argumenta.

Entonces de los ejemplos anteriores, junto con tus compafieros y profesora o
profesor menciona quién si cumple con la definicion de funcién y argumenta.

Ahora que identificaste las funciones, menciona sus reglas de correspondencia.

Para el alumno: Actividad de exploracion para la nocién de funcion.

1. Analiza la siguiente tabla: las funciones se encuentran en la vida cotidiana
por ejemplo la cantidad de proteinas que tienen las frutas.

r()fe)zf;um POT 1 Manzana Uva Fresa Platano Aguacate
() proteina |, 5 0.6 1 1.3 2
en (gramos)

La relacion funcional (x,y) = (fruto,proteina) es una funcién. A cada fruto
diferente le corresponde una cantidad de proteina.

2. Otro ejemplo es el volumen V de una esfera depende de su radio r, esta
., , . 4
relacion esta dada por la regla de correspondencia V(r) = gmﬂ3.

¢, Se trata de una funcion? Argumenta tu respuesta.
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Determina el dominio y el rango utilizando cualquiera de las dos notaciones

estudiadas.

Df:

Rf:

Actividad 4. Notacion Funcional (Funciones Polinomiales).

1. Grafica con lapiz y papel las siguientes funciones en el plano cartesiano

=

adjunto.
a) y=5
b) y=x+5

21
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c) y=x2+5

2. Ahora menciona ¢,son funciones o no? Argumenta tu respuesta.

3. iYarecordaste! Si ya trabajaste con ellas, en los cursos de Matematicas | y

Matematicas Il
Funcion Grado
f(x)=5 Cero” Funcion identidad”
f(x)=x+5 Uno “Funcion lineal “
f(x) =x*+5 Dos” Funcién cuadratica”

4. Menciona como podrias identificar el grado de la funcion, en especifico
basandote en la regla de correspondencia.

“Las expresiones anteriores son ejemplo de funciones polinomiales”.

El mayor exponente de la variable independiente es su grado, otros ejemplos son
los que se muestran en la siguiente tabla (complétala).
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Funciones Grado

fxX)=x*4+x+5
f(z2)=—-z*+3z2-z-1
fw)=w3—-w?2+5
flx) =-2
flx) =x—4
f(z) =52z° —3z% + 223 — 22 — z+1

fw) =w* —w?

Coémo pudiste observar en los ejemplos anteriores todas las reglas de
correspondencia estan constituidas por sumas de términos de la forma ax™. Una
constante multiplicada por una potencia de x (o cualquier otra literal).

Si f es una funcién polinomial con coeficientes reales, de grado n tiene la
forma:

fX)=ax"+a,_x* 1+ +ax+a,,

donde a, # 0,n entero no negativo, los coeficientes (a, a,_; ..,a; ag) son
numeros reales.

El coeficiente principal es a,,. El término constante es ay.

Recordemos el ejemplo del volumen V de una esfera depende de su radio r, esta
-z ~ . 4
relacion estéa dada por la regla de correspondencia: V(r) = ;nr3.

Esta notacidn no quiere decir que V se va a multiplicar por r , la notacion significa V
de ().

Por ejemplo:

Si queremos saber cual es el volumen cuando el radio es igual a 2, evaluemos la
funcién tenemos:

V(2) =:n(2)*=
Esto no quiere decir que V se va a multiplicar por 2, sino que r = 2.

V() = gn(2)3 = %n

Y si queremos saber el volumen cuando el radio es iguala a 10, tenemos:
V(10) = 2m(10)° =
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5. Ahora tenemos la funcion f(x) = x3 — 2x? — x + 2.

Construye un bosquejo con l4piz y papel de la grafica evaluando para x = —10,x =
—S5x=—4x=-3,x=-2,x=-1,x=0x=1Lx=2,x=3,x=4yx =10.

f(=10) = (-10)> — 2(-=10)> - (-10) +2=___ .  Punto1(-10, )
f(=5)=(-5)°%—-2(-52-(-5)+2=____. Punto 2 (=5, )
f(=4) = (4% -2(-49>- (-9 +2=__. Punto 3 (-4, )
f(=3)=(-3)°%-2(-3)?2-(-3)+2= ___. Punto 4 (=3, )
f(=2)=(C ) -2 )¥*=-()+2=___. Punto 5 (=2, )
fFD=( )3=-2( 2=( )+2=____. Punto 6 (-1, )
£(0) = (0)*-2(0)>-(0) +2 = 2 Punto 7 (0,2)
f=( ¥-2( )*-( )+2=___. Punto 8 (1, )
f)=( ¥-2( ¥*-( Y+2=___. Punto9 (2, )
fBA=( )¥-2( ¥*-()+2=____. Punto 10 (3, )
f@=0)Y-2( )*-()+2=___. Punto 11 (4, )
f(10) = (1003 -2(10)2 - (10)+2= . Punto 12 (10, )
]

-50

=100

-150

-200
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Te debid quedar la siguiente gréfica.
sl.y

5

4

flz) =2 — 222 —x +2

-8 -3

f

Menciona: dominio y rango de la fun

cion.

Df=
Rf=

6. Continuemos con la funcion f(x) = x* — 2x? + 4.

Construye un bosquejo de la gréfica evaluando para x = —10,x = —5,x = —4,x =

—3,x=-2,x=-1,x=0,x=1,x=

f(=10) = (-10)* - 2(-10)2 + 4 =
f(=5)=(=5)*-2(-5)°+4=___

f(=4) =

f(=3)=

f(=2) =

f=1) =

O =(0)*-2(0%+4=_4
f) =

f2)=

f3)=

f) =

fG) =

f(10) = (10)* = 2(10)2 +4=____

2,x=3,x=4 x=5y x=10.

Punto 1 (—10,
Punto 2 (=5,

)
)

Punto 7 (0,—4)

Punto 12 (10, )
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700

600

500

400

300

200

100

>

La gréfica debe ser

flz) =x* — 222 + 4

9 8 7 % 5 -4 3 2 -

Menciona dominio y rango

Df=
Rf=
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Actividad 5. Actividades de aplicacion. Problemas, contextualizados a
diferentes ramas de la ciencia.

Considerando que las funciones polinomiales esta presentes en diferentes ramas
de la ciencia y en nuestra vida cotidiana, completa la siguiente actividad.

Problema 1. Con un carton de 60 por 90 centimetros, se desea hacer una charola,
cortando cuadrados en las esquinas.

a0

a) Escribe la expresion algebraica para calcular el volumen (V) en términos de la
altura de la charola (x) de los lados de los cuadrados que se cortan.

b) Evalta la funcibn con x = 1,x = 5,x = 10,x = 15,x = 20 y x = 25.

c) La variable independiente es:
d) La variable dependiente es:

e) ApOyate con GeoGebray realiza la grafica de la funcion:
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f) Dominio y rango de la funcién V(x):

Df:
Rf=

Ejercicios adicionales a la actividad 5.

1. En cada caso determine si es posible que y sea funcion de x.

a) y =Cantidad a pagar del recibo de energia eléctrica.
x =Numero de kwh consumidos.
b) y =Probabilidad de desarrollar diabetes.
x =Numero de refrescos tomados al dia.
c) y =Peso de una persona.
x =Cantidad de vitamina "T" consumida por dia.
d) y =Tiempo transcurrido en el transporte de casa a la escuela.
x =Hora de salida.

2. Para cada uno de los siguientes enunciados determine una relacién que describa
a cada funcion y halle f(2).

a) Cinco veces x.

b) Tres veces x mas dos.

c) El cubo de x mas uno.

d) El perimetro de un cuadrado de lado x.

e) El perimetro de un cuadrado de base 5y altura h.
f) El precio de x boletos del metro.

3. Determine el rango para cada funcién.

8) f(x) = x? - 2x - 2; £(0), F(2), F(=3), £ (2).
b) (W) =w? —w = 1; £(0), f2), F(-3), f (3).
c) g(z) = g; 9(0), 9(2), 9(=3), g (%)
d) F(x) = 25 £0), £@), £(=3), £ (2).

e) f(p) = Jp+3: f(0), T(2), T(-3).
f) F(x) =VZx = 1; £(0), £(2), f(-3).
9) f(x) = = f(10), £(100), f(=5).
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Estrategia didactica 2. Funciones polinomiales (determinacién de los ceros
de una funcion polinomial). (Desarrollo).

Aprendizajes:

1. Aplica la division sintética, el teorema del residuo, el teorema del factor, su
reciproco para determinar los ceros de f(x) y su gréfica.

2. Construye una funcion polinomial a partir de las raices de su ecuacion y
bosqueja su gréfica y a partir de una funcién polinomial calcula los ceros y
realiza su grafica.

Para el alumno: Actividad de exploracién para conocer la division sintética de
polinomios.

[w]%= 4[] Actividad 1. (Extraclase): Visita el codigo QR, para conocer
acerca de la division sintética de polinomios (polinomio f(x)
entre un binomio de la forma (x —r)). Una vez que hayas

[u] . entrado saca una copia con la informacion relativa al tema y

QR-3. Introducciona  COpiala en tu cuaderno ya que ésta la vas a usar en las

la division sintética  siguientes actividades.
de polinomios.

Definicién. La funcién:
fxX) =ax™+a,_x" 1+ +ax + a,.

Es una funcion en x con a, # 0,n entero no negativo, y a, ap_q ...,a1, Ay SON
nameros reales, entonces si f(x) = 0 la expresion resultante es una ecuacion.

Actividad 2. Division sintética.

Sea la funcién f(x) = 3x* — 24x3 + 4x? — 29x — 67, entonces si f(x) =0 el
resultado que se obtiene, en este caso es 3x* — 24x3 + 4x2 — 29x — 67 = 0 que es
una ecuacion de cuarto grado en x. A continuacién se presenta un procedimiento
algebraico que se usa para simplificar la solucién de ecuaciones de grado superior
a?z2.

Division Sintética (recuerda lo que viste en codigo QR-3 de la actividad 1).

Es un método para dividir un polinomio f(x) entre un binomio de la forma (x — r).
El divisor se obtiene despejando x = r.

Se obtienen los coeficientes del polinomio cociente (o polinomio reducido) y el resto
(o residuo) de la division.
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Ejemplo 1. Dividir el polinomio: x3 — 4x? + x + 6 entre x + 1.

Ahora se obtienen los coeficientes del polinomio y se colocan en un arreglo como
se muestra enseguida y se efectla el procedimiento de la divisién sintética que
consiste en:

1. Se baja el primer coeficiente del polinomio y luego,
2. Se multiplica este primer coeficiente del cociente por el divisor y se coloca debajo
del segundo coeficiente y se efectla la suma algebraica,

-1]1 -4 1 6

3. El resultado obtenido se multiplica por el divisor y se coloca ahora debajo del
siguiente coeficiente y se suma nuevamente,

4. asi sucesivamente, la ultima columna de la derecha en el tercer renglon,
tendremos al residuo (azul) y todos los niumeros que le antecedentes al tercer
renglén representan los coeficientes del cociente (amarillo), faltard agregarle la
variable x a cada coeficiente del cociente e iniciar con un exponente menos que el
gue tenga el polinomio original por lo tanto.

Cociente: x* — 5x + 6; residuo = 0.

Ejercicios para que complete el alumno. Utiliza la division sintética para dividir
los siguientes polinomios, solo debes de completar la division sintética.

1. 2x3 —x%? —-18x +9 entre x — 3.

3 /2 1 - 9
6 15
2 5 6 0

Cociente: ;residuo =
2. x*+x%—6x% —4x+8entre x — 1.

1/ 1 -6 _8

1 2 -8
1 2 0
Cociente: sresiduo =

3. 4x* + 9x3—5x2 + 9x - 9 entre x + 3.
4 9 5 9 9

3 4

Cociente: sresiduo =
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e Teoremadel residuo.

Si P(x) es un polinomio, r es un numero y P(x) se divide entre (x — r), entonces el
residuo obtenido es igual a P(r).

Ejemplo 2.

Utiliza el teorema del residuo para obtener el valor del polinomio P(x) = x* + 3x3 +
x% + x — 6, para el nimero dado:

a) r=2

Dividir P(x) entre (x — 2) utilizando division sintética.

2]1 31 1 -6

2 10 22 46
1 5 11 23 40

Asi, por el teorema del residuo P(2) = 40. Este es el resultado puede comprobarse
por sustitucion directa.

P(2) = (2)*+3(2)* + (2)*+ (2) —6 = 0.
b) r=-3
Dividir P(x) entre (x + 3) utilizando division sintética, completa la division.

-3/1 3 1 1 -6

1 01 20

Asi, por el teorema del residuo P(—3) = 0. Este es el resultado puede comprobarse
por sustitucion directa.

P(-3)=(-3)*+3(-3)*+(-3)*+(-3)—-6=0.
Ejercicios para que complete el alumno.

a) Completa lo siguiente, utilizar el teorema del residuo para obtener cada valor
de:

P(x) =x3—-3x?>+x+ 1.
1. P(D) 2. P(—1) 3. P(5) 4. P(~2)
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P(1)=13-3(1D*+1+1=
P(.)=23-3()+_+1=
P(5)=3-3( )+_+1=
P()=23-3( )?+_+1=

hownPRE

b) Usar el teorema del residuo para obtener cada valor de:
P(x) =x°—3x3—x+1.

1. P(-1) 2. P(2) 3. P(-3) 4. P(1)

e Teorema del Factor.

Sea P(x) un polinomio y r un namero real. Entonces, r es un cero de P(x) siy solo
si (x — r) es un factor de P(x).

Los puntos en donde una funcién polinomial cruza al eje del término independiente
(x) representa los ceros de la funcién f(x) = 0, y los ceros representen las raices
de la ecuacion polinomial que se obtiene al hacer f(x) = 0.

Ejemplo 3.

Determina si (x — 5) es un factor de: P(x) = x3 — 7x? + 13x — 15.
Utilizando el teorema del factor, debe determinarse si P(5) = 0. La mejor manera de
hacerlo es usar la division sintética.

5|1 -7 13 -15
5 -10 15
1 -2 3 0

Ya que P(5) = 0,x — 5 es un factor de P(x). Al utilizar la division sintética, no solo
se ha descubierto que P(5) = 0, sino también que cuando P(x) se divide en x — 5
el cociente es Q(x) = x2 — 2x + 3. Asi, es posible representar P(x) en la forma
factorizada: P(x) = (x? — 2x + 3)(x — 5).

Una vez obtenido un cero de la funcién polinomial puede utilizarse el teorema del
factor y hallar otros ceros que seran ceros de un polinomio cuyo grado es 1 menor
que el del original.

Por ejemplo, para resolver la ecuacion polindmica: x3 — 7x% + 13x — 15 = 0, si se
ha descubierto que 5 es una solucion, la ecuacion puede escribirse en la forma
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factorizada (x? — 2x +3)(x —5) = 0 y utilizarse la regla del producto nulo para
obtener x2 —2x +3=00x—5=0.
Haciéndose uso de la férmula cuadrética para resolver x? — 2x + 3 = 0, se obtiene:

x_—(—Z)i\/(—2)2—4(1)(3)_21\/4—12_Zi\/—_B_ZiZ\/Ei

—1+v2i
2(1) 2 2 2 V21

Asf las soluciones de la ecuacion original son: 5, 1++v2i y 1—+/21.
¢ Raices de multiplicidad impar o par.

Cada funcion polinomial f(x) de grado n tiene exactamente n raices (contando
multiplicidades) que son numeros reales o complejos. Es decir, la ecuacion:

f(x) = apx™ + ap_x™ +...+a;x + a = 0, con a,, # 0.
Tiene exactamente n soluciones o raices (contando multiplicidades).
Ejemplo 4.

Determina una ecuacion polinomial que tenga a (— 2) como raiz doble (una raiz de
multiplicidad dos) a (4) como raiz triple (una raiz multiplicidad de tres) y a (1) como
raiz simple (una raiz de multiplicidad uno).

Contando multiplicidades, debe obtenerse un polinomio de grado seis (2+3+1 =
6), que tenga como factores a (x — (—2))? = (x+2)%, (x —4)3 y (x — 1). Ya que
(x +2)%(x — 4)3(x — 1) = 0, los factores pueden multiplicarse para obtener:

x% —9x> + 12x* + 76x3 — 144x? — 192x + 256 = 0
Una ecuacion polinémica que tiene las raices deseadas.

e Raices racionales de una ecuacion polinomial.

Supéngase que f(x) = ax" + ap_1x" *+...+a;x +a, =0, con a, # 0. Es una
funcién polinomial para el cual todos los coeficientes, a,, a,_q,...,a4,ay, SON
enteros. Si s es un numero real reducido a su minimo expresion, tal que g es una

raiz de f(x) = 0 (es decir f (g) = 0), entonces p es un factor de a, y q es un factor

de a,.
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El resultado anterior no proporciona directamente los ceros de un polinomio f(x)
(las soluciones de la ecuacién f(x) =0), pero si ofrece una lista limitada de
soluciones racionales posibles. El teorema de la raiz racional se utiliza junto con el
proceso de division sintética y el siguiente resultado.

Supdéngase que s es una raiz, entonces x — s es un factor y:

£ = (x-2). 00
Donde Q(x) es un polinomio cuyo grado es uno menos que el de f(x). las
soluciones adicionales de f(x) = 0 deben ser entonces soluciones de Q(0) = 0.
Entonces se aplica el teorema de la raiz racional para resolver Q(0) = 0. Ademas,
es aconsejable considerar primero el numero de soluciones reales positivas y
negativas posibles.

Ejemplo 5.

Dada la ecuacién polinomial f(x) = 2x* — 3x3 + 2x2 — 6x — 4 = 0.
Si s es una solucién racional de esta ecuacion, entonces p es un factor (se conoce

como factor cada una de las cantidades o expresiones que pueden multiplicarse
para formar un producto) de —4 (ap, = —4) Yy q es un factor de 2 (a, = 2). Asi, las
posibilidades para p y g son:

pi1,-1,2,-2,4,—4;q: 1,1, 2, 2.

De modo que las soluciones racionales posibles son:

p 1 1

—:1,-1,2,-2,4,—4,-,— -

q 2 2
Si se utiliza la divisién sintética para encontrar una solucion, se descubrira también
el polinomio de grado 3 que es el otro factor de f(x). Después, hay que concentrarse

€n encontrar sus ceros.

Procédase a probar las ocho soluciones posibles.
1]2 32 6 -4
D 2 11 -5
rin L: 2 11 -5 -9

Asi, f (S) = f(1) = =9 # 0 de modo que 1 no es una solucion.
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-2 5 -7 13
2 5 7 -13 9

P_ .. 12 32 6 -4
it

De esta manera f (S) = f(—1) = 9 de modo que — 1 no es una solucién. M&s aun,

ya que los signos en la tercera fila se alternan, no hay necesidad de probar con — 2
0 — 4 puesto que — 1 es una cota inferior para las raices.

=2 4 2 8 4
2 1 4 2 O

p 212 32 6 -4
q

Entonces f(S) = f(2) = 0 de modo que 2 es una solucion vy, por el teorema del

factor, (x —2) es un factor de f(x), con Q(x) = 2x3 + x% + 4x + 2 como el otro
factor. Asi f(x) =(x—2)2x3+x?>+4x+2)=0, lo cual significa que debe
resolverse 2x3 + x%2 + 4x + 2 = 0.

Cualquier solucién racional s de esta ecuaciéon debe encontrarse todavia en la lista

anterior, pero ahora se sabe que p debe ser un factor de 2 (a, es ahora 2) y que g
debe ser un factor de 2 (a,, es ahora 2). Las Unicas posibilidades son:

Debido aque 1, - 1y — 2 ya se han descartado. Ahora intentemos con S = 2. Aunque

se encontrd que 2 es una solucion debe probarse nuevamente puesto que podria
ser una solucién de la nueva ecuacién polinémica 2x3 + x% + 4x + 2 = 0, es decir,
podria ser una raiz doble de la ecuacion original.

P, 2 12 1 4 2
q 4 10 28
2 5 14 30

Por consiguiente, 2 no es una raiz doble. Ya que los signos son todos positivos, 2
es una cota superior para las siguientes soluciones reales de la ecuacién. Las

;o T 1 1
Unicas posibilidades restantes son -2 Y5

E__l 112 1 4 2
q 2 2 -1 0 -2
2 0 4 O
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Asi, f(g) = f(— %) = 0, de modo que —% es una solucién y, por el teorema del

factor, (x + %) es un factor de 2x3 4+ x? + 4x + 2 con 2x? 4+ 4 como el otro factor. De
esta forma se ha resuelto la ecuacién original en: f(x) = (x — 2) (x + %) (2x2+4)y

1 . . P
se sabe que 2y —son las dos soluciones racionales. Procédase ahora a resolver
la ecuacion cuadratica 2x2 + 4 = 0.

2x24+4=0
2x% = —4
x% = =2

x = +V=-2 = +V2i

. ., .. 1 . . z
Las cuatro soluciones de la ecuacion original son 2, —5,\/5 i,y —+2i. Obsérvese

gue se ha obtenido una solucion real negativa, una solucion real positiva y dos
soluciones complejas.

Ejercicios. Determina las soluciones para cada ecuacién polinomial.

1. x3+6x%+12x + 8 = 0, completa la division sintética.

1)1 6 12 8

1 27
211 6 12 8

1 0

Continda con las divisiones sintéticas para que obtengas las demas soluciones.

2. x*+5x3 +5x? — 5x — 6 = 0., completa la divisién sintética.

1|1 5 5 56

1 0

Continda con las divisiones sintéticas para que obtengas las demas soluciones

36



Matematicas 1V

Unidad 1

Funciones Polinomiales.

Estrategia didactica 3. Graficacion de funciones polinomiales.

Para

el alumno: Actividad de exploracion para conocer acerca del método de

Ruffini.

[=]

[=]

Actividad 1. (Extraclase): Visita el codigo QR, para conocer
acerca del método de Ruffini. Una vez que hayas entrado saca
una copia con la informacion relativa al tema y copiala en tu
cuaderno ya que ésta la vas a usar en las siguientes actividades.

[=]

QR-4. Método de

Ruffini.

Actividad 2. Para graficar funciones polinomiales es conveniente seguir el
procedimiento siguiente:

1.
2.
3.
4.

5.

Resolver la ecuacién que resulta de igualar a cero la funcion es decir
f(x)=06y=0.

Factorizar el polinomio por el método de Ruffini.

Hacer una tabla de Ruffini.

Tomar en cuenta los intervalos en los que la funcién esta arriba del eje
abajo del eje "x" para ver cuando la funcion es creciente o decreciente.
Hacer un bosquejo de la funcién en esos intervalos.

xy

Ejemplo 1.

Traza la gréfica de la funcion f(x) = x3 — 6x? + 11x — 6.

Para poder graficar la funcion polinomial se obtienen sus ceros teniendo en cuenta
gue los ceros de la funcion coinciden con los puntos donde la curva corta al eje "x",
es decir, son los puntos de interseccién con el eje "x" por lo tanto en el paso “1”, se
necesita resolver la ecuacion: 0 = x3 — 6x2 + 11x — 6, a continuacion, se ven los
divisores del término independiente 6 que en este caso son: +1,+2,+3, 6.

Se construye una tabla de Ruffini:

‘1 6 11 -6
x=1 1 5 6
(x—1) ‘1 5 6 0
=0
Entonces 0 = (x — 1)(x? — 5x + 6)
Factorizando x? — 5x + 6.
Porlotanto 0 = (x — 1)(x — 2)(x — 3)
x—1=0|x—-—2=0|x—-3=0
x=1 x=2 x=3
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Luego los puntos de interseccion son: (1,0),(2,0) y (3,0) y considerando los
intervalos en los cuales la funcidn es Creciente y Decreciente se puede trazar una
gréfica.

Investiga cual es la definicion de funcidn creciente y funcion decreciente y a
continuacion escribe los resultados de la investigacion con tus palabras:

Ejercicios para el alumno.

Traza la gréfica de la funcion f(x)=x3—2x?—x—2 utilizando el mismo
procedimiento del ejemplo anterior.

e Uso de ceros para graficar funciones polinomiales.

o Si P es una funcién polinomial, entonces ¢ se denomina cero de P.

o SiP(c) = 0.Enotras palabras, recuerda lo que habiamos mencionado los
ceros de P son las soluciones de la ecuacién polinomial P(x) = 0.
Observe que si P(c) =0, entonces la grafica de P tiene un punto de
interseccion x en x = ¢, de modo que los puntos de interseccion x de la
grafica son los ceros de la funcion.

38



Matematicas 1V
Unidad 1

Funciones Polinomiales.

e Ceros reales de funciones polinomiales.

Si P es una polinomial y ¢ es un numero real, entonces los siguientes son
equivalentes:

1. c es un cero de P.

2. x = c es una solucién de la ecuacion P(x) = 0.

3. x = c es un factor de P(x).

4. ¢ es un punto de interseccion con el eje x de la gréfica de P (c, 0).

Pih) 4 Pixl

¥

i

-
— =

Pla) 4+
_.—-"""FF"

Para hallar los ceros de una polinomial P, factorizamos y usamos la Propiedad del
Producto Cero. Por ejemplo, para hallar los cerros de P, factorizamos P para obtener
P(x)=x*+x—6.

P(x) = (x+3)(x—2).

Desde esta forma factorizada podemos ver facilmente que

1) 2 esuncero de P.

2) x = 2 es una solucién de la ecuaciéon x> + x —6 = 0

3) (x — 2) es un factor de x? + x — 6.

4) (2,0) es un punto de interseccion con el eje x de la gréfica de P. Los mismos
datos son verdaderos para el otro cero, —3.

Estrategia didactica 4. Problemas de Aplicacion. (Cierre).
Aprendizajes:

Reconoce a las funciones como modelos de variacion de fenébmenos naturales,
econdmicos y sociales.
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Para el alumno: Actividad de exploracién para conocer acerca de la aplicacion de
la funcion polinomial.

Actividad 1. (Extraclase): Visita el codigo QR, para conocer
acerca de las aplicaciones de la funcion polinomial. Una vez que
hayas entrado saca una copia con la informacion relativa al tema
QR-5. Funcion Y CoOpiala en tu cuaderno ya que ésta la vas a usar en las

polinomial. siguientes actividades.
Ejercicios de
aplicacion.

Actividad 2. Problemas de aplicacion.
1. Resuelve los siguientes problemas con el apoyo de tu profesor.

Problema 1. Construye una caja con tapa para guardar clips con una hoja de papel
de 12 por 14 cm.

Determinar la funcion que dé el volumen en términos de x.

Vamos a realizar un dibujo de la caja en el papel.

1z

14

Evaltalafuncibnconx=1,x=2,x=3,x =4,x =5,x = 6.
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Construye la gréfica con l4piz y papel utilizando el siguiente plano cartesiano.
Verifica tu bosquejo con GeoGebra.

Qué valor de x produce el mayor volumen.

Ahoraevallacon: x =2.1,x =2.2,x =2.3,x = 2.4,x = 2.5.

¢, Qué puedes observar?
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Exacto el valor esta entre 2.1 y 2.2.

Ahora evallacon x = 2.11,x = 2.12,x = 2.13,x = 2.14,x = 2.15.

Muy bien el valor méas cercano de x al volumen maximo es con 2.15.

¢,Cual es el maximo volumen?

Problema 2. Un terreno rectangular en frente de una playa va a ser bardeado, no
se cerrara el terreno del lado de la playa, se utilizaran dos materiales diferentes para
el lado paralelo a la playa cuesta $400 y para los otros dos lados $200 el metro
lineal, se va a invertir $200,000.00

Expresar el largo del terreno en términos del ancho:
Area en términos del ancho:

Variable independiente:
Variable dependiente:

Realiza la grafica de la funcion utilizando lapiz y papel y verificalo utilizando
GeoGebra.

42



Matematicas IV . ] .
Unidad 1 Funciones Polinomiales.

¢ Para qué valor del ancho tenemos la méxima area?

Dominio y rango de la funcion:

Grado de la funcion:

Problema 3. La funcién y = —3x3 + 21x% + 12x indica las utilidades obtenidas por
una empresa de juegos mecanicos.

y = ganancias (millones de pesos).
x = meses de servicio.

Recuerda que estamos en un problema de la vida real por lo tanto ¢, deberas tomar
en cuenta los valores negativos? Argumenta tu respuesta.
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¢ Qué significan los ceros de la funcién del problema?

La funcion es de grado:

Domino y Rango de la funcién del problema

Problema 4. El volumen de una esfera es directamente proporcional al cubo de su
radio. ¢ Cudl es la funcién polinomial que describe el comportamiento del
volumen?

Problema 5. El perimetro de un rectangulo de ancho x y altura h es de 120 m.
a) Determina el area A del rectangulo en términos de x.
b) ¢Cudl es el dominio de la funcién del problema?
c) ¢Cual es su rango de la funcién del problema?
Problema 6. Encuentra un polinomio f(x) de grado 7 con coeficientes principal 1,

tal que el numero -3 sea un cero de multiplicidad 2 y 0 sea un cero de multiplicidad
5.
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4. Materiales diversos de apoyo.
A. Intervalos.

La expresion a # b significa que "a" no es igual a b.

Esto es que:

a > b, que se lee “a mayor que b”, cuando la diferencia a — b es positiva.
a < b, que se lee “a menor que b”, cuando la diferencia a — b es negativa.
La notacion a = b, que se lee “a es mayor o igual que b”.

La notacion a < b que se lee “a es menor o igual que b”.

Los intervalos que podemos trabajar en las funciones son los siguientes, junto con
tu profesor analiza cada notacion:

Nombre Gréfica Notacion
Los reales —%0 - > +00 (=00, +0) =R
_ _ ( \ R
Abierto - \ 7 . (a,b) = {x|la <x < b}
a b
_ _ ( 1 R
Abierto-Cerrado - \ ;) " (a,b] = {x|la < x < b}
a
_ . [ \ _
Cerrado-Abierto - t ;9 » [a,b) = {x|a < x < b}
a
. [ 1 R
Cerrado - r ) . [a,b] = {x|a < x < b}
a b
- _ [ R
Cerrado-Infinito - L . [a,0) = {x]|x = a}
a o0
. . . < I >
Abierto-Infinito - \ o (a,) = {x|x > a}
a o0
B _ 1 _
Infinito-Cerrado - ] - (—%,b] = {x|x < b}
—00 b
. - - < \ >
Infinito-Abierto - 7 . (—%,b) = {x|x < b}
. b

B. Problemas adicionales sobre las funciones polinomiales.

Problema 1. Las dimensiones de una caja son 1, 2 y 3 cm., de ancho, largo y alto,
respectivamente. Si se modifican las dimensiones aumentando cada lado de la caja
en la misma cantidad y como consecuencia de esto el volumen es de 60 cm?3.
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a) Escribe la ecuacion que resuelve el problema.
b) ¢En cuanto se incrementa cada lado?

Respuesta: (@) x3 + 6x% + 11x — 54 = 0; (b) Cada lado se aumenta en 2 cm.

Problema 2. Se necesita construir una caja de cartdon sin tapa de diferentes
capacidades. Para su construccion se utilizan laminas que tienen la forma de un
cuadrado de 10 cm., de lado.

a) ¢Cudles deben ser las dimensiones de la caja?

b) Obtén una funcién V(x) que relacione a la caja con su volumen.
c) Realiza un bosquejo de su gréfica.

d) ¢Para qué valores de la variable x se obtiene un volumen maximo

Respuesta: (a) Las dimensiones de la caja deben ser se alto x,10 — 2x de largo y
de ancho. (b) V(x) = x(10 — 2x)? = 4x3 — 40x? + 100x. (d) EI valor maximo del
volumen de la caja se observa que se aproxima a 74.05 para valores cercanos a
x=17cm.

Problema 3. Conocida la funcién f(x) = 2x3 + 3x? — 14x — 15, obtener.
a) El numero méaximo de sus raices.
b) La funcién en forma factorizada.

c) Los ceros de la funcion.

Respuesta: (a) EI nimero maximo de raices es 3. (b) La funcion en forma
factorizada es: f(x) = (x + 1)(x + 3)(2x — 5). (c) Las intersecciones con los ejes

cartesianos son: (—3,0), (—1,0), G 0) y (0,—15).

Problema 4. Sea la funcion polinomial P(x) = x* + 3x3 — 4x? — 12x, obtener:
a) Los ceros de la funcion.
b) El bosquejo de su grafica.

c) Su dominio.

Respuesta: (a) x = —3,-2,0y 2. (c) Dy = R.
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5. Formas e instrumentos de evaluacion.

Sin duda, una de las cuestiones mas importantes de la ensefianza, es la evaluacion
de lo aprendido por los estudiantes. En nuestro caso, esta evaluacion debe ser
continua y en estrecha observancia de los dos principios basicos del
constructivismo, a saber, la diferenciacion progresiva y la reconciliacién integradora
de los nuevos contenidos con los que ya traia el aprendiz. Por ello es por lo que, a
lo largo del desarrollo de esta estrategia didactica, se debera ir determinando la
adecuacion y pertinencia de las construcciones conceptuales de los alumnos. Al
final de la autoevaluacion, encontraras las respuestas a cada seccion con la
finalidad de que te puedas autoevaluar.

Autoevaluacion.

1. Una funcion queda definida como:

a) La correspondencia que asocia a cada elemento de un conjunto A unoy
solo un elemento de un conjunto B.

b) Correspondencia entre los elementos de un junto A y un conjunto B.

c) Relacion entre dos conjuntos.

d) El conjunto de todas las x que se corresponden con todas las y.

2. Es una funcién polinomial:

a) f(x) =2x+senx
b) f(x) =3x?+x+1

0) f(x) ==
d) f(x) =logx

3. La ecuacién 3x% — 6x* + x® = 0 ¢ cuantas raices nulas tiene?

a) 6
b) Ninguna
c) 2
d) 3

4. Si se tiene la funcion f(x) = 4x3 —2x2+4x -3, f G) es igual a:

a) 2
b) —1
C) %
d) ;
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5. Los ceros de la funcién f(x) = x(x — 3)(x + 1)2.

a) 0,2y3

b) —1,0y —3
c) —1,0y3
d O,1y1

6. La grafica de la funcién f(x) = x(x — 2)(x + 1)es:

a) b)
s A, Ay
5
4 4
a
3
> | 3
2
1
(o] 1
2 —A o 1 ) 3
o
-3 2 -1
-
=
-2
-3
-3
_a
c) d)
ﬂy s A
4
3 4]
2 3
1 >
o
) -2 1 1 3 1
-1 o
-3 > —A

—2>

-3 4

—4 -

7La ecuacion que tiene raices 0,—1, 2,4 es:

a) x(x—1Dx+2)(x—4)=0
b) x(x+ 1D)(x—-2)(x—4)=0
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Ox+Dx—-—Dx+2)(x—4)=0
d x(x—1Dx+2)B8x—4)=0

8. Los ceros de la funcién f(x) = x3 + 2x? —x — 2.

a)0,—2y3
b)—2,-1y1
c)—3,—-1y2
d—-1,2y3

9. La base de una caja es cuadrada, la altura sumada con el perimetro de la base
es de 17 dm. ¢ Cudl es la altura de la caja si su volumen es de 45 dm3?

a) 2.56034 dmy5dm.
b) 5dmy 6.36059 dm.
c) 4dmy 5.45067 dm.
d) 3.456 dmy 5.45067 dm.

10. El término principal de la funcion polinomial f(x) = 2x + 3x* — 10x~> + 10 es:

a) 2
b) 10
c) 3x*
d) —10x ~>

Tabla de respuestas de la autoevaluacion.

Funciones polinomiales.
l.a 2.b 3.c 4. b 5.¢ 6.cC 7.b 8.b 9.b | 10.c
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6. Valoracién del profesor de los resultados obtenidos.

En esta seccion se incluye una lista de cotejo para que todos podamos aplicarla al
final de su puesta en escena par ser llenada por los alumnos de cada grupo.

MATERIA: MATEMATICAS IV.

NIVEL: BACHILLERATO.

UNIDAD 1: FUNCIONES POLINOMIALES.
MATERIAL: CUADERNO DE TRABAJO.

Nombre: . Grupo:

de la Unidad 1. Funciones polinomiales.

Lista de cotejo para evaluar los resultados obtenidos en la puesta en escena

INDICADORES DE LOS APRENDIZAJES INCLUIDOS EN LA

SI NO
UNIDAD 1.
1. Se exploran diferentes relaciones para determinar si corresponden a
una funcién, la simboliza y distingue el dominio y el rango.
2. Se comprende el significado de la notacion funcional, la utiliza para
representar y evaluar funciones polinomiales.
3. Se identifican a partir de sus gréficas las funciones y las que no son.
4. Se usa la notacion de intervalos para representar dominio y rango de
una funcién.
5. identifican los términos que conforman a la funcion f(x) = a,x™ +
et ax +ag
6. Se aplica la division sintética, el teorema del residuo y el teorema del
factor, para determinar las raices enteras y racionales de una ecuacion
polinomial.
7. Se construye una funcion polinomial a partir de las raices de su
ecuacion.
8. Se bosqueja la grafica de una funcién polinomial.
9. Se resuelven problemas en diferentes contextos que se modelen con
funciones polinomiales
INDICADOR A R

AUTOEVALUACION.
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Propdsitos de la unidad.

Al finalizar, el alumno:

Modelara algunas situaciones que dan lugar a funciones racionales y con radicales,
analizara una gréfica para identificar su dominio, rango, asintotas y relacionar estas
caracteristicas con la situacién problematica planteada. Tiempo: 15 horas.

1. Presentacion de la unidad 2.

En esta unidad analizaremos las funciones racionales y las funciones con radicales
para identificar dominio, rango, asintotas, ceros y huecos, graficas asociadas a la
funcioén, asi como problemas de aplicacion.

Esta unidad se desarrolla a través de estrategias didacticas!, su disefio es una de
las principales tareas del profesor contemporaneo, independientemente de la
interpretacion que del aprendizaje se tenga. Con el propdésito de posibilitar un mejor
aprendizaje, o sea, un aprendizaje que fuese adquiriendo un significado propio en
los procesos practicos cercanos a los estudiantes, con vistas a alcanzar los
objetivos actitudinales, conceptuales y procedimentales del area de matematicas
del CCH vy, especificamente, aquellos que atafien a esta unidad tematica.

Mas aln, nuestra propuesta agrega la computadora como uno de Sus recursos
esenciales, dado que con los medios de representacion que ofrece, el estudiante
tiene la posibilidad de construir y reconstruir el conocimiento matematico "viendo" y
"manipulando”, literalmente, sus construcciones, las de sus compaferos, asi como
la de los matematicos que lo han ido estableciendo en la historia de las
matematicas. El desarrollo de la unidad se lleva a cabo con 6 estrategias didacticas
e incluye: una autoevaluacion, materiales de apoyo diversos y la bibliografia
utilizada en su elaboracion.

2. Actividades de aprendizaje.

Estas se llevaran a cabo tomando como base los aprendizajes de la unidad 2, a
través de estrategias didacticas, utilizando diversas actividades y recursos mismas
qgue incluyen los aprendizajes, cédigos QR, actividades diversas y el uso de
GeoGebra, con el fin de alcanzar los propdsitos de esta unidad.

3. Puesta en escena de la unidad 2. Funciones Racionales y con
Radicales

Las estrategias didacticas que se presenta a continuacién han sido disefiadas para
que los estudiantes logren un aprendizaje significativo de los contenidos
actitudinales, conceptuales y procedimentales de la Unidad Tematica 2, del curso

1 Cf. Anexo 1.
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de Matematicas IV, con vistas a lograr los aprendizajes de ésta. Esta unidad
didactica se ha estructurado conforme a las siguientes estrategias didacticas.

Estrategia didactica 1. Funciones racionales. (Inicio).

Aprendizajes: Explora situaciones que se modelan con funciones racionales.

QR-1. Funcién
Racional

Actividad 1. (Extraclase): Visita el cédigo QR-1, para
conocer acerca de las Funciones Racionales. Una vez que
hayas realiza un reporte en tu cuaderno acerca de ¢cOmo se
realiza la grafica de una funcion racional? y ¢cémo se
determina el dominio y rango de éstas?

Actividad 2. Problemas de aplicacion.

Problema 1. Supongamos que un
automovil deportivo viaja a una
velocidad promedio de 180
km/hora, efectua el recorrido entre
dos poblados en 1 hora. ¢(En
cuanto tiempo efectuaria el
recorrido viajando a una velocidad
de x k/h?, es decir en: ¢1 km/h? ¢2
Km/hora? ¢3 km/h?, etc.

Observemos que el tiempo esta en funcion de la velocidad, entonces tenemos

que:

a) La variable independiente es:

b) La variable dependiente es:
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Considerando los datos, realicemos una tabla que represente lo que sucede con las
variables.

Velocidad (km/h) | Tiempo (horas)
1 180
2 90
3 _
100 _
180 1
X —

En todos los casos, ¢cual es el producto de la velocidad por el tiempo?

El modelo matematico que representa el problema para x km/h es:

180
t(x) = —
X

;Qué representa x?

;Qué representa t(x)?

¢Tendra sentido que x tome valores negativos? Argumenta tu respuesta.

¢Tendra sentido que x tome valor de cero? Argumenta tu respuesta.

Por tanto ;Cual es la restriccion para los valores que puede tomar x en este problema?
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En forma de desigualdad, tenemos que:
t(x)=% conx >0

x debe ser mayor a cero.

Al graficar la funcion se tiene:

Tiempo

200

180

Velocidad

Responde lo siguiente basandote en la gréafica anterior.

¢ Sila velocidad aumenta el tiempo? ¢ Si la velocidad disminuye el tiempo?

.. ., 180 .
El dominio D, de la funcién t(x) = —- conx > 0, es el conjunto de todos los valores

gue puede tomar la velocidad x (variable independiente), en este caso por todos los
nameros reales que son mayores que cero, por lo tanto, el dominio se representa
por:

D, = {x € R:x > 0}. Se lee: El dominio de la funcién es igual al conjunto de nimeros

reales que son mayores que cero, también lo podemos escribir de la siguiente
manera D; = (0, ).
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Elrango son los valores que toma el tiempo t (variable dependiente), en el problema
es por todos los numeros reales que son mayores que cero, por lo tanto, el rango
se representa por:

R, = {y € R:y > 0}. Se lee: El rango de la funcién es igual al conjunto de numeros
reales que son mayores que cero, También se puede escribir de la siguiente manera

Rt = (0, OO)

El andlisis del problema nos ha llevado a una funcion que tiene la forma:

f(x)=%, llamada funcién racional, donde: g(x) y h(x) son polinomios

cualesquieray h(x) # 0. Recuerda que la divisién entre 0 no esta definida.

Retomando el problema anterior ¢qué polinomio representa g(x) y cuél h(x)?,
ademas ¢ de qué grado son cada uno de ellos?:

gx) =

h(x) =

Problema 2.

Se va a pintar una barda
del CCH Oriente para
esto se  contrataron
trabajadores que
cobraran $1200 y se
comprometen a pintar la
barda en 9 horas. Pero ha
surgido un problema
renunciaron varios
trabajadores, se tardaran
mas en pintar la barda, el
jefe de mantenimiento
decide que pagara menos
porque tardaran mas, el
desea calcular cuanto
tardaran en pintar la
pared dependiendo de lo
gue les quiere pagar,
suponiendo que todos
trabajan al mismo ritmo.
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a) La variable independiente es:

b) La variable dependiente es:

Considerando los datos, realicemos una tabla que represente lo que sucede con las

variables.
Costo ($) Tiempo (horas)

1200 9

600 18

300 36

10800

X

X

En todos los casos, ¢ cual es el producto del costo por el tiempo es?

El modelo matematico que representa el problema es:

t(x) =

Al graficar la funcion se tiene:

12000

10800
X

conx >0

Costo

12 13 14 15 18 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
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Observa que, si el numero de trabajadores disminuye aumenta el tiempo para pintar
la barda, aumenta el nUmero de trabajadores disminuye el tiempo para pintar la
barda.

10800

El dominio Dt de la funcién t(x) = con x > 0, es el conjunto de todos los

valores que puede tomar el costo x (variable independiente), en este caso por todos
los nimeros reales que son mayores que cero, por lo tanto, el dominio se representa
por:

Dt=

Elrango son los valores que toma el tiempo t (variable dependiente), en el problema
es por todos los nimeros reales que son mayores que cero, por lo tanto, el rango
se representa por:

Rt:

Después de estos dos problemas y de haber definido el dominio de la funciéon
racional puedes mencionar ¢ Cudl es la restriccion para las funciones racionales?

Estrategia Didactica 2. Elementos y graficas de una funcion racional.
(Desarrollo).

Aprendizajes:

1. Identifica los elementos de una funcién racional: ceros, asintotas verticales y
huecos, dominio y rango para graficarla.

2. Realiza gréficas de funciones que tengan asintota horizontal diferente al eje
de las x, asintotas verticales, ceros, huecos, dominio y rango.

Analizaremos las funciones racionales de la forma f(x) = fn , en donde a es un
nuamero real diferente de cero, n es un entero positivo, y x # 0.

. .. ., . 1
Ejercicio 1. Empecemos con una funcion de la forma anterior es: f(x) = ~ con

x # 0, realicemos un bosquejo de su grafica, para ello se le dan valores a x cercanos
a cero, por la derecha y por la izquierda (recuerda que no puedes dar el valor de
x = 0 ya que la divisién entre 0 no esta definida), de —10 a 10.

¢, Qué pasa cuando le das a x el valor de cero?
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x 111t

-10 -5 -4 -2 -1 ) 5 5 |2 1| 2 4 5 10
Y| -0.1 |-0.2|-0.25| -0.5 -1 -2 -5 51-2|1]/05|025/02 0.1

Graficando con GeoGebra se obtiene:

A partir de la Tabla y de la gréfica de la funcion puedes determinar:

La gréfica esta formada por dos curvas, que comprenden los intervalos (—o, )y
(O, ).

Cuando x toma valores positivos y se va acercando a cero, la funcién f(x) crece
indefinidamente.

Cuando los valores de x aumentan positivamente, los valores de la funcidon son mas
pequefios, se van acercando a .

Cuando x toma valores negativos y se va acercando a cero, la funcion decrece
indefinidamente.

Cuando x toma valores muy pequefios cercanos a cero, los valores de la funcién
f(x) se van acercando a
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¢, Qué pasa con las curvas que forman la grafica respecto a los ejes "x" e "y"?

Exacto se acercan las curvas a los ejes tanto "x" como "y".

Las rectas a las cuales la grafica se acerca, pero no las toca son llamadas asintotas
ala curva. En este caso la asintota vertical es el eje "y" la asintota horizontal es el

eje "x".

Una curva puede tener asintota horizontal y asintotas verticales.
Las asintotas estan representadas algebraicamente por su ecuacion.

En nuestra gréfica la recta del eje de las abscisas es la asintota horizontal y tiene
como ecuacion y = 0.

La recta del eje de las ordenadas es la asintota vertical, tiene la ecuaciéon x = 0.
Ahora obtén tanto el dominio como el rango de f(x) = i,x * 0.

Dy:

Ry

Resumen:

Asintota horizontal, ecuacién y = 0.

Asintota vertical, ecuacion x = 0.

Dominio de lafuncion es: Dy = {x € R:x # 0} 0 Dy = (—0,0) U (0, 0).

El rango de la funcién es: Ry ={y E R:y # 0} 0 Ry = (—,0) U (0, ).
Ejercicio 2. Ahora examinemos f(x) = %

Necesitamos, primero conocer para que valores de x la funcion no esta definida,
para ello igualamos a cero el denominador.

Se resuelve la ecuacion que se obtiene x + 3 = 0,x = —3 es la solucion, asi que la
funcidn esta definida para todos los nimeros reales excepto para x = —3, es decir
hay discontinuidad y la recta x = —3, es la asintota vertical.
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Para graficar le damos valores a x, cercanos a la asintota vertical x = —3, por la
derechay por la izquierda, por ejemplo de —7 a 7, ¢ qué pasa cuando x = —3?

x| -7|-6|-5]-4|-3|-2|-1|0[1]|2]3[|4|5|6]|7
9 9 9 9/9]9]9]9 9
y| -2 |-=3|-21]-9 9| Z 3|22 2|212]1]=
4 2 2 4|5|6|7]8 10

b
' 10
R
i 6
; 9
i at flx) = 213
R
; 0 ¥
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 o
T
!
L
.
Ecuacion de la asintota vertical x =
Ecuacion de la asintota horizontal y =
Dominio de la funcion es: D = {x € R: }
Rango de la funcion es: Ry = {y € R: }

En general, las funciones racionales son de la forma f(x) = ﬁ, presentan las

siguientes propiedades:

i. Ecuacion de la asintota vertical es: x = b

ii. Ecuacion de la asintota horizontal es: y =0

iii. Dominio de lafuncion es: Dy = {x € R:x # b}

Dy = (—o,b) U (b, )
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iv. Rango de lafuncion es: Ry ={y € R:y # b}

R; = (—,0) U (0, )

Considerando f (x) = —, vamos a trabajar con f (x) = ——+c.

x—

Ejercicio 3. Realizar la grafica, determinar asintota horizontal, asintota vertical,
domino y rango de la siguiente funcién:

10
x—7

fx) = +8

i. Hacemos x — 7 = 0, se tiene x = 7, por lo tanto, la ecuacién de la asintota vertical
es

ii. La funcion tiene una traslacion vertical de 8 unidades, por lo tanto, la ecuacion
de la asintota horizontal es

iii. Dominio de la funcion es: Dy = {x € R:x # _}
iv. Elrango de la funcion es: Ry = {y E R:y # }

v. Para hacer el bosquejo de la grafica se trazan las asintotas y se toman algunos
valores para x cercanos a la asintota vertical x = 7, por la derecha y por la
izquierda, por ejemplo, en el intervalo de 3 a 8.

x| 3|4 |56 |7]8]|9 10

y

vi. La gréfica de la funcion f(x), se ha realizado con GeoGebra.
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30

20

-40 -30 -20 -10 40 50 60 70

-20

Retomando f(x) = ﬁ + ¢, el término b, hace en la funcién una traslacién horizontal

de b unidades. Observa que el término ¢ significa una traslacion de c
unidades modificar grafica.

Cuando y = 0 no es la asintota horizontal y observando la grafica podemos obtener
los ceros de la funcion, ya que la rama izquierda intercepta el eje de las x.

Para esto recuerda que buscamos un punto sobre el eje x, en el que la coordenada
y €es cero, tenemos

10
y=i5t8
0= 10 + 8
Cx—7

~ 10

x=7

—8(x—7) = 10

—8x+56 = 10
Despejamos x.

—8x = —46

46
¥~ 8

6

s 4
Por lo tanto, el cero de la funcidn es: x = -

Ejercicio 4. Analicemos f(x) ==, x tiene que ser diferente de cero, ya que

x2’

sabemos que la divisién entre cero no estéa definida.
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Para graficar, como x # 0, le damos a x valores cercanos a la asintota vertical
x = 0, por la derecha y por la izquierda, por ejemplo, en el intervalo de -5 a 5.
Completa la tabla.

x| -5 [-1]-05] -0.1 -0.01 0 001 {01 |05 |1 5

y| 004 | 1] 4 100 | 10000 10000 | 100 | 4 | 1 |0.04

Observa que:

Cuando "x" toma valores cada vez mas cercanos a cero, el valor de "y"
Cuando "x" toma valores cada vez méas grandes, ya sean positivos 0 negativos el

valor de "y" es , €s decir se va acercando al eje de las abscisas.
Graficando con GeoGebra los valores de la tabla se obtiene:

-4

La funcion f(x) = xiz no intercepta a los ejes "x" e "y".

i. Ecuacién de la asintota vertical x =
ii. Ecuacién de la asintota horizontal y =
iii. Dominio de la funcion es: Dy = {x € R: }

iv. El rango de la funcion es: Ry = {y € R: }

Ejercicio 5. Realizar la gréafica, determinar asintota horizontal, asintota vertical,
domino y rango de la siguiente funcion:

64



Matematicas 1V

Unidad 2 Funciones Racionales y con Radicales.

. El'rango de la funcion es: Ry =

5
x2—9

fGx) =

. Al resolver la ecuacién x2 -9 =0,x =—-3yx =3, por lo tanto, tiene dos

asintotas verticales.

. La funcion tiene una traslacion horizontal de 0 unidades ¢ = 0, por lo tanto, la

ecuacion de la asintota horizontal es y = 0.

i. Dominio de la funcion es: Dy = {x € R:x # —3 y x # 3}.

. Para hacer el bosquejo de la grafica se trazan las asintotas y se toman algunos

valores para x cercanos a las asintotas x = —3 y x = 3, por la derecha y por la
izquierda, por ejemplo de -5 a 5.

x|5]4,-3|-2|-1]0|1|2|3|4]|5

y

Realiza la grafica con lapiz y papel y verificala con GeoGebra.

Ay

Ejercicio 6. Resolver:

flx) = +3

x2—9
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¢,Cual o cudles son las asintotas verticales?

¢,Cual es la asintota horizontal?

¢, Hay posibilidad de encontrar los ceros de la funcion? Argumenta ta
respuesta.

Dominio de la funcién es: D¢
El rango de la funcion es: Ry =
Ceros de la funcion =

Completa la Tabla y realiza un bosquejo de la gréfica y verificala utilizando
GeoGebra.

-4

Ejercicio 7. Obtener el dominio, rango, gréafica de la funcién, ceros y junto con tu
profesora o profesor conoceras una nueva caracteristica “hueco”:
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x?—81
f(x)=x—

-9
(x=9)(x+9) _

Factorizando f (x) = 5

x+9

Explica porque el resultado es x + 9:

De acuerdo con lo anterior el dominio de la funcién es el siguiente:
Dy ={x€R:x # 9}

Y para obtener el rango tenemos:
f(x)=x+9

Evaluamos con el valor de la restriccion:
f(9)=9+9=18
Por lo que el punto (9,18) no existe en la grafica de la funcién
Obtenemos el rango:
R ={y e R:y + 18}
Y por lo tanto el punto (9,18) representa un hueco en la grafica de la funcion.

Hueco : (9,18)

Al factorizar una funcioén racional, si hay términos comunes en el numerador y en
el denominador con la misma multiplicidad, hay un hueco en la funcion.
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Ejercicio 8. Determina Dominio, Rango, Hueco (si es que existen) y la Grafica de

la funcion.

[0 =22

Factorizando:f (x) = % = x—3 ; f(x)=x-3

éPor qué f(x) = x — 3?
Determina el dominio:

Di={xeRx+__}
Y para el rango evaluamos el valor restringido que es 1.

f()=x-3
fy=_-3=___

Obtenemos el rango

Gréfica de la funcion.
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Ejercicio 9. Resolver:

fx) =

Determinar los ceros de la funcion, si los tiene, sino es asi, argumentar el porqué.

Hueco: (1,-2)

x? —4x+3

Determinar los huecos de la funcién, si los tiene, sino es asi, argumentar el

porqué.

Determinar las asintotas verticales

Determinar la Asintota horizontal

Determinar dominio de la funcién Dy.

Determinar Rango de la funcion R;.

Realiza un bosquejo de la gréfica y verificala con GeoGebra.
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50

40

30

20

Marco Tedrico. Son funciones Racionales si son de la forma: P(x) = %, donde

Q(x),y R(x) son polinomios cualesquieray R(x) # 0. Recuerda que la division entre
0 no esta definida.

1. Através de una factorizacion, si hay términos comunes en el numerador y en
el denominador con la misma multiplicidad, la funcién racional se convierte
en una funcion polinomial, dejando uno o mas huecos (un punto o mas
vacios).

2. Donde el numerador es un numero racional preferentemente entero y el
denominador es una expresion algebraica., teniendo presente que la relacion

P d do 0 L, .. . . . .,
fx) = M, no esta definida, es decir da una indeterminacion.

3. Cuando numerador y el denominador son expresiones algebraicas y no se
eliminan a través de una factorizacién. En este caso hay que tener presente
el siguiente teorema, para obtener las asintotas horizontales.

Teorema de las asintotas horizontales.

Sea f(x)= g(x)  ax"+a, X" +-+axi+a,
h(X) mem +bmflxm71+"'+blxl+b0

, entonces:

» La asintota horizontal tiene por ecuacién alarecta y=0, si m>n. Es decir, si el
grado del polinomio h(x) es mayor o igual al grado del polinomio g(x).

. a . .
> sim=n,larectay= b—” , €s la asintota horizontal.

m

» Sim < n, no hay asintota horizontal.
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» Cuando hay un traslado vertical dela asintota horizontal: no es asintota

horizontal.

Estrategia didactica 3. Resoluciéon de Problemas de aplicacion. (Cierre).

Aprendizajes: Resuelve problemas de aplicacion.

Problema 1. El costo en miles de
pesos por producir X toneladas de
plastico para esferas, se puede
representar con la funcién:

C(x) = 14400 + 7450x.

La anterior funcion considera gasto
fijo por operacion de maquinaria,
equipo y herramienta, mas gastos
de administracién $14,400 y un
costo de $7,450 por producir cada
tonelada del plastico.

a) Expresar como funcion de x
el costo promedio para
producir una tonelada de
plastico y dibuja la grafica

b) Hallar el costo promedio por
tonelada cuando se alcanza
una produccion de 150
toneladas de plastico.

Recuerda para obtener el costo promedio C,(x) se divide el costo total entre la

cantidad de toneladas producidas.

Cp(x) =

Dibujemos la gréafica en GeoGebra.

Teniendo la regla de correspondencia de la funcion solo la escribimos en el

software.

Ejemplo para realizar grafica en GeoGebra.
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- - N - . Ea . . e
“~ H I | 3 hiblpe e geonsbe gy aphing Tlang - s ] = B hwsieiceds (F)
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Por ejemplo:

y=x+3
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y=x+3 : //_/"
,\ : //’/
//'//
EEoass

Escribimos la funcidn /

damas clic en enter

123 fx) ABC #&-

x = e 7 8 9 X =
"52 ‘‘‘‘‘‘ - [ 4 5 6 + -
< > < E 1 2 3 = €3]

Para practicar realiza la grafica en GeoGebra con la funcion que determinaste,
imprimela y pégala a continuacion
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Con base a la gréfica que obtuviste, ¢,cuél es la asintota vertical?
Nota: pregunta a tu profesor como modificar los parametros de los ejes "x" e "y", en
GeoGebra para el problema en especifico de aplicacion.

c) C,(150) =

240x+1400
14(x+1)
representa el porcentaje de residuos de
hidrocarburo que permanecen en el mar F
después de un derrame de un Buque |
Cisterna transportador de petréleo, de
efectuarse durante cuatro meses las
tareas de recuperacion y limpieza por
parte de la empresa responsable.
Transcurrido ese tiempo, el proceso
continla mas lentamente por la accién
natural de los procesos de
biodegradacion.
La variable tiempo X' son los meses que
lleva la tarea de limpieza
a) ¢Qué porcentaje de residuo de
petréleo queda al concluir el cuarto
mes de la operacion de limpia?
b) ¢Cual es el maximo porcentaje de
limpieza que se puede obtener de
acuerdo con este modelo?

Problema 2. La funcion f(x) =

Para resolver el inciso a) tenemos que evaluar los cuatro meses

f4) =

Para resolver el inciso b) hay que realizar la grafica puedes hacerlo con GeoGebra.
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c) ¢Determinar cudl es la asintota horizontal?

d) ¢Qué significa el anterior resultado?

Problema 3. Para evitar la extincion
de los gorilas en Africa se crearon
programas de proteccion en reservas
dentro de su hébitat natural. La

funcion g(x) = 218x+34 representa el
0.6x+3

aumento de la poblacion de esta
especie al reubicar un grupo en un
parque. La variable "x" representa el
namero de gorilas en el habitat
natural.

a) ¢ Cudl es la poblacién inicial?

b) Dibujar la grafica.

c) ¢Cuanto tiempo la poblacion
aumentara a 50 gorilas?

d) ¢Cual es el limite de aumento
previsto para la estabilidad ecologica?

Empecemos a solucionar el problema
a) Para la poblacion inicial x =
g )=24

¢ Lo que significa qué?

b) Grafica (recuerda realizarla en GeoGebra).
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c) Pararesponder tienes que realizar lo siguiente g(x) = 50.

S0 — 91.8x + 84
T 0.6x+3

d) Para este inciso te recomendamos determinar la asintota horizontal:

Ahora ¢Cual es la interpretacion del resultado de la asintota horizontal?

Problema 4. En una reserva
ecoldgica se introduce 100 lobos. La
poblacion estd modelada por la

. 258442t
funcion I(t) = " ;51: para t =0,

donde t es el tiempo en afios.

a) Calcula la poblacion de lobos para
t=5t=15yt = 25.

b) Traza la grafica correspondiente y a
partir de ella responde: ¢ Cual seria el
tamafio limite del nimero de lobos a
medida que aumenta el tiempo?

€\
Civaddo
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Solucioén:
a) Para determinar el tamafio de la poblacién de lobos que se solicita, hay que
evaluar la funcién para cada uno de los valores de t.

I(5) =
[(15) =
[(25) =

b) Grafica. (Recuerda utilizar el software GeoGebra).

¢, Qué valor tiene la Asintota horizontal?:

A partir de la gréafica podemos observar, que la poblacion de Lobos se estabiliza a
lo largo del tiempo en individuos.
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Funciones con Radicales.

Estrategia didactica 4. Funciones con radicales. (Inicio).

Aprendizajes: Explora problemas sencillos que se modelen con Funciones con
Radicales.

Actividad 1. (Extraclase): Visita el cdédigo QR-2, para
conocer acerca de raices y radicales. Esta informacién te va a
servir para que puedas entender las diferentes actividades
expuestas en el tema de funciones con radicales.

radicales.

Empecemos a trabajar con las funciones en las cuales la regla de correspondencia
involucra a los radicales.

Actividad 2. Problemas de Aplicacion.

Recordaremos una unidad de Matematicas 3, Geometria Analitica, “la parabola”.

Problema 1.

Comencemos analizando la funcion que
esta relacionada con la semiparabola que
tiene vértice de coordenadas (—2,0) y foco

de coordenadas (—% O).

Por los datos que nos proporcionan, se trata de una parabola , por lo tanto,
se tiene lo siguiente:

Ecuacion de la forma: (y — k)? = 4p(x — h).

Vértice: (h, k) = (—2,0),setieneque h=_ y k=___
Foco: (h + p, k), entonces, h+p = — -, sustituyendo h = —2, se tiene —2 +p =
3

>

N W

Despejandop, p = — %+ 2,p= .

Sustituyendo los valores en la ecuacion de la parabola tenemos.
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1
(y — 0)? =4<§>(x+2)
y2 =2(x+2)
y? =

Extrayendo raiz cuadrada en ambos miembros de la ecuaciadn para despejar y, se
obtiene la funcion:

Problema 2.

La funcion que modela el volumen V de un
cilindro circular recto de altura constante
de4myradior, esV = nr?h.

a) Expresar el volumen V en funcion del
radio r.

V =nr?h
Para expresar el volumen en funcion del radio, despejemos el radio

vV nr2h
th  Th

vV
242

Th
jz=ﬁ
Th

Como h = 4.
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Las funciones que tienen en su regla de correspondencia al menos un radical son
denominadas Funciones con radicales.

Estrategia didactica 5. Dominio, rango y gréfica de funciones con radicales.
(Desarrollo).

Aprendizajes: Identifica los elementos de la funcion: dominio, rango, ceros y traza
su gréfica.

Ejercicio 1. Analicemos la primera funcion:

yt=x
Extrayendo raiz cuadrada en ambos miembros se tiene:

y=vx o f(x)=x

Veamos qué pasa si x = —4, tenemos:

f-4)= V=4
f(-8)= V=8
F-1) = V=1
f(=10) = V=10

Qué puedes mencionar:

Entonces, la variable "x" tiene que ser mayor o igual que cero y por lo tanto la
variable "y" toma valores mayores o igual que cero, concluyendo que:

Dominio de la funcién es: Dy = {x € R:x = 0}
0 Dy =[0,)
Rango de lafuncién es: R, = {y € R:y = 0}
0 Ry = [0, )
Verifiguemos:
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Elabora la tabla para f(x) = vx

con algunos valores estratégicos para la variable

x, para que sea mas facil calcular el valor de y.

X

0

1

4

9

16

25

36

49

y = VJx

Tenemos la siguiente grafica utilizando GeoGebra.

5

4

by

f@) =z

Con esto comprobamos que el domino y el rango de la funcion son correctos.

Observa que la grafica corresponde a una semiparabola horizontal, que abre hacia
la derecha y tiene su vértice en el origen.

Con lo que se mencioné anteriormente que puedes concluir acerca de los ceros de
la funcién. Argumenta tu respuesta.

Ejercicio 2. Determina dominio y
los cerros de la funcion.

rango, completa la tabla, realiza la grafica y obtén

fO)=Vx+1
Elabora una tabla:
X -2(-110|3|8|15|24 |35 |48
y=+Vx+1
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Realiza un bosquejo de la gréfica de la funcion.

lly

Dominio de la funcién es: D=

Rango de la funcion es: Ry =

Cero de la funcién:

-2

-4

-6

-8

Es importante que observes que:

» La gréfica corresponde a una semipardbola horizontal, que abre hacia la
derechay tiene su vértice en el punto (—1,0).
> Con respecto a la grafica f(x) = +/x se ha trasladado una unidad hacia la

izquierda.

fl@) = vae+1

8 -7 -6 -5 -4
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Ejercicio 3. Determinar dominio, rango, ceros de la funcion y realizar gréfica.
f&)=~Nx—-7

Ahora ya comprobaste que el valor del radicando debe de ser mayor a cero
entonces podemos utilizar las desigualdades.

Por favor debes de revisar la seccion 4. Materiales diversos de apoyo inciso b)
desigualdades antes de continuar, después de haber trabajado en ese inciso
continua.

Primero resolvemos la desigualdad del radicando.
x—7 =20
Despejando "x" se tiene:

x =7

Entonces la funcion esta definida para valores de la variable x, mayores o iguales
que 7.

Puedes escribir en base a este resultado el domino y el rango.
Dominio de la funcién es: Dy =

Rango de la funcion es: Ry =

Cero de la funcién=

Recuerda puedes realizar la grafica en software GeoGebra, y pégala.

Es importante que observes que:

83



Matematicas 1V . . .
Unidad 2 Funciones Racionales y con Radicales.

» La gréfica corresponde a una semiparabola horizontal, que abre hacia la
derecha y tiene su vértice en el punto (7,0).

> Con respecto a la grafica f(x) = v/x se ha trasladado siete unidades hacia
la derecha.

f(z) = vz

~ "x

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

{s:3
w
5]
N
®
IS
o
>

Conclusion.
Se tiene que las funciones de la forma:

f)=Vx+b
Tienen las siguientes caracteristicas:
Dy = {x € R:x = —b}
Ry ={y € Riy > 0}

Sus graficas corresponden a una semiparabola horizontal, que abre hacia la
derechay tiene su vértice en el punto (—b, 0).

Ejercicio 4. Retomemos el problema 1.

y=V2x+4

Obtenemos de la semiparabola:

Vértice en (—2,0).
Foco de coordenadas (— 2 0),
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Resolvemos la desigualdad del radicando.
2x+4 =20
Despejando x se tiene:
2x >
X =

La funcion esta definida para valores de la variable "x", mayores o iguales a menos
dos, por lo tanto, la variable "y" toma valores mayores o igual que cero.

Determinar el Dominio y el Rango:
Df =
Rf =
Realiza la grafica asociada a f(x) = v2x +4 en GeoGebra.

Ahora examinemos otra funcion.

Ejercicio 5.

f(x) = v9x — 18

Factorizando el radicando y aplicando las propiedades de los radicales en la funcion

f(x) = V9x — 18 se tiene:
f(x) = J9(x—2)
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f(x) = V9 Vx =2
f(x)=3Vvx—2

Determina el domino y el rango:

La funcion f(x) = 3+vx—2 , comparada con f(x) = x, se ha trasladado dos
unidades a la derecha y el valor de la variable y se ha triplicado.

Para verificar que nuestra conclusion es correcta, realicemos la grafica, ya sea
tabulando o utilizando un software dinamico como GeoGebra.

Realicemos la tabulacién y la gréfica.

x 2136|1118 |27|38|51
y=v9x — 18

Ay

7

. f(x) = 9z — 18

5

3

2 f(z) =V

0 ® S
3 2 -1 0 1 2 4 5 6 7 8 9 10 il 12 13 14 15 16 17 18

P(2,0)
-2

Actividades para el alumno.

Ejercicio 1. Obtén dominio, rango y ceros de las siguientes funciones.
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a) f(x) =vx—25 b) g(x) =Vx+ 16

Conclusiones: Se tiene que las funciones de la forma:

f(x) = +axtb

Tienen las siguientes caracteristicas:
Dy ={xeRrxz+

Sus gréaficas corresponden a una semiparabola horizontal, que abre hacia la
derecha y tiene su vértice.

Vértice en el punto (ig, 0).
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Ejercicio 6. Determina dominio, rango y ceros de la siguiente funcion:

f(x) =+x%2+4+2x—-15

Resolvamos el radicando x? + 2x — 15.

Utilizar formula general:

—b + Vb2 — 4ac
x =
2a

Sustituye los valores de a, b y c en la férmula.

oo ¢ ) V()2 =4 )0)
2(C )

X1=—y Xy =

Ya que tenemos la solucién vamos a tabular

X

-10/-8|6|-5|-4|-3|-2/-1|0|1|2|3|4

y=+x%+2x—-15

Realiza la Gréafica.

50

40

30

20

-20

-30

-40

De acuerdo con la grafica obtenida menciona:

Df:
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Rf:

Ceros:

Ejercicio 7. Obtener dominio, rango y ceros de la funcion:

fx) =

6x2—5x—6

Resolvamos el radicando 6x? — 5x — 6 —

Utilizar formula general:

Sustituye

Ya que tenemos la solucion vamos a tabular.

X1 =

X

B —b ++Vb? — 4ac

2a

OO0

2(

y x;=

X

-10

-8

-6

-5

-4

-3

N | W

y=+46x2—-5x—6

Realiza la Gréafica.

50

40

30

20
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De acuerdo con la gréfica obtenida menciona:
Df ==
Rf =

Ceros:

¢, Qué puedes concluir acerca de estos dos ultimos ejercicios enfocandote en las
gréficas obtenidas?

Ejercicio 8. Obtener domino, rango y ceros de la funcién.

flx) = \/—x2 —2x + 15
Resolvamos el radicando —x? — 2x + 15.

Utilizar formula general

—b ++Vb% — 4ac
x =
2a

Sustituye

oo ¢ ) V()2 =4 )(0)
2(C )

X1=__ - y Xy =

Ya que tenemos la solucién vamos a tabular

x -7 0/|1(2|3|4|5|6

y=+—x2-2x+15

Realiza la Grafica
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50

40

30

20

-4

De acuerdo con la grafica obtenida menciona:

Df:
Rf=

Ceros:

¢, Qué puedes concluir acerca de este ultimo ejercicio enfocandote en la gréfica

obtenida?

Ejercicios.

Realiza los ejercicios, obtén dominio, rango, ceros y grafica de las siguientes
funciones y por ultimo, concluye que pasa con la gréafica de cada una de estas
funciones respecto a la gréafica de la funcién cuya regla de correspondencia

es f(x) = vx (puedes realizar la grafica en GeoGebra).

a) f(x) =v-x
b) f(x) =v—x%+25
c) f(x) =—Vx
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d) f(x)=—-V6x?2—-5x—6
&) f(x) = —V=x

f) f(x) =—Vx?2+2x—-15
9) f(x) =—-—V—x2—-2x+15

Estrategia didactica 6. Problemas de aplicacién de las funciones con
radicales. (Cierre).

Aprendizajes: Resuelve problemas de aplicacion.
Problema 1.

En un tridngulo rectangulo, se mantiene

constante la longitud de la hipotenusa y

las longitudes de los catetos son

variables. C
a) Expresa el Teorema de Pitagoras,

como una funcion de sus catetos.

b) Realiza la gréfica de la funcion

resultante. i
c) Establece el dominio de acuerdo con A b C
las condiciones del problema.

B
10
a
i
A 2 C

Aplicando el teorema de Pitdgoras estudiado en Matematicas Il, unidad
IV, tenemos

b? + a® = 102
Podemos despejar a "a" 0 "b" en este caso despejemos a "b":
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b=v
b(a) = /100 — a?

Ahora con lo estudiado anteriormente realiza la grafica de la funcion, obtén
el domino, rango.

50
40
30

20

Problema 2.

¢Como puede expresarse la @
longitud de la diagonal de un
rectangulo cuyo perimetro es
20 metros, en funcion de su
ancho?

Aplicando el teorema de Pitagoras
c2=a?+b%...... Ecuacion 1
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A partir del perimetro

20 =2a+2b

20=2(_+_)

10=__ +__

b=__ —_ ... Ecuacion 2.

Sustituyendo la Ecuacion 2 en Ecuacion 1.

c=\/_+(10—a)2

c=yat+__—__+a?

c=+/2a%—__+100

Realiza la grafica en GeoGebra.

Qué puedes concluir a partir de la gréfica.
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4. Materiales diversos de apoyo.

a) Factorizacion.

En primer lugar, veremos cdmo resolver una ecuacion de la forma.

X 4+bx+c=0

llustraremos el primer método explicando varios ejemplos.

Ejemplo 1. Resuelve la ecuacién, x? — 5x — 66 = 0.

vi.

Vii.

viil.

El trinomio x? — 5x — 66, sera factorizado de la siguiente manera.

(x +n)(x +m).

Primero se descompone el 66 en factores primos.

66 | 2
33| 3
11 |11
1

Ahora multiplicamos entre si los nimeros primos 2, 3, 11, para obtener
dos ndmeros n y m, cuya suma sea -5, en este caso los numeros son, 2 *
3=6y—-11.Asiquen=6ym=—11.

Los factores que buscamos son, (x + 6)(x — 11).

La primera raiz de la ecuacién se obtiene de resolver la ecuacion, x + 6 =
0, 0 sea x; = —6.

La segunda raiz se obtiene al resolver la ecuacion, x — 11 = 0, de donde
x, = 11.

Comprobacion, sustituyendo x = —6 en la ecuacion original tenemos,
(=6)2—5(—6) — 66 =36+ 30 — 66 = 66 — 66 = 0.

Comprobacion, sustituyendo x = 11 en la ecuacion original tenemos,
(11)%2 —5(11) — 66 = 121 — 55 — 66 = 121 — 121 = 0.

Ejemplo 2. Resuelve la ecuacion, x? + 7x + 18 = 0.

El trinomio x? + 7x + 18, sera factorizado de la siguiente manera.

(x +n)(x + m).
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iv.

Descomponemos el 18 en factores primos.

18| 2
93
3|3
1

Ahora multiplicamos entre si los nimeros primos 2, 3, 3, para obtener dos
nameros n y m, cuya suma sea 7, en este caso los nimeros no se pueden
encontrar.

Si el polinomio no se puede factorizar se denomina Primo.

Ejemplo 3. Resuelve la ecuacioén, x% + 2x — 15 = 0.

Vi.

Vii.

El trinomio x? + 2x — 15, sera factorizado de la siguiente manera.

(x+n)(x+m).
Primero se descompone el 15 en factores primos.

15| 3
5 |5
1

Enestecason=5ym = —3.

Los factores que buscamos son, (x + 5)(x — 3).

La primera raiz de la ecuacion se obtiene de resolver la ecuacion,
x+5=00seax; =-5.

La segunda raiz se obtiene al resolver la ecuacion, x — 3 = 0, de donde
x, = 3.

Comprobacion, sustituyendo x = —5 en la ecuacion original tenemos,
(—=5)24+2(-=5)—15=25—-10 — 15 = 25 — 25 = 0.

Comprobacion, sustituyendo x = 3 en la ecuacién original tenemos,
(3)24+42(3)-15=9+6—-15=15—-15=0.

Ejemplo 4. Resuelve la ecuacion, 6x? —5x — 6 = 0.
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Comoa =6,b =—-5,c = —6.
Buscamos dos numeros n y m que cumplan las siguientes condiciones.

1. El producto,n*m =a *x = (6)(—6) = —36.
2. Lasuma,n+m=>b = —5.

i. Sedescomponena =6Yyc = —6 en sus factores primos.

6|2 612
3|3 313
1 1

ii. Ahora se multiplican entre si los nUmeros primos, tomando cada uno de
ellos una sola vez, para encontrar n ym de manera que cumplan la
condicion 2, n + m = —5.

n=3*x3=9ym=2x+x2=4
Como b = —5,m = —9 es negativo y n = 4 debe ser positivo.

iii.  Escribimos.
6x>—5x—6=6x*—-9x+4x—6=3x(2x—-3)+2Q2x —3) =
(2x —3)(3x + 2).

iv. De3x+2=0,setiene, x; = —g.

v. De2x—-3=0,setiene, x, = g

Las raices de la ecuacion son.

2 3
Xp =—3YX2 =7 ;
Comprobacion, sustituyendo x, = S en la ecuacion.

0(1) -5 () -6

2
. ., 3 6 9 54 27
Haciendo la operacion 6 (—) = (—) (—) =—==
) 2 1 4_ ) 4 2
Sustituyendo el resultado en la ecuacion.
27 15
———=-6
2 2
. 27 15 12
El resultado de la resta de fracciones es, ST, =5 6
6—6=0.

Ejemplo 5. Resuelve la ecuacion, 12x% — 45x + 42 = 0.
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En este caso los tres términos son divisibles por 3, por lo que al simplificar se
tiene la ecuacion, 3(4x? — 15x + 14) = 0.

Una vez simplificada la ecuacion trabajaremos con la ecuacion.

4x%2 —15x + 14 = 0.
Cona=4, b=-15, ¢ = 14.

Buscamos dos numeros n y m que cumplan las siguientes condiciones.

1. El producto, n*m = a *c = (4)(14) = 56.
2. Lasuma,n+m =»b = —15.

i. Se descomponen a =4y c = 14 en sus factores primos.

412 1412
2|2 7|7
1 1

ii. Ahora se multiplican entre si los nUmeros primos, tomando cada uno de
ellos una sola vez, para encontrar nym de manera que cumplan la
condicion 2, n + m = —15.

n=2x%x2%x2=8ym=17.
Como b = —15,m = —8 es negativo y n = —7 debe ser negativo.
Paraque m+n=-8-7=—15.

iii. Escribimos.
4x> —15x + 14 =4x*> —8x —7x+ 14 =4x(x — 2) — 7(x = 2) =
(4x — 7)(x — 2).

iv. Ded4x—7=0,setiene, x; = %
v. Dex—-2=0,setiene, x, = 2.
Las raices de la ecuacion son.
Xy = Z yx; =2
Comprobacion, sustituyendo x, = 2 en la ecuacion.
4(2)2-15(2)+14=4(4)-30+14=16—-30+14 =30 —30 = 0.

b) Diferencia de cuadrados.
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Se le llama diferencia de cuadrados al binomio conformado por dos términos a los que
se les puede sacar raiz cuadrada exacta.

Al estudiar los productos notables tenemos que:
(a +b)(a—b) =a?—b?
a’?—b%?=(a+b)(a—>b)

Donde siempre la diferencia de cuadrados es igual al producto de la suma por la
diferencia de sus bases.

Ejemplo:

x% — x? raices:Vx2 =x Jy?=y x+y)x—y)

c) Desigualdades.

DESIGUALDAD: Es una expresion que indica que una cantidad es mayor o menor
que otra.

INECUACION: Es una desigualdad en la que hay una o mas cantidades
desconocidas (incoégnitas) y que solo se verifica para determinados valores de las
incognitas. Las inecuaciones también se llaman Desigualdades condicionales.

4x — 3 > x + 9 es una inecuacion porque tiene la incognita x.

Es condicional, porque es cierta para cualquier valor de x mayor que 4, pero es
falsa si x es menor o igual que 4.

Propiedades:
Sean ¢, b, a tres numeros reales.

I.  Una desigualdad no cambia de sentido cuando se afiade o se resta un
mismo numero a cada miembro.

Esto es, si a > b, entonces se cumple que a + ¢ > b + c. Ejemplo:
6x+1>5x—2
6x—5x>-2-1
x > —3.
I. Una desigualdad no cambia de sentido cuando se multiplican sus dos
miembros por un mismo factor positivo, o se dividen por un mismo divisor,
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también positivo. Esto es, dado un numero ¢ > 0, si a > b entonces se
b
cumple que:axc>b*c yque%>;.

Ejemplo:
5 —-3<3x—-2
5x—3x<3—-2
2x <1
1
x<2

[l Una desigualdad cambia de sentido cuando se multiplican sus dos
miembros por un mismo factor negativo, o se dividen por un mismo divisor,
también negativo

Esto es, dado un numero ¢ < 0, si a > b entonces se cumple que:
b
axc<bxc yque%<;
Ejemplo:

—6x+ 18 <2 —4x
—6x+4x<2-—-18

—2x < —16

—2x < —16

-2 -2
x> 8

El grupo se organiza en equipos de 2 o 3 alumnos para resolver las siguientes
ecuaciones.

x2+2x—-3=0 x2+7x+6=0 x2—3x—10=0

x2—x—-12=0 x2—=7x-30=0 x2—3x—18=0

x?—15x—14 =0 x2+4x—21=0 x2+14x+24=0

x2—=7x—-72=0 x2+4x+4=0 x2—6x+9=0
X% —9 25x% — 16y x2_<87r1>

6x —4>7x+ 2 S5x—4>2x+2 —6x—3>—-7x+2

d) Ejercicios. Funciones racionales y con radicales.
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Determine el dominio, rango, ceros, huecos, asintota vertical, asintota horizontal y
traza la grafica de las siguientes funciones racionales. Anexa al final del documento
esta actividad, continuando la numeracion con respecto a la ultima hoja.

) () =525 b) y =57 ) ) = s
d) f(x) =+ &) g0) == f) fr) = K0
0) h() =1 h) gt =—= ) p() =—

Traza la gréafica de las siguientes funciones y determina el dominio, rango y ceros
de la funcion.

a) f(x) = v2x -1 b) f(x) =V3x + 4 c) f(x) =VxZ—4
d) f(x) =25 —x2 e) f(x) =Vx2 —5x — 14 ) fx) =Vx2 —x—12

5. Formas e instrumentos de evaluacion.

Sin duda, una de las cuestiones mas importantes de la ensefianza, es la evaluacion de lo
aprendido por los estudiantes. En nuestro caso, esta evaluacion debe ser continua y en
estrecha observancia de los dos principios basicos del constructivismo, a saber, la
diferenciacion progresiva y la reconciliaciéon integradora de los nuevos contenidos con los
gue ya traia el aprendiz. Por ello es por lo que, a lo largo del desarrollo de esta estrategia
didactica, se debera ir determinando la adecuacion y pertinencia de las construcciones
conceptuales de los alumnos. Al final de la autoevaluaciéon, encontraras las respuestas a
cada seccion con la finalidad de que te puedas autoevaluar.

Autoevaluacion.

1. La asintota vertical de f(x) = —_es:

x+3
a) x=3
b) x=0
c) x=-3
d x=1

2. El dominio de f(x) = —ﬁ es:

8) (~c0,3) U (~3,00)
b) (—OO, _3) U (3' OO)
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€) (=%,3) U (3,)
d) (=0, =3) U (=3,)

1
(x—2)2

3. Elrango de f(x) = — +1es:

a) (—o,—1)
b) (=, 1)
€) (0,—1)
d) (o0,1)U (=, 1)

4. La siguiente gréfica, ¢A cudl de las siguientes funciones corresponde?

2

a) f(x)=—m
b) f0O) =~y
0) ) =~ s
d) f(x)=—

(x=2)(x-2)

5. La siguiente gréfica, ¢ A cual de las siguientes funciones corresponde?
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x—3

a)f(x) - x2+x+—320
X

b) f(x) - x2+jf-§20
x

C) f(x) T x2-x-20
x—3

d)f(x)=m

6. ¢ Cudl es la funcién que representa a la siguiente grafica?

Q

Ily

-22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 i =2 ] Wa 0 T2 4 16 18 20 22 24 26
5 1 4 x—2
) QW) =5 B QW =+4 9 Q) = — ) QL) =22

x+3
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7. ¢ Cual es la funcidon que representa a la siguiente grafica?

elly

5

4

x+6 x x+6 _ x+6
a) f(x) - x2—-x—20 b) f(x) - X2 +9x+20 C) f(x) = x2—x+6 d) f(x) T x2+x-20
2_
8. El dominio de la funcion racional f(x) = zz_i es:
a) R — {1} b) R-{-1} c) R d R —{-1,+1}

9. La siguiente grafica esta representada por la siguiente funcion racional.
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= ! 2 = ! 2
A S = G DS = e T
_1 1
O SO = Gt Q) @)= Gt ?

10. ¢ Cuél es el dominio de la funcion f(x) = v2x — 10?
a) (5, ) b) (5, ] ¢) [=5, ] d) [5, )

11. La funcion que le corresponde a la siguiente grafica:

mly

Q) f()=Vvx2=49 b fx)=/x-7Nx=-7) ©) f)=yEx+Nx+7)
d) f(x) = V49 —x2

12. El dominio de la funciéon f(x) = —Vx? — 1 es:

a)(-0,—1] U [1,00) b)[—oc0.—1] ¢)[oo, 1] d) R

13. El rango de la funcion f(x) = V2 + 2x es:

a) [—oo, 0] b) [-3,3] c)[—1, o0) d)[-2,2]
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14. La grafica de la funcion f(x) = V25 — x? y su dominio son:

a) Dr =[-4,5] b) D =[-44]

-

¢) Dy =(~04] ]

]

d) Df = [—5,5

15. Considera un tridangulo isGsceles de perimetro fijo 20 u. Si x es el valor de
uno de los lados de igual longitud exprese su area A(x)como funcién de x.

a) A(x) = (10 — x)v20x — 100
b) A(x) = xv20x — 100

x X
h
c) A(x) = (10 — x)V20x + 100
=
p—2x d) A(x) =10+v20x — 100

Tabla de respuestas de la autoevaluacion.

Seccion |. Funciones racionales.

1.c 2.e 3.b 4. b 5b 6. a 7.a 8.d 9.d

Seccion Il. Funciones con radical.

10.d | 11.d | 12.a | 13.c | 14.d | 15.a
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6. Valoracién del profesor de los resultados obtenidos.

En esta seccion se incluye una lista de cotejo para que todos podamos aplicarla al
final de su puesta en escena.

MATERIA: MATEMATICAS IV.

NIVEL: BACHILLERATO.

UNIDAD 2: FUNCIONES RACIONALES Y FUNCIONES CON RADICALES.
MATERIAL: CUADERNO DE TRABAJO.

Nombre: . Grupo:

Lista de cotejo para evaluar los resultados obtenidos en la puesta en
escena de la Unidad 2. Funciones Racionales y con Radicales.

INDICADORES DE LOS APRENDIZAJES INCLUIDOS EN LA

UNIDAD 2. Sl NO

1. Se exploran situaciones que se modelan con Funciones
Racionales.

2. Se identifican los elementos de una Funcion Racional: ceros,
asintotas verticales y huecos, dominio y rango para graficarla.

3. Realiza graficas de Funciones Racionales que tengan asintota
horizontal, diferente al eje de las x, asintotas verticales, ceros,
huecos, dominio y rango.

4. Se resuelven problemas de aplicacion.

5. Se exploran problemas sencillos que se modelan con Funciones
Radicales.

6. Se identifica los elementos de la funcién: Domino, rango, ceros y
se traza su grafica.

7. Se resuelven problemas de aplicacion.

INDICADOR A R

AUTOEVALUACION.
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7. Bibliografia y/o Fuentes Consultadas.
Ruiz, J. (2009). Mateméticas IV. México: Editorial Patria.
Robledo, R. et al. (2020). Matematicas II. CCH.UNAM.

8. Bibliografia Virtual. Sitios WEB y Fuentes Relevantes.

El portal académico del CCH. (2020). Recuperado de
http://portalacademico.cch.unam.mx/. _Contiene guias para el profesor, material
interactivo, asi como textos de interés pedagoéagico.

Direccion General Escuela Nacional Colegio de Ciencias y Humanidades. (2016).
Programas de Estudio, Mapa curricular del Plan de estudios. Recuperado de
https://www.cch.unam.mx/programasestudio

Acevedo, A. (s.f.). Nuestra Pared para pintar. (Imagen). Recuperado de:
Nuestra pared para pintar | Angel Acevedo | Flickr

Anonimo. (s.f.). Gorila. (Imagen). Recuperado de
GORILA | TAMANO: Grande: 44 cm X 63 cm - Gigante: 60 cm X 71... | Flickr

Jesust793. (s.f). IMG_6120.(Imagen). Recuperado de
IMG 6120 | jesust793 | Flickr

Maldonado, L. (s.f.). Clave Al Esferas de Plastico. Irrompibles(Imagen).Recuperado
de
CLAVE Al | ESFERAS DE PLASTICO, IRROMPIBLES | Lilian Maldonado | Flickr

Miguel. (s.f). Lobo (Imagen). Recuperado de:
Lobo | Lobo. 70-300 1S-USM | Miguel Angel | Flickr

Petit. (s.f). Trabant-Rock & Roll-Musical Show(imagen). Recuperado de
Trabant-Rock & Roll-Musical Show | Petit model réduit, Traba... | Flickr

SITIOS WEB.

QR-1. NEUROCHISPAS. APRENDE INTUITIVAMENTE. (8 de febrero de 2021).
Funcion Racional. Recuperado de
https://www.neurochispas.com/wiki/aplicaciones-de-las-funciones-racionales

QR-2. Allen R, A. (2008). Algebra Intermedia (capitula 7). (72 ed.) PEARSON
Prentice-Hall. Recuperado de
https://www.cimat.mx/ciencia para jovenes/bachillerato/libros/algebra angel aop

7.pdf
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Propdsitos de la unidad.

Al finalizar, el alumno:

Utilizara las funciones exponencial y logaritmica para representar formas de
variacion de fendmenos de la naturaleza, que estas permitan modelar. Retomara
los conceptos de dominio, rango, asi como el andlisis de las relaciones entre los
parametros de estas funciones y su grafica. Tiempo: 20 horas.

1. Presentacion de la unidad 3.

Hasta ahora hemos estudiado funciones algebraicas. A las funciones que no son
algebraicas se les llama trascendentales o trascendentes. Algunos ejemplos de
funciones trascendentes son las exponenciales y logaritmicas. A menudo,
observamos o escuchamos acerca del crecimiento muy acelerado de poblaciones,
por ejemplo, de ratones o cucarachas, de la propagacion de bacterias o de virus, de
los peligros de la desintegracion radioactiva, de los residuos en la sangre de una
sustancia ingerida, de la intensidad de los terremotos, y de la acides de una
sustancia. El estudio de este tipo de fenbmenos se relaciona en gran medida con
las funciones exponenciales y logaritmicas, y abarcan las ciencias fisicas, biol6gicas
y sociales.

Esta unidad se desarrolla a través de estrategias didacticas!, Su disefio es una de
las principales tareas del profesor contemporaneo, independientemente de la
interpretacion que del aprendizaje tenga. Con el propdésito de posibilitar un mejor
aprendizaje, o sea, un aprendizaje que fuese adquiriendo un significado propio en
los procesos practicos cercanos a los estudiantes, con vistas a alcanzar los
objetivos actitudinales, conceptuales y procedimentales del area de matematicas
del CCH vy, especificamente, aquellos que atafien a esta unidad tematica.

Mas aun, nuestra propuesta agrega la computadora como uno de Sus recursos
esenciales, dado que con los medios de representacién que ofrece, el estudiante
tiene la posibilidad de construir y reconstruir el conocimiento matematico "viendo" y
"manipulando”, literalmente, sus construcciones, las de sus compafieros, asi como
la de los matematicos que lo han ido estableciendo en la historia de las
matematicas. El desarrollo de la unidad se lleva a cabo con 7 estrategias didacticas
e incluye: una autoevaluacion, materiales de apoyo diversos y la bibliografia
utilizada en su elaboracion.

2. Actividades de aprendizaje.

Estas se llevaran a cabo tomando como base los aprendizajes de la unidad 3, a
través de estrategias didacticas, utilizando diversas actividades y recursos mismas

1 Cf. Anexo 1.
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que incluyen cédigos QR, actividades diversas y el uso de GeoGebra, con el fin de
alcanzar los propositos de esta unidad.

3. Puesta en escena de la unidad 3. Funciones exponenciales y
logaritmicas.

Las estrategias didacticas que se presenta a continuacion han sido disefiadas para
que los estudiantes logren un aprendizaje significativo de los contenidos
actitudinales, conceptuales y procedimentales de la Unidad Tematica 3, del curso
de Matematicas IV, con vistas a lograr los aprendizajes de esta. La unidad didactica
se ha estructurado conforme a las siguientes estrategias didacticas.

SECCION I. Funciones Exponenciales.

Estrategia didactica 1. Situaciones que involucran crecimiento y decaimiento
exponencial. (Inicio).

Aprendizajes: El alumno en funcion de la resolucion de problemas: explora
situaciones o fendmenos que corresponden a crecimiento o decaimiento
exponencial, las relaciones o condiciones existentes y analiza las formas de
variacion.
Para el alumno: Actividad de exploracion para anclar conocimientos previos.
EE.! .E Af:t!wdad 1. (Extraclase): Visita los dos E r:E
cédigos QR, para conocer acerca de las 1
leyes de los exponentes. Una vez que hayas
E ! entra_ldo saca una copia con la informacién E

relativa al tema y cépiala en tu cuaderno ya

gue ésta la vas a usar en las siguientes
actividades.

QR-1. Leyes de los
exponentes.

QR-2. Leyes de los
exponentes|Algebra.

Actividad 2. Leyes de los exponentes.
En base a la actividad 1, sobre las leyes de los exponentes realiza lo siguiente.

1. Calcula el valor de 54
54 = X X X =

a) El nimero 5 recibe el nombre de: , Yy el 4 se llama

2. Completa la siguiente tabla, tomando en consideracion el resumen que realizaste
de los cbdigos QR-1 y QR-2 sobre las leyes de los exponentes. Completa las dos
columnas.
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Regla Ejemplo
x™ e x™ = x> exb =
x™ x°
x—n = x—4 =
(xm)n — (x3)4 —
2,45 —
Gy = Gy
4\ 7
G () -
— = y6
y
0 _ 1\°
x'= parax+0 50 — (E) = 3m° — 5m° =
-n 1\ "
()" - ) -
x
x~ ™ x =
= y—10
y—TL
m 2
()n = (x)3 =

3. Simplifica las siguientes expresiones y escribe el resultado con exponentes

positivos.
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1 -3
o) =

Actividad 3. Actividades de aplicacion. Problemas contextualizados a
diferentes ramas de la ciencia.

Problema 1. Enrique tiene que escoger
entre las siguientes opciones para que su
mama ahorre dinero para su fiesta de 18
afnos.

a) Ahorrar $1000.00 cada mes
durante 10 meses.

b) Ahorrar $1 el primer mes, $3 el
segundo mes, $9 el tercer mes y asi
sucesivamente hasta llegar al

décimo mes.
)] ¢, Cual es la cantidad que ahorro con el primer procedimiento?
i) Completa la siguiente tabla para calcular el ahorro total que se obtendria

con el segundo procedimiento.

Meses 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Dinero $ 1 3 9

Potencias

i) ¢, Cual de las dos opciones le conviene mas a Enrique?
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¢Por qué razén?

V)

| Y = Dinero
20000
18000
16000
14000
12000
10000
£000
6000
2000

2000

Realiza la grafica correspondiente meses vs dinero.

x = Meses

32 03 B 3B 4 42 4 4 4 50 52 S 56

V) Describe brevemente lo que observas en la gréafica y establece con el
apoyo de tu profesor el modelo matematico de esta situacion:

Problema 2. Patricia, decide invertir
$10,000 en el banco y el ejecutivo le
propone dos tipos de inversion ¢Cual de
los siguientes planes de inversion es el
mejor para Patricia?

a) Primer plan: invertir $10,000 durante
un afio con una tasa de interés del 7%
anual.

b) Segundo plan: invertir $10,000 durante
12 meses con una tasa de interés del
0.58% mensual y con reinversion
mensual de los intereses.
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c) Ultiliza las siguientes tablas para establecer la mejor opcion.

Primer plan de inversion durante un afo.

Meses

Capital

% Interés anual

Interés

Capital Acumulado

12

Segundo plan de inversion a 12 meses

Meses

Capital + Interés

Capital Acumulado

1

2

10

11

12

d) ¢Cual plan fue la mejor inversion?

e) ¢Por qué razén?
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Problema 3. Crecimiento de las células: Las células se reproducen conforme a la
tabla 1.

Todos los organismos vivos poseen como unidad
fundamental de funcién y estructura a la célula, esta se
desarrolla Unicamente a partir de una célula preexistente y
posteriormente la célula tiene vida propia. Mediante varias
investigaciones y con la evolucion de los instrumentos
tecnoldgicos, se logré descubrir la parte esencial de la vida
en el siglo XVIl y tras la invencion del microscopio se lograron
determinar las células en los tejidos animales y vegetales, por
| Gltimo, se encontro similitud en la organizacion estructural de
los organismos.

Tabla 1. Reproduccion de las células

Generacion Dibuje los enlaces de las células # de Células
5 00 00 00 00 0O 000000 00 00 00 OO OO OO 0O 00
4 OO0 O OO0OO OO OO0 O O O 0O
3 o 0 0 0 0 o] o) o]
2 o o) o) o]
1 ] 0]
0 o]

Con la informacion mostrada en la tabla 1, contesta las siguientes preguntas.

a) Las células se en cada generacion.

b) Las células crecen cada que surge una
generacion.

c) Determina una expresién para el célculo de células para cada nueva
generacion.

d) Calcule el nimero de células de las siguientes generaciones.

G-6 G-9 G-15 G-18
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e) Dibuje la grafica de la reproduccion de células de las primeras cinco
generaciones.

y = #deCélulas

45
40
35
30
2

20

|
x = Generacion
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 pdl 2 23 24 25

Problema 4. La leyenda del ajedrez.

“Cuentan los hombres dignos de fe (pero Ala sabe mas), que el rey que recibio
como regalo el juego del ajedrez de manos de su inventor, le ofrecié las riquezas
o placeres que él quisiera. A ello, el inventor le respondié que lo Gnico que queria
era lo siguiente: que pusiera un grano de trigo en la primera casilla del tablero; en
la segunda que pusiera dos granos de trigo, y asi sucesivamente, que en la
siguiente casilla pusiera el doble de granos de trigo que en la casilla anterior. A lo
que el rey respondié afirmativamente y gustoso. Acto seguido, ordend a sus
lacayos que le pusieran el trigo que el inventor demandaba mientras ambos se
sentaban a comer. Poco tiempo después de terminar la comida, vino corriendo el
contador real a darle la siguiente noticia:
Querido rey, lo que el inventor demanda de
trigo no puede ser satisfecho por la
cosecha completa que tenemos
actualmente; pero lo mas grave, es que ni
siquiera con las siguientes veinte cosechas
de trigo de todo el reino se podria satisfacer
aquella peticion”.

Mas o menos, ésta es la leyenda del
ajedrez, descrita por Malba Tahan en el
libro “El hombre que calculaba”. Ahora
bien, contesta las siguientes preguntas:
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a. Escribe la expresion aritmética correspondiente a cada casilla.

1 2 3 4 5 6 7 8
9 10 11 12 13 14 15 16
17 18 19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30 31 32
228
33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 a7 48
49 50 51 52 53 54 55 56
57 58 59 60 61 62 63 64

b. Completa la siguiente tabla.

Tabla 2. La leyenda del ajedrez

# Casilla | Expresion aritmética

Numero de granos de trigo

20

25

32
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10

15

20

25 224 16,777,216

30

35

40

45

50

55

56

58

60

64

Suma Total de granos de trigo de
las 64 casillas.

Nota: Consulta Internet para la suma total de granos de trigo de las 64 casillas.

c. ¢Cémo obtuviste el nUmero de granos de la casilla # 647?

d. Escribe la formula con la que se puede calcular el nimero de granos de trigo para
cualquier casilla.
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e. Gréfica una muestra de parejas #casilla vs #granos de trigo (10 casillas) de la
tabla 2.

1
# De granos de trigo

400

o # Casilla
o 1 2 3 1 3 ' 7 H 1 0 " 12 13 .

Problema 5. Decaimiento Radioactivo.

Ciertas cantidades crecen o decaen
exponencialmente. Uno de los ejemplos
mas comunes es la desintegracion de las
sustancias radiactivas. Para ilustrar esto,
consideremos el isétopo radiactivo de
bismuto 210, que tiene una vida media de
5 dias. Es decir, la mitad se desintegrara
en 5 dias. Si la muestra inicial es de 150
mg., realiza lo siguiente.

a) Completa la siguiete tabla.

t(dias) 0 5 10 15 20 25 | 275

Cantidad
restante(mg.)

150 75 37.5
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b) Siconsideramos que la expresion que indica la cantidad restante al cabo
de t intervalos de tiempo se puede escribir como: N(t) = Ny2kt. Para el

bismuto, k = —§= —0.2, por lo que: N(t) = Ny27%2t, Donde N, =
Muestra inicial.

o Utilizando esta ultima expresion, corrobora los resultados
obtenidos en la tabla del inciso (a).

e Completa las siguiente operaciones para 32, 35 y 37 dias,
utilizando tu calculadora.

N(32) = 150(2)-02C ) = mg.
N(35) = 150(2)-0DC ) = mg.
N(@37) = 150(2)-0dC ) = mg.

c) En la figura 1, se muestra la grafica de la desintegracion del bismuto
210.

i. Describe brevemente lo que observas en la grafica, que la hace
diferente a las que vienes construyendo en los problemas anteriores.

DESINTEGRACION DEL BISMUTO 210.

160130

y = 150.03e0-33%
R*=1

-
o0
£

=
c
o
)

2
c
o]
S
w
o
S

°
]

3=
-~
c
]
O

15
t (dias)

Figura 1. Gréfica de la desintegracion del bismuto 210.
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Problema 6. El conejo y la zanahoria. Un conejo intenta comerse una zanahoria
de la siguiente manera. Primero se come la mitad de la zanahoria; después, la mitad
de la mitad, y asi sucesivamente. De esta manera, el conejo se va comiendo las
siguientes proporciones de la zanahoria:

| =
| =

En efecto, al principio se come la mitad de la zanahoria, en el segundo bocado, el
conejo debera comerse la mitad de la mitad, de manera que se come la cuarta parte.
En el tercer bocado, el conejo debera comerse la mitad de la cuarta parte de la
zanahoria que queda, por lo que se come la octava parte y asi sucesivamente.
Como podemos observar, en cada nuevo bocado el conejo se come una parte mas
pequefia a la anterior.

a) ¢Se acabara la zanahoria el conejo?

b) ¢Cuéanto tiempo le llevaria?

c) Completa la siguiente tabla. Grafica los pares de puntos que obtengas del
conejo y la zanahoria.

Tabla 3. Pares de puntos del conejo y la zanahoria
n g (n.9)
1 1/2 (1,1/2)
2
3

121




Matematicas IV . . P
Unidad 3 Funciones Exponenciales y Logaritmicas.

6 1/64 (6,1/64)

9

10

Sugerencia. Emplea una calculadora para completar la tabla.

d) Grafica los pares de puntos obtenidos en la tabla 3 y Unelos con una linea
suave.

|
121 (g)Parterestante.

08
06
0.4

02

(n)#tde Bocados.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Figura 2. La gréfica del conejo y la zanahoria tiene por término general al
siguiente namero:

cov=()6)" =)

e) ¢Estan alineados los puntos de esta grafica? Explica tu respuesta.
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Los puntos de la figura 2, también cumplen la siguiente relacion exponencial:

y=E6E =6"

Estrategia didactica 2. Patrones de cambio en una funcién exponencial.

(Desarrollo).

Aprendizajes: El alumno identificara patrones de cambio involucrados en el
crecimiento o decaimiento de una funcion exponencial y bosqueja su gréfica.

Para el alumno: Actividad de exploracién para diferenciar las funciones
exponenciales de las funciones lineal y cuadratica.

QR-3. Coronavirus
crecimiento
exponencial.

Actividad 2. Crecimiento exponencial.

1. Encuentras diferencias en el registro

aritmético de

analizadas en el video. Explica tu

respuesta.

Actividad 1. (Extraclase): Visita el codigo QR-3, para conocer
mas acerca del crecimiento exponencial, asi como la
comparacion que hay entre magnitudes que varian de forma
exponencial y magnitudes que no lo hacen. Una vez que hayas
entrado saca una copia con la informacion relativa al tema y

cOpiala en tu cuaderno ya que ésta la vas a usar para resolver
la actividad 2.

Ceecimiento exponendial

K, Cuncié Funcion
: neion Funcion
las tres funciones Fl"’ne;‘ cusdeitia ex?onen;-al
(A
Y=2.X Y= X =2

~

=

2. Encuentras alguna similitud en el
registro algebraico de las tres funciones
analizadas. Explica tu respuesta.

Y. DEX J\_}_,
4 {
4 '
i 1o
|25 - l6y
156

ns
\"" 256

o~
o
-

8 S ade il
N
32
=3

3. Hay alguna similitud en el registro geométrico de las tres funciones analizadas.
Explica tu respuesta.
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4. ¢ Qué puedes decir acerca de la funcion exponencial?

Actividad 3. Taza de cambio en un modelo exponencial.

Consideremos los siguientes problemas, para conocer acerca de la taza de cambio
de una funcién exponencial.

Problema 1. Patricia subié a su sitio
web un video simpatico, que
rapidamente obtiene visitas a lo largo
del tiempo. La relacion entre el tiempo
transcurrido, t en dias, desde que
Patricia subio6 el video y el nUmero total
de vistas, V(t), se modela con la
siguiente funcion: V(t) = 100 * (1.53)".
Con base en el desarrollo de la tabla 4,
completa las siguientes oraciones y la
tabla hasta el dia 7.

Tabla 4. Vistas del sitio web. Completa las siguientes oraciones sobre
t(dias) V(t) = 100 * (1.53)¢ la taza de cambio diaria del niUmero de

0 100 vistas del video.

1 100 * 1.53 1. Cada dia que pasa tenemos

2 100 * 1.53 % 1.53 vistas mas que :

3 100 * 1.53 * 1.53 * 1.53 2. Cada dia el numero de vistas: crece o

4 decrece

5 3. En un factor de .

6 4. ¢ Cuantas visitas se han acumulado al

7 dia 7

5. Apoyate con GeoGebra y realiza el gréfico de la tabla 4 (t vs V(t)). Realiza una
descripcion verbal del grafico y compartelo con tus compafieros.
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Problema 2. Vera es una ecologista
gue estudia los cambios en la
poblacion de osos en Siberia a lo largo
del tiempo. La relacion entre el tiempo
transcurrido, t en afos, desde que
Vera empez0 a estudiar la poblacion, y
el nimero de osos, N(t), se modela

con la siguiente funcion:
t

N(t) = 2187 (g) .

Con base en el desarrollo de la tabla 4,
completa las siguientes oraciones y la
tabla hasta el afio 7.

Tabla 5. Poblacion de osos en
Siberia.
2 t
t(afios) N(t) = 2187 * (5)
0 2187
1 2187 * 2/3
2 2187 x2/3 x 2/3
3 2187 x2/3%2/3%2/3
4
5
6
7

Completa las siguientes oraciones sobre

la taza de cambio anual de la poblacion

de osos.

1. Cada afio la poblacion de o0sos
en un factor de

2. ¢Cuantos osos habra en 5 afos

3. Al cabo de 5 afos, ¢Cuantos 0sos
habra?

4. Apoyate con GeoGebra y realiza el grafico de latabla 5 (t vs N(t)). Realiza una
descripcion verbal del grafico y compartelo con tus comparieros.
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Conclusiones:

El modelo matematico de los problemas 1y 2 (V(t) y N(t)) corresponde a funciones
exponenciales del tipo:

f(x)=a*b* conb>160<b<1ya=+0.
Estas funciones se abordaran con detalle en la “Estrategia didactica 3”
Actividad 4. Razén de cambio.

Con frecuencia en la vida cotidiana leemos que ciertas cosas crecen
“exponencialmente"”. Por ejemplo, cuando se habla de los precios de las mercancias
(inflacion), que la poblacién mundial tiene un crecimiento exponencial, o que el uso del
correo electronico esté creciendo de manera exponencial. Aqui la pregunta importante
es ¢como? podriamos cuantificar en qué momento la variacion de precios de las
mercancias, de la poblacion o del uso del correo es mas rapida o menos rapida. La
razén de cambio es un indicador que nos permite analizar como varia una funcion con
respecto a otra, y mostrar la importancia de la funcién exponencial.

Para el profesor: Actividad de exploracion para anclar conocimientos sobre la razén
de cambio de una funcion lineal y exponencial.

Tabla 6. Comparacion de larazén de cambio entre una funcion lineal
y una exponencial.
_ﬂ_)’z—h _A_Y_YZ—}’1
x | fx)=y;=2x |y, = 2% yl_AX_xz—X1 yz_Ax_xz_xl
(Razén de cambio) | (Raz6n de cambio)
0 0 1
1 2 2 2 1
2 4 4 2 2
3 6 8 2 4
4 8 16 2 8
5 10 32 2 16
6 12 64 2 32
7 14 128 2 64
8 16 256 2 120
9 18 512 2 256
10 20 1024 2 512
11 22 2048 2 1024
12 24 4096 2 2048
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1. ¢Qué sucede con la razon de cambio de las funciones y, e y,?

2. ¢Cudl es larazon de cambio de la funcion y, = 2x, cuando x = 15?

3. ¢Cuél es la razdon de cambio de la funcion y, = 2%, cuando x = 15?

4. ¢Como es la variacion en el intervalo: x = 10 y x = 11, de la funcion y; = 2x.

5. ¢Cbémo es la variacion en el intervalo: x = 10 y x = 11, de la funcioén y, = 2*.

6. ¢Qué podemos concluir sobre la razén de cambio de ambas funciones

(r1 € y2)-

7. El alumno Grafica las funciones de la tabla 6, con GeoGebra y realiza una
descripcion puntual de cada una de las gréficas, enfatizando la variacion de
ambas.

Gréfica de la funcion f(x) = y; = 2x Gréfica de la funciéon f(x) = y, = 2*
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Descripcion

Descripcion

Para el alumno: Se le propone al alumno las siguientes actividades basandose en
la actividad 4, para llegar al aprendizaje del porqué la funcién exponencial es

importante.

Instrucciones: Trabajo en equipo. En las siguientes situaciones contesten lo que
se pide explicando lo mas ampliamente posible. Sera valiosa la explicacién que den

de cémo pensaron en sus respuestas.

Equipo 1. Tabla 7. Razdn de cambio de una funcién lineal con una exponencial.

fG) =y, =3x

=

_ A_y _ Y2 — W1
17 Ax Xy, — X1
(Razén de cambio)

X

Y2 =3

_ A_y _ Y2 — V1
27 Ax Xy, — X1
(Razén de cambio)

'_\

0
3

3 3

2

ONO|OD|WINIF|O
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1. ¢Qué sucede con la razon de cambio de las funciones y, e y,?

2. ¢Cudl es la razén de cambio de la funcion y, = 3x, cuando x = 15?

3. ¢Cuél es la razdon de cambio de la funcion y, = 3%, cuando x = 15?

4. ¢COmo es la variacion en el intervalo: x = 10 y x = 11, de la funcién y; = 3x.

5. ¢Cbémo es la variacion en el intervalo: x = 10 y x = 11, de la funcién y, = 3*.

6. ¢Qué podemos concluir sobre la razén de cambio de ambas funciones

(y1ey2).

7. El alumno Grafica las funciones de la tabla 7, con GeoGebra y realiza una
descripcion puntual de cada una de las gréficas, enfatizando la variacion de
ambas.

Gréfica de la funcion f(x) = y; = 3x Gréfica de la funciéon f(x) = y, = 3*

Descripcion Descripcion
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Equipo 2. Tabla 8. Razdon de cambio de una funcion cuadratica con una
exponencial.

_A_J’_YZ—)’l _A_Y_}’Z—J’1
x | f)=y;=x*| y, =2 YI_AX_XZ—M yl_Ax_xz_xl
(Razén de cambio) (Razoén de cambio)
0 0 1
1 1 2 1 1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

1. ¢Qué sucede con la razon de cambio de las funciones y, e y,?

2. ¢Cudl es la razon de cambio de la funcién y; = x?, cuando x = 15?

3. ¢Cuél es la razdn de cambio de la funcion y, = 2%, cuando x = 15?
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4. ¢Cbmo es la variacion en el intervalo: x = 10 y x = 11, de la funcién y, = x2.

5. ¢Como es la variacion en el intervalo: x = 10 y x = 11, de la funcioén y, = 2*.

6. ¢Qué podemos concluir sobre la razon de cambio de ambas funciones

(y1ey2).

7. El alumno Grafica las funciones de la tabla 8, con GeoGebra y realiza una
descripcion puntual de cada una de las gréficas, enfatizando la variacion de
ambas.

Gréfica de la funcion f(x) = y; = x2 Gréfica de la funcién f(x) = y, = 2*

Descripcion Descripcion
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Equipo 3. Tabla 9. Razén de cambio de una funcién lineal con una exponencial
natural (e = 2.7182828 ...).

_A_}’_YZ_Yl _ﬂ_}’z—}ﬁ
x | f(x)=y1=2x y, =e* 1_Ax_x2—x1 yl_Ax_xz_x1
(Razoén de cambio) | (Razoén de cambio
0 0 1
1 2 2.72 2 2.72
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

1. ¢Qué sucede con la razon de cambio de las funciones y, e y,?

2. ¢Cudl es la razon de cambio de la funcion y, = 2x, cuando x = 12?
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3. ¢Cuél es la razdon de cambio de la funcion y, = e*, cuando x = 12?

4. ¢COmo es la variacion en el intervalo: x = 10 y x = 11, de la funcién y; = 2x.

5. ¢Como es la variacion en el intervalo: x = 10 y x = 11, de la funcion y, = e*.

6. ¢Qué podemos concluir sobre la razén de cambio de ambas funciones

(r1 € y2)-

7. El alumno Grafica las funciones de la tabla 9, con GeoGebra y realiza una
descripcion puntual de cada una de las gréficas, enfatizando la variacion de

ambas.

Gréfica de la funcion f(x) = y; = 2x Gréfica de la funcion f(x) = y, = e*

Descripcion Descripcion
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Estrategia didactica 3. Dominio, rango y grafica de una funcion exponencial.

Aprendizajes 1: El alumno identifica el dominio y rango de una funcién exponencial
y traza su grafica.

Aprendizajes 2. El alumno analiza la relacion entre las gréficas de funciones
exponenciales con diferentes bases incluyendo el nimero e.

Funciones Exponenciales.

Definicion: se llaman asi a todas aquellas funciones de la forma f(x) = a * b*, en
donde a # 0 y la base b, es una constante y (x) el exponente. Estas funciones
tienen gran aplicacién en campos muy diversos como la Biologia, Administracion,
Economia, Quimica, Fisica e Ingenieria. En general esta clase de funciones
cumplen con la siguiente relacion.

y=f(x)=ax*xb*conb>1 6 0<b<1lya=+#0

La definicion de funcion exponencial exige que la base sea siempre positiva y
diferente de uno. La condicién que "b" sea diferente de uno se impone, debido a
que al reemplazar "b" por 1, la funcién f(x) = a * b* se transforma en la funcion
constante f(x) = a. La base no puede ser tampoco negativa porque funciones de
la forma f(x) = (—9)%/2 no tendrian sentido en los nimeros reales. El dominio de
la funcién exponencial estd formado por el conjunto de los numeros reales
(—o0, ), y su recorrido (rango) esta representado por el conjunto de los nUmeros
positivos (0, o).

Actividad 1. La funcion exponencial (f(x) =a=*b*) para b>1ya=1. Por
ejemplo, la funcién: f(x) = 2*.
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a) La tabla siguiente muestra algunos valores para la funcion de base dos,
completa los espacios en blanco.

x -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

fOo) = 2% L

b) Para graficar esta funcién se localizan estos puntos en el plano cartesiano
siguiente, uniéndolos con una curva suave. Obsérvese que en esta grafica los
valores de la funcion crecen al aumentar el valor de x y decrecen al disminuir el
valor de x.

Actividad 2. La funcién exponencial (f(x) =a*b*) para0<b<1y a=1.

. ., 1\*
Por ejemplo, la funcién f(x) = (E) .

N | =

Analicemos ahora el comportamiento de la funcion exponencial de base

Observa el comportamiento de la funcidon cuando el valor de x tiende a (+) y
cuando el valor de x tiende a (—).

i . 1
a) La tabla siguiente muestra algunos valores para la funcion de base g completa
los espacios en blanco.
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X -3 -2 -1.5 -1 0 1 2 2.5 3
1\* 1 1
flx) = <§> 4 2 > 2

b) Grafica esta funcidén localizando los puntos en el siguiente plano cartesiano,
uniéndolos con una curva suave.

Conclusiones: Los graficos de las actividades 1y 2 permiten deducir que:

o La funcion exponencial existe siempre para cualquier valor de la
variable independiente x.

e Toma valores positivos para cualquier valor de x.

e El dominio de la funcién exponencial es todo el conjunto de los
nameros reales (—oo, ).

« Todas las funciones pasan por el punto (0,1).

« Las gréficas de las funciones exponenciales de la forma f(x) = b*,
con b > 1, son crecientes. Los valores de la funcion crecen cuando
X aumenta.
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o Las gréficas de las funciones exponenciales de la forma f(x) = b*,
con 0<b<1, son decrecientes. Los valores de la funcion
decrecen cuando x aumenta.

« El eje X es una asintota horizontal, hacia la izquierda si b> 1, y

hacia la derecha si b < 1.
« Ladefinicion exige que la base sea positiva y diferente de uno.
e« Sib =1, lafuncién se transforma en la funcién constante.

Actividad 3. Comparacion de funciones exponenciales f(x) = a* b*,ya = 1.

Desarrollo.

a) Completa los registros aritméticos para las siguientes funciones con b > 0y
0 < b < 1. Determinado el dominio y el rango de las funciones propuestas.

x 4 | 3| 2 | a 0 1 2 3 4

£(x) = 2% % 1
g(x) =3* %
h(x) = 10* Fl()
, 1\* 1
i = (3) 8

1\* 1
jlx) = (g) 1 27

1\* 1
o= () :

D¢ ( ), Re( ).

b) Los alumnos (de forma individual o por equipos) grafican con colores y hojas
milimétricas las 6 funciones exponenciales (las tres primeras en una misma grafica
y las tres restantes en otra) del inciso (a) y en plenaria se contrastan con lo obtenido
en el inciso (c).

c) Utilizando GeoGebra verifican las 6 funciones exponenciales del inciso (a), y se
contrastan con lo hecho por los alumnos en el inciso anterior.
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f(x) =axb*,conb>1ya=1. f(x) =ax*b*,con0<b<lya=1.

d) Describe brevemente, el comportamiento del registro geométrico (gréfica) cuando
la base de la funcidbn f(x) es mayor que uno, es decir f(x) =a=*b* , con
b>1ya=1.

e) Describe brevemente, el comportamiento del registro geométrico (gréafica) cuando
la base de la funcion f(x) es mayor que cero, pero menor que uno, es decir
f(x)=ax*b*,con0<b<lya=1

Actividad 4. Comparacion de funciones exponenciales f(x) = a* b*,y a # 0.

a) Completa los registros aritméticos para las siguientes funciones con b > 0,
0 < b <1ya+0.Determinado el dominio y el rango de las funciones propuestas.
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x 3| -2|-1]0 | 1] 2|3 DO;Z;’;"(‘; y
fo=3+2¢ | 2 3 e )
g(x) = —2 3% _g gf;g 3
h(x) = 5 = 10* 5 g;z( %
w=+()] )
=-5(3f r NEE
0 =o(g) s Rzl )

b) Los alumnos (de forma individual o por equipos) grafican con colores y hojas
milimétricas las 6 funciones exponenciales del inciso (a) y en plenaria se contrastan
con lo obtenido en el inciso (c).

c) Utilizando GeoGebra verifican las 6 funciones exponenciales del inciso (a), y se
contrastan con lo hecho por los alumnos en el inciso anterior.

f(x)=a=*xb*,conb>1ya=+0. f(x)=ax*xb*,con0<b<lya=+0.
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Actividad 5. Funcion Exponencial Natural.

La funcion exponencial natural, es la funcion definida por f(x) = e*. El dominio de
la funcion exponencial natural, es el conjunto de los niUmeros reales (—o, +x) y el
rango es el conjunto de los nimeros positivos (0, +o).

e n_n H Ve 1 n
El nimero "e" surge de aproximar el numero (1+;) conforme el valor de "n" crece.

De hecho, se puede decir que el limite de esa expresién cuando el valor de "n"
tiende a infinito, es el nUmero "e".

1 n
(1 + E) —— e = 2.718281828459...
n—o«o

Hagamos una tabla para diferentes valores de "n".

n 1 1 1\"
= 1+-= (1 + —)
n n n
1 1 2 2
10 0.1 11 2.59374246
100 0.01 1.01 2.704813829
1000 0.001 1.001 2.716923932
10000 0.0001 1.0001 2.718145927
100000 0.00001 1.00001 2.718268237
1000000 0.000001 1.000001 2.718280469
10000000 0.0000001 1.0000001 2.718281693
100000000 0.00000001 1.00000001 2.718281815

De la tabla se puede observar que conforme el valor de "n" crece, el valor de la
L1 . ~ .
expresion — se hace cada vez mas pequefio, aproximandose a cero; el valor de la
n

. . 1\" .
tercera columna tiende a 1; y que, sin embargo, el valor de (1 + ;) se aproxima

cada vez mas precisamente al valor del nimero "e". La funcion exponencial natural
es el resultado de la investigacion de fendbmenos fisicos naturales. Es una de las
funciones con mayor numero de aplicaciones, no solamente en las matematicas,
sino también en una gran variedad de disciplinas.

a) La tabla siguiente muestra algunos valores para la funcién de base "e",
completa los espacios en blanco.

X —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4

f(x) =¢e*

0.049 1 20.08
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b) Grafica esta funcion, localizando los puntos en el siguiente plano cartesiano,
uniéndolos con una curva suave.

60
50
40
30

20

En general, la funcién exponencial natural se puede expresar como y = e**, donde
k es una constante que puede ser positiva 0 negativa.

Si k > 0, habra un crecimiento.

Si k < 0, habra un decrecimiento, o una disminucién.

Actividad 6. Variacion de parametros en una funcion exponencial natural
f(x)=axe*ya+0.

a) Completa los registros aritméticos asi como el dominio y el rango de las
funciones propuestas.

x 3| 2] -1 0| 1] 2| 3 D";Z;’;"g y

f(x) =3e* | 0.15 3 g; _ ( %

g(x) = —2xe* —0.27 g; _ ( %
D, =

h(x) =5 * e* 5 R;:E %

i(x) = —4e* ~80.3 g; zg 3
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b) Los alumnos (de forma individual o por equipos) grafican con colores y hojas
milimétricas las 4 funciones exponenciales del inciso (a) y en plenaria se contrastan
sus graficas.

100 4 y
80
60
40

20

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-20
-40
-60

-80

f(x)=axe* y a+0.

Actividad 7. Variacién de pardmetros en una funcion exponencial.

La forma general de la funcién exponencial es:
f(x)=axb**“+k,cona=1,b>1yc=0.
Tenemos la funcion exponencial: f(x) = 2* + k.

A. Desplazamiento vertical, variacion del parametro k, con ¢ = 0.

1. Completa el registro aritmético de las siguientes funciones. Determinado su
dominio y su rango.

X -3 |—25| =2 [—-15| -1 0 1 1.5 2 2.5 3
1
= DX _
f(x) Z 5
gx)=2*+2 >
1
h(x) =2% — 1 _Z
) .
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2. Los alumnos (de forma individual o por equipos) grafican con colores y hojas
milimétricas las 3 funciones exponenciales del registro aritmético y en plenaria se
contrastan con lo obtenido utilizando GeoGebra, como se muestra en la pregunta
3.

3. Con base en el registro grafico de las tres funciones exponenciales elaboradas
con GeoGebra, contesta la pregunta 4.

Grafica de la funciéon f(x) = b**¢ + k, con ¢ = 0.

4. Describe brevemente, el comportamiento del registro geométrico (grafica)
cuando se hace variar el parametro k de la funcion f(x) = 2* + k.

B. Desplazamiento horizontal, variacién del pardmetro ¢, con k = 0.
f(x)=axb**“+k,cona=1,b>1yk=0.

Tenemos la funcién exponencial: f(x) = 2**¢,

5. Completa el registro aritmético de las siguientes funciones. Determinado su
dominio y su rango.

X -3 |-25| =2 |-15| -1 0 1 1.5 2 2.5 3

N =

f(X) — 2x+1
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g(x) = 2**2 32
1
h(x) = 2*71 -
(x) 2
1
i(x) =22 — 1
j() 33

6. Los alumnos (de forma individual o por equipos) grafican con colores y hojas
milimétricas las 4 funciones exponenciales del registro aritmético y en plenaria se
contrastan con lo obtenido utilizando GeoGebra, como se muestra en la pregunta
7.

7. Con base en el registro grafico de las cuatro funciones exponenciales
elaboradas con GeoGebra, contesta la pregunta 8.

D =(0.025)
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 S (=] 7 8

Gréfica de la funcién f(x) = b***+ k con k = 0.

8. Describe brevemente, el comportamiento del registro geométrico (grafica)
cuando se hace variar el parametro c, con k = 0, de la funcion f(x) = 2**¢ + k.
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Estrategia didactica 4. Problemas de aplicacion de las funciones
exponenciales. (Cierre).

Aprendizajes: Los alumnos resuelven problemas en diferentes contextos, que se
modelen con funciones exponenciales.

Actividad 1. Interés compuesto.

El interés compuesto es buen ejemplo del crecimiento exponencial. La cantidad de
un préstamo o de un depdsito se conoce como capital®, el interés se calcula
usualmente como un porcentaje del capital. A este porcentaje se le conoce como
tasa de interés o simplemente tasa (r). La tasa de interés siempre se considera una
tasa anual, a menos que se establezca otra cosa. Al interés que se calcula sélo
sobre el capital se le conoce como interés simple. El interés que se calcula sobre el
capital mas cualquier interés generado previamente se denomina interés
compuesto. Por lo general, el interés simple se utiliza para préstamos a un afio o
menos, mientras que el interés compuesto se emplea para préstamos mas largos.
Los bancos siempre pagan interés compuesto sobre el dinero depositado en ellos.

l. Céalculo del interés compuesto en diferentes periodos de
composicion.

i. Interés compuesto, en periodos de composicion anuales.

EL PODER DEL -

Problema 1. Supongamos que se
depositan $100.00 en un banco que INTERE

paga una tasa anual de interés del U S

6%, compuesto anualmente. COMP E ro
Determinar el capital acumulado?® al
cabodet=1,2,3,4,5..20 afios.

Solucién: Para resolver este problema consideremos que, el capital acumulado A,
es el capital inicial P mas el interés acumulado por cada periodo de composicién, si
calculamos el capital acumulado para los tres primeros afios.

1. Parat =1 afio, el capital acumulado A sera:
Capital Acumulado = Capital Inicial + Capital Inicial*tasa de interés anual.
Aritméticamente podemos expresar lo anterior como:
A = $100 + $100 * 0.06, factorizando tendremos.
A =$100(1 + 0.06) = $106.00

2 También se conoce como principal en otras regiones del mundo.
3 También se conoce como Valor Futuro al Capital Acumulado.
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De forma algebraica: A = P + P = r, factorizando tendremos:
A=PLAT) o (1)
2. Parat = 2 afios, el capital acumulado seré:

Capital Acumulado = Capital Acumulado en un afio+ Capital Acumulado en un
afo*tasa de interes anual.

Aritméticamente podemos expresar lo anterior como:
A =$100(1+ 0.06) + $100(1 + 0.06) = 0.06, factorizando tendremos
A =$100(1+0.06)(1 + 0.06)
A =$100(1+ 0.06)? = $112.36
De forma algebraica: A = P(1 +r) + P(1 + r) = r, factorizando tendremos
A=P@+r)1l+r)

A=PLATY oo @)

3. Parat = 3 afios, el capital acumulado seré:

Capital Acumulado = Capital Acumulado en dos afios+ Capital Acumulado en
dos afios*tasa de interés anual.

Aritméticamente podemos expresar lo anterior como:
A =$100(1 + 0.06)% + $100(1 + 0.06)? = 0.06, factorizando tendremos
A =$100(1 + 0.06)%(1 + 0.06)
A =$100(1 + 0.06)3 = $119.10
De forma algebraica: A = P(1 +r)? + P(1 + r)? = r, factorizando tendremos
A=P1+1)%(1+7)

A=PA+r)2 (3)

En general al cabo de t afios, el capital acumulado o monto total se puede determinar
por la férmula:
A=PA+r)t 4)
4. Con la expresion (4) completa lo siguiente:
a. Calcula el capital acumulado en los siguientes periodos.

t (afios) A (capital acumulado en pesos) (t,A)
1 A =100(1+ 0.06)! = 106.00 (1,106)
2 A =100(1+ 0.06)% = 112.36 (2,112.36)
3 A =100(1+0.06)3 =119.10 (3,119.10)
4
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A =100(1+ 0.06)° =

20 A =100(1 + 0.06)20 =

b. Utilizando Excel o GeoGebra, haz una grafica de los puntos de la tabla
anterior.

c. ¢Cual es la funcion exponencial que representa el problema?

Cuando se usa el término “interés” sin ningun adjetivo, se sobreentiende que se
trata de un interés compuesto. Si el interés se devenga o compone "n" veces al
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afo, entonces, la tasa anual debe dividirse entre "n" para determinar el interés de

cada periodo.

En forma mas general, se puede enunciar lo siguiente:

Si se invierte una suma P a una tasa de interés anual de 100i%
compuesto "n" veces por afio, y si A es el monto de la inversion al final
de "n" periodos de inversién entonces:

A=P(1+£)

nt

Donde:

C o P = capital inicial o monto principal.

r = tasa de interés anual expresada como decimal.

n = namero de periodos de interés por afio

t = nimero de afos en los que se invierte C o P.

A = Cantidad acumulada después de t afios

Problema 2. Interés compuesto, con periodos de composicién semestrales.

a) Completa la siguiente tabla, en donde se asume que el capital inicial es de
$100.00, con un interés anual del 6%, pero con periodos de composicion

semestrales.

t (afos) A (capital acumulado en pesos) (t,A)
2x0.5
1/2 afio = 1 semestre | 4 = 100 « (1 + T) =103 (0.5,103)
N 0.06\2( )
1 afio = 2 semestres | 4 = 100 = (1 T) = ( )
N 0.0612 )
2 afios = 4 semestres | 4 = 100 * (1 + _> = ( )
2
N 0.06\C )
3 afios = 6 semestres | 4 = 100 = (1 + T) = ( )
2()
5 = 10 semestres A =100 * (1 + g) = ( )
2( )
20 = 40 semestres A =100 * (1 + %) = ( )
2

b) Utilizando Excel o GeoGebra, haz una gréafica de los puntos de la tabla

anterior.
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c) ¢Cual es la funcion exponencial que representa el problema?

Problema 3. Interés compuesto, con periodos de composicion mensuales.

Supo6n que se invierten $1000 a una tasa de interés de 9% compuesto
mensualmente. Encuentra la cantidad acumulada después de 5, 7, 10, 12, 15, 17

y 20 afos.

a) ¢Cual es el modelo matematico que representa el problema?

b) Completa la siguiente tabla.

NUmeros de Afos Cantidad acumulada

5
7
10
12
15
17
20

A = $1000(1.0075)%° = $1565.68

c) Utilizando Excel o GeoGebra, haz una grafica de los puntos de la tabla

anterior.
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Actividad 2. Fendmenos de crecimiento o decrecimiento.

En general hay fendmenos de crecimiento o
decrecimiento cuyo comportamiento se puede modelar
en forma exponencial a través de los siguientes
problemas. Un modelo matematico que describe el
crecimiento o decrecimiento de una poblacién esta
dada por:

N(t) = Nyek*t

Donde:

N(t) =Numero de elementos de la poblacién al cabo
de cierto tiempo t.

N, = Cantidad inicial de elementos de la poblacion.
k =Constante que puede ser positiva o negativa.

Si k > 0, habra un crecimiento de la poblacion.

Si k < 0, habra un decrecimiento de la poblacién.

Se te sugiere visitar los tres cédigos QR de la columna
de la derecha para que puedas conocer mas acerca de
la aplicacion de las funciones exponenciales en
problemas de crecimiento y decaimiento exponencial.
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Problema 1. La poblacion
mundial. Si en 1982 la
poblacion mundial era de 4.5
miles de millones de
habitantes y dicha poblacion
crecia al 2.03% anual,
suponiendo que continuara
creciendo al mismo ritmo,
Jcuantos habitantes habra en
1985, 1990, 1995, 2000, 2007,
2010y 20157

Solucién: Si los datos iniciales se sitian en 1985, cuando habia 4.5 miles de
millones de habitantes en el mundo, estos 4.5 miles de millones representa N, y k
tiene un valor de 0.0203, la tasa de crecimiento anual.

a) ¢ Cual es el modelo matematico que representa el problema?

b) Considerando que han transcurrido 3 afios desde la fecha inicial (1982),
¢cuantos habitantes habra en 19857

N(3) = millones de habitantes.

c) Calcula la poblacion mundial en 1990, 1995, 2000, 2007, 2010 y 2015.

N( )= millones de habitantes.
N( )= millones de habitantes.
N( )= millones de habitantes.
N( )= millones de habitantes.
N( )= millones de habitantes.
N( )= millones de habitantes.

d) Compara tus resultados con la poblacion mundial actual.
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Problema 2. Las bacterias. Una
poblacibn de bacterias contiene
inicialmente 500 y crece a razon de
40.55% diariamente (k = 0.4055).

El problema también se puede modelar mediante la expresion: N(t) = Nye**t.

a) ¢Cual es el modelo matemético que representa el problema?

b) Calcula el nimero de bacterias cuando t = 1, 2,3,4,5,10,15 y 20 dias.

N(0) = N(5) =
NQ1) = N(10) =
N(2) = N(15) =
NQ3) = N(20) =
N(4) =

c) Utilizando los datos del inciso anterior, la grafica del problema utilizando los
puntos (t, N(t)) con Excel.

LAS BACTERIAS.

2000000
1663789.02
4 1500000
8
[
S 1000000 ¥ = 500e04055x
m -_—
s 797.54 Ri=1
S 500000 |1125.08531.8797.
500 1687.68 28842.58
0 219061.57
5 10 15 20 25

t(Tiempo en dias)
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Problema 3. Valor de un
Hyundai Creta. ElI sefior
Morales pago $365,000 por un
Hyundai Creta nueva. Suponga
que el valor del Hyundai se
deprecia a una tasa de 20% al
afo.

Dentro de 1 afio el valor del Hyundai sera 80% de su valor actual, es decir su valor
sera $365,000(0.80); dentro de dos afios, su valor serd $365,000(0.80)(0.80) =
$365,000(0.80)2, y asi sucesivamente.

a) Determina la formula para obtener el valor del Hyundai en un momento dado.

Determina el valor del Hyundai Creta:

b) Dentro de 1 afio.

c) Dentro de 5 afios.
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SECCION 2. Funciones Logaritmicas.

Para el alumno: Actividad de exploracién para anclar conocimientos sobre las
funciones logaritmicas. Inicio.

[=] [=] Actividad 1. (Extraclase): Visita los dos
: codigos QR, para conocer acerca de los
conceptos basicos de la funcion logaritmica,
ademas sobre las propiedades de los
logaritmos. Una vez que hayas entrado saca

QR-7. Conceptos . . . . QR-7-1.
basicos de la unq copia con la informacion relqtlva al tema Propiedades de los
funcién y cOpiala en tu cuaderno ya que ésta la vas a logaritmicas.

logaritmica. usar en las siguientes actividades.

Los logaritmos son una herramienta matematica, para resolver facilmente gran
cantidad de problemas de fenbmenos naturales y problemas matematicos como el
simplificar los calculos aritméticos y trigopnométricos. Por medio de los logaritmos se
pueden hacer representaciones graficas, que permiten analizar mejor la informacion
cuantitativa y cualitativa que presentan ciertos problemas. De acuerdo con lo
considerado con las potencias de los numeros reales, se sabe que:

32=9 23=38 52 =25 72 =49 33 =27 25 =32

En las igualdades anteriores, los numeros colocados como potencia se les
reconoce como exponentes (#3%22375) respectivamente y los nimeros que estan
elevados a dichos exponentes se les llama BASE (3, 2, 5, 7, 3y 2).

En forma general, si se representa a la base con la letra "b", al exponente con la
letra "y" y al resultado de esta operacion se le denota como "x", se tiene la
expresion: bY = x.

Usando esta notacion, ahora se le llamard al exponente "y" LOGARITMO. El

namero "y" es el logaritmo de la cantidad "x" en la base "b".

Estrategia didactica 5. Conceptos basicos de la funcion logaritmica (Inicio).

Aprendizajes: Los alumnos comprenden el concepto de logaritmo de un nimero
de base "b", y las relaciones bY = x < y = logpx.

Aprendizajes: Los alumnos operan con logaritmos de distintas bases y aplicara sus
propiedades.
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Actividad 2. Convertir expresiones de forma exponencial a la forma
logaritmica.

En la seccidn |, se establecio la funcion exponencial: f(x) = a* b*, para b >0,
0 < b <1ya +# 0.Ahoraestableceremos a la funcion logaritmica con base b, la cual
se representa mediante log,. Sus valores se escriben log,(x), y se lee “logaritmo
de x base b o logaritmo base b de x. Por consiguiente tenemos que:

y =logpyx siysolosi x=bYobY =x..Exp.1.
El dominio de la funcion exponencial de base b es el conjunto de los niumeros reales
(—o0,+00,) y el rango es el conjunto de los nimeros positivos (0, +o), como ya se
habia mencionado en la seccion anterior. Ahora el dominio de log, es el conjunto
de numeros positivos (0,+c0) y su rango es el conjunto de ndmeros positivos
(—OO, -|-OO)

e Considera la expresion 1, y resuelve lo que se pide en los siguientes
ejercicios tomando como base el ejemplo previo.

Ejemplo 1. Indica el logaritmo, la base y la cantidad: 3% = 9.
y=2 b=3 y x=9; 2eslogaritmo de 9 en la base 3.

Ejercicio 1. Indique el logaritmo, la base y la cantidad de las siguientes
expresiones:

2=8 y=_, b=_ y x=_ es logaritmo de en la base .
52=25 y=_, b=_y x=_ es logaritmo de en la base .
7°=49 y=_, b=_ y x=_ es logaritmo de en la base .
Ejemplo 2. 33 =27. Tres es el logaritmo de veintisiete en la base tres.

Ejercicio 2. Indique con letra el logaritmo, cantidad y base de las siguientes
expresiones:

25 =32

2* =16
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4* = 16
8% = 64

Para el profesor: Actividad donde se reafirma conceptualmente la expresion 1,

como notacion exponencial y logaritmica, asi como la transicion de una a otra.
Desarrollo.

» Conceptos

El valor de la base en la expresion b* = 10000. Despejando "b", se tiene:
b = V10000 = /10* = 10

. . . ., 1
El valor del logaritmo de la siguiente expresion 6Y = vt 67 =

y=-2.
El logaritmo y, en este caso es igual a menos dos (y = —2).

1 -2
6_2; 6y=6

Por lo cual el logaritmo y, de una cantidad x, es el exponente al que se
eleva la base b, para obtener la cantidad x, matematicamente se simboliza
como: y = logy, x.

De la expresion 1, podemos deducir lo siguiente:

La notacion exponencial (N.E) de un logaritmo se simboliza como: bY = x.
La notacion logaritmica (N.L) del logaritmo se simboliza como: y = log,, x.

Ejemplo 3. Representa en forma logaritmica las siguientes expresiones:

e 103 =1000 primero b=10, [ =3 x =1000 después:
log101000 = 3
o 42=21 primero b=4, x=—, l=-2 después:
16 16
l L 2
094 16

Ejemplo 4. Resuelve cada una las siguientes ecuaciones en términos de x, b o y.

a) logex =2 < 6% =x; x =36.
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3

1 1 1
b) Logy4 =3 & bi=4; (b3) =4% b=64

2
0) Logyx == & 273=1x x=327% x=3729; x=9.

e Propiedades de los logaritmos (visita el codigo QR-7-1 para complementar
estas propiedades).

Sib>0,b # 1,y uywv son numeros positivos, entonces:

v logyu*v =logyu+ log,v.
u
v logp = = logyu —logyv.

v logpyu™ = n=logyu.

Estas tres expresiones se conocen como reglas o propiedades de los logaritmos.

e Cambio de base.

E|'_ E Actividad (extraclase): Visita el codigo QR, para conocer acerca

s de las operaciones con logaritmos de distinta base. Una vez

gue hayas entrado saca una copia con la informacion relativa

El . al tema y copiala en tu cuaderno ya que ésta la vas a usar en
< los siguientes ejercicios.

QR-8. Ecuaciones
logaritmicas con
diferente base.

» Ejemplo 5. Cambio de base:

Cambio de base

({17311 (o T—
| log,x log,x log,x 1
lo X = Z — 2 — 2 = -]
b log,8 log,23 3 3 0g2%
»

Base

Considera ahora este otro procedimiento para calcular el cambio de base de: loggx.

loggx = log,sx = §logzx
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e Con lo expuesto en la seccién de conceptos, realiza lo siguiente:

Ejercicio 3. Expresa la relacion de la ecuacion usando notacion logaritmica.

32=9
23 =8

1
(1)5_1
16 4
1
572 = —
25

2
83 =4

l 2—1
09s =3
loge1 =0
l 1 1
0993— 2
log;:81 =4

Ejercicio 5. Obtén el valor de las siguientes ecuaciones en términos de (x,b o y).

y =log,49

1

=log. -
y 0966

log, 81 =-2

l = —7
0gix
gZ 2

Ejercicio 6. Obtén un cambio de base apropiado para los siguientes logaritmos.
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logex = logipon =
loggy = logs,3 =
log6C = log,,2 =
logesz = logizsy =
log1444 = log,,1D =
logsm = logg1y =

Actividad 3. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

Los logaritmos sirven para resolver ecuaciones exponenciales; esto es, una
ecuacion que tiene una variable como exponente. Puesto que los nimeros usuales
se expresan con la notacion decimal, conviene aplicar los logaritmos de base 10, a
los que se conocen como logaritmos comunes o decimales, son de uso frecuente
para este propdésito. Al escribir logaritmos comunes, se ha hecho costumbre en vez
de la notacion log,, omitir el subindice 10. Por tanto, se entiende que el nimero
logx representa al numero log,yx, ¥ la funcion "log" denota la funcién logaritmica
de base 10. De esta manera:

10Y = x

logr =y <

Ejemplo 5. Obtén el valor de x en las
siguientes ecuaciones, utilizando tu
calculadora cientifica.

a. 3* =16

Solucién: Aplicando las propiedades de los logaritmos y utilizando en ambos
miembros de la ecuacion log o In* podemos encontrar el valor pedido.

log3* = log16

4 Abreviatura del logaritmo natural de base "e", visto en la seccién I.
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x xlog3 =logl6

_logle 12041
* = T0g3 T 04771

= 2.5237

b. 7x — 3x+1
log7* = log3**!
x *log7 = (x + 1)log3
x *xlog7 =x*log3 + log3
x *xlog7 — x xlog3 = log3; x(log7 —log3) = log3

_ log3 04771 04771
* = log7 —log3 ~ 0.8451 — 04771 _ 0.3680

x = 1.296
c. log,(x+4)—log,(x—3)=3

Solucién: Aplicamos la propiedad: logb% = log,u — log,v. De derecha a
izquierda para lograr tener un solo logaritmo.

(x—3)
Escribiendo esta ecuacién en la forma exponencial equivalente se obtiene:
(x+4)
(x —3)

(x+4)=8(x—-3)
x+4=8x—24
x—8x=-24—-4
—28
— =

X = 4.,

d. logsx + loggx = g

Solucién: Primeramente, ponemos ambos logaritmos en la misma base y
procedemos de forma parecida al inciso anterior.

5
log,2x +log,s x = 3
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1 1 5
Elogzx + §log2x =z

3+2 5 5 5

G log2x=g; glog2x=g

log,x=1; 2'=x; x=2

Ejercicio 7. Obtenga el valor de la incognita x en las siguientes ecuaciones
exponenciales.

q. 22X-3 — £x-2

b. 32—3x — 42x+1

Ejercicio 8. Obtenga el valor de la incégnita x en las siguientes ecuaciones
logaritmicas.

a. logx=1-1log(x—3)
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b. logs;(5x+ 1) =log;(x —3)

c. log,(x* —x—6)—log,(x+2)=2

d. 6logeox —logsx = 4

5
e. 4log,7x —logex = >

13
f. 3logsx + loggx = 3

Estrategia didactica 6. Dominio, rango y grafica de una funcién logaritmica.
(Desarrollo).

Aprendizajes: El alumno grafica funciones logaritmicas e identifica su dominio y

rango.
Aprendizajes: El alumno verifica mediante graficas o tablas que la funcion

logaritmica es la funcion inversa de la exponencial.
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Para el alumno: Actividad donde se reafirma graficamente la funcion logaritmica
asi como su dominio y rango.

i

Actividad 1. (Extraclase): i
Visita el codigo QR, de la :
izquierda para conocer acerca
de la gréfica de una funcion
logaritmica, asi como de su : fle) = lgfe)
dominio y rango. Una vez que '
hayas entrado saca una copia
|og%§t_r?{ic?rc§2f?ca con la info_rmacién relativa al
dominioy rango.  t€Ma y copiala en tu cuaderno
ya que ésta la vas a usar en
las siguientes actividades.

Como el logaritmo es un exponente, cumple con las leyes de los exponentes, de
modo que podemos sefialar que las propiedades de los logaritmos son validas para
logaritmos de cualquier base.

Actividad 2. Gréfica de la funcién logaritmica.
l. Considera la expresion logaritmica f(x) = log (x).

a. ¢Sera una funcion?

b. Completa la siguiente tabla utilizando tu calculadora.

x (011|051 25| 5 |10| 25| 50 |100 | 500 | 1000 | 5000 | 10000

)

c. ¢Se podran considerar valores de x negativos? ¢Por qué?

d. Los alumnos (de forma individual) grafican con colores y hoja milimétrica la
funcion: f(x) =log (x) y en plenaria se contrastan con lo obtenido en el
inciso (f).

e. Eldominio y el rango de la funcion es: D ( ); Re( ).
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f.

Su grafica hecha con GeoGebra se muestra en la figura 3.

51Y

4 f(x) = log(x)

X
1] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500 7000 7500 8OO0 8500 9000 9500

Figura 3. Funcion logaritmica de base 10.

Considera la expresién logaritmica f(x) = log: (x).

¢Sera una funcion?

Completa la siguiente tabla utilizando tu calculadora.

01{05| 1 |25| 5 |10 |25 | 50 | 100 | 500 | 1000 | 5000 | 10000

)

¢Se podran considerar valore de x nhegativos? ,Por qué?

Los alumnos (de forma individual) grafican con colores y hoja milimétrica la
funcion: f(x) = log: (x) y en plenaria se contrastan con lo obtenido en el
2

inciso (f).
El dominio y el rango de la funcion es: D ( ); Re( ).

Su grafica hecha con GeoGebra se muestra en la figura 4.
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J(@) = logy(x)

Figura 4. Funcion logaritmica de base %

M. Considera la expresién logaritmica f(x) = log;(2x — 4). Determina:

(a) Dominio y rango de la funcién: considerando que el valor del paréntesis no
puede ser negativo, realizamos lo siguiente. 2x — 4 > 0; 2x > 4; x > %; x>
2. Es decir, el dominio de la funcion es (2, +) y su rango (—, +0).

(b) Los alumnos (de forma individual) grafican con colores y hoja milimétrica la

funcion: f(x) = logs; (2x — 4) y en plenaria se contrastan con lo obtenido en
el inciso (c).

(c) Su gréfica hecha con GeoGebra se muestra en la figura 5.

5Ty

—4)

f(x) = logs(2x

Figura 5. Funcion logaritmica de base 3.
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Nota: Recuerda que la gréafica de la figura 5, la puedes construir también a través
de un registro aritmético con valores mayores a 2 en el dominio de la funcion. Por
ejemplo:

F(x) = logs(2x — 4) 0.63 1.26 1.63

fB) =1logs(2(3) =4 f(x) =logs(2(4) — 4) f(x) =1logs(2(5) — 4)

f(x) =logs(2) f(x) =logs(4) f(x) = logs(6)
log2 log4 log6
l0g3 ~ 0.63 l0g3 - 1.26 l0g3 ~ 1.63

Conclusiones de las funciones logaritmicas.

f(x) =logy(x) dondeb >0,b+1yx>0.

e El dominio de la funcion es (0, ).

e Elrango de la funcién es (—oo, ).

e La gréfica pasa por los puntos (% —1), (1,0), (b, 1).

Actividad 3. Tomando como base la actividad 2, determina dominio, rango y
la gréfica (con lapiz y papel y comprobadas con GeoGebra). de cada una de
las siguientes funciones logaritmicas.

a. f(x) = logx? e. f(x) = logs(4x + 1)
b. f(x) = logx® f. f(x) = log,(x +3)
c. f(x) = log,(2x) 9. f(x) = log;(3x — 1)
d. f(x) = l0g§(x) h. f(x) =logs(x —3)
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Nota: Te puedes apoyar en la siguiente direccion URL, donde tendras un escenario
interactivo en GeoGebra para que puedas verificar tus graficas.

https://drive.google.com/open?id=1JrOWMFEX2XdICiAqJp59gbKOXYk6Xs094

Actividad 4. Comparar mediante graficas y/o tablas que la funcion logaritmica
es la funcion inversa de la exponencial.

Para el profesor: En esta actividad el profesor compara mediante tablas y gréaficas
(utilizando GeoGebra) que la funcién logaritmica es la funcién inversa de la
exponencial y viceversa.

Ejemplo 1. Considera las funciones y = 2* e y = log,x. Analiza la tabla 10 junto
con el profesor para verificar qgue ambas funciones son inversas considerando sus
tablas (registros aritméticos) y sus gréficas (registro geométrico).

Tabla 10. La funcion logaritmica como inversa de la funcidon exponencial
Tabla Gréfica Tabla
= 2%
Y y = log,(x)
X )1/' e y
-3 - 1
8 Z | -3
1 8
) _ 1
4 | =2
1 Ts 7 4
-1 _ 1
2 " > -1
¢ 1 2 1] 0
1 2 .
4l 2 1
2 | 4 |
3 8 | 4 2
I 8 | 3
Figura 6. Grafica de las funciones y = 2* ey = log,x.

X
Ejemplo 2. Considera las funciones y = G) ey = logix. Analiza la tabla 11 junto
2

con el profesor para verificar que ambas funciones son inversas considerando sus
tablas (registros aritméticos) y sus graficas (registro geomeétrico).

167



Matematicas IV . . P
Unidad 3 Funciones Exponenciales y Logaritmicas.

Tabla 11. La funcion logaritmica como inversa de la funcidon exponencial
Tabla Grafica Tabla
1\ SR
r=(3) s y = l0gs(0)
x y x y
—4 | 16 16 | —4
—3 | 8 8 | -3
—2 4 4 )
-1 2 : 2 | -1
O 1 8 7 4 5 4 1 0
1
1 — 1 1
% 2
2 — 1 2
! * 4
// 4
3 — ‘9 1 3
8 Ei Lo . (1) _ 8
1 igura 7. Gréfica de las funciones y = (E) ey= log%x. g
4 -
16 % | 2

Con base en lo anterior (ejemplos 1y 2), podemos ver que el rango de la funcién
exponencial es el dominio de la funcién logaritmica, y viceversa. Ademas los valores
de "x" y de "y" en los pares ordenados estan intercambiados en las funciones
exponencial y logaritmica.

Recuerda que para determinar las funciones inversas, intercambiamos "x" e "y", y
despejamos "y" en la ecuacién resultante. Considera y = b*. Si intercambiamos
"x" e "y" obtenemos x = bY. De acuerdo con la definicion de logaritmo, podemos
reescribir esta funcion como y = log,x, que es una ecuacion donde "y" esta
despejada. Por consiguiente, y = b* e y = log,x son funciones inversas, y podemos

escribir: si f(x) = b*, entonces f~1(x) = log,x.

Toma en consideracion la informacion del recuadro siguiente.

Caracteristicas de las gréficas.

Funcién Exponencial Funcidon Logaritmica

y=b*(b>00b=+1) y=1logpyx (b>0,b+1)
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Rango: (0, ) —00, 00)
1 n n n n 1
(—1,3) x",se transforma en"y", (E’ 1)
Puntos en la grafica  (0,1) "y" se transforma en "x". (1,0)
(1,b) (b,0)

En las figura 6 se ilustran las gréficas de y = 2* ey = log,x. En la figura 7 se

X
muestran las graficas de y = G) ey =logix. En cada figura, las gréaficas son
2

inversas entre si y, por lo tanto, simétricas con respecto a la recta y = x.

Actividad 5. Apoyandote en los dos primeros ejemplos y organizados en
equipos, obtén la inversa de la funcion logaritmica y su grafica (realiza la
gréfica con lapiz y papel y contrastala con GeoGebra).

1. Considera las funciones y = 10* e y = log(x). Completa la tabla 12.

Tabla 12. La funcion logaritmica como inversa de la funcidn exponencial
Tabla Grafica Tabla
y= y=
x y x y
—4 —4
-3 -3
—2 -2
-1 -1
0 0
1 1
2 2
3 3
4 4
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X
2. Considera las funciones y = G) e y = logi(x) y completa la tabla 13.
3

Tabla 13. La funcion logaritmica como inversa de la funcidon exponencial
Tabla Grafica Tabla
y=_ y=_
X y x y
—4 —4
-3 -3
-2 -2
-1 -1
0 0
1 1
2 2
3 3
4 4

3. Si algunos puntos en la gréafica de la funcion exponencial, f(x) = b* son:

1 1 1
(-3.55).(-23).(-15) @D, 29,627,
Lista los puntos de la gréfica de la funcién logaritmica f(x) = log,x y realiza las
gréficas correspondientes con lapiz y papel.

Estrategia didactica 7. Problemas de aplicacion en diferentes contextos que
se modelan con funciones logaritmicas y exponenciales. (Cierre).

Aprendizajes: El alumno resuelve problemas en diferentes contextos que se
modelen con funciones logaritmicas y exponenciales.

Aprendizajes: El alumno resuelve problemas de aplicacion empleando los
conocimientos adquiridos anteriormente.

Para el profesor: Actividad de aplicacion y resolucion de problemas que puede ser
utilizada en diferentes ramas de la ciencia. Cierre.
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Problema 1. La masa M en gramos de una pastilla efervescente que calma el dolor
de estdbmago en un determinado instante (t) en segundos viene dado por:

M = 0.15(107%02t)

Si la masa se ha reducido a 0.05 gramos, ¢.cuanto tiempo ha transcurrido desde
que se la tomo6?

Solucion: Considerando que la masa M = 0.05 grs. La incognita por encontrar sera
el tiempo (t). Reemplazar en la expresion dada.

0.05 = 0.15(1070:02¢)
Dejamos sola la potencia y aplicamos logaritmo en ambos miembros de la ecuacion.
.05
— -0.02¢t
log 01.15 log(10 )
log§ = —0.02t * log10

Utilizando tu calculadora: logé = —0.4771y log10 = 1.
—0.4771 = —0.02t(1)

_ —0.4771 23.86
=0z _ 23.86seg.

Problema 2. Supbngase que el 1° de enero de 2018, la poblacién de una cierta
ciudad era de 800,000 habitantes. Desde entonces y hasta el afio 2030, se espera
que la poblacion aumente con una rapidez de 3.5% anual. Por consiguiente, t afios
después del 1° de enero de 2018, se espera que la poblacion sea:

P(t) = 800,000(1.035)".
Donde 0 <t < 12, que son los 12 afios entre los afios de 2018 y 2030. ¢En qué
fecha se puede predecir que la ciudad tendra 1,000,000 de habitantes?

Solucién: Deseamos tener un valor de t tal que:

800,000(1.035)* = 1,000,000
(1.035) = 1,000,000
' ~ 800,000
(1.035)t = 1.25
Puesto que la variable t aparece como exponente, agregamos logaritmo en ambos
miembros de la ecuacion.
log(1.035)" = log1.25
t xlog1.035 = log1.25
log1.25 0.0969

t = = =
log1.035 _ 0.0149

Seis y medio afios después del 1° de enero de 2018.
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Problema 3. La magnitud "M" de un terremoto se define mediante la férmula:
logE =118+ 1.5*xM
Donde M es la magnitud del terremoto en la escala de Richter (de 0 a 10) y E es la

energia liberada (expresada en ergios).
a) ¢Qué magnitud tendra un terremoto que libera 10 ergios?

log10'® = 11.8+ 1.5xM
16 —11.8=15«M

4.2
M = 1c= 2.8 grados Richter.

b) ¢Cuanta energia se libera en un terremoto de magnitud 7?

logE =118+ 1.5%7
logE = 11.8 + 10.5
logE =22.3..NL
10?33 = E ..NE
E = 1.995x10%2 ergios.

Para el alumno: Los alumnos en equipos resuelven problemas de cultivos de
bacterias, de desintegracion radioactiva, interés compuesto, escala de Richter,

etcétera.

Instrucciones. Apdyate en el cédigo QR de la izquierda para
resolver los siguientes problemas. Una vez que hayas entrado
saca una copia con la informacion relativa al tema y copiala en
tu cuaderno ya que ésta la vas a usar en las siguientes
actividades.

QR-10. Problemas
de logaritmos.

Problema 4. Calcula el pH del zumo de limén, sabiendo que la concentracion de

protones de este es de 0.01 mOLleS.

Problema 5. Una ameba es un ser unicelular que se reproduce por biparticion (cada
ameba se duplicara y se convertira en 2 amebas idénticas). Si partimos de un cultivo
de 800 amebas que se reproducen cada hora.

a) ¢Cuantas amebas tendremos a las 10 horas?
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b) ¢Cuéanto tiempo tiene que pasar para que tengamos una poblacién de 2
millones de amebas?

Problema 6. El valor de un coche se devalia un 10% cada afio que pasa. Si su
valor es de 24,000 euros.

1 Euro = 24.44 pesos mexicanos.

a) ¢Cuantos pesos mexicanos cuesta el coche considerando la equivalencia
expuesta lineas arriba?

b) ¢Cuanto costara en pesos mexicanos al cabo de 12 afios?

c) ¢Cuanto tiempo debe pasar para que cueste solo $244,4007?

Problema 7. ¢Durante cuanto tiempo hay que tener a interés compuesto 40,000
euros al 5.5% de interés anual para que se recupere un capital de 44,100 euros?
Realiza la conversion a pesos mexicanos.

C=CO(1+18—0)

t

Problema 8. Bacterias. Si en un inicio hay 1000 bacterias en un cultivo, y este
namero se duplica cada hora, entonces el nimero de bacterias al cabo de t horas
puede calcularse mediante la férmula N = 100(2)t. ¢Cuéanto tiempo tardara el
cultivo en tener 30,000 bacterias?
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4. Materiales Diversos de Apoyo.

Problema 1. El modelo de Jenss representa la férmula de mayor precisién obtenida
empiricamente para predecir la estatura h (en centimetros) en términos de la edad
t (en afios) para un niflo en edad preescolar (de 3 meses a 6 afos).

h = 79.04 + 6.39t — ¢3-2670.9%¢
a) ¢ Qué estatura predice este modelo para un nifio de 2 afios?

Solucion:
h = 79.04 + 6.39(2) — 32670992 = 79 04 + 12.78 — ¢1?® = 91.82 — 3.60

= 88.22cm.
Problema 2. Si se depositan $1,500.00 en una cuenta de ahorros que devenga un
interés anual del 6% compuesto continuamente y no se efectian depdsitos ni retiros
adicionales. ¢ Cuanto tiempo se necesitara para contar con $2,000.00 en la cuenta?

Sabiendo que la formula que describe este problema es: A= P*e™, donde A
representa el monto final con todo e intereses, P el capital inicial e i el interés anual.

Solucién:
In2000

2000 = 1500 * e%%*t:  In 2000 = [n1500 *x %06t — = 0.06*xt*Ine,lne
In1500

=1
7.6009 0.06%tx1 1.04 t; t=17.33af
= 0. xtx1l: —=1¢: = . nos.
73132 © 006 anos

Problema 3. Para una poblacion de elefantes, el peso w (en kilogramos) a la edad
t (afos) esta dada por:

w(t) = 2600[1 — 0.51e~%075¢]3
a. Calcula el peso de un elefante de 18 meses de edad.

Solucién: Considerando que el tiempo t se expresa en afos, tendremos 1.5
afos=18 meses.

w(1.5) = 2600[1 — 0.51e~0075*15]3 = 2600[1 — 0.51 * ¢~0-1125]3
= 2600[1 — 0.51 * 0.89]5;

w(1.5) = 2600[1 — 0.4539]3 = 2600[0.5461]° = 2600[0.1629];

w(1.5) = 423.54 kilog r amos.

b. Una elefanta adulta pesa 1600 kilogramos, determina su edad.

311600 311600
1600 = 2600[1 — 0.51e%975*t]3; — = 3/[1 = 0.51 % e0-075+]3;
[ el \/2600 Vi *ent] 2600

=1-0.51e%075*;
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ne

311600 311600
’ 1- /— 1- /—
0.516’_0'075*t =1-— ° ;283 . e—0.075*t — 2600 l —0,075%t — In 2600

’ 0.51 0.51
1-30.615 1-0.850 0.149
—0.075 %t = lnT; —0.075 %t = an; —0,075xt=1In 051
—1.230 3
—0.075xt=1n0.292; t= 0075 = 16.4 afAos.

PROBLEMAS DE LA FORMA: f(x) = a * b*, parab > 1y a # 0.

P4. En un pueblo, de 9000 habitantes se
propaga un rumor de la llegada de un virus
de influenza. Se propaga de modo que
cada hora se duplica la cantidad de
personas que se enteran del mismo.
¢, Cuantas personas conoceran el rumor al
cabo de 12 horas?

Formula.
N(t) = 2¢
N(t) = 2™

N(t): Numero de personas.
t,nt: NiUmero de horas.

N(t) = 2¢
N(t) = 22

N(t) = 4 096 personas

P5. Una colonia particular de bacterias
duplica su poblacién cada 15 horas. Un
cientifico haciendo un experimento
empieza con 100 células de bacteria. El
sabe que el nimero de células sea dado

t

por la férmula ¢ = 100(2)1s, donde t es el
numero de horas desde el inicio del
experimento.

¢, Después de cuantas horas puede esperar
el cientifico tener 300 bacterias?
Proporciona la respuesta a la hora mas
cercana.

El tiempo para tener una colonia de
300 células de bacteria es.

t
300 = 100(2)Ts
300 t

log(3) = %log (2)

_ 15log (3)
~ log(2)

t = 23.77 horas = 24 horas.
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P6. Una persona invierte en el banco
$ 10,000 a una tasa de interés del 5 %, en
una cuenta que se capitaliza
trimestralmente durante 6 afios. Determine
el saldo o el capital acumulado en la cuenta
al cabo de 6 afios.

Formula:

Donde:

A: capital acumulado.

C: capital inicial.

r: interés.

n: es el nUmero de periodos de
capitalizacion al afio.

t: nUmero de afos.

C =$10,000

r = 0.05%

n = 4 (trimestral)
t = 6 afios.

4x6

A=10000<1+ T)

A=9%$134735

Después de 6 afios, los $10,000
originales habran crecido $13,473.5

P7. En medicina se usa un is6topo de yodo
para diagnosticar ciertos desordenes de la
glandula tiroides. Para este particular
isétopo de yodo, la masa que permanece
después de t horas es M(t), decrece segun

t
la formula: M(t) = M, (Z‘E), donde M, es

la masa inicial. ¢Cuantos gramos de una
dosis inicial de 3.2 gramos de este is6topo
permaneceran después de 16 horas?
(redondea a la centésima mas cercana).

M) =3.2(2)C 2
M(t) = 3.2(2716/13:2)

M(t) = 1.38 gramos

P8. En una muestra de un fosil se detectd
gue el 0.003% del Carbono contenido es
Carbono 14(**C). Si se sabe que el **C
representa el 1% del Carbono presente en
un ser vivo y que la vida media del **C es
de 5730 afios, ¢ Qué tan antiguo es el fosil?

Formula.
Para el decaimiento radiactivo se cumple la
siguiente funcion:

t
C(t)=Cy*27n

C(t) = Co(2)w

t C
@7 =2

——log(Z) = log( (go))

nlog( ( )>

T T e @
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C(t): es la cantidad del isotopo radiactivo al
tiempo (t).

Co:es la cantidad inicial de *C en la
muestra.

n: es la vida media del isotopo radiactivo en
anos.

t: es el tiempo transcurrido en afios.

Datos:

C(t) = 0.003% = 0.00003%
Co = 1% = 0.01%.

n = 5730 aifios.

5730 g (C00003)

log (2)

t =67 063.4 anos

t =

P9. La temperatura corporal de una
persona es de 37°C. Se sabe que cuando
una persona fallece, en promedio tarda 20
horas para que su temperatura corporal
llegue a 27°C si la temperatura del medio
ambiente permanece a 25°C. Si el cuerpo
humano cumple con la Ley de enfriamiento
de Newton:

Un médico forense observa que la
temperatura de una persona que fallecio es
de 29°C y la temperatura ambiente se
mantuvo a 25°C desde el fallecimiento. Si
el reloj del médico marca las 7:00pm, ¢A
gué hora se estima el fallecimiento? El
cuerpo humano cumple con la ley de
enfriamiento de Newton:

> T=T"+12 % e—0.0896*t

T: temperatura corporal.

T': temperatura ambiente.

T—T =12 ekt

T — T' =12- e—0.0896t

In <(T 1_2T,)) = Ln(e~ *08%t)

12
0.0896

n ((29° - 25°)

Ln (—(T — Tl))

t=—

12

t=- 0.0896

t = 12.26 horas han pasado.
La persona fallecié un poco
antes de las 7:00 P: M.
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PROBLEMAS DE LA FORMA: f(x) = a- b*,para,Baseb <1y a #0

P10. Aluminio reciclado. Actualmente, cada
~ . 2
afo reciclan 3 de todas las latas de

.. . 1
aluminio que se consumen, mientras que 3

se envia a depdsitos de basura. El aluminio
reciclado se utiliza para fabricar nuevas
latas. En estados Unidos, en 2004, se
usaron alrededor de 190,000,000 de latas
de aluminio. Con la férmula:

n
A =190 000 000 G) , puede calcularse el

namero de latas fabricadas con aluminio
reciclado, n es el niumero de afios a partir
del 2004.

a)

b)

¢Expligue porque la férmula puede
usarse para calcular el nimero de latas,
"n" afos a partir del 2004, fabricadas
con aluminio reciclado?

¢.Cuantas latas fabricaran en el 2011
con el aluminio reciclado del 2004?

o~ . 2
a) Cada afo se reciclan 3 del

aluminio que se consume a partir
de 190 000 000, por lo que,

2

En dos afios: 190,000,000 (g) (5)

2 2

En tres afios: 190,000,000 () (2) (%)

3
En n afos:

190,000,000 @ (g) N @ -

2 n
190,000,000 (g) , S& comporta como

una funcion exponencial.

b)

n = 7 aios.
7

2
A =190000000 <§>
A = 11120 256 latas

P11. En enero 2000 adquiriste un auto en
$100 000. Si cada afio disminuye el 13 %
de su valor inicial. ¢ Cuanto valdra en el afio
20207

Férmula:

V(t) = 100 000 - (0.87)¢

V(t) valor del carro en funcién del tiempo

t = 20: tiempo trascurrido.

Valor del coche al ano:

100% — 13% = 87%.

V(20) = 100 000 - (0.87)2°

=$%$6171.4
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P12. Un almacén de  aparatos
electrodomeésticos liquida mercancia en
exhibicién con ligeros deterioros. Mediante
el sistema de reducir cada afio de 35% el
precio de esta mercancia que va quedando
almacenada. Si compras un refrigerador
almacenado tres afios, con un precio inicial
de $12,455, ¢ Cuanto pagaras por él?

Férmula. V(t) = Cp- (1 =)t

V(t):valor de producto en funcion del
tiempo.

C,: valor inicial de la mercancia.

i = 35% = 0.35: interés por afio.

t = 3: tiempo en afnos.

V(3) = 12 455 - (1 — 0.35)3

V(3) = $3,420.45

P13. La relacion entre el numero de
decibeles "g" y la intensidad del sonido I en

(Watts) esta dada por la funcién:

m2

B(I) = 10log (%)

a. ¢Cual es el numero de decibeles
cuando la intensidad es de 0.02 %’?

b. Calcula la intensidad para 5 dB.

a. Numero de dB para:
[=0.02 =
m

£(0.02) = 10log (;)60_22)

$(0.02) = 3.01dB

b. Intensidad I, para 5 dB.

I
5=1010g<10_2>
+ =109 (1)
10 %9\102

' ( ! ) NL

5= log\15=2)
1]

102=< )NE

102
1 _4
10210 2 =1
3w
1 =10 2—2
m

También: I = 0.031 —
m
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5. Formas e Instrumentos de Evaluacion.

Sin duda, una de las cuestiones mas importantes de la ensefianza, es la evaluacion
de lo aprendido por los estudiantes. En nuestro caso, esta evaluacion debe ser
continua y en estrecha observancia de los dos principios basicos del
constructivismo, a saber, la diferenciacion progresiva y la reconciliacién integradora
de los nuevos contenidos con los que ya traia el aprendiz. Por ello es por lo que, a
lo largo del desarrollo de esta estrategia didactica, se debera ir determinando la
adecuacion y pertinencia de las construcciones conceptuales de los alumnos. Al
final de la autoevaluacion, encontraras las respuestas a cada seccion con la
finalidad de que te puedas autoevaluar.

Autoevaluacion.

Seccion |. Funciones exponenciales.

1. Al simplificar La expresion 2¥3 212 aplicando las leyes de los exponentes
obtenemos.

a) 23V3 b) 4V3V12 c) 215 d) 2312

2. Al simplificar La expresion (7‘/5)‘/ﬁ aplicando las leyes de los exponentes
obtenemos.

a) 7100 b) 710 c) 715 d) 7V5+/20
3. Se toma un préstamo de $5,000 por un periodo de tres meses con un interés

simple de 32% anual. Determina la cantidad que debe pagarse al final de los 90 dias
(considerando que cada mes tiene 30 dias).

a) $5,200 b) $5,800 c) $5,600 d) $5,400

4. Supdngase que en una cuenta de ahorros se depositan $40,000 y que se paga
un interés compuesto del 3% devengado semestralmente. Si no se hacen retiros ni
depdsitos adicionales, ¢ cual es el monto del depdsito al cabo de 3 afios?

a) $47,762.09 b) $56,740.76 c) $43,737.73 d) $41,827.14

5. En un cultivo bacteriano existen inicialmente 1500 bacterias presentes a los (t)

minutos, representado por la expresion f(t) = Be®%4*t, donde B es una constante.
Si hay 1500 bacterias inicialmente. ¢ Cuantas bacterias habra después de 1 hora?
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a) 4,980 bacterias.
d) 22,540 bacterias.

b) 16,534 bacterias.

c) $18,500 bacterias.

6. Si el valor de un equipo de laboratorio es V(t) unidades monetarias al cabo de t
afios de su compra, representado por la expresion V(t) = Be%2%, donde B es una
constante. Si el costo inicial del equipo fue de $18,000, ¢ cual seré su valor después

de 2 afios?

a) $12,065.76

b) $10,917.55

c) $9,878.61

d) $15,400.71

7. La gréfica de la funcion exponencial f(x) = 2*~1 es.

a) b)
eAy GAy
5 5
4 4
3 3
2 2
P(0,2)
| / P(O,I)
0 0
3 2 4 Jo 1 2 3 4 5 € 3 - o 1 2 3 4 5
-1 -1
-2 )
C) d)
shy sl
5 5
4
P(0,4)
3
2
1
| P0,0.5)
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 3 0 1 2 3 4 5
-1 -1
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8. La gréfica de la funcién exponencial f(x) = 3* + 2 es.

a) b)
6‘y GAy
5 5
4 4
3 3
2
_ re
1 1
0 o]
4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5 | 4 3 -2 1 0 1 2 3 4
P(0,0)
-1 -1
-2 -2
c) d)
SAY s‘y
5 5
4 4
3
3
) Ao
2
1
1
a
4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5 € 0
-1 4 3 2 1 0] 1 2 3 4
_/ 1:.(0, _1) -1
-2
-2
-3

X
9. La grafica de la funcién exponencial g(x) = (%) es.

a)

by

b)

182



Matematicas 1V

Unidad 3 Funciones Exponenciales y Logaritmicas.
C) d)
[¢] ‘y
6
5
4
3
2
1
0 P(0,0)
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 ¢t 4 3 2 1 1 2 3 4 5 €
-1 -1

10. La poblacién de un municipio aumenta de forma proporcional a su tamafo. La
tasa de crecimiento es 6% y la poblaciébn después de t afios es P(t), con
P(t) = k * e%%, donde k es una constante. Si la poblacion actual es de 10,000
habitantes. ¢ Cual sera la poblacién esperada después de 10 afios?

a) 15,322 hab. b) 21365 hab. c) 20,000 hab. d) 18,221 hab.

Seccion Il. Funciones logaritmicas.

., . ., 1 1
11. Al usar la notacidon exponencial en la relacion loggg == obtenemos:

1
1 1 1

a) (— —)5 =9 b) (%)9 = —% c) (9)% == d) (9)§ ==

2 3 2
12. Al resolver la ecuacion log;, 4 = % en términos de h obtenemos:
a)b =16 b) b = 36 c) b =100 d) b =64

13. Al escribir la expresién logx +2logy —3logz como un solo logaritmo
obtenemos la expresion:

d) log (x)*

z3

243 x7° 2xy
a) logxy“z b) log = c) log -
14. El conjunto solucién de la ecuacion 7* = 3**1 es:

a) x = 3.59 b) x = 1.52 c) x =1.29 d) x =4.25
15. El conjunto solucion de la ecuacion log,(x + 4) — log,(x —3) = 3 es:
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a)x=9 b) x =12 c)x =16 dx=4

16. El dominio (D) y contradominio (R) de la funcién f(x) = 2* es:

a) D(—oo' Oo)' R(O' oo) b) D(—oo, oo), R(—oo’ oo) C) D(O' oo]’ R(—oo’ °°)
d) D(—,«), R(0, )

17. El dominio (D) y contradominio (R) de la funcién f(x) = log, x es:

a) D(_oo' oo)' R(O' OO) b) D(_oo, oo)’ R(—oo’ oo) C) D(Or OO), R(_oo' °°)
d) D(O, oo)’ R(_oo’ oo)

18. El dominio (D) y contradominio (R) de la funcion f(x) = log;(2x — 4) es:
a) D(=2,), R(0,) b) D(=, ), R(—==,) C) D(2,0), R(=2,«)
d) D(O, oo)’ R(_oo’ oo)

19. En un circuito eléctrico en particular, la intensidad de la corriente esta dada por:
—Rt

I =20 =e L .Aldespejar t, obtenemos.

a)t=5*ln|§ b)t=—£*ln|i| C)tzi*ln|£| d)tz—ﬂ*lnH

L I R 20 20 R 1 R

20. En cierta empresa, el costo unitario al producir "g" unidades de cierto articulo
esta dado por la funcién C(q) = log,(3q — 16). ¢Cuantas unidades se deben
producir para que el costo unitario de $5?

a)x =12 u. b) x =8 u. c)x =16u. d)x =24 u.

Tabla de respuestas de la autoevaluacion.

Seccibén I. Funciones exponenciales.

l.a | 22b | 3d | 4c | 5b | 6.a] 7.c | 8d | 9.b | 10.d
Seccién Il. Funciones logaritmicas.

11.c | 12.d | 13.b | 14.c | 15.d [ 16.a | 17.d [ 18.c [ 19.b [ 20.c

184



Matematicas 1V

Unidad 3 Funciones Exponenciales y Logaritmicas.

6. Valoracién del profesor de los resultados obtenidos.

En esta seccion se incluye una lista de cotejo para que todos podamos aplicarla al

final de su puesta en escena par ser llenada por los alumnos.

MATERIA: MATEMATICAS IV.

NIVEL: BACHILLERATO.

UNIDAD 3: FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS.
MATERIAL: CUADERNO DE TRABAJO.

Nombre: . Grupo:

Lista de cotejo para evaluar los resultados obtenidos en la puesta en
escena de la Unidad 3. Funciones exponenciales y logaritmicas.

INDICADORES DE LOS APRENDIZAJES (COMPETENCIAS).

Sl

NO

1. Se exploran situaciones o fendmenos que corresponden a
crecimiento o decaimiento exponencial.

2. Se identifican patrones de cambio involucrados en el crecimiento
o decrecimiento de una funcién exponencial.

3. Se bosqueja la grafica de una funcion exponencial.

4. Se identifica el dominio y rango de una funcién exponencial

5. Se traza la grafica de la funcion exponencial

6. Se analiza la relacidbn entre las gréficas de funciones
exponenciales con diferentes bases incluyendo el nimero e.

7. Se resuelven problemas en diferentes contextos que se modelen
con funciones exponenciales.

8. Se aborda el logaritmo de un nimero base "b" y las relaciones:
by =x & y =logyx.

9. Se opera con logaritmos de distintas bases aplicando sus
distintas propiedades.

10. Se grafican funciones logaritmicas e identifica su dominio y
rango.

11. Se verifica mediante gréaficas o tablas que la funcion logaritmica
es la funcion inversa de la exponencial.

12. Se resuelven problemas en diferentes contextos que se
modelen con funciones logaritmicas y exponenciales.

13. Se resuelven problemas de aplicacion empleando los
conocimientos adquiridos sobre la funcion exponencial.

INDICADOR

AUTOEVALUACION.
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Propdsitos de la unidad.

Al finalizar, el alumno:

Comprendera la extension del concepto de razén trigonométrica a funcién
trigonométrica. Estudiara las funciones seno y coseno en su forma caracteristica de
variacion y el andlisis de sus parametros. Modelara situaciones de comportamiento
periodico para resolver problemas.

1. Presentacion de la unidad 4.

Las funciones trigopnométricas surgen de la relacion entre los lados de los triangulos
rectangulos, asi como de analizar los fendmenos circulares. EI movimiento circular
derivé en el movimiento armonico y en consecuencia en el movimiento armonico y
la trigonometria fue la herramienta basica utilizada para modelar los fenémenos
antes sefialados. Por otra parte, gran diversidad de fendmenos fisicos presentes en
la vida real se comporta periddicamente, con respecto al tiempo.

Las relaciones trigonométricas tratadas en la unidad se pueden considerar como
funciones de numeros reales, para ello utilizaremos angulos medidos en radianes,
dado que este tipo de medidas son lineales.

Por otra parte, el circulo unitario es el puente de enlace entre las relaciones
trigonométricas (definidas en base a un triangulo rectangulo) y las funciones
trigonométricas. Dado que la longitud de un arco de un circulo unitario corresponde
a la medida del angulo central, en radianes, que lo subtiende, se utiliza un circulo
unitario como el equivalente a una “especie de recta numérica” para establecer el
dominio de las funciones trigopnométricas.

Trabajaremos las técnicas para trazar las curvas asociadas a funciones cuya regla

de correspondencia presenta una de las formas f(x) = D + Asen(Bx + C) ¥y

g(x) = D + Acos (Bx + (), mismas que denominaremos funciones senoidales.

Concluiremos la unidad, presentando situaciones cuyo estudio requiere del empleo
de las funciones trigonométricas, cabe resaltar que los movimientos periédicos (bajo
ciertas suposiciones) pueden expresarse analiticamente por medio de alguna de las
funciones que se trabajaran en la unidad.

2. Actividades de aprendizaje.

Estas se llevardn a cabo tomando como base los aprendizajes de la unidad 4, a
traves de estrategias didacticas, utilizando diversas actividades y recursos mismas
qgue incluyen los aprendizajes, cédigos QR, actividades diversas y el uso de
GeoGebra, con el fin de alcanzar los propoésitos de esta unidad.
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3. Puesta en escena de la unidad IV. Funciones trigonométricas.

Las estrategias didacticas que se presenta a continuacion han sido disefiadas para
que los estudiantes logren un aprendizaje significativo de los contenidos
actitudinales, conceptuales y procedimentales de la Unidad Tematica 4, del curso
de Matematicas IV, con vistas a lograr los aprendizajes de esta. La unidad didactica
se ha estructurado conforme a las siguientes estrategias didacticas.

Estrategia didactica 1. Situaciones o fenOmenos de variacién periddica.
(Inicio).

Aprendizajes: El alumno Explora situaciones o fendmenos de variacion periodica.
Para el profesor: Exposicion en plenaria.
Actividad 1:

El profesor expone a los alumnos algunas situaciones que dan lugar a fenémenos
periodicos tales como:

Fases lunares.

Las fases lunares (también fases de la Luna) son los cambios aparentes de la
porcion visible iluminada del satélite, debido a su cambio de posicion respecto a
la Tierra y al Sol. El ciclo completo, denominado lunacion, es de 29,53 dias, durante
el cual la Luna pasa el novilunio, su porcion iluminada visible vuelve a aumentar
gradualmente, y dos semanas después, ocurre el plenilunio y, alrededor de las dos
semanas siguientes, vuelve de nuevo a disminuir y el satélite entra otra vez en la
nueva fase?.

) ®

Nuova Creciente Cuarto creciente Credlente gibosa

@@ € (¢

Luna lena Menguante gibosa  Cuarto menguante Menguante

1 Fase lunar. (s.f.). En Wikipedia. Recuperado el 16 de enero de 2021 de https://es.wikipedia.org/wiki/Fase_lunar.
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Péndulo simple.

Un péndulo simple se define como una particula de masa m suspendida del punto
O por un hilo inextensible de longitud | y de masa despreciable.

Si la particula se desplaza a una posicion go (angulo que hace el hilo con la vertical)
y luego se suelta, el péndulo comienza a oscilar. El péndulo describe una trayectoria
circular, un arco de una circunferencia de radio 1.

N
|;= h
AN
| \.\ \

" '\.\T %

2

~— \ .
—— — sk
mg-seng
i J, dmgcosg

mg

Movimiento circular uniforme.

El movimiento circular uniforme es un movimiento que describe una trayectoria
circular en el que la velocidad angular es constante. Esto implica que describe
angulos iguales en tiempos iguales. El vector velocidad no cambia de modulo, pero
si de direccion. Esto quiere decir que no tiene aceleracion tangencial ni aceleracion
angular, aungue si aceleracién normal®.

2 Franco, A. F. G. (s. f.). El péndulo simple. Fisica con ordenador Curso Interactivo de Fisica en Internet. Recuperado el 16
de enero de 2021.
3hitp://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/dinamica/trabajo/pendulo/pendulo.htm#:~:text=Un%20p%C3%A9ndulo%20simple%
20se%20define,el%20p%C3%A9ndulo%20comienza%20a%?20oscilar.
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El alumno:
Contesta el siguiente cuestionario.
De acuerdo con los ejemplos proporcionados, qué entiendes por:

Movimiento periddico.

Periodo.

Amplitud.

Actividad 2. (Extra clase). Visita el sitio del siguiente codigo
QR. Ve el siguiente video respecto al movimiento periddico y
realiza lo que se pide a continuacion.

QR-1: Movimiento
periédico.
Define:

e Movimiento periodico.

e Los dos movimientos en que se divide el movimiento periddico.

e Menciona los elementos del movimiento periédico.
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Periodo.

Frecuencia.

Amplitud.

Diferencia de fase.

Gréfica.

La siguiente tabla de pares ordenados representa el movimiento del siguiente
sistema masa resorte, donde "t" representa el tiempo en segundos y "d" la
posicion de la masa respecto a la posicion de equilibrio.

t (seg.) | d(cm.)

3
SIESIRINIE
1
)

Incluir puntos medios.
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d (desplazamiento)

t (tiempo)

Responde.

¢ Qué ocurre con el movimiento de la masa antes del tiempo 07?

¢, Cual es el desplazamiento maximo de la masa?
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Actividad 3. (Extra clase). Visita el sitio del siguiente codigo
QR, lee el articulo y contesta las preguntas planteadas en la
siguiente actividad, con ayuda del simulador de un sistema
masa resorte, mostrado en la pagina de la consulta.

QR-2: Simulador de
movimiento periédico

a) Si el desplazamiento inicialesde 2m y k=2 N/m.

¢,Cual es el valor del periodo?

Compare el movimiento considerando estos dos casos:
Si el desplazamiento inicial es de 20 m y k = 2 N/m y si el desplazamiento inicial

esdel0m yk=2N/m.

b) ¢ Cual es la principal diferencia en el comportamiento de los cuerpos de los dos

casos anteriores?

c) ¢Como es la amplitud del movimiento de un cuerpo respecto al otro?

d) ¢ Cual parametro se tiene que modificar para que cambie la frecuencia? ¢ por

qué?

Estrategia didactica 2. Equivalencia de unidades angulares.

Aprendizajes: El alumno convierte medidas angulares de grados a radianes y

viceversa.

Actividad 1. (Extra clase). Visita el cédigo QR, para conocer
gué es un radian, para participar en la plenaria que se E?ﬂ-‘

realizard en clase.

r-'ﬁ-
S

QR-3: Radianes.
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Medida angular en radianes.

Los babilonios median los angulos en grados, esto es, dividian la circunferencia en
360°, cada grado en minutos y cada minuto en segundos. Sin embargo, en la época
moderna esta medicién angular resulté ser poco eficiente por lo que los mateméticos
modernos cambiaron la forma de medir angulos llevando esta medida a la recta real.

02 0.7854

05

Epoca moderna: medicion angular

Babilonios: medicién angular (grados). (radianes)

Para llevar a cabo tal transformacion, los matematicos cambiaron la idea babilonia de
medir "aberturas" por la de medir longitudes, en particular, para cada "abertura" se le
hace corresponder la longitud del segmento circular que genera en una circunferencia
de radio 1. A esta longitud se le llama la medida del &ngulo ("abertura™) en radianes.

Actividad 2. Conversion de medidas angulares.

En clase: Anota las conclusiones respecto a la plenaria en que se discuten las
siguientes cuestiones:

¢Qué es un radian?

¢Cuantos radianes caben en una circunferencia?

¢Cuantos grados tiene la amplitud del angulo interior de un circulo?
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¢Cuantos radianes hay en media circunferencia y a cuantos grados equivalen?

Con las conclusiones de las preguntas anteriores, contesta las siguientes
preguntas.

¢Cudl es el factor de conversidn y/o equivalencia entre grados y radianes?

Realiza las siguientes equivalencias
a) 240° a rad:

b) 7.52 rad a °:

C)grad a °

d) 17°52’'15" a rad

Estrategia didactica 3. Razones trigonométricas para cualquier angulo.
(Desarrollo).

Aprendizajes: El alumno comprende la forma en que se extienden o generalizan
las razones trigopnométricas para angulos arbitrarios.
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Actividad 1. (Extra clase): Visita cualquiera
de los dos cédigos QR, para recordar las
principales razones trigonométricas de un
E k triangulo rectangulo. Una vez que hayas visto

o =T elvideo, escribe la informacién relativa al tema
QR-4:Razones v chpjgla en tu cuaderno, ya que ésta la vas a
trigonometricas. T . . ..

utilizar en las siguientes actividades.

QR-5: Razones
trigonomeétricas.

Actividad 2. Razones trigonométricas en el plano cartesiano.

1. Con base en la actividad anterior, desarrolla y contesta las preguntas, en el
siguiente sistema de coordenada, marca un punto cualquiera P(x,y), en el primer
cuadrante y anota sus coordenadas. Traza un segmento de recta desde el origen
0, hasta el punto P (lado terminal), con lo cual se formara el angulo 6 (medido en
radianes). A partir del punto P, traza un segmento de recta perpendicular al eje de
las abscisas (punto Q).

£

y Ejercicio.

Determina las razones trigonométricas
sen, cos, tan, para el angulo 6, cuyo lado
terminal pasa por el punto P(3,5).

sen@ = —
cos0 =—

tan® = —

()]

W

()]

¢, Qué tipo de triangulo se forma?

1IN

¢, Cuanto miden los catetos?

[¢V)

Calcula la medida de la hipotenusa r.

W

Determina el valor de las razones
seno, coseno y tangente del angulo 64,
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sen@ = —

cos0 =—

tan® = —

en términos de las longitudes de la
abscisa, la ordenada y la hipotenusa.

En la actividad anterior, en el sistema de coordenadas, desde un punto P de un lado
terminal con origen en 0, se proyectd un segmento perpendicularPQ, al eje de las
abscisas, con lo que se formé un triangulo rectangulo.

La amplitud de un angulo puede definirse en términos de una circunferencia
centrada en el eje de coordenadas del plano cartesiano. El vértice del &ngulo que
se desea medir se ubica en el centro de la circunferencia de manera que su lado
inicial coincida con la parte positiva del eje de las abscisas; los angulos se
consideran positivos si se miden en sentido inverso al movimiento de las manecillas
de un reloj, y negativos en el mismo sentido de dicho movimiento

Una forma de obtener las
razones trigonométricas de
angulos mayores a 90°, en
términos de angulos agudos
ubicados en cualquier
cuadrante del sistema de
coordenadas cartesiano, es
construir los triangulos
rectangulos que se forman
cuando el lado terminal de un
angulo tiene su lado terminal
en el cuadrante Il, Ill o IV.
Véase la siguiente figura.

o~

P, P,

Py

2. En el siguiente plano cartesiano, dibuja el triangulo que se forma con la
proyeccion al eje de las abscisas y determina las razones trigonométricas
sen, cos, tan, para el angulo 8, cuyo extremo del lado terminal esta en el punto dado.
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a. A(—4,3). b. B(—2,-5). c. C(5,-3).
sen@ = — sen@ = — sen@ = —
cos0 =— cos0 =— cosf =—
tan@ = — tang = — tan @ = —
y‘:l\
-7 - -5 -4 3 - A0 > 3 4 5 6 >

Actividad 3. Signos de las razones trigonométricas de cualquier angulo.

1. Considerando que la distancia de cualquier punto P(x,y) al origen 0, sera la
hipotenusa de cualquier triangulo rectangulo que se genera con la proyecciéon
vertical del punto al eje x, en cualquier cuadrante del sistema de coordenadas
cartesiano, entonces su signo siempre sera positivo.
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Con ayuda de la figura que se muestra, completa la tabla con los signos de las
razones trigopnométricas para los distintos cuadrantes.

N

I 11 111 v

sen +

cos -

tan -

2. Reduccién al primer cuadrante.

Cuando se quiere conocer los valores de razones trigonométricas de angulos
mayores a% 0 90°, que pertenecen al cuadrante 11,111 o IV, se hace una conversién

a angulos equivalentes del primer cuadrante, es decir se relaciona con un angulo
del primer cuadrante y se toma en cuenta el signo de la razén correspondiente para
el cuadrante en el que esté ubicado el angulo de interés.

Véase las figuras siguientes.

. Angulo de
1 Angulo de §

; , interés
interés
Angulo de /-\ /-\

Angulo ) i ;
relacionado interés Angulo

relacionado

ngulo| ¥
relactonjudo

0] T
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Para el alumno: Se le propone al alumno los siguientes ejercicios, basandose en la
actividad anterior, para lograr al aprendizaje.

Para cada angulo, determine:

a. Ubicacion en el plano cartesiano.
b. El &ngulo relacionado.
c. La razdén trigonométrica correspondiente al primer cuadrante con su signo

correspondiente.

. 3
.0 ==-m
4

Cuadrante: Angulo relacionado:

Signo sen: Ccos: tan:

.. 4
.0 =-m
3

Cuadrante: Angulo relacionado:

Signo sen: cos: tan:
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' iii. 0 ==
6
Cuadrante: Angulo relacionado:
Signo sen: cos: tan:
11
- sen ——m =
11
coS 6 T =
o
an 6 T =
1 iv.o =27
5
Cuadrante: Angulo relacionado:
Signo sen: Ccos: tan:
13
5 sen ?T[ =
13
coS 5 mw=
3
an 5 T =
! v.O0=-1n
9
Cuadrante: Angulo relacionado:
Signo sen: Cos: tan:
7
5 sen — 67‘[ =
7 —
coS 97'[ =
t L=
an 97'[ =
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Actividad 4: Extraclase.

Visita el sitio del siguiente codigo QR, que hace
referencia al circulo unitario y generacion de
angulos en radianes, lo cual te ayudara a
comprender facilmente la siguiente actividad. QR-6: Circulo unitario.

Actividad 5. Razones trigonométricas de angulos comunes de 0 a 2w rad.

Empleando el circulo unitario y los tridngulos rectdngulos que tienen angulos de 30°
y 45°, mostrados en las figuras, elabora una tabla para obtener el seno, coseno y
tangente de los dngulos que se indican.

U

Angulo 6 0 i r z z s 3n 2
6 4 3 7 2
senf
cosO
tan@

En las actividades anteriores observamos que: el angulo 6 es variable, tiene
amplitud variable 6 y que es posible asignarle valores, entonces:

f(@) =senb y g(6) = cosb
son relaciones entre dos variables, por tanto, tienen asociados un dominio y un
rango y también satisfacen la definicion de funcion, es decir, f(8) =sen 6 y g(0) =
cos 6, son funciones.
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Estrategia didactica 4. Funciones trigonométricas.

Aprendizajes: Extendera el concepto de razon trigonométrica a funcién, mediante
la elaboracién de una tabla o gréafica de: f(x) = senx,g(x) = cos x.

Actividad 1. Definicion de la funcién seno y funcién coseno.

En el siguiente plano, dibuja un circulo unitario con los elementos que se indican y
contesta las preguntas que se plantean.

a. El origen del plano cartesiano O es el centro de una circunferencia de radio de
longitud 1.

b. En el cuadrante I, marca el punto P, que pertenece a la circunferencia y el punto
Q, que es la interseccion de la proyeccion (perpendicular) del punto P en el eje x.
c. Estos tres puntos definen el triangulo OPQ.

d. El angulo t, estara formado por los segmentos OP y 0Q.

e. Asi, PQ =sent y 0Q = cost (dependiendo del cuadrante, es posible asignarle

signo negativo a la longitud a los segmentos de recta involucrados).
'U”

A

Si PQ y 0Q dependen (son funcion) de la amplitud del angulo t, es decir, PQ(t) =
y 0Q(t) =

¢, Como quedan representadas las expresiones anteriores, en términos de notacién
funcional?

fO=__  yg®)=
En las funciones anteriores, ¢Qué elemento de la figura es la variable
independiente?
¢, Qué elemento de la figura es la variable dependiente en la funcion f?
¢, Qué elemento de la figura es la variable dependiente en la funcion g?
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Si el segmento OP puede rotar tantas veces como se desee, en ambos sentidos,
¢cual sera el dominio y rango de cada funcion).

Funcion: Funcion:
Dominio: Dominio:
Rango: Rango:

Con las observaciones hechas anteriormente completa una definicion para la
funcién seno y funcion coseno.

Seat un numero real y P(x,y) el punto terminal del radio correspondiente al angulo
£t en la circunferencia unitaria, entonces:

a. La funcién seno es

b. La funcidn coseno es

Para representar graficamente las funciones trigonométricas f(x) = senx y g(x) =
cos x, tomamos la variable independiente x, es decir los distintos valores del &ngulo,
como abscisas y los valores de las funciones f(x) y g(x), como ordenadas.

Actividad 2. Graficas de la funcién seno y funciéon coseno.
Completa las siguientes tablas y dibuja la gréafica de cada funcion. Toma como base

el circulo unitario construido en la actividad anterior y la tabla de la Actividad 5.
Razones trigonométricas de angulos comunes de 0 a 2i rad.

Funcion: f(x) = sen x.

g’ia 0 | 30|60 90120150180 | 210 | 240 | 270 | 300 | 330 | 360
x o= 22 2 |5 | |7 [+ [3 [5 |2 |,
i 6 | 3|2 3% |8" 6" |37 12" 13" |6 "
f(x)
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1
m 0 i T il 2 5 ™ 7 4 3 5 o 13[
r: 3 3] 2 37 & 6 3 2 & i 8"
-1
Funcion: g(x) = cos x.
g]:"a O | 30 | 60 | 90 | 120 | 150 | 180 | 210 | 240 | 270 | 300 | 330 | 360
X 0 n T T 2 5 - 7 4 3 5 11 o
rad 6 1312 13" |6" 6" |37 2" 13" %"
gx)
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3
o
EIE

| ¢

Con los comportamientos que se observan en las gréficas realizada, completa las
siguientes tablas.

., , . - Ceros de la
Funcién Valor maximo Valor minimo .,
funcion
f(x) =senx |y=__,parax=__ |y=__,parax =
gx)=cosx |y=__,parax=__ |y=__,parax =

Variacion de la funciéon

Valores del Variacion de la funcion
angulo (crece o decrece) (crece o decrece)
X sen x COS X
De 0 a g de_  a de  a
De ~an de_  a de a
Demalnm de a de a
2
Deiraon de a de a
2
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Al analizar el circulo unitario y las graficas, tras una vuelta completa del punto P,
observamos que el punto vuelve a tener la misma abscisa y ordenada que al
comienzo, por lo que para valores de x mayores 2 0 menores de 0, los valores de
las funciones se repiten, es decir

f(x £ n2m) = f(x)
Donde n es un nimero entero positivo.

Por lo anterior, podemos decir que las funciones f(x) = senx y g(x) = cos x, son
funciones periddicas, puesto que sus reglas de correspondencia cumplen que
f(x) = f(x £ T) para cualquier nUmero x de su dominio y para cualquier nimero
real positivo T, el cual se conoce como periodo.

La amplitud de una funcion periddica es la semidiferencia del valor maximo y el valor
minimo de la funcién.

La condicion de periodicidad de una funcién periddica se observa en el dibujo de la
gréafica de una funcién en un plano cartesiano por medio de una curva que se repite
en cada intervalo de longitud T.

Las observaciones anteriores sugieren que las funciones

f(x) =senxy g(x) = cos x son periodicas y tienen un periodo T = 2,

por tanto,

f(x) =senx =sen(x £ n2m) y g(x) = cos x = cos (x + n2m).

El dominio de las funciones f(x) = senx y g(x) = cos x es el intervalo (—o, ) y el
rango es el intervalo [—1, 1].

Estrategia didactica 5. Gréafica de Funciones trigonométricas.

Aprendizajes: Analizara e identifica los parAmetros que aparecen en las funciones:

f(x) = D + Asen (Bx + C)*
g(x) = D + Acos (Bx + C)>

D desplazamiento vertical, A amplitud, B frecuencia, y desfasamiento C.

4 También la puedes encontrar en textos como: f(x) = Asen(Bx + C) + D
®> También la puedes encontrar en textos como: f(x) = Acos(Bx + C) + D
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Actividad 1: Extra clase.

[=] =2 [m]

Visita el sitio del siguiente codigo QR, que hace
referencia a las funciones periédicas, lo que te

ayudard a comprender facilmente la siguiente
actividad. QR-7: Funciones peri6dicas.

En las siguientes actividades realizaremos gréficas de las funciones seno y coseno
para analizar el efecto en el dibujo de la grafica al agregarles los pardmetros 4, B, C
y D (también se pueden utilizar letras minasculas), observando el cambio, con uno,
con dos, con tres y con todos los parametros, es decir, analizaremos las diferencias
de los dibujos de las graficas de las funciones f(x) =D + Asen (Bx+ C) y g(x) =
D + Acos (Bx + C), llamadas funciones senoidales 'y cosenoidales,
respectivamente, con los dibujos de las graficas de f(x) =senx y g(x) = cos x,
respectivamente.

Actividad 2. Parametro A.
Forma: f(x) = Asenx

Emplee GeoGebra para dibujar los bosquejos las graficas correspondientes a las
funciones que se proporcionan y tracelas con colores distintos en el sistema de
coordenadas anexo. La graficade f(x) = sen x tbmela como referencia para el trazo
de las otras funciones.

Rango de la

A Funcion (representacion algebraica) funcion

f(x) =senx (funcién de referencia usa color rojo)

f(x) =2senx

f(x) =—3senx

f(x) = senx
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Forma: f(x) = Acos x.

Emplee GeoGebra para dibujar los bosquejos de las gréaficas correspondientes a las
funciones que se proporcionan y tracelas con colores distintos en el sistema de
coordenadas anexo. La gréfica de f(x) = cos x tbmela como referencia para el trazo
de las otras funciones.

Rango de la

A Funcion (representacion algebraica) funcion

f(x) =cosx (funcién de referencia usa color rojo)

f(x) =—2cosx

f(x) =3cosx

flx) = —7 COS X
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1. Ahora, describe el efecto que observaste en la grafica de referencia al variar el
parametro A.

2. Al pardmetro A lo puedes determinar directamente de la gréafica ¢ Cual seria una
expresion algebraica para calcularla?

3. ¢ Qué puedes decir acerca de la grafica de la funcién cuando el parametro "A"
es negativo? Observa las graficas que obtuviste para los valores de A negativos.

4. ¢ Qué puedes decir sobre el dominio y rango de las funciones? ¢,cambian o se
mantienen constantes?

5. ¢Qué observas sobre la frecuencia de la funcién, cambio o se mantiene
constante? Explica tu respuesta.
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6. ¢ Qué puedes decir acerca de los valores maximos y minimos de la funcion de
la grafica? Explica tu respuesta.

7. ¢ Cudles son los ceros de la funcion (intersecciones con el eje "x" en la grafica)
de la forma:

f(x) = Asenx?

f(x) =Acos x?

8. ¢Qué tomarias en cuenta para dibujar la gréfica de q(x) = %cos x?

Al parametro A se le conoce como amplitud y es el valor mas grande que alcanzan
estas funciones, su valor se determina por: Amplitud = |A|.

En el caso de las funciones f(x) =senx y g(x) = cosx, se puede obtener
facilmente su amplitud, ya que el valor maximo es 1 y el valor minimo es —1 en
ambas funciones, de forma que tenemos:

A= 1‘(2‘1) =1, 0bien 4 = [1] = |-1].

Actividad 3. Parametro B.
Forma: f(x) = sen (Bx).

Emplee GeoGebra para dibujar los bosquejos las graficas correspondientes a las
funciones que se proporcionan y tracelas con colores distintos en el sistema de
coordenadas anexo. La grafica de f(x) = sen x, tdmela como referencia para el
trazo de las otras funciones.

B Funcion (representacion algebraica) T=—

f(x) =senx (funcién de referencia usa color rojo)

f(x) = sen (2x)
f(x) = sen (3x)

f(x) = sen (% x)
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Forma: f(x) = cos (Bx)

Emplee GeoGebra para dibujar los bosquejos de las gréaficas correspondientes a las
funciones que se proporcionan y tracelas con colores distintos en el sistema de
coordenadas anexo. La grafica de f(x) = cos x, dibljela con linea punteada y
témela de referencia para el trazo de las otras funciones.

B Funcion (representacion algebraica) T=—

f(x) =cosx (funcién de referencia usa color rojo)
f(x) = cos (2x)
f(x) = cos (3x)

f(x) = cos (% x)
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1. ¢ Qué observas en la grafica al variar el parametro B? ¢ Qué efectos tiene sobre

la funcién de referencia? ¢ Hay cambio en el periodo?

2. ¢, Observas algun cambio en la amplitud? Explica tu respuesta.

3. ¢ Qué puedes decir acerca del dominio y rango de las funciones? ¢ Cambian o

mantienen constantes?

, cambian o se mantienen

e

aximos y minimos

7

4. ;Qué puedes decir de los valores m

constantes?

5. Haz una conjetura acerca del comportamiento de la gréfica de f(x) = sen (Bx),

SsiB<O.
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Al parametro B se le conoce como frecuencia.

Las funciones f(x) = senx y g(x) = cos x, tienen un periodo T = 2w, que ocurre en
el intervalo [0, 2rt], en ambos casos, en las formas f(x) = sen Bx y g(x) = cos Bx ,
el parametro B es 1, lo que significa que en el intervalo [0, 2rt], ocurre un periodo.

De lo anterior tenemos que:

a. La frecuencia B es el nimero de periodos contenidos en el intervalo [0, 27].

. - 2 . . .
b. El periodo es el nUmero T = ?”, gue nos proporciona la longitud de un periodo,
en términos de .

. . 2
c. Un periodo ocurre en el intervalo [O, ;"]

Ahora aplica la siguiente férmula para determinar el periodo (frecuencia) para cada
funcion que obtuviste en el ejercicio anterior. En la tabla escribe las respuestas en
la columna correspondiente. (ayudate con la grafica que obtuviste)

. 2
Periodo (T) Xinicio = 0 a Xfinal = B

Tabla. Periodo y frecuencia.

D, e Periodo Frecuencia
Funcién | Valor B | Xiicio (fad) | Xfina (rad) (Ondas (T) /1)
completas)
f(x)
[]€9)
h(x)
p(x)

¢, Qué tomarias en cuenta para dibujar la gréafica de q(x) = cos (%x)?
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Actividad 4. Parametro C.

Forma: f(x) = sen (x — C).

Emplee GeoGebra para dibujar los bosquejos de las gréaficas correspondientes a las
funciones que se proporcionan y tracelas con colores distintos en el sistema de
coordenadas anexo. La grafica de f(x) = sen x tdbmela como referencia para el trazo
de las otras funciones.

C (corrimiento . ., :
funcidn (representacion algebraica)
de fase)
f(x) =senx (funcién de referencia usa color rojo)
g(x) =sen (x +m)
1
h(x) = sen (x +§T[
) 1
i(x)=sen |x —=m
2
| | i A | i | | |
B S (RSN SSSR 1 ER SR REER S U S SRS .
311'12 at nirz 0 wiiz fr 3'rri;'2 I 5171!2 I 7'rri.'2 X
,,,,, e B Pt {0 Pt E P LY o B o B ey e e
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Forma: f(x) = cos (x — C).

Emplee GeoGebra para dibujar los bosquejos de las gréaficas correspondientes a las
funciones que se proporcionan y tracelas con colores distintos en el sistema de
coordenadas anexo. La gréfica de f(x) = cos x tbmela como referencia para el trazo
de las otras funciones.

C (corrimiento . ., :
funcion (representacion algebraica)
de fase)
f(x) =cosx (funcién de referencia usa color rojo)
g(x) =cos (x —m)
1
h(x) = sen (x +§T[
) 3
i(x)=sen |x —=m
2
1 5 : | i :
______________ o o o s o I o e s o 5 e o o s o 5 e o e o . o s
ant/2 " w2 0 mi2 fr 31-r:,!2 2 sty 2 3m Y2 X
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e e T e e e e

Observa las gréficas en el intervalo de (0, 21T) de su dominio. Anota en la tabla el
valor de x a partir de qué inicia el periodo de cada curva.
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Forma f(x) = sen (x — C).

Forma f(x) = cos (x — C).

f(x) iniciaen x =

f(x) iniciaen x =

g(x) iniciaenx =

g(x) iniciaen x =

h(x) iniciaen x =

h(x) iniciaen x =

p(x) iniciaen x =

p(x) iniciaen x =

1. Describe lo que ocurre al variar el parametro C, con las graficas de las funciones
obtenidas.

2. ¢Qué sucede con la amplitud de la onda? ¢cambia su tamafio? Explica tu
respuesta

3. ¢ Cambia el periodo con la variacion del pardmetro C? Explica tu respuesta

4. ¢ Qué puedes decir acerca de los ceros de las funciones? Determinalos.

Emplee GeoGebra para dibujar en el sistema de coordenadas anexo la gréfica
correspondiente a la funcién q(x) = sen (2x —m). La grafica de f(x) = senx,
dibujela con linea punteada y tbmela como referencia para el trazo de la funcion.
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6. ¢ Qué cambia en la funcién respecto a las funciones que graficaste al inicio de
la actividad?

7. ¢ En qué valor de x inicia el periodo de la gréfica de la funcion q(x) = sen (2x —
m)?

8. ¢ En qué valor de x iniciara el periodo de la gréfica de la funcion q(x) = cos (3x +
m)?

Puesto que f(x) = sen x y g(x) = cosx completan un periodo en el intervalo [0, 2‘7”]

entonces f(x) =sen (Bx —C) y g(x) = cos(Bx — C) lo completaran cuando Bx —

C =0y Bx — C = 2m, despejando x, tenemos que lo completaran en el intervalo

[5, §+%’T], donde en este tiene un desplazamiento de % unidades del intervalo

B
[0,%" .
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La inclusion del pardmetro C en las funciones f(x) =senx y g(x) = cosx se
. . . C . T
manifiesta como un desplazamiento horizontal de - unidades de su grafica, a este

desplazamiento horizontal se le conoce como desfasamiento o corrimiento de
fase.

La siguiente expresion te permite calcular algebraicamente el corrimiento de fase.

Corrimiento de fase:

C C 2n
Xinicio = 3 a Xfmat =5 t 1Bl

Usala para determinar en la siguiente tabla el corrimiento de fase para cada funcion
y escribe el resultado en la columna correspondiente. Compara estos resultados
con el corrimiento de fase obtenido directamente en las graficas que dibujaste en el
inciso anterior. Escribe el resultado en las dos ultimas columnas.

Tabla. Determinacién analiticay geométrica del corrimiento de fase.

.C. Xinicio (rad) Xinicio (gra) xfinal (rad) xfinal (gra) Xinicio (rad) xfinal (rad)
(corrimiento | (férmula) (férmula) (grafica) (gréfica)
de fase)
0 0 0 2 360 0 2w
1n 1 180 3
1 1
3" 2" B
3 3
2" 2"

9. ¢Hay alguna diferencia entre el resultado algebraico con el obtenido
graficamente?

10. ¢ Qué significado tiene el signo de la fase en la gréafica?
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Actividad 5. Parametro D.
Forma: f(x) = D + sen x.

Emplee GeoGebra para dibujar los bosquejos de las gréaficas correspondientes a las
funciones que se proporcionan y tracelas con colores distintos en el sistema de
coordenadas anexo. La grafica de f(x) = sen x tdbmela como referencia para el trazo
de las otras funciones.

Parametro ., ., .
D funcion (representacion algebraica)

f(x) =senx (funcién de referencia usa color rojo)

gx)=1+senx

h(x) = -2+ senx

] 1

i(x) = > + senx
b 3 L Z R . O .
oo s oo e froeeeee e e
----------------- e A S
77777777777777777 2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,1:,,,,,,,,,,,,,,,,T,,,,,,,,,,,,,,,,1',,,,,,,,,,,,,,,,,‘,,,,,,,,,,,
_________________ 1 __________________'_________________:__________________'____________________________

0 1 X,
- 0 ™ 2m 3m 41 ’
| R —— ,1 _________________ i —— : _________________ S _ i ————
L e 2 - — - e : ----------------- e
,,,,,,,,,,,,,,,, -3 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,.,,,,,,,,,,,,,,,,,:,,,,,,,,,,,,,,,,,,.,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
________________ £ S S
,,,,,,,,,,,,,,,, -5 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,I,,,,,,,,,,,,,,,,,:,,,,,,,,,,,,,,,,,,I,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Forma: f(x) = D + cos x.

Emplee GeoGebra para dibujar los bosquejos de las gréaficas correspondientes a las
funciones que se proporcionan y tracelas con colores distintos en el sistema de
coordenadas anexo. La gréfica de f(x) = cos x tbmela como referencia para el trazo
de las otras funciones.

Parametro ., ., :
D funcion (representacion algebraica)

f(x) =cosx (funcién de referencia usa color rojo)

gx)=—1+cosx

h(x) =2+ cos x

] 1

i(x)=—=+4cosx

2

. Y L R - - SRR demmemmmeemmannand R
[ — Py S — L — e — —
————————————————— e
----------------- 2 ""_"_"_"_"_J""""""_""T""""""""*I"_"""""""‘"_""""
,,,,,,,,,,,,,,,,, 1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,J,,,,,,,,,,,,,,,,,:,,,,,,,,,,,,,,,,,J,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0 1 X,
- 0 m 21 3 41 ’
b= _1 _________________ B : _________________ B
Femm e m e —mm— - 2F------mm - A== e e e m e ————— - : ----------------- B i
________________ B N S S UNNR S
,,,,,,,,,,,,,,,, e S S
________________ -5 __________________I_________________:__________________I____________________________
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1. Describe lo que ocurre con la gréfica al variar el parametro D.

2. Si D >0, ¢hacia dénde es el desplazamiento de la gréfica? Explica tu
respuesta

3. ¢Qué sucede en el desplazamiento de la grafica cuando D < 0? Explica tu
respuesta.

4. ¢Qué ocurre con el rango de las funciones comparadas con el rango de las
funciones f(x) =senxy f(x) = cos x?

5. ¢Qué tomarias en cuenta para dibujar la grafica de g(x) = —3 + sen x?

El parametro D, en el dibujo de la grafica de las funciones f(x) = D + senxy f(x) =
D + cos x se manifiesta como un desplazamiento vertical de los dibujos de las
gréaficas de las funciones f(x) = senxy f(x) = cos x.

El pardmetro D se le conoce en las funciones mencionadas como desplazamiento
vertical.

Observacion: cuando hay un desplazamiento horizontal hay un nuevo eje
horizontal conocido como linea media se utiliza como linea de referencia o punto de
equilibrio en torno al cual oscila la grafica. Para las graficas de f(x) =D+ senx y
f(x) =D+ cos x, la linea media es la recta y = D.

Para el alumno: Se le propone al alumno (en equipos) los siguientes ejercicios,
basandose en las actividades anteriores de la estrategia, para lograr al aprendizaje.
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Recapitulacion las funciones f(x) =D+ Asen(Bx—C) y f(x) =D +

A cos(Bx — C).

1. Determina el significado geométrico de cada parametro, escribelo en el espacio

correspondiente

Significado del parametro

Funcién generalizada Significado del parametro

A>0: \

A<O: mAse Bx — C)

B > 0:

B <O0:

f(x) =Dg Acos(Bx —C)

C Corrimiento o
/ desplazamiento horizontal.

\

- D: Desplazamiento vertica

2. Determina la amplitud, el periodo, el desfasamiento (corrimiento, fase, contraccion, dilatacién)
y el desplazamiento vertical (traslacién) de cada funcion. Escribe el resultado en la columna

correspondiente.

Tabla. Determinacién de los parametros de una funcién senosoidal.

Funciéon

Desp. Desp.

AL FEeED de Fase | Vertical

a. f(x) =4cos (x—g)

b. f(x) = 3 sen (2x)

C. f(x) =1+ 2cos (%x)

d. f(x) =—-2+ 2cos (%x)

e. f(x) =2sen (x +%n)

f.f(x)=1+4+2sen (x—%n)

9. f(x) = =1+ 3cos (2x — m)

h. f(x) =2+ 6sen(x+§)

I f(x)=-3 +sen(§—1n—2)
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3. Unavez que hayas llenado correctamente la tabla, traza la grafica de cada funcién (cada una
en un sistema de coordenadas) en hojas de papel milimétrico, utiliza un color diferente para
cada una de ellas. Usa GeoGebra para comprobar si determinaste adecuadamente la grafica
de cada funcion.

o o o p

4. Expresa verbalmente el significado de las siguientes funciones:

f(x) =sen (x):

g(x) =4sen(x +3)+2:
h(x) = 3sen(4x) — 5:
k(x) = sen(2x) — 1:

Estrategia didactica 6. Problemas de aplicacion. (Cierre).

Aprendizajes: Utilizara las funciones trigonométricas para representar fenbmenos
de variacion periodica.

QR-8: Funciones
periddicas.

Actividad 1. (Extra clase): Visita cualquiera
de los dos cddigos QR, para que conozcas
fendmenos y ejemplos de variacion periddica
que pueden modelarse con funciones
trigonométricas.

QR-9: Movimientos
periédicos.

FENOMENOS DE VARIACION PERIODICA

El comportamiento que se repite una y otra vez es comun, lo observamos en muchos
fendbmenos de la naturaleza, en aparatos y maquinas de uso habitual; se conoce
como comportamiento periddico. Ejemplos tales como la oscilacién del péndulo, el
movimiento de un piston en un motor, el giro de una rueda de la fortuna, las
vibraciones de un puente, el flujo de corriente eléctrica, las vibraciones de las
cuerdas de un instrumento musical, el movimiento de un punto perteneciente a un
disco que gira, las ondas de radio, las ondas de luz, etc. representan movimientos

periodicos.

Los movimientos periddicos (bajo ciertas suposiciones) se modelan, por medio de
una funcién trigonométrica.
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Las funciones trigonométricas son
ideales para modelar un
comportamiento periodico, las
funciones seno y coseno, cuando una
masa 0 una particula se mueve, tiene

un movimiento armonico simple — \/\,
cuando regresa a su posicion unay otra 7 = Gempo)
vez.

Su desplazamiento esta dado en funcién de x, por alguna de las relaciones:
f(x)=asena(x—c) y | (x)=acose(x-c)
Donde:

a: es el desplazamiento maximo (a partir del origen) de la particula, varia entre —a

y @ por lo que la amplitud del movimiento se define como ™4 =/a ]

T: es el periodo, es el tiempo necesario para completar un ciclo, dado que la funcién

2n

seno se repite cada vez que el angulo aumenta en 27, por tanto @ .

f: es el numero de oscilaciones o ciclos completos por unidad de tiempo, asi f =

=

@ : es la frecuencia angular. se relaciona con las cantidades antes definidas por w =

2?”=27Tf.

c: esla posicién de la masa o particula al inicio del movimiento, es el desplazamiento
horizontal de la gréfica.

Actividad 2. Solucién de problemas.
En equipos, contestar lo que se pide y resolver los siguientes problemas, con base

en la informacion proporcionada sobre las funciones trigopnométricas y suponiendo
movimiento armaonico simple.
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Problemas de aplicacion.

1. El valor eficaz de la tension o corriente alterna de los hogares es de 110 V, su
variacion va de +155 V a —155 V, con una frecuencia de 60Hz (ciclos por segundo).
Plantee una funcion que describa esta variacion de voltaje

¢ Qué informacion proporciona el problema?

¢, Qué se desea determinar?

Calcula la amplitud a. Calcula la frecuencia w.

La variacion de voltaje es armodnica simple, ¢Cuales formas de funcién podrias
emplear?

Sit = 0, eseltiempo cuando el voltaje es +155 V, entonces ¢, como queda la funcion
gue describe la situacion descrita?

2. Una masa esta suspendida de un resorte, el resorte se comprime 4 centimetros
y luego se libera. Sila masa regresa al punto inicial después de 2 segundos. Obtener
la funcién que describe el movimiento, suponiendo movimiento arménico simple.

¢, Qué informacion proporciona el problema?

¢, Qué se desea determinar?

Calcula la amplitud a. Calcula la frecuencia w.
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La variacion de voltaje tiene un movimiento armoénico simple, ¢Cuéles formas de
funcién podrias emplear?

Sila amplitud del resorte es 5, cuando t = 0, entonces ¢ Cual es la funcién que mejor
describiria la situacion descrita?

3. Cada vez que late el corazoén, la presion sanguinea aumenta, luego disminuye
cuando el corazén descansa entre latidos. La presion sanguinea de una persona
esta modelada por la funcion p(t) = 115 + 25 sen (160nt). Donde p(t) es la presion
de mm de Hg en el tiempo t, en minutos.

a. Calcule la amplitud, periodo y frecuencia de p.
b. Haga un bosquejo de la gréfica.

c. Cuando una persona hace ejercicio, su corazon late mas rapido. ¢ Cémo afecta
esta situacion al periodo y la frecuencia de la funcién?

Para resolver al inciso a, compare la funciébn que proporciona el problema con el
modelo general f(x):asena)(x—c),
parametros solicitados.

obtenga los datos y determine los

Para el inciso b, emplee una escala adecuada, establezca parametros y grafique.

Para el inciso c, observe la grafica y conteste lo que se pide.

4. Materiales Diversos de Apoyo.

Martinez, F. R. Apodaca, N. P. (2013). Unidades interactivas para bachillerato. Recuperado el 3 de
enero de 2021 de

http://www.objetos.unam.mx/matematicas/leccionesMatematicas/02/2 172/index.html

Martinez, F. R. (2013). Funciones trigonométricas. Analisis del dominio y rango de la funciones
trigonométricas directas Recuperado el 3 de enero de 2021 de
http://www.objetos.unam.mx/matematicas/leccionesMatematicas/02/2_179/index.html (

Martinez, F. R. (2013). Funciones trigonométricas. Gréficas de las funciones seno, coseno y
tangente. Recuperado el 3 de enero de 2021 de
http://www.objetos.unam.mx/matematicas/leccionesMatematicas/02/2 176/index.html

Martinez, F. R. (2013). Funciones trigonométricas. Nocion de amplitud, periodo y frecuencia.
Recuperado el 3 de enero de 2021 de
http://www.objetos.unam.mx/matematicas/leccionesMatematicas/02/2 181/index.html (

Martinez, F. R. (2013). Funciones trigonométricas. Andlisis de la funcién f(x) = acos(bx + ¢) + d.
Recuperado el 3 de enero de 2021 de
http://www.objetos.unam.mx/matematicas/leccionesMatematicas/02/2 185/index.html
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Martinez, F. R. (2013). Funciones trigonométricas. Andlisis de la funcion f(x) = sen(bx + ¢) + d.
Recuperado el 3 de enero de 2021 de
http://www.objetos.unam.mx/matematicas/leccionesMatematicas/02/2 188/index.html

5. Formas e Instrumentos de Evaluacion.

Sin duda, una de las cuestiones mas importantes de la ensefianza, es la evaluacién de lo
aprendido por los estudiantes. En nuestro caso, esta evaluacion debe ser continua y en
estrecha observancia de los dos principios basicos del constructivismo, a saber, la
diferenciacion progresiva y la reconciliacion integradora de los nuevos contenidos con los
gue ya traia el aprendiz. Por ello es por lo que, a lo largo del desarrollo de esta estrategia
didactica, se debera ir determinando la adecuacién y pertinencia de las construcciones
conceptuales de los alumnos. Al final de la autoevaluaciéon, encontraras las respuestas a
cada seccion con la finalidad de que te puedas autoevaluar.

Autoevaluacion.

1. El equivalente en radianes de un angulo de 60°, es:

a) = rad b) 2 rad c) = rad d) < rad
6 T 3 2

2. El angulo %n rad, equivale en grados a:

a) 45° b) 75° c) 120° d) 135°

3. El valor de sen™1(1), es:

a) mrrad b) % rad C) g rad d) % rad

4. El valor de sen % es igual al valor de:

a) sen(é ) b) sen(g ) C) sen(g ) d) sen(g )

5. La funcion f(x) = 4 sen(3x + m), tiene:

a) Frecuencia b) Periodo 5 c) Fasen d) Amplitud 4

6. El periodo de la funciéon f(x) = —sen 3x, es igual a:

a)T = 3n b) T =2n )T ==m )T =n
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7. La frecuencia de la funcion f(x) = 2 sen (x + ), es igual a

a)f =1 b) f =3 Of=m d) f =2
8. Es la funcién que tiene periodo .

a) f(x) =3 sen(4x — ) b) f(x) = 4 cos(2x — 1)

C) f(x) =sen(x +m) + 2 df(x) =4 sen(g + 1)

9. La fase de la funcion f(x) = —2 sen (x + %) + 1, es:

a) ¢ =~2 b)C =7 c)C=1 d¢=-=
10. En el intervalo de [—gg] los ceros de la funcion f(x) = sen 2x, son:
a)x; =-mx,=0,x3=1r b)xlz—%,xzzo’x3:%

) Xy =2, =0,x;=7 d)x, = -mx, =7

11. Enla funcién f(x) = —1 — 2 cos (3x — ), ¢,cudl es el dominio y rango?
a) (—00,0) y (—0, ) b) (—o0,0) y [-3,1]

12. Los ceros de la funcion f(x) = sen x, son los mismos que los de la funcion:
a) f(x) = cos(x — g) b) f(x) = cos 2x

C) f(x) = 2cos(x + m) d) f(x) =2+ cosx

13. Los ceros de la funcion f(x) = 1 + cos x, son los mismos que los de la funcion:

a) f(x) =senx b) f(x) = —1+ sen(x —g)

c) f(x) = 1+ sen(x + m) d)f(x)=2+sen§

14. Es la funcién asociada a la siguiente grafica.
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[\

[\

\

/

v

%]

a) f(x) =2sen g

b) f(x) =—-2senx
) f(x) = —4 sen 2x
d) f(x) = —2sen 3x

15. Es la funcion asociada a la siguiente grafica.

yT a)f(x)=1+senx
B b) f(x) =1+ cosg
7 C) f(x) =1+ cos 2x
\ / 1 \ \ d) f(x) =1— sen2x
-T2 0 T2 T 3y 2 am xT
16. Es la funcién asociada a la siguiente grafica.
a a) f(x) == —3 cosx

=
\ =
.

/1N

/

w
3
N
A
E|

N

b) f(x) = —3 sen (x—g)
c) f(x) =3 cos 2x
d) f(x) =3 sen (x+§)
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17. Es la funcion asociada a la siguiente grafica.

1
Y

o

a) f(x) = cos (x — g)

b) f(x) = sen (2x — g)

-Ty2 0 w2

3m

c) f(x) = cos (2x + g)

d) f(x) = cos (g + g)

18. Es la funcion asociada a la siguiente grafica.

: a)f(x)=-1+ sen(g—n)
b) f(x) =—1+2sen (x—g)
i )2 0 T2 I S 4 C)f(x)=—1+sen2x
d) f(x) =—1+sen(x +g)
Problema.

Una masa cuelga de un resorte, el resorte esta

comprimido 4 cm. Luego se suelta. Se observa que = =

el tiempo que tarda el resorte en volver a su posicion

comprimida original, es de medio segundo. Véase la

figura.
Suponiendo movimiento arménico simple, una @ 4. | dem
funcion adecuada que modela la situacion descrita es Posicién

f(t) = a coswt, por lo que:

de reposo
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19. El valor del parametro a, es:

a) - b) 2 c)8 d) 1 e) 4

20. El valor del parametro w, es:

a) 4m b) 37 c) 27 d) m

D
~
|

Tabla de respuestas de la autoevaluacion.

1.c | 22d | 3b | 4b | 5.d | 6.c | 7a | 8b | 9.d | 10.c

11.b | 12.a | 13.b | 14.d | 15.c | 16.a | 17.d | 18.b | 19.e | 20.a
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6. Valoracién del profesor de los resultados obtenidos.

En esta seccion se incluye una lista de cotejo para que todos podamos aplicarla al
final de su puesta en escena.

MATERIA: MATEMATICAS IV.

NIVEL: BACHILLERATO

UNIDAD 4: FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

MATERIAL: CUADERNO DE TRABAJO.

Nombre: . Grupo:

Lista de cotejo para evaluar los resultados obtenidos en la puesta en
escena de la Unidad 4. Funciones trigonométricas.

INDICADORES DE LOS APRENDIZAJES INCLUIDOS EN LA

UNIDAD. = =

1. Explora situaciones o fendbmenos de variacion periddica.

2. Convierte medidas angulares de grados a radianes y viceversa.

3. Comprende la forma en que se extienden o generalizan las
razones trigopnometricas para angulos arbitrarios.

4. Extiende el concepto de razén trigonométrica a funcién, mediante
la elaboracion de una tabla o grafica de: f(x) = senx, f(x) = cosx.

5. Analiza e identifica los pardmetros que aparecen en las
funciones:
f(x) =D+ Asen(Bx 4+ C); f(x) = D + Acos(Bx + C).

6. Utiliza las funciones trigonométricas para representar fenémenos
de variacion periddica.

INDICADOR A R

AUTOEVALUACION.
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