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INTRODUCCION

Los encantos de esta ciencia sublime, las matematicas, sélo se les
revelan a aquellos que tienen el valor de profundizar en ella.
Carl Friedrich Gauss

Isaac Newton y Gottfried Leibniz son los inventores del célculo, pero solo representan un eslabon
de una larga cadena que inicid hace méas de veinte siglos. Desde Eudoxo de Cnido y Arquimedes de
Siracusa, quienes hicieron algunas de las més relevantes contribuciones griegas con la creacion del
método de exhaucién (agotamiento) y del método infinitesimal, al calcular el valor aproximado del
area de un circulo. Asimismo, la Geometria Analitica desarrollada independientemente por René
Descartes y Pierre de Fermat fue otra de las aportaciones fundamentales, asi como las de muchos

hombres mas, sin las cuales el calculo seguramente no existiria.

Este libro representa un material didactico para profesores y alumnos, que a partir de la
actualizacién de los programas de estudio de la asignatura de Calculo Il, tienen la necesidad de una

propuesta que les apoye en el proceso de ensefianza aprendizaje.

Es decir, es una colaboracién y propuesta académica hecha por profesores y para profesores y
alumnos, cuyo objetivo es presentar una explicacion conceptual de los aprendizajes, propositos y
contenidos tematicos y paralelamente a este desarrollo, sugerimos diversas formas de su

tratamiento didactico.

El grupo de profesores que trabajo de manera exhaustiva y minuciosa cada una de las unidades,
siguiendo los principios del modelo educativo del Colegio y el enfoque didactico, privilegiando el
logro de los aprendizajes y la “disposicion de plantear y resolver problemas, abstraer, inventar,

probar y encontrar el sentido a las ideas matematicas, esto es, desarrollar matematicas...”.

El contenido del texto se elabord bajo el siguiente esquema de trabajo.

ICCH-UNAM (mayo 2016) Programas de Calculo I-11, pag.8. Recuperado el 12 de abril de
2021 de www.cch.unam.mx/programasestudio
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Para el desarrollo de cada Unidad iniciamos con los propésitos y resaltamos la importancia
de los aprendizajes que deben alcanzar los estudiantes, mismos que se establecen en los
contenidos tematicos del Programa de Estudios Actualizado.

Todas las secciones plantean ejercicios que involucran situaciones de la vida cotidiana, de
tal manera que sirven como ejemplos para que el profesor y alumno lo utilicen en el proceso
de ensefianza aprendizaje.

Se enmarcan las proposiciones y definiciones que seran de utilidad en la solucién de los
problemas que hemos incluido, con el proposito de motivar al lector en aprender a aprender,
aprender a hacer matematicas.

Incluimos una gran cantidad de figuras y dibujos que sittan al lector en el contexto en que
se desarrollan los problemas.

Al final de cada Unidad se incluye una seccién de ejercicios y la solucién correspondiente se
encuentra al final del libro, con objeto de que el estudiante coteje sus respuestas y pueda
comparar su trabajo realizado. Al mismo tiempo, el profesor puede aprovechar esta
sugerencia con una retroalimentacion en beneficio del aprovechamiento del alumno.

Con el propésito de involucrar al alumno en el razonamiento de los contenidos del Calculo
se incluyen lineas con la leyenda “Para reflexionar’ asociadas con situaciones que
esperamos motiven su interés y desafien su intelecto. En este punto es importante la
asesoria y seguimiento del profesor.

También se desarrollaron tres Apéndices que se refieren a temas que no atiende el
Programa de Estudios Actualizado, pero que son sustento de la formalidad del célculo

integral.

Finalmente, como todo producto de un trabajo colegiado, esta sujeta a la discusion y réplica de los

docentes del Area de Matematicas, pues consideramos que no existe otra forma de medir su

contribucion. Los autores asumimos como benéfica la retroalimentacion, critica y comentarios con

fundamentos académicos que puedan desprenderse de la obra.

Los autores



DERIVADAS DE FUNCIONES
TRASCENDENTES

PROPOSITOS

Ampliard su conocimiento de la derivada, a las
funciones  trigonométricas,  logaritmicas Yy
exponenciales y reforzara el estudio de la
variacion al resolver problemas que se modelen
con ellas.

CONTENIDO

1. Derivada de las funciones trigonometricas
2. Derivada de las Funciones logaritmicas y
exponenciales
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I 1.1

DERIVADA DE LAS FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS

APRENDIZAJES
El alumno:

1. Relaciona en diversos contextos la
variacion de las funciones seno y coseno a
traves de procedimientos gréficos, numéricos
0 algebraicos.

2. Reconoce que las derivadas de las
funciones trigonométricas involucran
variacion periodica.

3. Utiliza las derivadas de las funciones seno
y coseno, y reglas de derivacion para obtener

las derivadas de las funciones: tangente,
cotangente, secante y cosecante.

4. Utiliza la regla de la cadena para derivar
funciones trigonométricas compuestas.

5. Aplica las derivadas de funciones
trigonométricas a problemas en diversos
contextos.

TEMATICA

i. Funciones trigonométricas y el estudio de su variacion.

ii. Derivada de las funciones seno y coseno.

iii. Derivada de las funciones tangentes, cotangente, secante y cosecante.
iv. Regla de la cadena para funciones trigonométricas compuestas.

v. Resolucion de problemas en diversos contextos.

El estudio de una gran diversidad de situaciones con variacion periodica se vincula con las
funciones trigonométricas (especificamente con las funciones seno y coseno), revisemos algunos

casos especificos.

EJEMPLO 1.1 (FUNCIONES DEL ANGULO DE ROTACION)

a. Sea un circulo de radio de longitud uno con centro anclado en el origen de coordenadas del plano
cartesiano, entonces las caracteristicas geométricas (longitudes de sus lados) del tridngulo
rectangulo OX Y, (longitudes de los lados, area y perimetro) varian en funcion de la amplitud del

angulo

£X,0Y, = /i,

vea la figura 1.1.
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Ya YA YA
T, S (1) A N (X,7)
N N ; N
X g X
o o X, ] X,
FIGURA 1.1

. . T
i. Altura 4 (¢ )= sen ¢, Siempre que Ost?
- . T
ii. Base b (¢ )=cos ¢, siempre que 0<t<.

, . T
iii. Perimetro p (¢ )=1+sent+cos t, siempre que 0<t¢ < 5

iv. Area 4 (¢ )=;(sent X cos ¢ ), siempre que Ost%.

b. La figura 1.2 muestra el mecanismo conocido como yugo. Si el eslabon 2 gira con velocidad
angular constante, entonces efectia un movimiento periodico; completa un giro alrededor de
la articulacion O en un mismo periodo de tiempo. Simultaneamente, los eslabones 3 y 4 de este
mecanismo realizan movimientos periodicos que se modelan por las funciones:

i. Eslabon 3,5 ( ¢ )=cos t, siempre que 1, <t <t,.

ii. Eslabon 4,4 (¢ )=sen ¢, siempre que ¢, <t <t,.

~

P

FIGURA 1.2



http://www.mecapedia.uji.es/mecanismo.htm
http://www.mecapedia.uji.es/eslabon.htm
http://www.mecapedia.uji.es/velocidad_angular.htm
http://www.mecapedia.uji.es/velocidad_angular.htm
http://www.mecapedia.uji.es/articulacion.htm
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EJEMPLO 1.2 (TRASLADO DE UNA ESCALERA)

La figura 1.3 muestra un esquema de un pasillo de 2 metros de ancho que da vuelta en angulo
recto. Determinemos la funcion que describe al largo de la varilla que pasa a través del pasillo en
funcion del angulo de su parte delantera y la pared horizontal del pasillo.

P 0 R

so4pou
4

metros

FIGURA 1.3
Sea L el largo de la varilla, de acuerdo con la figura 1.3 se tiene L=1/ +1,, en donde /, y /,
representan las longitudes de las secciones de la escalera en el pasillo. Por otra parte, las longitudes
de los segmentos de recta OQ y NO son 2 metros: si aplicando las razones trigonométricas
obtenemos

2 y 1, - 2

2 .
coS X sen x

I, =

Observe que el angulo x determina la posicion de la varilla en el pasillo. De

L=I+1,,1 = 2 yil, = 2
COoS X sen x
obtenemos
L(x)=—2 + , siempre que 0 < x< .
cos X sen x 2

EJEMPLO 1.3 (FLUJO A TRAVES DE UNA COMPUERTAUNCIONES DEL ANGULO DE
ROTACION)
La figura 1.4 muestra el proceso de construccion de un canal a partir de una I&mina rectangular de
ancho 2 metros. La capacidad de trénsito de fluido a través del canal depende del area de la
seccion transversal del canal, que a su vez depende del angulo de inclinacion de las paredes
laterales.

Para el célculo del area de la seccion transversal, notemos que ésta tiene forma de trapecio,
por tanto, su area es
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A =;[base menor + base mayor | [ altura Jo 4= ;[ 10 + 10 cos x] [ 10sen x |,
esto implica

A(x)=50(sen x N 1+ cos x ), siempre que 0<x<%.

FIGURA 1.4

Dada la utilidad de las funciones trigonométricas en los procesos del célculo, un paso adelante
en su estudio, consiste en determinar el comportamiento de su variacion instantanea, sin embargo,
antes es necesario formalizar ciertos conceptos y propiedades que se encuentran vinculadas a ellas.

Recordemos que:
i. Una circunferencia es el contorno (perimetro) de un circulo,
il. Que un arco de circunferencia es una seccion de ella, vea la figura 1.5.
iii. Las unidades de medida de la amplitud de un angulo son los radianes.
iv. Un radian se define como la amplitud (medida) del angulo central cuyos lados cortan un arco de
circunferencia de longitud igual a la de su radio, (se dice que el arco subtiende al angulo).

77N
7
/ Sy B
/
/ r
{ 0 E el arco AB subtiende al
\ angulo central AOB
\ r
\\
S _-~ A

FIGURA 1.5

Para reflexionar

a. Una circunferencia tiene radio de longitud » y un angulo central de medida 2z", ¢cuél es
la longitud del arco que subtiende?
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b. ¢Reconoce la “féormula” anterior? Explique.
c. Establezca una relacion para transformar unidades en grados a unidades en radianes.

Bajo las condiciones antes descritas, pero suponiendo que el circulo tiene radio de longitud uno,
al arco de circunferencia se le asocia la medida del angulo central que subtiende, vea la figura 1.6.

//—;‘\\B

4 el arco AB y el angulo
N AOB miden un radian

FIGURA 1.6

Una circunferencia de radio de longitud » tiene longitud 2z - y se dice que subtiende un
angulo de amplitud 27z radianes, entonces un arco de longitud /,,. Subtiende un angulo de

amplitud x,,, (x radianes), vea latabla 1.1.

ARCO | CIRCUNFERENCIA
LONGITUD IARC 27 r
ANGULO QUE SUBTIENDE | Xg.p 2
TABLA 1.1

Por tanto,

/ . )

arc _ 22T o GeCir 1 pe =1 Xpyp -
X gap 27

PROPOSICION 1.1 (LONGITUD DE UN ARCO DE CIRCUNFERENCIA)
Sea una circunferencia de radio de longitud », entonces la longitud del arco (7. ) que subtiende

al angulo central de amplitud x,,, €S I zc =7 Xpip -

Por otra parte, un sector circular es la seccion de circulo limitada por uno de sus angulos
centrales, vea la figura 1.7.
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//""*\
e SN B

/
/
I
|
\

\

\
N

Sea_-~ 4

FIGURA 1.7

Dada la relacion de proporcionalidad directa entre el &rea del sector circular ( Ag.) y la amplitud del
angulo correspondiente (x,,, ), la tabla 1.2 justifica la proporcion

A ot 1
sc =77 dedonde, Age = -1 xp,p.
XpaD 2z 2

SECTOR CIRCULAR | CIRCULO
AREA Age zor?
ANGULO XRAD 2
TABLA 1.2

PROPOSICION 1.2 (AREA DE UN SECTOR CIRCULAR)
Sea una circunferencia de radio de longitud -, entonces el area del sector circular ( A5 ) asociada
al angulo central de amplitud x,,, €s

1

by
Asc = 1" Xpyp.

2

De gran utilidad, en la determinacion de las funciones derivadas asociadas a las funciones
trigonométricas son los limites
sen ( Ax 1—-cos | Ax
lim y y lim #
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
para evaluarlos nos basaremos en figura 1.8, observe:

i. O<Ax<ﬁ.
2

ii. El area del triangulo OCB (que denotaremos por A4,,.; ) €S menor que area del sector circular
AB.
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iii. El area del sector circular O4BO (que denotamos cOmoO Agq,,z,) €S Menor que area del

triangulo 4,5, (que denotamos por A;,o.4p0)-
Por tanto,

ATOCB < ASCOABO < ATOADO '

YA

el segmento rectilineo
AD mide tg/Ax

el segmento rectilineo
BC mide sen Ax

el segmento rectilineo
OC mide cos Ax

FIGURA 1.8

Entonces
1

2
0
Os(cosAx)(senAx)SAxStgAx.

OS;(cosAx)(senAx)S (1)2AxS;(l)(tgAx)

: Ax :
Si g Ax =" L entonces0.< (cos Ax ) sen Ax )< Ax < tg Ax es equivalente a
coS

sen Ax
)
cos Ax

OS(cosAx)(senAx)SAxS

de donde, al dividir por senAx obtenemos

0<cos Ax < Ax < ! .
sen Ax  cos Ax

Al tomar reciprocos obtenemos

cosszsenAxZ ! >000< ! <SerAx£cosAx.

Ax cos Ax T cos Ax

Si Ax — 0, entonces

lim ! < lim sen Ax < lim cos Ax .

A—0 cos Ax  A—=0  Ax Ax—0

Por el teorema del encaje obtenemos
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. Sen Ax
lim =
A—0  Ax

1.

- , 1= . .
El valor del limite Al)fm0 se obtiene como sigue:
—

cos(Ax)
Ax

lim l—cos(Ax): lim [l—cos(Ax)][H-cos(Ax)]
A0 Ax Ax—0 Ax [1+cos(Ax)]
. 1-cos® (Ax)
Ax—>0Ax[1+cos(Ax)]
— lim senz(Ax)
AHOAx[lJrcos(Ax)]
. sen(Ax)sen(Ax)
Ax—0 Ax[1+cos(Ax)]

= lim Sen(Ax)h,m sen (A ) =(1)0)=0.
M0 Ax m—>0[1+c0s(Ax)]

PROPOSICION 1.3 (LIMITES TRIGONOMETRICOS ESPECIALES)

Para investigar
¢ Para qué angulos Ax es valido el resultado anterior? Investigue.

La figura 1.9 justifica las identidades sen ( %—Ax chos (Ax )Y cos ( %—Ax ]zsen (Ax).

senAx = cos (Zl”-x)

-

cosAx = sen (3-x)

FIGURA 1.9
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El seno de la suma de angulos: sen ( A+ B )=sen ( 4 )cos ( B )+sen (B )cos (A)

EJEMPLO 1.4 (FUNCION DERIVADA ASOCIADAA: f(x )=senx y f(x)=cos x)
Obtengamos la funcion derivada asociada £ ( x )= sen x aplicando el cociente de Newton.
i f(x+Ax )=sen (x+Ax)

fx+Ax)=f(x)=sen(x+Ax )—sen(x)

f’(x): lim f(x+Ax)—f(x): lim sen(x+Ax)—sen(x)
A0 Ax Ax—0 Ax

ii. Apliguemos la identidad a
sen ( A+B )=sen ( A )cos (B )+sen (B )cos ( A )
al numerador de la expresion obtenida en el inciso i.
fl (x ): lim 5" (x+Ax )—sen (x ): Iim sen(x )cos(Ax )+sen (Ax )cos(x )—sen (x )
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
iii. Factoricemos sen ( Ax ) a la expresion obtenida en el inciso ii.
f,(x ): lim € (x)[ cos(Ax )—1 ]+sen(Ax)cos(x)
Ax—0 Ax
iv. Separemos los sumandos y aplique la propiedad de “suma de limites” a la expresion obtenida en
el inciso iii.

f'(x)z Iim sen(x)[ cos(Ax)—1]+ll,m Sen(Ax)cos(x).

Ax—0 Ax Ax—0 Ax
v. Observemos que quien varia es Ax , Y que, por tanto, son constantes sen x Yy cos x, por tanto, la

expresion del inciso iv. se convierte en

7 egmon () L2 0 0

vi. Apliguemos los resultados obtenidos en la proposicion 1.3, entonces

A

f (x)=sen(x)[0]=cos(x)Al£TO[l]

finalmente:

!

f(x )=cos(x ).

Para determinar la funcion derivada de f (x )= cos ( x ) utilizaremos un método alterno al uso
del cociente de Newton. El tridngulo de la figura 1.10tiene hipotenusa de longitud 1, las longitudes

de los catetos en términos de sen (x ), cos(x), sen L Z—xJ y cos(Z—xJ, establezca

identidades con las expresiones anteriores.
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sen x =cos (7 -x)

-

cos x =sen (5-x)
FIGURA 1.10

ii. Seleccionemos la identidad que incluye cos ( x ) e igudlela con £ (x ).
£ (x )= cos (x )= sen [ ’;_XJ-
iii. Apliqguemos la regla de la cadena a la funcion obtenida en el inciso ii.
r'(x)=lcos (x)] = (-1 )COS(Z_XJ.

iv. Utilicemos la otra identidad que obtuvo en el inciso i. y apliquela en la expresion obtenida en el
inciso iii.

!

f(x)z[cos(x)]’ z(—l)sen(x)z—sen(x).

PROPOSICION 1.3 (DERIVADAS DE LAS FUNCIONES £ (x )=sen x y f(x )=cos x)

a.Si f(x)=sen (x),entonces £ (x)=cos(x).

b.Si 7 (x)=cos(x),entonces f’(x)z—sen(x).

NOTA
En lo sucesivo en lugar de f ( x )=sen (x ) escribiremos f (x )= sen x, similarmente, en lugar de

f(x)=cos (x) escribiremos 7 (x )=cos x.

EJEMPLO 1.5(FUNCION DERIVADA DE £ (x )=tgx, f(x)=ctgx, f(x)=secx Y f(x)=cscx)
1. Funcion derivada asociadaa f (x )=1g x.

i. Rescribamos f(x)=1gx en términos de las funciones 7 (x)=senx y f(x)=cosx ,
entonces

sen x

f(x):tgx:

coS X
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ii. Apliguemos la “regla” para obtener la derivada de una divisién de funciones,

4

£ (x)=(ig ) [ j

COoS X

! !

f’(x):(cosxXsenx)—(senx)(cosx) (COSX)(COSX)-(S@I’ZX)(-S@I’ZX)

(cosx)2 (COSX)Z

simplifiquemos
f! (x)_(COSX)2+(S€nX)2 )

- (cos x )

iii. Apliquemos la “identidad pitagérica” ( senx ) +(cosx )’ =1 y el hecho de

1
f(x)= Cosxzsecx

para simplificar el resultado obtenido en el inciso i.

'( ):(cosx)2+(senx)2: 1

flx

(cos x CTIA

2. Funcion derivada asociadaa 1 (x )=ctg x.
i. Rescribamos la funcion 7 (x)=cg x en términos de las funciones / (x )=sen x y f(x )=cos x.

coS X

f(x)=cgx= .
sen x

ii. Apliguemos la “regla” para obtener la derivada de una divisién de funciones, simplifique.

!

£ ()= (g ) [ j

sen x

’

f’(x ): (Senx)(cosx) —(cosx )(senx) _(—senx )(senx )—(cosx)(cosx)

(senx )2 (senx )2
:—(senx)z—(cosx)z:_(senx)2+(cosx)2:_ 1 .
(senx)2 (senx)2 (Senx)2
iii. Apliquemos la identidad
f(x)= =csc x
sen x

para simplificar el resultado obtenido en el inciso i.

3. Funcion derivada asociada a
f(x)=secx.
i. Rescribamos / (x )=sec x en términos de la funcién £ ( x )= sen x , entonces

f(x)=secx=

cos X
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ii. Apliguemos la “regla” para obtener la derivada de una divisién de funciones y simplifique.

f’<x>:<secx>’:[ ! j

CoS X

,(x ):(cosx )(1 )'—(l)(cosx ), :O—(—senx ): senx

(cosx)2 (cosx)2 (C()sx)2
iii. Separemos el resultado obtenido en el inciso i. en dos factores fraccionarios, posteriormente
apliquemos el hecho de que

sen x
f(x): cosxzrgxyf(x): cosxzsecx’
entonces
f'(x)z sen x _ 1 Senx:(secx)(tgx)-

( COS X )2 COSX COSX
4. Funcion derivada asociada a f (x )=csc x.
i. Rescribamos / (x )=csc x en términos de la funcion 1 (x )= sen x .
1

sen x

f(x)=cscx=

ii. Aplicamos la “regla” para obtener la derivada de una division de funciones y simplifique.

’

f'(x):<cscx>'=( ! j

sen x

' (senx)(l),—(l)(cosx)l O—(cosx) —cos x
/ (x ): 2 = 2 2
(senx) (senx) (senx)
iii. Separemos el resultado obtenido en el inciso i. en dos factores fraccionarios, posteriormente
apliquemos el hecho de

f(x)zcosxzclgxy f(x)= =csc x
sen x sen x
' —CcoS X 1 cosx
f(x)— (senx)2 =— o senx——(cscx)(ctgx).

Para reflexionar

¢ Cuéles son los dominios de las derivadas de las funciones; cotangente, secante y cosecante?
Para reflexionar

¢Por qué la derivada de una funcion periddica es otra funcion periddica? Justifiqgue su
respuesta.

EJEMPLO 1.6 (DERIVADAS DE FUNCIONES CON SENOS Y COSENOS)

N
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2

=8—{x2c0sx + sen xi(x ):|=8—XZCOS x—2x sen x

dx

b. E()ﬁsenx )zxij(senx )+senxic(x3 )

3

:xscosx+(senx )(3x2 ):x cos x+3x%senx

dx dcosx

COSX——X

e d{ X J: dx dx _cosxtxsenx

dx\ cosx (cosx ) (cosx )

d secx dx/; /* 1
- xsec X tgx— secx

d. d(secxj:ﬁ a7 :\ 2:x

dx )\/; ()\/; )2 xZ
Recuerde

¢ Cémo se deriva una composicion de funciones?¢Qué es la regla de la cadena?

La “regla de la cadena” presenta gran utilidad en la obtencién de la funcién derivada, de
funciones trigonométricas cuyo argumento involucra a la funcion « ( x ). Las relaciones obtenidas

en el ejemplo 1.3 en términos de la variable « ( x ) toman la forma:

a.;;(senu )= cos u )u'(x). d.ic(ctgx)z—(cscu )2 u'(x).

b.i(cosu )=—(senu Ju'(x). e.i(secu )= sec u )(tgu )u'(x).
dx dx

C.j—x(lgu)z(secx)zu'(x). f.j—x(cscu)=—(cscu)(ctgu)u'(x).

En el célculo de derivadas que involucran a funciones trigonométricas tendremos en cuenta la
siguiente notacion:

sen” x significa ( senx )", sen” x significa sen(x" )y senax significa sen (ax ),
las convenciones anteriores se aplican a todas las funciones trigonométricas.

EJEMPLO 1.7 (DERIVADA DE COMPOSICIONES DE FUNCIONES QUE INVOLUCRAN
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS)

a.Si f(x)=sen8x’ =sen<8x3 ),
entonces

!

f (x):sen8x3 :cos(8x3 X24x2 ):24xzcos(8x3 )
b. Si
g(x):(senSx)3,
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entonces
g'(x ):3( sen 8x )2(cos8x)(8 ):24( sen 8x )Z(cos&c).
C.Si h(x)=sen(8)x’,
entonces
h,(x )zsen(S )(3x2 )=3x2sen(8 )
d.Sii(x)=4/senx =(senx )i,
entonces
! 1 3 cos x cos x
/(x)= L (sen) 4(00”)_4(%“)2 -

EJEMPLO 1.8 (DERIVADA DE COMPOSICIONES DE FUNCIONES QUE INVOLUCRAN

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS BIS)

a. —(sen(1+cos x)):(cos(1+cos x));i(l+c0sx)
=(cos (1+cos x) )(—sen x )=(—sen x | cos (1+cos x) ).

b d(cos(x2—3x))=—(sen(x2—3x))jx(x2—3x)
:_(sen(2x2—3x)):—(2x—3)(sen(xz—?)x)).
¢ jx(tngIrZ Jz(secxizj ;'ic( x12j
- )]_ (x+2)[secx+2j'

(ot gt el k)

f d(csc(senx))=—(csc(senx))(ctg(senx))d(szzx)

=—(csc(senx))(ctg(senx))(cosx).
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EJEMPLO 1.9 (APLICACIONES DE LA DERIVADA DE LASFUNCIONES TRIGONOMETRICAS)
La funcion f (¢ )=3sen2 ¢ describe la posicion de un tapon de plastico que flota en el agua, por

tanto, su funcion derivada describe su rapidez en el instante 7 =z, .

i. La rapidez del tapén a los # = 0 segundos es £ (0 )=6cos2( 0 )=6 centimetros/segundo.

ii. La rapidez del tapon a los tzg segundos es /[ % J = 6cos2£ a J =—6 centimetros/segundo.

2
iii. La rapidez del tapon alos = » segundos es £ ( 7 )=6cos2( 7 )=6 centimetros/segundo.

EJEMPLO 1.10 (APLICACIONES DE LA DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
BIS)
Una “rueda de la fortuna” tiene 10 metros de radio y rota en sentido contrario a las manecillas del
reloj, con velocidad angular de 2 radianes por segundo.
i. Para calcular qué tan rapido se eleva (verticalmente) una canastilla en el borde de la rueda cuando
esta por encima de la linea recta horizontal que pasa por el centro de la “rueda de la fortuna”:

y (6 )=10sen(6)
El angulo de rotacion depende del tiempo, es decir, =6 ( ¢ ), por tanto,

v(t)=10sen(6(1))y Y=o
dt seg

De acuerdo a la regla de la cadena, la funcién que describe la rapidez de la canastilla es

d do d
—y(t)=10cos( 6 (¢t ))— otambién —y (¢ )=20cos( (¢ ) ).

@y ()=10eos(0 ()" ¢ y(1)=20c05(0(1))
Finalmente
Zy (0 )=20cos( 0 )=20 metros/segundo.
ii. Para calcular qué tan rapido se desplaza (horizontalmente) una canastilla en el borde de la rueda
cuando esta por encima de la linea recta horizontal que pasa por el centro de la “rueda de la
fortuna”:
y (@ )=10cos( 6 ),el angulo de rotacion depende del tiempo, es decir, #=6 (¢ ), por tanto,

v(1)=10cos(0(1))y 99 -7
dt seg

. . . . , d.
La rapidez de desplazamiento horizontal de la canastilla esta dada por d—:.

De acuerdo a la regla de la cadena, la funcion que describe la rapidez de la canastilla es

Zx(t)z—msen(@(t))i;tg 0 :;ty(t)z—40sen(t9(t)),
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por (ltimo, Z y(0)=—40sen (0 )=0 metros/segundo.

A EJERCICIOS PROPUESTOS 1.1 V

1. Obtenga la funcién derivada. f. f(x)=cscx.
a f(x)=4sen x—x. 9. /(x)=secxigx.
b. f(x):x4+2cosx.
c. f(x)=tgx—secx. 5. Obtenga la funcion derivada.
d. f(x)=3x—/Tsenx. a f(u)zsen(u3+4u )
e. f(x)=4dsec xtgx b f(Z):COS(Z +4)
C. f(z)z(senz+4)
2. Obtenga la funcion derivada. d. £ (x)=senx’.
. =2 - .
a f(x)=2esc x 16ctgx e £(t)=tgr*.
cos X —
b. f(x)= P f.f(x)=(gx)
cos x
c. f(x)= L 6. Obtenga la funcion derivada
1-6r
d _ \Jx . a. f(r)zsen{ j
f(x) sen x 2-r
e 1 (x)- 1g x b. f(x)=cos3x> +1.
xt-x o f(x):\/m.
2
-2
3. Obtenga la funcion derivada. d 7 (x )=tgx(2x+x+f)
a. f =8 —5tgx.
()=8cos x-Sig x €. f(x)z(l—x)sec(x +4)
b. (x) cosx—1 e 1
x’ f. f(x):sen(zx_lj.
x+
c. f(t)=t"ctgt.
d. /(w)=2sec wese w. 7. Obtenga la funcién derivada.
5
cos x
4. Sin utilizar la regla de la cadena derive. a. f(x)=74 '
sen x” —11
a. f(x)zsen2 x+cos® x. cscx+2
b. 7 (x)=sen(x+5). > ot
¢ f(x)=cos(x+5). C. f(t):(sent+cost)4.
d. 7 (x)=sen(2x). ;
e. f(x)=sen(x-x). d.f(x):(l—cosxj.
1+sen x
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8. Determine la ecuacion de la recta que
es tangente a la curva asociadaa 7 .

a f(x)=x+cosxen P(0,1).
f(x

)
f(x)=2sen xsi x x=g.
)=

7 (x

—— enP(0,1).
sen x+cos x

sen x

=7
5"

9. Establezca relaciones para calcular la
derivada indicada, suponga que n €S un
numero natural.

a. ") si y=acosx.

b. y(*) si y=acosx.

10. Establezca relaciones para calcular la
derivada indicada, suponga que n
representa a un nimero natural.

a ") si y=senx.

b. y(4) si y=senx.

c. y3) si y=senax.

d. y(*) si y=senax.

11. Establezca relaciones para calcular la

derivada indicada, suponga que es un
namero natural.

a. v si y=cosx.
b. y(4) si y=cosx.

( 3n

c. y*")si y=cosax.

d. y(4") Si y=cosax.

12. Establezca “formulas” para calcular

(x) si
a f(x)=senu(x).

sen t*
e. t)=——.
f( ) Senzt

13. Utilice la relacion

f(x )=cosx=sen(%—x ) ,

el hecho de que

—( sen x ):sen X
dx

y la regla de la cadena para demostrar que

—( cos x ):—sen X.

14. Utilice la relacion
f(x )zsenxzcos(x—% ) , suponga que

d—( cos x )=—sen x Y la regla de la cadena
X

d
para demostrar que d—( sen x )= cos x.
X

15. Compruebe que y=cosx satisface la
ecuacion y''+y=0.

16. Compruebe que y =senax satisface la
ecuacion
y'"+a’y=0.

17. ¢ Por qué?
a. Si f(t)=cos’t+sen’t entonces

7'(t)=0.
b.Si (¢ )=1/1-sen’t entonces

!

f ([ )z—sent.

18. Determine los maximos y minimos
relativos.

a f(x)=4sen2xen [0, 27 ]

b. f(x)=cosx+senx en[0, 27 ].

C. f(x)=senx—cosxen[0, 2z ]
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b. f(x)=cosu(x).
c. f(x)=tgu(x).
19. Determine los méximos y minimos

relativos.
a f(x)=cosx+senxen[0, 2z ]

b. f(x)=cos2x-2cosxen[0, 27 ].

C. f(x )=4sen2 x—8senx en
[0, 27].

20. Trace la curva asociada a

f(x)=(senx )’ definidaen
(0,27).

a. Obtenga la primera derivada.
b. Obtenga la segunda derivada.
c. Interseccion en el eje x.

d. Interseccion en el eje y.

e. NUmeros criticos.

f. Valores extremos.

g. Puntos de inflexion.

h. Intervalos donde crece.

i. Concavidades.

21. Trace la curva asociada a
f(x):(cosx)2 en (0, 2r)
siguiendo el proceso del problema 20.

22. Bosqueje la curva asociada a:
a f(x)=x+senx.

b. 7 (x)=x+cos x.

d. f(x)=cos2x+cosxen [0, 27 ].
e. f(x)=2sen x—cos xen[0, 27 |.

23. ¢Qué funcion se debe derivar para
obtener?
a f(t)=cos4t.

b. 1 (t)=sen5t.

24. ¢Que funcion se debe derivar para
obtener?
a f(t)=cosat.

b. £(t)=senbt.

25. En cierta ciudad la temperatura, en
grados centigrados, se comporta de acuerdo
con la relacion

T(t)=22+4sen7[—t :
12

calcule el cambio instantdneo de la
temperatura en cualquier tiempo .

26. Un objeto se encuentra sujeto al extremo
de un resorte, mismo que cuelga de una viga,
su posicion vertical esta dada por
f(t)=cost determine la velocidad del

objeto en el tiempo .

27. El desplazamiento de su posicion de
equilibrio para un movimiento arménico de un
objeto situado al extremo de un muelle es

f ( t )= Lcos 12t —senl2t
con ¢ en segundos y £ (z) en metros,
determine la posicion y la velocidad del
objeto si =2
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. ACTIVIDADES 1.1

1. Demostracion formal.
d )
Pruebe “ (cos x )=—sen x suponiendo que

, sen h . 1—cos h
lim =lylim——=
=0 h h—0 h
a.Si f(x )= cos xcalcule el cociente
S (x+h)-f(x)
h :
b. Utilice la identidad trigonométrica

cos (x+h )= cos x cos h+sen h sen x

0.

en el cociente obtenido en a. y luego factorice
COS X .

c. Separe en dos fracciones, ambas con
denominador #, la expresion obtenida en b.
d. En la expresion en c. obtenida en haga
tender la variable # a 0.

e. ldentifique los términos que no dependen
de » y pongalos antes de la expresion m)

¢ Por qué puede hacer esto?

f. Utilice el hecho de que
ll’m sen h :1 y ll'mﬂzo,
=0} h—0 h

sustituya y simplifique, ¢, qué obtuvo?

2. Derivada de una funcién periodica
Suponga que ¢ es una funcion derivable de

periodo ;. La funcion derivada f ' ;s
periddica? Justifique su respuesta.

3. Se construira un canal con una plancha
rectangular de metal de 12 cms de ancho
doblando en cada extremo franjas de 8 cms
de manera que formen el mismo angulo x

a. Trace un esquema que represente tal
situacion.

b. ¢ Cuanto miden los lados opuestos al
angulo x?

c. ¢Cuanto mide la altura del canal?

d. Determine el &rea de los triangulos que se
formaron al doblar los extremos de la placa.
e. Construya una funcién que dependa de x
y que describa el &rea 4 del canal formado
por la placa.

f. Verifique 4 (x )=16cos x +16sen x cos x

sio<x<z.
g. Verifique que
A’(x )=16(1—senx—2sen2x )
h.De 4'(x)=0 muestre que
(1+Senx )(1—2senx )=0.
i. ¢Por qué 1+senx=0 no proporciona
informacion? y el (nico ndmero critico es

s
X=1%

j. ¢ Para qué area la capacidad del canal es
méaxima?, verifique su respuesta.

4. Movimiento de un piston

Un piston consta de una biela 4B cuyo
extremo 4 se llama pie de biela y se
desplaza a lo largo del eje x, vea la figura
anexa.
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con la vertical y con la plancha.

Mientras que el otro extremo B, llamado
cabeza de biela, articulado en B con una
manivela OB describe una circunferencia de
radio OB

a. Determine la funcion x, ( @ ) que describe
posicion del piston respecto al centro de la
rueda (recuerde la ley de los cosenos).

b. Si se considera como origen cuando
0=7=, calcule x,(%).

c. En consecuencia la posicion del piston es
x(0)=x,(0)=x(5)="

d. Si la manivela se mueva con velocidad
angular constante @t=6 la expresion
anterior se transforma en:

e. Describa graficamente el desplazamiento
del piston.

f. Describa gréficamente la rapidez del
desplazamiento del piston.

5. Derivada de la funcion inversa del seno
Sea 1 (x )=sen x, Suponga que existe una
funcion g (x ) tal que

flg(x))=x,
es decir, sen(g(x))=x , sobre un
intervalo de numeros reales especifico.

a. Utilice la regla de la cadena y derive
ambas partes de la igualdad anterior.

b. Despeje g (x).
c. De la identidad trigonométrica pitagorica

B

manivela

6. Derivada de la funcion inversa del coseno.
Sea
f ( X )= cos x,
suponga que existe una funcion g (x ) tal
que
fg(x))=x,

es decir,

cos (g (x))=x
sobre un intervalo de nUmeros reales
especifico.
a. Utilice la regla de la cadena y derive ambas
partes de la igualdad anterior.
b. Despeje

g(x).

c. De laidentidad trigonométrica pitagdrica
sen’(g(x))+cos’(g(x))=1,

despeje
sen(g(x)).

d. Sustituya el resultado obtenido en el inciso
C. en la expresion obtenida en el inciso b.
e. Sustituya el hecho de que

CcoS ( g ( X ) )= X
en la expresion obtenida en el inciso anterior.
f. ¢ Qué concluye?

7. Derivada de la funcion inversa del
tangente.

Sea f (x)=1g x, suponga que existe una
funcion ¢(x) talque 7 (g(x))=x,es
decir 7g (g (x))=x, sobre un intervalo de
numeros reales especifico.
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sen*(g(x))+cos*(g(x))=1, despeje
cos(g(x)).

c. Sustituya el hecho de que
sen (g(x))=x.en la expresion obtenida

en el inciso anterior.
d. ¢Qué concluye?

d. Sustituya el resultado obtenido en el
inciso c. en la expresion obtenida en el
inciso b.

e. Sustituya el hecho de que
tg(g(x))=x en la expresion obtenida

en el inciso anterior.
f. ¢ Qué concluye?

a. Utilice la regla de la cadena y derive ambas

partes de la igualdad anterior.

b. Despeje g ( x ).

c. De laidentidad trigonométrica pitagdrica
1g*(g(x))+1=sec*(g(x)),

despeje g (g (x)).
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DERIVADA DE LAS FUNCIONES
LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

APRENDIZAJES
El alumno:

6. Relaciona en diversos contextos la
variacion de funciones exponenciales a
traves de procedimientos gréficos, numéricos
0 algebraicos.
7. Infiere la derivada de las funciones
logaritmicas.

8. Utiliza la regla de la cadena para obtener la
derivada de funciones exponenciales y
logaritmicas compuestas

9. Aplica la derivada a funciones
exponenciales y logaritmicas a problemas en
diversos contextos.

TEMATICA

6. Derivada de las funciones f (x)=e*, 7 (u)=¢", f(x)=10"y f(x)=10".
7. Derivada de las funciones 7 (x )=inx, f(u )=mmu, f(x)=logx y f(u)=logu.

8. Resolucion de problemas en diversos contextos.

Las funciones exponenciales y logaritmicas presentan gran utilidad en la descripcion de
diversos fenémenos, por ejemplo, en el crecimiento o decrecimiento de las poblaciones (que pueden
ser de bacterias, roedores, etc.), en la desintegracion radiactiva de sustancias, en situaciones de
relacionadas con las finanzas como son el célculo de cantidades futuras, montos, etc., en el estudio
de los cambios en la temperatura de los objetos, en la medicion de la intensidad de un sismo, etc.
Por otra parte, el estudio de las funciones exponenciales y de las funciones logaritmicas se realiza a
la par, puesto que ambas guardan una intima relacion al ser inversas entre si.

La funcién con regla de correspondencia f ( x ):a", se denomina exponencial con base a,
siempre que a represente un nimero positivo distinto de uno, x recibe el nombre de exponente y

desempefia el papel de variable independiente. Si en la funcién f (x)=ax efectuamos la

asignacion x = x, obtenemos el nimero f ( x, )=a™ = y,, nimero que interpreta:

“y, €s el numero que se obtiene al elevar la base « al nimero x,”, sin embargo, la expresion

equivale a log,x, = y, (logaritmo con base « de x, esiguala y,) e interpretarse
“x, es el exponente al que ha de elevarse la base « para obtener el nimero y,”.

EJEMPLO 1.11 (TRANSITO ENTRE LAS FORMAS y, = a™ Y log,x, = v, )

a. logs25=2 siysolosi 5° =25.
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b. log,64 =3 siysolosi 4° =64.
C. log,64 =6 Siysblosi 2° =64.
d. log,64=2 siysblosi 8 =64.

A continuacion, definiremos la funcion logaritmo natural y posteriormente construiremos la
funcion derivada que tiene asociada.

i. Lafigura 1.11.a. muestra la curva asociada a la funcion (¢ )=1 cuando ¢ >0 (es decir, definida

sobre el intervalo ( 0 , +o ).
ii. La figura 1.11.b. muestra el area de la region del plano cartesiano limitada por:

. iy 1 .
e Lacurvaasociadaalafuncion 1 (¢ )=; sobre elintervalo [ x , 1 ].

o Eleje de las abscisas.
e Laslineas rectas verticales de ecuaciones t=x y =1, note que x<1.

Misma que representaremos por A[ % (x,1) )

YA

0 t=x
b.
Ya YV A
Y =i
1 1
0 > X 0 1 X >x
C d.
FIGURA 1.11

iii. La figura 1.11.c. muestra el area de la region del plano cartesiano limitada por:
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. e 1 “ »
e Lacurvaasociada ala funcion 1 (¢ )=; sobre el “intervalo” [ 1, 1 ].

e Eleje de las abscisas.
e Lalinearecta vertical de ecuacion r=x=1.
iv. La figura 1.11.d. muestra el area de la region del plano cartesiano limitada por:

, . 1 .
La curva asociada a la funcion £ ( ¢ )=; sobre el intervalo [ 1, x |.

El eje de las abscisas.
Las lineas rectas verticales de ecuaciones t=xy ¢ =1, note que x>1.

Misma que representaremos por A( 1, (1,+o) j
!

25

DEFINICION 1.1 (FUNCION LOGARITMO NATURAL)
SI x es un nimero real positivo, definimos la funcion “logaritmo natural” como:

—A(i, (O,x)J,si 0<x<l

Para reflexionar

(',Porquéf(l):ln(l):A[i, [1.1 ]):o?

PROPIEDAD 1.1 (LOGARITMO NATURAL DEL UNO)
f(1)=m(1)=0.

En la figura 1.12:

L1<x<x+Ax,

ii. en el inciso a. el rectangulo encierra un area de Ax - o
X+

iii. en el inciso b. la region tiene rea in (x+Ax )—in (x )y

. . , . , 1
iv. en el inciso c. el rectangulo tiene area Ax-—.
X
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YA
-1
Y=
x + Ax 1
x
\\-)
>
1 x X+ Ax x 0 1 x X+ Ax x
a. b C.

FIGURA 1.12

Al comparar las areas de las regiones anteriores obtenemos

Ax - : Sln(x+Ax)—ln(x)SAx-l,
X+ X
es decir,
1 ln(x+Ax)—ln(x)<l
X+Ax Ax Cx
SiAx—0
lim < lim In(x+Ax)—ln( )<ll'm—
A0 x + Ax  Ax—0 Ax Ax—0 x
0 bien
léh,mln(x+Ax)—ln(x)Sl,
X A0 Ax X
de donde

[in ()=

Para reflexionar
¢Puede desarrollar un proceso similar si Ax<0?

PROPIEDAD 1.2 (DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL)

f(x)=in (x),entonces [ln(x)]'zl,siempre que x> 0.
X

Las funciones 7 (x )=in (x )y g(x)=in(a-x),tienen la misma funcion derivada,
! 1 ! a 1
fx)=-yeg(x)="-=",
X a-x X
por lo que difieren en una constante, llamémosle % , luego
In(x)=tn(a-x)+k.
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Para determinar el valor de la constante % , sustituimos
x=lenin(x)=in(a-x)+k
y obtenemos
In(1)=tn(a)+k.
Lo anterior implica
0=In(a)+k,esdecir k=—in (a).
Ahora sustituimos
k=—in(a)enin(x)=in(a-x)+k
y obtenemos
In(x ):Zn(a-x )—Zn(a ),
0 bien
In(a-x)=in(x)+in(a).
En particular, cuando x =5 obtenemos
In(a-b)=in(a)+in(b).

27

PROPIEDAD 1.3 (LOGARITMO DE UN PRODUCTO)
Si a y b son nimeros positivos, entonces in (a-b )=In (a )+In (b).

Puestoque in (a-b )=In (a )+in (b ), entonces
In (a2 ):ln (a-a)=in(a)+in(a)=2-n(a)
In (a3 ):ln (a-a-a)=in(a)+in(a)+in(a)=3-in(a)
In (a4 ):ln (a-a-a-a)=in(a)+in(a)+in(a)+in(a)=4-n(a),

en general, In (a” )=n-ln (a).

PROPIEDAD 1.4 (LOGARITMO DE UNA POTENCIA ENTERA)
Si @ es un nimero positivoy » es un nimero natural, entonces i (a” )=n-in (a ).

Por otra parte, si a representa a un nimero positivo, entonces a-a™' =1 (propiedad del

inverso multiplicativo), también

0=In (l)zln (a-cf1 )zln (a)+ln (afl )zln (a)+ln[;],

al

por tanto,

Q| =

jzln(al )=—in(a).

Formalizando.
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PROPIEDAD 1.5 (LOGARITMO DEL INVERSO MULTIPLICATIVO)

Si a es un nimero positivo, entonces in ( 1 j =—in(a).
a

Ademas In (Z):ln (a-lf1 ):ln(a )+ln (lf1 ):ln(a )—ln(b )

PROPIEDAD 1.6 (LOGARITMO DE UNA DIVISION)

Si @ yb son nlmeros positivos, entonces in [ Zj: In(a)-in(b).

TRAZO DE LA CURVA ASOCIADA A LA FUNCION f(x)=mm(x)
i. Puestoque 7 (1)= (1)=0, entonces la curva asociada a
f(x)=in(x)
interseca al eje de las abscisas en el punto
1.(1,0).

ii. Dado que 7 (x )=n(x ) esderivable (su derivada es la funcion f'( x)= B ), entonces también
X

es continua.
iii. Si f(x)=m(x)y x>0,entonces

’ 1 ’ 1

fx)=—yr(x)=—>0,

X X

(la derivada de 1 (x )=1in (x) es positiva), por tanto, la curva asociada a 7 (x)=in (x) es
creciente.
iv.Si f(x)=mm(x)y x>0, entonces
" 1 " 1
f (x):;y f (x):_T,

X

En consecuencia f"(x )=—L2<0 (la segunda derivada de 7 (x )=/(x) es negativa), por
X
tanto, la curva asociada a

f(x)=in(x)

es concava hacia abajo.

Las propiedades anteriores garantizan que la curva asociada a
f(x)=in(x)

presenta la forma mostrada en la figura 1.13.
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'y
1 /
0 7 »x

FIGURA 1.13
FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

Representaremos por /(x )=exp (x ) a la inversa de la funcién logaritmo natural, la figura
1.14, muestra la vinculacion entre estas funciones.

IRY —"x s R [R—e(x) o p
FIGURA 1.14

Las funciones
f(x)=ep (x)y f(x)=in(x)
son invertibles, es decir, una de ellas es la inversa de la otra. Por tanto, la curva asociada a una de
ellas, digamos a 7 ( x )=exp (x ) Se obtiene dibujando la imagen fisica (reflexién) de la curva

asociadaa 7 (x)=1In (x ) respecto a la linea recta de ecuacion y = x, vea la figura 1.15.

YA YA VA
fe
77 ) 7 Fé
e Ce ’ ’
7 d’ /7 /7
/ ° 7/ 7/
/ // 7/
! // ’,—’* , b;lu 7/ ’_..—." 1 // ”——)
Ve //’ a’'e V4 //:1’ e f / P
d > » - > 1/ »
1/0 //1 X //0 /bl //0 //1 x
/ V4 4 /
I {a I
v v v

FIGURA 1.15
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Para reflexionar
¢ Cudles son las propiedades de la curva asociada a la funcion exponencial natural?

Antes de justificar formalmente la forma de la curva asociada a la funcion 7 (x )=exp (x)
explotaremos el hecho de que es inversa de la funcion 7 (x)=in (x) para establecer sus
propiedades algebraicas. Considerando que

in(ep (x))=x=ep (in(x)),
el hecho 7 (1 )=0 (propiedad 1.1 “logaritmo natural del uno es cero”), y aplicando exp ( x ) a esta
ultima expresion obtenemos
exp(ln (l )):exp(O):l.

PROPIEDAD 1.7 (EXPONENCIAL DE CERO ES UNO)
r(0)=ep (0)=1

Sean a y b nlumeros reales, entonces
ln[ exp(a+b)]=a+b=ln[ exp(a)]+ln[exp(b)]=ln[ exp(a)-exp(b)],
lo que implica
ln[ exp(a+b)]zln[ exp(a)-exp(b)],d(i‘donde exp(a+b)=ep(a)-ep(b).

PROPIEDAD 1.8 (EXPONENCIAL DE UNA SUMA)
Si a y b son nimeros reales, entonces exp (a+b )=exp(a )-exp (b ).

Por otra parte,
l=ep(0)=ep(a-a)=ep(a)ap(-a),
es decir,
l=ep(a)ep(-a)
lo que implica
1

exp(—a)=exp(a) 0 exp(a)=

I
ep(-a)

PROPIEDAD 1.9 (EXPONENCIAL DE UN NUMERO NEGATIVO)
Si a y b son nimeros reales, entonces exp (a+b )=exp(a )-exp (b ).

También exP(a_b):exp(a)-exp(—b):exP(a)_




UNIDAD 1.2 DERIVADA DE LAS FUNCIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES 31

PROPIEDAD 1.10 (EXPONENCIAL DE UNA DIFERENCIA)
ep(a)
exp (b ) '

Si @ y b son nimeros reales, entonces exp (a —b )=

Con la definicion 1.2 facilitamos la representacion de la funcion exponencial natural.

DEFINICION 1.2 (NUMERO DE EULER Y REDEFINICION DE LA FUNCION EXPONENCIAL
NATURAL)
i. Definimos el nimero e como e=exp (1):

ii. Redefinimos la funcién exponencial natural como 1 (x )=exp( x )=e".

Puesto que
f(ex ):ln(ex ):x,
en particular in (ex )z x, la aplicacion de la regla de la cadena da
LX( ex) =1,
e
esto implica

(ex), =e".

PROPIEDAD 1.11 (DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL)

Si xesunnimerorealy f (x )=e", entonces f (x)=e".

JUSTIFICACION DE LA FORMA DE LA CURVA ASOCIADA A 1 ( X ): e,

Si f(x)=e",entonces

I. Es derivable, por tanto, su curva asociada es continua.

ii. 7(0)=e’=1,entonceslacurvaasociada f (x )=e" contienealpunto 7,( 0, 1).

I, f ' (x)=e", es positiva para todo nimero real, por tanto, la curva asociada f (x )=e* es
creciente.
iv. / (x)=e", es positiva para todo nmero real, por tanto, la curva asociada f ( x )= e es
concava hacia arriba.

Las cuatro observaciones anteriores garantizan que la funcién f ( x )=e* tiene como curva
asociada la mostrada en la figura 1.16.
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T A

.

0 X

FIGURA 1.16

OTRAS BASES
Generalizaremos los resultados anteriores para funciones exponenciales y logaritmicas con

base distinta al nimero de Euler (base e ). Las funciones 7 (x)=in(x)y f(x)=e" son
invertibles e inversas relativas entre si (esto es ln(ex )=el"(x) =x), en particular, si @ es un
ntmero real positivo se cumple ¢”(“) = 4, si en lugar del nimero « utilizamos «* tendremos

A b

DEFINICION 1.3 (CAMBIO A BASE NATURAL)
Si a>0,entonces f(x)=a*=e""*),

Ejercitemos el cambio de base de funciones exponenciales con la definicion 1.3.

EJEMPLO 1.12 (CAMBIO A BASE NATURAL)
a. Lafuncion f (x )=4" escrita en base natural es £ (x )=4"=¢*"(*),

X x el L
b. La funcion f(x):( ;j en términos de la base natural es f(x):( j —e ’(s).

Para obtener la funcion derivada asociada a la funcién £ ( x )=a* se utiliza el hecho
f(x )=ax =ex-1n(a)
y la regla de la cadena, entonces al derivar
£(x)=a*=e""(*) se obtiene 1 (x ):(ex'l"(”))ln(a ),
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es decir,

!

f(x)=aln(a).

PROPIEDAD 1.12 (DERIVADA DE UNA FUNCION EXPONENCIAL DE CUALQUIER BASE)

Sea f(x)=a",si a>0 y x escualquier nimero real, entonces £ (x )=a*in(a).

Ya es podemos obtener la derivada de una funcion exponencial de cualquier base (positiva)

EJEMPLO 1.13 (DERIVADA DE UNA FUNCION EXPONENCIAL CON BASE DISTINTA A LA
NATURAL)

a.Sif (x)=3, entonces f (x )=3"(in3).
b.Sif(x )=(;jx,entonces f(x )=(;jln[

c.Sif(x)

I
—~
3
~
=
s
—_
3
N

()", entonces £ (x)

Complementaremos los elementos tedricos de la seccion obteniendo la derivada de una funcion
logaritmica con base « , para conseguir esto es necesario efectuar un “cambio de base logaritmico”

CAMBIO DE BASE LOGARITMICO
Sea la funcién z = log, ( x ), Si despejamos x obtenemos x=a” 0 & =x. Ahora aplicamos la

funcion logaritmo natural a x = a” y obtenemos

Inx=z-lnaO z=ln—x,
Ina
pero
z=log, (x),
por tanto,
z=log, (x):ln—x.
Ina

DEFINICION 1.4 (CAMBIO A BASE NATURAL DE UNA FUNCION LOGARITMICA)

Si a>0,entonces f (x )=1log, (x )=§”—x.
na

Rescribamos con base natural algunas funciones logaritmicas.
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EJEMPLO 1.14 (CAMBIO DE BASE LOGARITMICO)

a.Lafuncion £ (x )=log, x, rescrita en base natural es f (x )=log, x = j’”;
n
b. Lafuncion / (x )=log,, x, enbase natural es / (x )=log,, x = 11”1); ,
n

Inx

4

c. Lafuncion 1 ( x )=log[ l] x , se reescribe en base natural como f ( x )= log[ l] x =
4 4

i

-

Ahora resultara sencillo obtener la funcién derivada de la funcion
f(x)=log, (x).

Si £ (x)=log, (x),entonces f(x)=loga(x)=§n—x,del’ivand0 f(x)= !
na

x-lna

PROPIEDAD 1.13 (DERIVADA DE UNA FUNCION LOGARITMO DE CUALQUIER BASE)
Sea f(x)=log, (x),si a>0y x escualquier nimero real positivo, entonces

F(x)=—)

x-lna

El calculo de derivadas de funciones que contienen términos exponenciales y/o logaritmicos se
efectla de acuerdo con las reglas (teoremas) de derivacion antes tratados, en particular, la regla de
la cadena.

Si u=u(x ), para obtener las derivadas de las funciones /' =a"y f =1log, u utilizaremos la
‘regla de la cadena”, entonces:
! !
i.Si f=a",entonces f =ua" (Ina).

!

u

(na)u’

EJEMPLO 1.15 (DERIVADA DE FUNCIONES EXPONENCIALES COMPUESTAS)
a.En f(x)=e"""2 seau(x)=x>+5x+2,
entonces

ii. Si 1 =log, u,entonces f' =

x2+5x+2

u'(x):2x+5y f’(x)=(2x+5)e
b. En f(x)=8e3x_se”x,seau(x):3x—senx,
entonces

!

u(x)=3-cosxy f'(x):8(3—cosx )eden,
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C.En £ (x)=2"""" sea u(x)=x>+cosx, entonces
! ’ V2+COSX
u(x)=2x—senxyf(x) (1n2)x+“’0”(2x senx )=(In2 )\ 2x—senx 2’
d. La funcién derivada de 7 (x )=10"* es
f'(x)z(zn(lo))lowj(cosx)z_(zn(lo))(senx)lowsx.
X
x=5
e Enf(x)=4 < yseau(x)=—""" > entonces
x +1
( 1 1)=(x=5)3x>) 2x* —15x% -1
M( = 5 Il
x +1) (x3+1)
por tanto,
/ 3— f— -
f( )_ZX 15x214x+1(1n4)
(x3+1)
EJEMPLO 1.16 (DERIVADA DE FUNCIONES LOGARITMICAS COMPUESTAS)
a. En f(x):ln(x3—5x+10 ), sea u ( x )=x" —5x+10, entonces
' / 3x? -5
=3x" -5 = -
u(x) * y f(x) x*=5x+10
1! 1
b.Enf(x)=| lnx+— | ,seau(x)=mnx+~,luego
X X
’ 3
)—l_%yf(x) 4[lnx+i](i—xlzJ
C. Enf =In, 7+7 seau lnx+l entonces
1Y(1 1
" x ——yf( )4lnx+— ——— |
X X X
1
1 X 1)
d.EnF( logsﬂ/? ,sean £ ( logsu(x)yu(x)=\3+x=(3+xj , luego
’ x2 1
' 3 u(x) YGRS 20X 3 2
F )= s )y”( )_2( 3 x] (3%}‘ -
I
\3 X

Finalmente
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F/(x)z

1

YT
x

2
x _——
Xt
3
2 L+l
\3 x
3

X 1 )C3 1 .
T+ 20m5) —+—
(ln5) 3+x (n {3+xl

EJEMPLO 1.17 (TRAZO DE LA CURVA ASOCIADA A UNA FUNCION EXPONENCIAL)
Los valores extremos de f (x )=xe" se obtienen a partir de su funcién derivada,

f'(x ):xex+ex(l):ex(x+l )

De e*( x+1)=0, obtenemos

x+1=0’ de donde x=-1.
El valor extremo asociado al nimero critico

x=—les f(=1)=(=1)e" ==L,
e
Intervalo | Namero de prueba | 7(x, ) | Signode £ (x) | 7 (x)
1
(=0, —-1) X, ==2 -= - decrece
e
(-1, +x) X =0 1 + crece

[P H . . »” 1 ;. .
De acuerdo con el “criterio de la primera derivada” el punto m [ -1, —— ) es un minimo relativo.
e

Concavidades:
de f,(x):ex(x+1),
obtenemos
£(x)=e(1)+(x+1)e" =(x42)e".
Si
f" x)=(x+2)e* =0,
entonces

x==-2Y ;‘(—2):—32 ,Iuegol( -2, —1}
e

e
un punto de inflexion (verifique que £ ' (-2 )=0).
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intervalo | Namero de prueba | / (x, ) | Signode s "(x) | Concavidad de f ()
1 . .
(-0, -2) X, =3 - - Hacia abajo.
e
(-2, +) X,y =0 2 + Hacia arriba.
Los resultados previos justifican la figura 1.17.
YA
2
-2 >
2 X
-1
FIGURA 1.17

EJEMPLO 1.18 (TRAZO DE LA CURVA GAUSSIANA)
La funcién

[
f(x)zme

se conoce como densidad de probabilidad normal estandar y se utiliza en los cursos de probabilidad.
Si

2
|
fix)= e ?,
(¥)=—=
entonces
2 X x2 " 1 x2
fx)=- e 2y f (x)=——| e 2 |(x*=1)(verifiquelo).
(¥)=m ey ()= (x* ~1) (verifiquelo)
x2
De /' (x)=- Y_e 2 =0, obtenemos el nlmero critico x =0 , con valor extremo
\2m
2
0)= 2 = :
0= e " = n

Si



38 UNIDAD 1 Derivada de funciones trascendentes

Intervalo | NGimero de prueba | 7'(x,) | Signode #'(x)| 7 (x)
2
(-.,0) Xy =2 5 + crece
e \2xr
(0,+00) X, =2 2 _ decrece
62 x/ﬂ

de acuerdo con el “criterio de la primera derivada” M [ 0,

De f"(x)=1[ *

2z

) €s un maximo relativo.

J( x* -1 ): 0, obtenemos los numeros criticos x=-1y x=1,

<27
con valores extremos
( ) 1 —ﬂ 1 L ( ) 1 M 1 _1
-1)=——=e 2 = e? l)=——=e 2 = 2, respectivamente.
! 27 A2 v/ x/ﬁ 27 P
De
Intervalo | Ntmero de prueba f"(xp ) | Signode 7 "(x ) | Concavidad de 7 (x)
3 . .
(—OO > -1 ) xpl = _2 ezm - haCIa al'l'lba
(-1.1) X, =0 2 + hacia abajo
3 . .
(1,+) Xy =2 NGy - hacia arriba
obtenemos que los puntos
1( p, e_;]yl(l ! ‘éj
-1, , B
1 »\/ﬁ 2 @
son de inflexion.
Los resultados anteriores justifican la figura 1.18.
'\
0.5 | m
1 1

FIGURA 1.18




UNIDAD 1.2 DERIVADA DE LAS FUNCIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES 39

EJEMPLO 1.19 (DESINTEGRACION DE ELEMENTOS)
a. En la naturaleza existen elementos en los que su masa disminuye hasta desintegrarse conforme
transcurre el tiempo. Algunos de estos elementos se denominan radiactivos. Si M representa la
masa de uno de estos elementos y ¢ el tiempo transcurrido puede demostrarse que un modelo que
describe el comportamiento es

M(t)=M,e*" donde M,y A (letra griega lambda) son constantes.
En tal caso se dice que a sigue la ley de decaimiento exponencial.
b.Sit=0, M(0 ):Moe’*(o) =M,, M, es la cantidad inicial de masa. La constante 1, depende
del elemento particular que se esté tratando, se conoce como constante de decaimiento.
c. La funcion

M (¢ ):th(t )= =AM e

indica la rapidez de desintegracion de la masa del elemento radiactivo.
d. Si M, =10 gramos, 4 =0.2 horas, entonces

M (t)=10e*ylafuncion M (¢ )=10e
indica la rapidez de desintegracion instantanea en el tiempo ¢. Por ejemplo, si =5 horas, entonces
la masa del elemento se esté desintegrando a una rapidez de
1

M'(5)=10e2) =19 gramos / hora
e

EJEMPLO 1.22 (ENFRIAMIENTO DE UN OBJETO)
La funcion
(¢ )=74e%l"(%)t +20 ( ¢ en minutos)
describe la temperatura de una papa que inicialmente se encontraba a 94°C'y se colocd en un
recipiente con agua a temperatura constante de 20°C con el objeto de enfriarla.
La funcion

r(0)= T35 )

describe la rapidez de cambio de la temperatura de la papa en el instante ¢ .
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A EJERCICIOS PROPUESTOS 12 VYV

[EEY

. Simplifique.

¢ f(x)=x,
a. f(x)=e"". d. 7(x)=(cosx )
b. /(x)=e" e. f(x)=2".
C. f(x)ze%lnx. ff(x)=x*3"
“Sinx
d. /(x)=e } 5. Obtenga la funcién derivada.
e f(x)=e a. f(x)=4e".
f f(x):e’dnf b f(X)Z x242x43
C — —3x+x3
2. Simplifique. Fx) el_wsx
a f(x)=a7s . 7{x)=
1
b. £ (x)=8"5s. e f (x)=e",
Liog , x Tte
¢ f(x)=8""", fr(x)="°
1
——logg x
d. =61
Fx) , 6. Obtenga la funcion derivada
e. f(x):9§log9x. a f(x)=xe™.
f. f(x)=7721"g7x b. 7 (x)=e"sen2x.
c f(x)=\/;€ﬂ(
3. Simplifique. o
d. r(x)=3¢
a f(t)=e * e
—tlng e f(X): \l—le
b. f(t)ze 3
. f(t):e%”ng 7. Obtenga la funcion derivada.
a. f (x)zx“ezx
—6xIn —
d f(x)=e 3. b. £ (x)ze “cos3x.
C. 3x—-/x
4. Rescriba en base natural y luego ()= ( o )
obtenga la funcion derivada. d f(x )
a. f(x)=4
b, f(x)=x". e f(x>=”“£ -
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8. Obtenga la funcion derivada.

e’ -1
a f(x)— e’ +3
b. £ (x)=5 "2
x—e

D
~
—
=
~—
I
o
QS
22}
/N
Q
=
N———

[{e]

. Obtenga la funcion derivada.

o

=

f(x)zln( ex“j.

e’ —1
3x

c. f(x)= ln3/x+2
1-

o x 2 )3
x/2x 1
=In (14 3sen2x ).

10. Obtenga la funcion derivada.

a f(x)=1 (x + 6e” )
=in(3+nx).

11. Obtenga la funcién derivada.
a.

f(x)z(4x2 +5x )Zn(x3 +2x° +x—2).

f(x)=in (x3 +2x% +x -2 )

b. f(x)= (senx)fn(x—l).
c. f(x)=en(x+cosx).
d. f(x)=xtm(x°—e™ ).
e r ()=

x+3)ln(x+3)'

12. Obtenga la funcion derivada.
af(x)=y

x’In (cosx)'

b.f(x):(x3+lnx)3.

c. f(x)=in [((x+se;1x)(2x2—cosx)].
In{x*-1

d. f(x)zm.

e* +in (5x+1 )

A e SN ER

13. Determine la ecuacion de la linea recta
tangente ala curva asociada a:

f(x)=3e"six=1.
f(x)=xe™ six=2.

F(x)=e(x-1)six=1.
d. f(x) (x —2x+2) six=1.

14. Determine la ecuacion de la linea recta
tangente ala curva asociada a:

f(x)=xin(x-2)six=1.
f(x)

x> —Inxsix=1.

f(x)
f(x)

ln(x+3) 2x Sl x=-2.

=1
Si X=5.

x+ln 2x

15. Determine la ecuacién de la recta
tangente.

a f(x)=logxen 4(27,3).

b. f(x)=x—log,x en B(4,2).
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16. Determine los numeros extremos y
decida si son maximos, minimos o
inflexiones.

17. Determine donde es creciente,
decreciente, donde es cdncava hacia
arriba, hacia abajo. Halle los extremos
relativos y los puntos de inflexion.

a f(x)=(mx).

b. f(x )=xlnx.

C. f(x)=ln[ ! 2)

1+ x

18. Una taza con chocolate se enfri6 de
92°C a 50°C en 12 minutos en una
habitacion que se encontraba a
22°C .Suponga que la ley de enfriamiento
de Newton es aplicable y el modelo que
describe el comportamiento de la
temperatura del chocolate en términos del

tiempo es T (¢ )=70e51"%t +22 .Obtenga
la rapidez de cambio de la temperatura del
chocolate a los 18 minutos.

19. Un pollo se saco del horno a 80°C y se
enfrio a 40°C en 15 minutos en una
habitacion que se encontraba a 20°C .La
ley de enfriamiento de Newton es aplicable
y que el modelo que describe el
comportamiento de la temperatura del pollo
en términos del tiempo

7(1)=60e5"5" 420,

Obtenga la rapidez de cambio de Ila
temperatura del pollo a los 20 minutos.

20. El motor de un camion se calento a
70°C por lo que inmediatamente se
introdujo a un cuarto que se encontraba a
una temperatura de 10°C . La temperatura
del motor del camion bajo a 30°C en un
lapso de 30 minutos. Suponga que la ley de
enfriamiento de Newton es aplicable y que el
modelo que describe el comportamiento de
la temperatura del motor del camién en
funcion del tiempo es

(1 )=60e317°1"%t +10 .Obtenga la rapidez
con que estd cambiando la temperatura del
camion a los 5 minutos de introducido en el
cuarto.

21. Se invierten 100,000 pesos al 8% de
interés anual capitalizable en forma continua.
Si el comportamiento del principal esta dado
por la funcion C(¢)=100,000e""
determine la funcion que describe el

comportamiento del cambio instantaneo del
principal P=100,000 en forma continua.

22. Se invierten 1000,000 pesos al 4% de
interés anual capitalizable en forma continua.
La funcion que describe el comportamiento
del principal 1000,000 pesos en forma

C (¢ )=1000,000¢"%*

Determine la funcién que describe el
comportamiento del cambio instantaneo del
principal P =1000,000 en forma continua.

continua  es
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. ACTIVIDADES 1.2

1. Interés compuesto continuo

Suponga que un capital de P pesos se
invierte en una cuenta que produce una tasa
de interés » anual. Sea A4, el monto total en
la cuenta alos» afios.

a. Complete la siguiente tabla y establezca
que al término de » afios el monto en la
cuenta es

A =P(1+r)

n

Pesos.

Tiempo en afios | Monto en la cuenta
1

2
3

b. Suponga que la tasa de interés anual » se
divide en & periodos, ¢cual es la tasa de
interés por periodo? ¢Cuéntos periodos de
estos existen en ¢ =» afos?

c. ¢, Cémo cambia la formula obtenida en a.?

d. Suponga que & (el nimero de periodos
por afios se incrementa indefinidamente, es
decir el interés se capitaliza en forma
continua) y evalue Jim Ay (tenga en cuenta

lim (141 ) =e=2718281828459...).

X—>+0

e. Determine 4(¢).

2. ldentificacion de una funcion exponencial a
partir de una tabla.
a. Complete la tabla:

x | f(x) ﬁ—fff(x:l)
) s
9 s
~1 5
0 5
1 10
2 20
3 40

b. ¢En qué factor » aumentan las imagenes
F(x)y £(x+1)?

c. ¢Cudl es la razon bz%%‘f) de las
imagenes / (x )y f(x+1)?

d. Luego, ¢la regla de correspondencia es?
e. Generalice las observaciones anteriores.

3. Patrén para derivar.

(n)
Si f(x)=e™, pruebe que dd S gree.
X

4. Patron para derivar
Si 7 (x)=Inx, pruebe que
d(n)f :(_1 ),,_1 (n—l )'
dx x"
donde

(n=1)=(n-1)n-2)Yn-3)---3-2-1.

5. Derivada de £ (x )=x" donde » es un

ndmero real.
En los cursos de calculo diferencial se

prueba que: si 7 (x )=x"donde » es un

!
nGmero racional, entonces £ (x )=nx"".
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a. Escriba f(x)=x" en términos de la

base natural e .
b. Utilice la regla de la cadena y pruebe que

!
f (x)=nx"",donde » esunnimero real.

6. Derivada de las funciones hiperbolicas
Se definen las funciones hiperbolicas

f(x)zsenhxzex \

2
g(x)zcoshx=ex+eix,
2
h(x):tghx—ex_eix,
et +e”
i(x)=ctghx= r+e;’
e* —e”
](x)zsechx= - 2 o
e’ +e
k(x)=cschx = . 2 -
e —e
verifique:
f’(x):coshx,

g'(x )=S€nhx, h,(X)zsechzx,

i'(x )=—csch’ x,

!

j (x)=—sechx-tghx

yk(x ): —cschx -ctghx.

7. Derivacion logaritmica
Sean ul(x )’ u2(x )’ y u,(x )
funciones derivables y positivas

F(x)=u(x )y (x ), (1)

a. Aplique la funcion f (x )=inx.

b. Aplique las propiedades de la funcion

f(x)=mnxy exprese el producto de la

derecha como una suma de funciones.

c. Derive ambos miembros de la funcion.

d. Pruebe que

F'(x):F(x){”i(xh +“%(x)}
w(x)  u,(x)

e. Siga las ideas de los incisos anteriores y

“1( x )

uz( X )

pruebe que si F (x )= es

derivable, entonces

e S

8. Funciones logisticas
En algunos textos de matematicas se define
la funcion logistica como sigue:

—Jx !

f(x)=1+a-b" ° f(x )=l+a~e

donde a,b, ¢ y k son constantes positivas
y b<l.

a. Evalle lim f(x)y lim f(x).

X—>—00

c

b. Determine £ ( x ).

c. ¢ Cual es el maximo?, ¢ el minimo?

d. ¢ En qué condiciones de » 0 & la funcion
f(x) escreciente?

e. ¢En qué condiciones de » 0 &, la funcién

f(x) es decreciente?
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LA INTEGRAL
DEFINIDA

PROPOSITOS

Interpretara el concepto de integral definida,
analizando situaciones dadas en diferentes
contextos para construir  su  significado.
Relacionara los conceptos de derivada e integral a
través del Teorema Fundamental del Célculo y lo
aplicara.

CONTENIDO

1. El area bajo una curva, la integral definida
2. La funcion areay el Teorema Fundamental
del Célculo

3. Aplicaciones de la integral definida
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AREA BAJO UNA CURVA E
I 2 . 1

INTEGRAL DEFINIDA

APRENDIZAJES
El alumno:

1. Asocia el area bajo una curva con la
solucién de una situacién dada en diversos
contextos.

2. Determina el area bajo la gréfica de una
funcion constante o lineal en intervalos de la
forma [ 0, x ] y calcula con ella el &rea en el

intervalo [ a , 5 |.
3. Realiza aproximaciones para el célculo del
area bajo una curva utilizando sumas de

areas a través de rectangulos inscritos y
circunscritos, y reconoce esta aproximacion
como un metodo general.

4. Calcula el &rea bajo una curva de la forma

f(x)=kx" como un limite de sumas
infinitas para n=1,2 o 3.
5. Relaciona el método de aproximacion

numérica para calcular el &rea con un proceso
infinito.

TEMATICA
El area bajo una curva:

i. El area bajo la gréfica de una funcion constante o lineal.
ii. Aproximacion numérica al calculo del area bajo la grafica de una funcién, mediante rectangulos.

El &rea de una region del plano cartesiano se interpreta de acuerdo con las unidades de las
variables que definen los ejes coordenados. El ejemplo 2.1 incluye algunas interpretaciones del area
asociada a una region rectangular (sin embargo, la region puede tener otra forma) en diversos

campos del conocimiento.

Para reflexionar
¢ Significan lo mismo area y superficie?

¢ Todos los sistemas cartesianos son de la forma x — y ?

Frecuentemente se asocian el mismo significado a las palabras superficie y area, sin embargo,
en matematicas, a pesar de que ambos conceptos estan estrechamente ligados difieren en
significado. La palabra superficie se asocia a la forma y extension de una regién, mientras que a la
palabra area se relaciona con la medida de la superficie. Para medir una superficie se toma como
referencia una superficie cuadrada en la que tanto a la base como a la altura tienen como longitud la

unidad.

EJEMPLO 2.1 (INTERPRETACIONES DEL AREA DE UNA REGION)
Si suponemos que las variables en consideracion tienen el signo apropiado:
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a. En un diagrama x—y al producto x-y, se le asocian unidades de area (considerando que
ambas variables representan longitudes).

b. En un diagrama tiempo ¢ en (segundos) contra velocidad v (en m-s7"), el producto v-¢ tiene
unidades de longitud.

c. En un diagrama de tiempo  (en segundos) contra aceleracion a en (m-s2), el producto « -«
tiene unidades m-s™', es decir, de velocidad.

d. En un diagrama de distancia @ en (metros) contra trabajo w (en joules-m™") el producto -4
como unidades los Newton que son unidades de fuerza.

e. En un diagrama cartesiano de longitud ; en (metros) contra densidad lineal p (en Kg-m™) el
producto p-/ tiene unidades de kilogramos, es decir, de masa.

f. En un diagrama cartesiano en el que ¢ representa el numero de unidades que un fabricante
venderdy p el precio por unidad, el producto p -4 representa el monto de las ventas del fabricante.
g. En un diagrama cartesiano de flujo 7 (en metros cubicos por hora) contra tiempo ¢ (en horas) el
producto f -¢ tiene unidades de volumen, es decir, de metros cubicos.

h. En un diagrama cartesiano en el que 4 representa el nimero de unidades de area 'y / unidades
de longitud el producto 4 -7 representa el volumen.

La figura 2.1 ilustra parte de las ideas antes descritas.

y Y a
A
Area Distancia Velocidad
0 't 0l "t 0] o
a b. c
W p P
A
Fuerza Masa Monto de las
ventas
0 v d 0 I » t 0 | > Q
d e. f
4 A
Volumen
por Volumen
tiempo
> >
0 t 0 | I
g. h

FIGURA 2.1
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Para reflexionar
¢Puede proporcionar e interpretar otros sistemas cartesianos en los que el “area asociado a

una region tenga otro significado?

DEFINICION 2.1 (UNIDAD DE AREA)

a. La unidad de area, es el area contenida en una superficie rectangular (cuadrado) de base y altura

iguales a una unidad de longitud.
b. El area de una superficie es el nimero de unidades de area que contiene.

c. El area de una superficie rectangular de base « y altura # es 4 =bh unidades cuadradas.

Utilizando la definicion 2.1 c. se pueden establecer relaciones para determinar el area 4 de otras

regiones planas.

EJEMPLO 2.2 (AREAS DE REGIONES POLIGONALES)
a. Descomposicion de un rectangulo de area 4 = b4 en dos triangulos congruentes de area

Azlbh.
2

FIGURA 2.2

b. Un rectangulo de area 4=(b+ B )n puede descomponerse en dos trapecios congruentes,

ambos de area

cada uno.

A:i(b+B)h

FIGURA 2.3
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c. Un hexagono regular puede descomponerse en seis triangulos congruentes y por ende, es facil
calcular su area, la misma idea es aplicable en el calculo de areas de poligonos regulares.

FIGURA 2.4

Areas de superficies “de mayor complejidad” pueden calcularse utilizando procesos infinitos.

EJEMPLO 2.3 (AREA DE UN CIRCULO)

Para justificar la “formula” para el célculo del é&rea 4 de un circulo de radio de longitud », se
considera el proceso infinito.

Se divide el circulo en sectores circulares congruentes (tantos como sea posible), posteriormente se
reacomodan de manera que “aproximen un rectangulo”, vea la figura 2.5. Puesto que el perimetro
del circulo es 2z r, la base del “rectangulo aproximado” mide

;(27zr )=7zr,

su altura mide r unidades, entonces el area del circulo es
Az(ﬂ'r)( r )=72'r2.
Si el circulo se descompone en sectores circulares cada vez mas pequemos, la aproximacion a un

rectangulo es mejor y su area se aproxima mas al nimero

2
Tr .

FIGURA 2.5
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Para reflexionar
¢Puede describir un proceso infinito para obtener la longitud de una circunferencia utilizando
poligonos regulares?

Determinar el area de regiones limitada por curvas de mayor complejidad (como pueden ser
arcos de parabolas, sectores de elipses, sectores de hipérbolas u otras curvas) puede resultar
imposible o muy complejo utilizando los métodos antes sefialados, sin embargo, es el proposito de la
presente seccion el construir los elementos y los métodos a este respecto, y asi avanzar en el
célculo de &reas de regiones del plano cartesiano.

YA

/\ X
) \/ x

FIGURA 2.6

Es posible construir funciones que describen el comportamiento del area de una region en el
plano cartesiano.

EJEMPLO 2.4 (AREAS DE REGIONES POLIGONALES)
a. El rectangulo de la figura 2.7 tiene base de longitud x = y la longitud de la altura es #, por tanto,
la funcion

A(t)=ht,siempreque 2>0Yy >0,

proporciona el area de la region.

VA

f(x)=nh
€ = d

h |

A(t)=ht :
[

o t X

FIGURA 2.7

b. El tridngulo de la figura 2.8 tiene base de longitud x = su altura mide /(¢ )=, entonces la
funcion

1 .
A(t)zamtz siempre que m >0 y t>0

proporciona el area de la region rectangular.
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=V

p(t,mt)

Ya

f(x)=mx+b

p(t,mt+b)

FIGURA 2.8

0/
b A(t)=

Zl(mt-a) (mt+b)

51

c. El trapecio de la figura 2.9 tiene base menor de longitud 5, base mayor £ (¢ )=mz+5 y altura de

. y 1 1 .
longitud x =¢, entonces la funcion 4 ( ¢ )=5(b+mt+b )t:Emt2 +bt con ¢ >0, proporciona el

area de la region.

y

£ f(x)=mx+b
|
b I
&« I
[
o0 ¢ >x
FIGURA 2.9

EJEMPLO 2.5 (AREAS DE REGIONES POLIGONALES BIS)
a. La funcién que proporciona el area de la region rectangular de la figura 2.10 cuya base esta

definida por el intervalo [ a , ¢ | es 4 (¢ )=h(¢—a ) unidades cuadradas (siempre que #>0).

YA
f(x)=h
<= =>
7 |
|
|
L
0 t
FIGURA 2.10

b. La funcion que determina el area de la region triangular de base sobre el intervalo [ « , ¢ |, vea

la figura 2.11, se construye como sigue: observe que la linea recta asociada a la funcion
f ( X )= mx + b
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interseca al eje x cuando x=a, es decir, si f(a)=0, entonces b=—ma ; puesto que

Azi(base )( altura ), entonces 4 ( ¢ )=;(t—a X mt +b ) unidades de area (¢ > a ).

y
A

f(x)=mx+b

|
|
|
|
|
|
|
t

/a

FIGURA 2.11

RS

c. La funcion que proporciona el area de la region trapezoidal cuya altura esta definida por el
intervalo [ « , # |, misma que se muestra en la figura 2.12, se construye considerando que:

, ., . . , b
(observe que la linea recta de ecuacion 7 ( x )=mx +b interseca al eje x en el nimero x=-—):
m

i. subase menor mide f (a)=ma+b,
ii. subase mayor 1 (¢ )=mt+by
iii. su altura mide ¢ —« unidades de longitud.

A
f(x)=mx+b
|
|
flaf-———= !
. I
0“/-,7", a t’x

FIGURA 2.12

Puesto que el area de un trapecio se obtiene mediante el producto de la semisuma de las longitudes
de las bases y la altura:

A(t)zi[(mava )+(mt+b)](t—a )=;[(ma+mt )+(b+b)](t—a)
:i[m(m, )26 | 1-a ):i[m(ﬁa Ni-a)+2b(i-a)]

- ;m( > —a* )+ b(t—a ) unidades cuadradas (¢ > a).
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La tabla 2.1 resume las “funciones area” obtenidas en los ejemplos 2.4y 2.5.

DERIVADA DE
FIGURA FUNCION FUNCION AREA LA FUNCION
AREA
y
4 f(x)=h
= I I)
! | F(x)=h A(1)=h A(1)=h
| A(t)=ht I
I | 5
0 a t x
VA
f(x)=mx I
L] ()= A(t)=me? A(1)=m
A(t)=21mt2|
Ly
/0 t x
I
I 1 ,
b | f =mx+b At )=—mt* +bt -
< A(t)=5’mt€i-bt I (x) mx ( ) Zm A(t) mt+b
.
o t X
1 '
f(x)=mx+b A(t)zg(t—a)(mﬁb) A(t)=mt+b
TABLA 2.1

Para reflexionar

¢Puede identificar una relacion entre la funcién que limita a la region y la derivada de la

funcion area?

El siguiente paso consiste en calcular areas de regiones en la que uno de los “lados” es una
seccion la curva asociada a una funcién. La figura 2.13 muestra una aproximacion al area 4( R )

(region con las condiciones antes sefialadas, utilizando rectangulos.
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AR o o I

I I I

| I I I

l I

I A(R) I

| [

¥ > > >
0 a 2 x O a : x 0 a % X

FIGURA 2.13

Para Reflexionar

Respecto a la figura 2.13, del centro ¢qué ocurre con el “area faltante” al incrementarse el
nimero de rectangulos inscritos? En la figura de la derecha, ¢qué ocurre con el “area
sobrante”, si se incrementa el numero de rectangulos inscritos?

EJEMPLO 2.6
En la figura 2.14 se utilizan dos rectangulos para aproximar el area 4 ( R ) de la region R del

: - . 1 . .
plano cartesiano definida por: la curva asociada a / (x )= gx2 +2, los ejes coordenados y la linea

recta de ecuacion x =6.

b rex)=txka2 f(x)=tx%2 f(x)=tx%2
8 8 8
E F
|
|
|
4 4 | 4
|
2e ra 5 2€
A B A B
o o 2 6 >x o 2 6 >
FIGURA 2.14

En una primera aproximacion, el &rea de la regiobn R se encuentra entre 12 y 48 unidades
cuadradas (puesto que el area del rectangulo inscrito (que representaremos por s ABCD tiene
base 6 y altura 2); y area del rectdngulo ABEF que la circunscribe (que representaremos por Sy

tiene base 6 y altura 8) es 48, asi 12< 4 (R )<48 u*. Si utilizamos dos rectangulos como
aproximacion, ésta mejora, en la figura 2.15 la suma de las areas de los rectangulos inscritos:
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s=37(0)+3/(3)=(3)2)+(3)3.5)=16.5 u?

S=37(3)+3/(6)=3(3.5)+3(8)=34.5 u’.
El area de laregion R se encuentra entre los nimeros 16.5< 4( R )<34.5 u?.
y

YA f(x)=1¥+2 4 Fx)=j4+24

8 8
|

6 \ 6
|

4 4

2e 2

o 2 4 6 ’x o 2 4 6 >x
FIGURA 2.15

Vuelve a mejorar la aproximacion al area si utilizamos tres rectangulos, en la figura 2.16,

s=2f(0)+2f(2)+2f(4)=(2)(2)+(2)(§j+(2)(14J=56u2

3 3

S=2f(2)+2f(4)+2f(6):2(§

el area de la region se encuentra entre 18.6< A( R )<30.6 u>.

y
VA f(x)=§x2+2 Af(x)=gx2+2 p
8 8
6 6
4 4
2 2&
o 2 4 6 P o 2 4 6 P
FIGURA 2.16

Obtenemos una mejor aproximacion de 4 ( R ) si utilizamos un nimero mayor de rectangulos.

A continuacion, generalizaremos el proceso utilizado antes. La figura 2.17 muestra que la region R
esta limitada por: en su parte superior por la curva asociada a una funcion (7 que es continua y no

negativa), en su parte inferior por el eje x y a los lados por las lineas rectas verticales de
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ecuaciones x=a Yy x=»b respectivamente, para aproximar su area utilizando » rectangulos de
igual base, subdividimos el intervalo [ « , » ] enlos » subintervalos:

[x.x . [x.x] - [x..x, ] todosconlongitud ax=270
Puesto que los subintervalos tienen igual longitud, los puntos de sus extremos son:
Xo=a+0Ax, x, =a+1Ax, x, =a+2Ax, ---, x, =a +nhAx,
vea las figuras 2.17 y 2.18.
y y
A
A A A A
i '/ l | AS
I I |
I | I
| | I
| R | | i |
I I I |
ol Vv V> x o| Y X, , X, v > x
a b a ' ! b
FIGURA 2.17
at(i-1)Ax  g+(n-1)dx ¥ ,
a+ 04x a+2?l)2L 3dx a+idx a+ ndx
| @+ dx l 1
t |
O adx Ax Ax T T Ax ‘W’b x
-7 .
A 24x ) 1
Y 34x 4
1 (i-1)4x 2 a+(i-1)Ax a+idx
idx .
N : = N\ L >
nAx o a Yir i b ¥
FIGURA 2.18

Por otra parte, de acuerdo con el teorema de Weierstrass (del méaximo y el minimo) la funcion
f alcanza su valor minimo y su valor maximo en cada uno de los subintervalos

[XO’xl]’['xl’x2]’ [xnfl’xn]de[a’b]’
tomemos el intervalo i — ésimo , es decir, el intervalo [ x, , , x, |y representemos por 1 (m, ) al
valor minimo y por £ (M, ) al valor maximo de la funcion 7 .
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La figura 2.19 muestra dos rectangulos, el rectangulo inscrito (contenido en la region R que
tiene &rea 1 (m, )Ax)y el rectngulo circunscrito (una parte de él se encuentra fuera de la region
R), tiene &rea (M, )Ax, por tanto,

f(m )Axsf (M, )Ax.

y
A A A
| | 2/
F(My) ——:—— |
o
| R |
| |
i >
ol ¥ X, , X, vV X
a s b
FIGURA 2.19
DEFINICION 2.2 (SUMA INFERIOR Y SUMA SUPERIOR)
Sean:
a. / una funcién acotada y continua definida sobre el intervalo [ a , & |,
b. Los subintervalos [ x, , x, |, [ x . x, |, -~ [ x,,.x, | ajenos entre, y que al unirlos

se obtiene el intervalo [ a , b |.

C. r(m, ) elvalorminimoy 7 (s, ) el valor maximo de / sobre elintervalo [ x,_, , x; ], entonces:

i

i. La suma de las areas de los rectangulos inscritos es
s(n)=s (m A+ f (my YAy +ot f (m, JAx, =3 f (m; A,
i=1

y recibe el nombre de suma inferior.
ii. La suma de las areas de los rectangulos circunscritos es

S(n)zf(M] )Axl +f(M2 )sz"'"""f(Mn )Axn ZZf(Mi )Axi

y recibe el nombre de suma superior.

Como consecuencia de la definicion 2.2 tenemos
S(n)SA(R )<S(n ),
es decir, “la suma de las areas de los rectangulos inscritos es menor o igual que el area de la region,
misma que es menor a la suma de las areas de los rectangulos circunscritos vea la figura 2.20.
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y YA Y A
) A Af pf

A(R)

FIGURA 2.20

Para reflexionar
¢Es posible larelacion s(n )>4( R )>S(n)?, explique.

EJEMPLO 2.7 (CALCULO DE SUMAS SUPERIORES E INFERIORES)
Determinemos las sumas s () y S(» ) de la region del plano cartesiano limitada por el eje x, la

curva asociadaa £ (x )=x+2 ylaslineas rectas de ecuaciones x=0y x=4.
Dividimos el intervalo [ 0 , 4 ] en » subintervalos congruentes, todos ellos de longitud

_b—a_4—0_i
B n B n _l’l,
Iosintervalosson{o,ét][4,8][8,12} {(n—1)4,4]
n n n n n n
Y a y
Vst
‘2/
’x
o 2 4
f(x)=x+2__&
4 2 S(M)4
f(m)~”
‘%
0 2 4 > x

FIGURA 2.21
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Los valores minimos de la funcién 7 (x )=x+2 (sobre los intervalos), se presentan en los nimeros

extremos izquierdos, y los valores maximos en los nimeros que son extremos derechos de los
intervalos.

m, =0, m, =:, m, =i,etc.,engenera| m, =0+(i—1)i=i(i—1)

y
4 8 8 4
—, M,=—, M,=— etc,engeneral M, =—i.
n n n n

., 4 4
Entonces, evaluamos la funcion £ (x )=x+2 enm, =—(i—1)y M, =i, obtenemos
n n

FOn)=r( 2 )= G0t a4y

n n n

La suma inferior es

=S Aimt ] (4) (et ) gl e s

—Lnn

16 16 8 <
=—D>i—-——>1+—>1.
La suma superior es

S(n)zi[ :i+2}(i jz y I:lgi+8:|= .n gm y §=gii+§2}1:1.

=1 —1L 1 n

Para reflexionar

¢Como justifica la afirmacion: Los valores extremos de f(x)=x+2 se presentan en los
nimeros que extremos izquierdos y en los numeros que son extremos derechos de los
subintervalos de la forma

[ Xig > X ]?

EJEMPLO 2.8 (CALCULO DE SUMAS SUPERIORES E INFERIORES)
Para determinar s () y S (= ) de la regién del plano cartesiano, vea la figura 2.22., limitada por

los ejes coordenados y la curva asociadaa f (x )=6— x.

b-a 6-0 6
—, por tanto,
n

i. Dividimos el intervalo [ 0 , 6 ] en » subintervalos de longitud Ax = = =
n n

Iosintervalosson{0,6][6,12}[12,18} [(n_1)6’6]
n

n n n n n
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S ™

f(x)=6-x Yx)—6-x
4 f(M,-)\ __________
7

FIGURA 2.22

Los valores maximos de la funcién 7 (x )=6—x (sobre los intervalos), se presentan en los
extremos izquierdos y sus minimos en extremos derechos de los intervalos

oos L le 2L le. el [e-1)s.6]
. 6 6, [ 6 6 . .
Entonces M, =0+ (i—1)—=—(i—-1)y m[:O+l(j:l . Aplicando f(x)=6-x,
n n n n

obtenemos

f(mi)=f(2 j iz y también 7 ( M )=f(2(i—l)j=6—6(i—l).
O s

i PN i1
y
4 6, . 6 4 36 36 . 36 36 <& 36 36 &
S(n):[=1{6—n(z—l)}(nj:;(n+nzz—nzj:n§1 z_le

EJEMPLO 2.9 (CALCULO DE SUMAS SUPERIORES E INFERIORES)
Calculemos s(n )y S(n) de la region limitada por: el eje x, la curva asociada a la funcion

1 . .
f(x ):5x2 +1y las lineas rectas de ecuaciones x =1y x=3.

Dividimos el intervalo [ 1, 3 ] en » subintervalos, todos de longitud

pobma 3712
n n n
y obtenemos los sub intervalos
[ 1,1+(1)3 } [ 1+(1)3,1+(2)z } [ 1+(2)2,1+(3)2} { 3-2.,3 }
n n n n n
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VA VA
f(x)=5x%1 flx)=tx 1
I |
4 |
I
|
I
2 | 2
|
“ | -«
0 1 2 3 X o r 2 3 x
Y A Y A
Prix)=1x1 f(x)=i1
|
4 7 f(M,.)\") __________ I
/ /| |
--------- |
2 f(m,.)// I
|
> >
ol 1 2 3 % ol 1/2\s *
m
FIGURA 2.23
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. g 1 . .
Los valores minimos de la funcion f ( x )=5x2+1, (sobre los intervalos anteriores), se

presentan en los extremos izquierdos, y sus maximos en los extremos derechos y son

. 2 2
respectivamente m, =1+(i—1)=y M, =1+i =,
n n

También

2
2 1 2
£(m ):f[u(i_l)j:(u(i_l)j =22 224 )2,
n 2 n 2 n on non n
2
f(Mi):f(l‘l'ij:l(l-i-in =342, 20
n 2 n n n’
3_24_2_’_[2_4)1'_’_21‘2 [2j— y 3_4+4+(4_8ji+
2 n n? n n’ n’ n =\ n n n* n’
3 4 4\ 4 8 . 4.
———t— 1+ ——— i+—)1
n nt j; (nz n3)_l n &
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Por otra parte S(n)ZZ‘:;-Fz +% }[2 ): {3+42i+43i2]
1

i=1

Las sumas inferiores y superiores (S (» )y s (» )) dependen del nimero () de rectangulos

considerados 'y el indice (también variable) i, sin embargo, es posible reescribirlas tnicamente en
términos de la variable », para tal efecto se utilizan las propiedades de las sumas (la notacion sigma

Z ) y los resultados referentes a las sumas de las potencias de los primeros » nimeros naturales

(el lector debe revisar el Apéndice A.A en donde se tratan detalladamente).
Reproducimos ambas propiedades en las siguientes lineas.

PROPIEDAD A.C.1 (PROPIEDADES DE LAS SUMAS)

Si ¢ es cualquier niamero

a. icai = czn: a, (propiedad de homogeneidad).

i=1 i=1

b. > (a,+5, )= a, +> b, (propiedad de aditividad).
-1

i=1 i=1

C. Zn:( a,—a,, )=a, —a, (propiedad telescopica).

PROPIEDAD A.C.2 (PROPIEDADES DE LAS SUMAS DE POTENCIAS)

Si ¢ es un nimero constante y » un numero natural, entonces:
n

a. Zc =nc.
i=1

n 2
b. 1+2+3+---+n=2i=n(n2+1)=n 2+n
i=1

n 3 2
. 12+22+32+m+n222i2:n(n+1)(2n+1):2n +3n +n
P 6 6
n+1) n4+2n3+n2
2 .

d 1?+2°+3% +-.4n _Zz

EJEMPLO 2.10
En el ejemplo 2.7 calculamos las sumas s (# ) y S ( » ) parala region del plano cartesiano definida

por el eje x,lacurvade 7 (x)=x+2,laslineas rectas de ecuaciones x=0 y x =4, obtuvimos:
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16 . 16, 8¢
_;7;1_72;“2;1

y
16 n ) 8 n
S(n):TZZ —Zl,
noa oo
respectivamente.
Al aplicar los incisos a. y b. de la propiedad A.A.2 obtenemos
2
s(n)zgu—g-iﬂr§-n=8+§ E+8 16—§
n 2 n n n o n n
y
2
S(n)=10m .8, g 851640,
n 2 n n n

63

Si el nimero de rectangulos que aproximan el area de la region crece indefinidamente, es decir,

n — +oc, 0btenemos

lim s(n)= ll'm(16—8):16 y lim S(n)= ll'm(16+8j=16.
n

n—>+00 n—+o0 n n—>+0 n—>+0

CONCLUSION

En la region del plano cartesiano limitada por el eje x la curvade £ (x )=x+2,y las lineas rectas

de ecuaciones x=0 y x=4, se cumple lim s(n )= lim S(n )=16.

EJEMPLO 2.11

En el ejemplo 2.8 determinemos s () y S () parala region del plano cartesiano limitada los ejes

coordenados y la curva asociada a la funcién 7 ( x )= 6 — x. Obtuvimos las sumas

36, 36 _36 36 -, 36
21— z:yS 21 Z }721:1

i=l
respectivamente.
Silos incisos a. y b. de la propiedad A.A.2,

2
3621_£Z _36 , 36 nnHn_q0 19 18 1o 18
i=l1

n n? 2 n n

2
):&. _36n"+n_ 36 —36—18—§—§=18—ﬁ.

S (n nokn
2 2
n n 2 n n n n

Ahora incrementamos indefinidamente el nimero de los rectangulos que aproximan el area de la

region, es decir, si n — +oc, obtenemos

lims(n)= lz’m(18—18j=18 y lim S(n)= Zl'm[18—54j=18.
n

n—>+o n—>+00 n—>+0 n—>+0 n
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CONCLUSION
En la region del plano cartesiano limitada por el eje x, la curva de la funcién 7 (x )=x+2, las
lineas rectas de ecuaciones x=0 y x=4, se cumple

lim s(n)= lim S(n )=18.

n—>+0 n—>+0

EJEMPLO 2.12
En el ejemplo 2.9 calculamos s(# )y S(» ) para la region del plano cartesiano limitada por el eje

. i 1 , .
x, la curva asociada a la funcion 7 ( x )= Exz +1, las lineas rectas de ecuaciones x=1Yy x=3,

obtuvimos:

en el proceso de suma superior.
Si aplicamos los incisos a., b. y c. de la propiedad A.C.2 obtenemos

(3 4 4) [4 8jn2+n 4 2n° +3n +n
s(n)=| Z-—=+—= |n+| ——— +

n n* n n: 2 n 6
BN NSO I BV
n n n n 3 n 3n

n

1

2 3 2
n+in +n+i32n +3n +n:3+2(1+1j+§(2+2+1)

nt 2 n 6 n n o n’

3 4G, 485,
S ngl — —
(n) nog +n2 :1l+ ’ ll

3
n

Por ultimo, incrementamos indefinidamente el nimero de los rectangulos que aproximan el area de
la region (n — +oc) obtenemos, para la suma inferior
2 4 4 2 2 ]_ 19

lim s(n)z lim 3—i+i+2————+—+——— =—
n—>+0 n—>+oo n I’l2 n nz 3 n 3}’12 3

lim S (n )= lim 3+2(1+1J+2(2+2+12j _19
n—+oo n—>+o0 n 3 n n 3

para la suma superior.
CONCLUSION

241

. . - . 1
En la region del plano cartesiano limitada por el eje x, lacurvade 7 (x )= 2%
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, . 1
y las lineas rectas de ecuaciones x=1Yy x=2,secumple Zim s(n )= lim S(n )= 39.

n—>+w0 n—»—+w0

Otras de las caracteristicas de las funciones de los ejemplos 2.8 a 2.10 son: continuas, no
negativas y ademas se cumple
lims(n)=tim S(n),
n—>+0

n—>+0
también puede verificarse (utilizando argumentos geométricos) que la region en consideracion
contiene
A(R)=lim s(n )= lim S(n) unidades cuadradas.

n—»>+oo n—>+o0

Una generalizacion de los resultados anteriores es la conjetura:

Si / esuna funcion continua y no negativa sobre el intervalo | « , b |, entonces
lims(n)=lim S(n),siempre que

i
b-a
n
sea la longitud de las bases de los rectangulos, f (m, )y f (M, ) los valores minimo y maximo

(respectivamente) de la funcion 7 sobre los intervalos | x, , , x, |.

Ax =

La conjetura anterior es verdadera y puede ser generalizada tomando en cuenta:
i. Para cualquier nimero ¢, €[ x,, , x, ] se cumple

s(n)<Y /(e aess(n)

(no necesariamente deben ser los nimeros m, y M, ), vea la figura 2.24.

ii. Se conserva la validez de la afirmacién “si el nimero de rectangulos se incrementa
indefinidamente” los numeros
f(mi )y f(Mi )
coinciden y son iguales a
f(ci )
iii. Se cumple

A(R)= lim s(n)= lim Zf(ci YAx = lim S(n).

n—>+w n—>+o0 % 1 n—>+0
i=
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y

FIGURA 2.24

Las observaciones hacen viable la definicion 2.3, misma que se refiere al area de una region del
plano cartesiano.

DEFINICION 2.3 (AREA DE UNA REGION EN EL PLANO CARTESIANO)
Si 7 es una funcién continua y no negativa en el intervalo [ « , b |, entonces el area de la region

del plano cartesiano limitado por:
i. Lacurvaasociadaa £ .

ii. Eleje x.
iii. Las lineas rectas verticales de ecuaciones x=a y x=»b, €S
b—-a

A(R )= lim if(ci )Ax, unidades cuadradas, donde ¢, €[ x,, , x,
n——+w =

1

Jy Ax=

Por el momento utilizaremos la definicion 2.3 en el calculo de areas de regiones en el pleno, sin
embargo, debemos sefialar que tal definicion posteriormente serd modificada.

EJEMPLO 2.13 (AREA DE UN RECTANGULO)
La linea recta asociada a la funcion 7 (x )= (& positiva) junto con los ejes coordenados y la

linea recta de ecuacion x = » (b positiva) el rectangulo de la figura 2.25, calculemos su utilizando la

definicion 2.3.
Y y
A
f(x)=h 4 f(x)=h
<h I > <h | >

| |
| |
| :

o b > x 0 ¢ b > x

FIGURA 2.25
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El ancho de las bases de los rectangulos es

Ax: =
n

b-0_b
n

por tanto,
c[:iszéi y /(e )=f(bij=h.
n n
Luego

R b . bh<-, bh<-, bh
A(R )= lim Zh( nj: lim —le;élz—nzbh.

n—o0 = novo p 4 n

EJEMPLO 2.14 (AREA DE UN TRIANGULO)
La funcion

f(x)z—Zx+h

en donde los nimeros # y b representan nimeros positivos define la region triangular de la figura
2.26, calculemos su area utilizando la definicion 2.3.

VA "
\h f(x)=-l§’x+h \h f(x)=-£’x+h

FIGURA 2.26

b
n
cl,:éi y f(ci ):f(bi):—h( bij+h:—hi+h,también
n n

b\ n n
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A(R )=hb lim Zl—hb lim 721

n—+0 p n—>+o g
.1 .1 n*+n
=hb lim —(n )—hb lim =
n—+wo n n—>+oon
=hblz’m(1)—hbzl’m(1+1j
n—+0 n—+oo n
finalmente
A(R)= hb—%oA( R)=hp-T0_ 10

EJEMPLO 2.15 (AREA DE UN SECTOR PARABOLICO)
La pardbola de ecuacion f (x )=x> definida sobre el intervalo [0, 5 ] define un “sector

parabolico” en el plano cartesiano, vea la figura 2.27, calculemos el area de esta regién utilizando la
definicion 2.3.

YA Y A

b’ b’
i f(x)=x? | f(x)=x?
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
— —

0 b X o S b

FIGURA 2.27
Aqui Av=2"2_-? sea ¢, enelintervalo [ x.,,x ], entonces
n n

ci=biyf(ci)=f[bij=[bij S

Il Il
s Iy
| M=
i 7 o
S w‘ w
e
N———
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3
A(R)zblz’m[2+3+12
6 n—o+o n n

3

b’ b
== (2)= 5 » unidades cuadradas.

A EJERCICIOS PROPUESTOS 21 VWV

1. Determine el area de la region del plano
cartesiano limitada por:

a. El eje x, la curva asociada a la funcion
f(x)=4y las lineas rectas de ecuaciones
x=1Yy x=4.

b. El eje x, la curva asociada a la funcion
f(x)=2y las lineas rectas de ecuaciones
x=-3Y x=3.

c. El eje x, la curva asociada a la funcion
f(x)=-=3 y las lineas rectas de

ecuaciones x=3 Yy x=6.

2. Determine el area de la region del plano
cartesiano limitada por:

a. Las funciones f(x)=-4, g(x)=3y
las lineas rectas verticales con ecuaciones
x=4Y x=6.

b. Las curvas asociadas a las funciones
f(x)=-1, g(x)=-3y lineas las rectas
de ecuaciones x=—4y x=-1.

3. Determine el area de la region del plano
cartesiano limitada por:

a. La curva asociada a la funcion
f (x)=5-x ylos ejes coordenados.

b. La curva asociada a la funcién
f (x)=2x+6 ylos ejes coordenados.

4. Determine el area de la region del plano
cartesiano limitada por las curvas asociadas
a:

a f(x)=6-x, g(x)=2x+6yeleje x.
b. La curva asociadaa f(x)=-2x+2,
g(x)=-1x+2yeleje x.

5. Establezca la funcion que determina el
drea de la region del plano cartesiano
indicada.

a. Limitada por 7 (x )=2x-5y cuya base
define el intervalo [ >t ]

b. Limitada por / (x )=5x—-4 y cuya base
define el intervalo [ .t ]

c. Limitada por /(x)=3x—-1y base el
intervalo [ 3, ¢ |.

d. La region trapezoidal cuya altura esta
definida por el intervalo [ -1, ¢ ], y se
encuentra limitada por la curva de
f ( X )= 2x+3.

e. La region trapezoidal con altura esta por el
intervalo [ 7, 1 ], y se encuentra limitada por
lacurvade f(x)=-3x+6.

f. Construya la funciéon que proporciona el
area de la region trapezoidal limitada por la
cuva de f(x)=4x—-10, la altura esta

definida por el intervalo [ 3 , ¢ ].
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6. En cada caso determine la funcion que
describe el area de la region.

a. b.
y y
Af(x)=2x Af(x)=x+1
’
R R
0 t >x T ¢ X
C.
YA
f(x)=2
<€ >
R
>
0 t X

7. Utilice sumas superiores e inferiores y
aproxime el area de la region de la figura
(utilice el numero de rectangulos de ella).

a.

y
4 flx)=ltx-1

f(x)=x’ f

C.

1“ P 4
f(x)=Vx

o 1 >x

d.
YA
1 f(x)=VI1-x?
] 1 >x

8. Considere la regién limitada por
f(x)=4-(x-2) yeleje x.

a. Tracela.

b. Complete la siguiente tabla (» representa

el nimero de subintervalos en que se divide
la base).

n | 214|8]16

s(n)

S(n)

9. Considere la regién limitada por

f(x)=+16-(x-6) yeleje x.
a. Tracela.
b. Complete la siguiente tabla (» representa
el nimero de subintervalos en que se divide

la base).

n | 41|8]16
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10. Determine s (7 ) y S(» ) para la region

del plano cartesiano definida por la curva
asociada a la funcién 1 :

a. f(x)=5,los ejes coordenados y la linea

recta de ecuacion x =3.
b. El eje x y las lineas rectas de ecuaciones

x=-2Yx=5
c. El eje x y las lineas rectas de ecuaciones
x=1Yyx=4

d. El eje x y las rectas de ecuaciones
x=-2Y x=6.

11. Determine s (7 ) y S(» ) para la region

del plano cartesiano limitada por la curva
asociada a la funcion f :

a f(x)=-3x+6yeleje x.

f(x)=1-x*yeleje x.
c. f(x)=9-(x
(x)

f(x)=1+x*sobre [ 1,4 ].

~-3) yeleje x.

12. Determine el area de la region del plano
cartesiano (Utilice la definicion de area dada
en esta seccion).

a. Limitada por f(x)=5, los ejes
coordenados y la linearecta x =3.

b. Limitada por 7(x)=3, el eje x y las
lineas rectas de ecuaciones x=-2 y x=5.
c. Limitada por f(x)=3x-2, el eje x y
las lineas rectas de ecuaciones x=1 Yy
x=4.

d. Limitada por 7 (x)=x+4,eleje x ylas
lineas rectas de ecuaciones x=-2 y x=6.

13. Determine el &rea de la region del plano
cartesiano (Utilice la definicion de area dada
en esta seccion).

a. Limitada por 7 (x )=-3x+6 yeleje x.
b. Limitada por / (x )=1-x yeleje x.

C. La region limitada por
f(x)=9-(x-3) yeleje x.

d. Limitada por f(x)=1+x" sobre el
intervalo [ 1,4 ].
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ACTIVIDADES 2.1

1. Dos motociclistas parten del reposo, desde
un mismo semaforo, y aceleran durante varios
minutos. La figura anexa muestra sus
velocidades en funcion del tiempo.

vV (min/seg)
& M.
A Moto-
== ciclista 2
4’/'
400 - - | L +—| Moto-
ciclista 1
/4
=
~
KA »,
0 1 2
( min)

a. ¢Cudal motociclista se encuentra adelante
después de 2 minutos?

b. ¢Cual motociclista se encuentra adelante
después de 4 minutos?

c. ¢Cuél es la distancia recorrida por cada
motociclista?

2. Un auto parte a las cero horas y viaja a la
velocidad que muestra la figura. Un Camion
parte una hora después, a velocidad constante
de 90 kildmetros por hora y sigue la ruta del
auto.

A (km/h)
60 =

) \

/
40 Y N

/
20| Y A
0 5 0
(horas)

a. ¢Qué distancia ha recorrido el automovil
cuando parte el camion?

b. ¢En el periodo del tiempo en que el auto
esta adelante del camion?, ¢;cuando es
maxima la distancia entre ellos?

c. En qué periodo de tiempo el auto esta
adelante del camién?, ¢cuando es minima
la distancia entre ellos?

3. Area de un rectangulo

a. En la parte positiva del plano cartesiano
trace el rectangulo limitado por los ejes
coordenados, las rectas verticales de
ecuaciones x=a , x=b Yy la linea recta
f(x)=b,b>0.

b. Determine la “suma de Cauchy Riemann”
correspondiente.

n—>+0

c. Evalte 4(R)=1im Y s (e )Ax |
i=1

¢,qué concluye?

4. Area de un trapecio.

a. En la parte positiva del plano cartesiano
trace el rectangulo limitado por los ejes
coordenados, la recta f(x)=ax+b ,

b>0Y las rectas verticales de ecuaciones
x=ay x=b.

b. Determine la “suma de Cauchy Riemann”
correspondiente.

n

c. Evalie 4(R)=iim ) f(c ) ,
n—>+0 -1

¢$qué concluye?

5. Regla de los trapecios.
La figura muestra una curva continua y
positiva.
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El intervalo [a,b] estd dividdo en n
subintervalos de igual longitud por las abscisas

a=2Xy, X, Xyy X3,..., X, =b.

YA

k p— — —
v

0 xo xI x2 x3 xn—] n

a. Puesto que la longitud del intervalo [ a, b ]

es b—a , ¢cudl es la longitud de cada
subintervalo que generan las abscisas
A=Xy, X|y Xpy X35ees X, =b7?

Denomine esta longitud por » .
b. Rescriba abscisas.
a=x,, X;, Xy, X3,..., X, =b en términos de
h.
c. En la figura dada marque las iméagenes
correspondientes a

Xgs X1» Xpy X3,.005 X,
y luego dos imagenes consecutivas utilizando
segmentos de recta.
d. Asocie un trapecio a cada subintervalo
determinado por dos abscisas consecutivas y
sus respectivas imagenes.
e. Calcule el éarea de los tres primeros
trapecios y del dltimo de ellos. Sume el area
los trapecios.
f. Simplifique la expresion obtenida.
g. Concluya que

AR)=2L s (a)+27 (ash )+t £(5)]:

6. Valor promedio.
Suponga que el valor promedio de la funcion

c. ¢Por qué el é&rea limtada por

73

/ sobre el intervalo | b | esta definido

en términos del area 4 de la region que
limitan: las rectas verticales de ecuaciones
x=a, x=b €l eje de las abscisas y la
curva asociada a la funcion s  por

A4.

valor promedio =
b-a

Tome como base la siguiente figura y

determine:

4\

a. El valor promedio de la funcion
correspondiente.
b. La funciéon / que describe el area de la

region limitada por las rectas verticales de
ecuaciones x=a , x=¢ €l eje de las
abscisas y la curva asociadaa 1 .

c. El valor promedio de la funcion
f(x)=x+1 sobreelintervalo [ 1,3 ].

7. Semicircunferencias.
a. En el mismo plano, trace las curvas
asociadas a las funciones

F0)=N-2 Yy f(x)=—lt-2"

¢qué region geométrica encierran? ¢ Cual
es su area?
b. ¢Por qué el éarea limtada por

f(x)=1-x> y el e x es %

unidades cuadradas? Explique.
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2
f(Jc)Z\/az—x2 y el ee x es %

unidades cuadradas? Explique.

8. Movimiento de un objeto.
Un objeto se mueve a lo largo de una linea
recta de acuerdo con una velocidad dada por

v(t)=4+2t m-s" sobre [ 0,4].
a. Trace la curva correspondiente.

b. ¢ Cudl es la distancia que recorre el objeto?
c. Determine la funcion s (z ) que describe la

posicion del objeto.
d. Utilice la funcion s(z) para hallar la

distancia recorrida por el objeto en [ 0,4 ]y
compare su respuesta con la del inciso b.




2 2 FUNCION AREA Y EL TEOREMA
. FUNDAMENTAL DEL CALCULO

APRENDIZAJES

El alumno:

6. Infiere a la integral definida como el limite 9. Interpreta la relacion que se establece en el

de sumas infinitas. teorema fundamental del célculo.

7. ldentifica la funciébn é&rea como una 10. Descubre las ventajas de la existencia de

antiderivada o primitiva. una antiderivada para encontrar la integral

8. Identifica los elementos que sustentan al definida.

teorema fundamental del célculo. 11. Utiliza las propiedades de la integral
definida.

TEMATICA

i. La funcién area como una antiderivada.
ii. Formulacion del Teorema Fundamental del Calculo.

En la secci6n anterior definimos area en el plano cartesiano, también verificamos las férmulas de area que
se obtienen a partir de ella concuerdan con las férmulas de areas de la geometria plana, sin embargo, tal
definicién de area que es bastante rigida en el sentido las hipétesis que contiene, asi como poco préactica; por
tanto, nos corresponde mejorarla. Iniciemos la reformulacion de la definicion 2.3.

1. Las bases de los rectangulos no tienen gue ser de la misma longitud.

DEFINICION 2.4 (PARTICION)
a. Una particion del intervalo [ « , b ] es un conjunto finito de puntos
Az{ Xy Xis Xoy eevs Xyny X, g5 X, }, talesque a=x,<x, <x, <...<x,,<x, ,<x,=b
y que lo dividen en los subintervalos
[ Xo » Xy ], [ X1, Xy ]""’[ X X ], B [ Xn-1 5 Xp ] ‘
b. La longitud o ancho del subintervalo [ x, , , x; | (i —ésimo intervalo) es
Ax; =x; =X .
c. La norma de la particion A se representa por | A | y se define como el ancho o longitud del
mayor de los subintervalos que la componen, es decir,
HA H:szmax(xi_'xi—l)'
d. Una particion A se denomina regular si todos los subintervalos que genera tienen la misma
longitud.
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La figura 2.28 muestra la particion A ={ x,, x,, x5, ..., x, 5, X, ,,» x, | delintervalo [ a , b ],
asi como su norma,

AHsz — X4

| o . d
T y >
X X X, X, X, X5 b

a= 7

S

FIGURA 2.28

Para reflexionar
¢Pueden intersecarse dos 0 méas subintervalos de una particion?

EJEMPLO 2.16
a. La particion
A={-1,-08,1,15,2.1,3 }delintervalo [ -1, 3 ]
genera los cinco subintervalos
[-1,-08],[-08,1],[1,15],[15,21]y[21,3]
cuyas longitudes son
Ax, =—0.8—-(-1)=02 Ax, =1-(-0.8)=18

Ax, =1.5-1=0.5 Ax, =2.1-15=0.6
Ax; =3-2.1=0.9, respectivamente, en consecuencia, tiene norma
HA HzAx=1.8.

b. La particion
A={0,1,2,3,4,5 }delintervalo [ 0, 5 ]
es regular y tiene norma
|a]=ac=1.
C. La particion

A:{ 0, JL 3%12177 L }del intervalo [ 0, 1 ]
<

(observe a:0<3in< !

3n—1

1 1 1 — i
..< 45 <§<Lt<1=b)tiene norma

| =ac=

y genera un nimero “muy grande” de subintervalos.

Note que en toda particion la norma
|A]=Ax
es mayor o igual que la longitud del intervalo dividido por el ndmero de subintervalos que la
componen; en la particion
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. b-a
A={ x4, X;s Xy ...’ X, 5, X, ;> X, | delintervalo [ a , b ] se cumple Ax> :
n

Para reflexionar
¢ Cuéntas particiones tiene un intervalo cerrado?
¢ Cuéntas particiones regulares tiene un intervalo cerrado?

En una particion regular el nimero de intervalos que la componen se incrementa
indefinidamente conforme la norma de la particion se aproxima a cero, la afirmacion reciproca no

siempre es cCierta.

2. Lafuncion / no tiene que ser positiva.

Aclarados los puntos 1.y 2., ya no son (tiles los nimeros S (# )y s(n ) (sumas inferiores y
sumas superiores), mismos que sustituiremos por las “sumas de Riemann - Cauchy”.

DEFINICION 2.5 (SUMA DE RIEMANN - CAUCHY)
Sean: f una funcion definida sobre el intervalo [ a , b |,

A={x,, X, X, ..., X, 5, X, ,» X, } Una particion del intervalo [ a , » ]y Ax, el ancho del
subintervalo [ x, , , x, |.
Sic el x, ,x ], entonceslasuma

gm s,

se denomina suma de Riemann - Cauchy de / para la particion A .

Note que la definicién 2.5 no incluye las hipétesis:
a. Continuidad de la funcién 1 .

b. La funcién 7 es positiva y en consecuencia cada sumando, de una “suma de Riemann-Cauchy”

no necesariamente representa el area de un rectangulo.
c. En toda particion del intervalo [ « , » ] la suma de Riemann - Cauchy tiene un valor distinto.

EJEMPLO 2.17 (SUMAS DE RIEMANN - CAUCHY)
a. La suma de Riemann - Cauchy para la funcion f (x )=x+1
y la particién
A={-1,-08,1,15,2.1,3 }delintervalo [ -1, 3 ]
con
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¢, =-09,¢,=0,¢c;=12,¢c,=2Ycs=2586S

n

D e A =1 (=09)02)+r(0)1.8)+f(1.2)05)+(2)0.6)+/(25X0.9)

i=1
=(0.1X02)+(1)1.8)+(22)0.5)+(3)0.6)+(3.5)0.9)=7.87.
b. La suma de Riemann - Cauchy para la funcion £ (x )=x+1

y la particion
A={-1,0,1,2,3} delintervalo [ -1, 3 |
con
c,=-05,¢,=05,¢;=15Y¢, =25
es

n

D (e )= £ (=05 Y1)+ 7 (05 )1)+ 7 (15)X1)+ 7 (25)1)
=(05)1)+(1.5)1)+(25)1)+(3.5)1)=8.

Ya estamos en condiciones de definir formalmente la integral definida.

DEFINICION 2.6 (INTEGRAL DEFINIDA)

Sean: / una funcién definida sobre el intervalo [ @, b ], si lim > f(c, )Ax, =1 existe, se
n—+0 -
dice que ; es integrable sobre elintervalo [ a , » ]y el nimero

1= tim 37 (e ax = 1 (x )ax

n—>+ow 4

se denomina integral definida.
En la expresion

Izjjf(x)dx,

a recibe el nombre de limite inferior de integracion y el nimero & limite superior de integracion.

Para reflexionar

¢Por qué son equivalentes las sumas  im Z:]:f (¢, )Ax, =1y lim ;f (¢, )Ax, ?

n—+o “
13

Respecto a la definicion anterior, ¢puede proporcionar una funcion en la que no exista el
namero 1 ?

EJEMPLO 2.18 (INTEGRAL DEFINIDA)

a. Evaluemos 7 = J-22 (x -2 )dx, utilizando la definicion 2.6, vea la figura 2.29.
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YA
-2 />

0 2 ¥

|
|
|
|
I ) f(x)=x-2
|
|
|
|

FIGURA 2.29

Seaenintervalo [ —2 , 2 ] una particion regular de norma
2-(-2) 4
Ax = 7( ) = — '
n n
los numeros ¢, los extremos izquierdos de los subintervalos generados por la particion son
4
c;=—2+i—.
n
Puesto que f (x )=x-2, entonces:

f (—2+i4):—2+i4—2=—4+i4,portanto,
n n n

la suma de Riemann - Cauchy es

e

16 ; 16
-2

i=1 no5
6 +n 16n.
2( nsz 2 J_n
=8( 1+l j—16:1—8
n n
La integral definida es

I = ll’m|:8(1+1]—16:|=8—16=—8 0 IZJ‘_ZZ (x—Z)dx=—8.

n—>+0 n

79

EJEMPLO 2.19 (INTEGRAL DEFINIDA)

Evaluemos la integral 7 = j: (x2 —2x )dx aplicando la definicion 2.6, vea la figura 2.30.
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f(x)=x22x

FIGURA 2.30
4-0 4 - , 4.
Sea Ax = = la norma de particion del intervalo [ 0 , 4 ], entonces ¢, = —i, puesto que
n n n
f ( 41’] = giz _8 , entonces
n n n

la suma de Riemann - Cauchy es

L 16 . 8. 4 (64 . 32 . 64 <& | 32 &

0 hien

lo que implica

4
=] (2 e =tim | [ 22 242+ L |ougf 141 ] | =% 16210
0 n—>o 3 n n’ n 3 3

Para reflexionar

C 2 ) .
¢Por qué el numero 7 = j ) (x—2 )dx=-8 no representa el area de la region & ?
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Ahora responderemos las preguntas relativas a la integral definida.
1. ¢ Qué caracteristicas tienen las funciones integrables?
2. ¢ En qué condiciones representan el area de una region del plano cartesiano?
3. ¢ Cudles son sus propiedades?
4. ¢ Cual es su relacion con las integrales indefinidas o antiderivadas? ¢Por qué se utiliza el mismo
simbolo para ambas?
5. ¢ Existe un método préctico para evaluar integrales definidas?

Respecto a la pregunta 1., las funciones que integramos en el ejercicio 2.14 son continuas
sobre un intervalo de laforma [ « , b |, esta condicion es suficiente (pero no necesaria) para que la

funcion 7 sea integrable en el intervalo [ a , b |.

PROPOSICION 2.2 (CONTINUIDAD IMPLICA INTEGRABILIDAD)
Si / es una funcion continua sobre el intervalo [ a , b ], entonces es integrable sobre [ a , b |.

La justificacion de la proposicion 2.2, esta fuera de los propdsitos de la presente obra y puede
revisarse en libros de texto de nivel superior.

Funciones, como las polinomiales, las exponenciales, las logaritmicas y las senoidales (puesto
que son continuas sobre los nimeros reales) son integrables, sin embargo, la integrabilidad de otros
tipos de funciones dependera del intervalo del dominio considerado.

Para reflexionar
¢Una integral siempre representa un area?

Respecto a la pregunta: 2.
¢ En qué condiciones, la integral definida es equivalente al rea de una region?

El estudio de la integral definida se origind al resolver el problema de calcular el area de una
region del plano cartesiano, ello nos condujo a la definicion 2.3, que esta exenta de conceptos
geométricos y no depende de estos, sin embargo, su similitud con la definicion de area de una
region del plano (definicion 2.3) hace posible escribir esta Ultima en términos de la integral definida.

DEFINICION 2.7 (AREA DE UNA REGION EN EL PLANO CARTESIANO)
Si / es una funcion continua y no negativa sobre el intervalo [ « , » |, entonces el area de la

region del plano cartesiano limitado por: la curva asociada a /, el eje x y las rectas verticales de
ecuaciones x=a y x=>b €S

A(R)zjjf(x)dx

unidades cuadradas.
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De la definicion 2.7 se infiere que una integral puede ser interpretada como area si la funcion ¢
sea continua y no negativa sobre el intervalo [ a , 5 |.

EJEMPLO 2.20 (INTEGRALES COMO AREAS)

. b . , ,
a. Si h>0, entonces j hdx=h(b—-a ), representa el area del rectangulo mostrado en la figura

2.31.

Ya

h f(x)_=h

€ >

N e ——— —

FIGURA 2.31

2
. a a ) .,
b. Si @ >0 entonces J. N dsz, representa el area del semicirculo mostrado en la
—a

figura 2.32.
YA
a

-a 0 a X

FIGURA 2.32

. 2 , ., .
c. La integral L x dx =—6, no representa el area de la region del plano mostrada en la figura 2.33

puesto que la funcion £ ( x )=x no es positiva sobre el intervalo [ -4 , 2 .

FIGURA 2.33
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Si en la definicion 2.6 consideramos variable el limite superior (o el inferior) puede tratarse
como una funcion, la “funcién integral’. En la figura 2.34 la integral se considera un namero, en la
figura 2.35 la integral se considera como una funcion.

constante

., F es funcion variable f es funcion
f es funcion de x l de t
» de x \ y /
[re)a Foo=|reoa
constante constante
FIGURA 2.34 FIGURA 2.35

La funcién con regla de correspondencia

F(x )=j:f(t )dt
tiene como dominio “el intervalo variable [ @ , x |” y a cada nimero x le asocia el nimero
jf (¢ )dr (siempre que £ (¢ ) sea integrable). Similarmente, si en la definicion 2.7 se supone que
el limite superior es variable, se tiene la “funcion area”

A()=[r(0)ar,
que depende de la variable x y que proporciona el area de la region del plano cartesiano limitada
por:
i. Una curva, “positiva”, asociada a la funcion 7 .

ii. El eje de las abscisas y las lineas rectas verticales con ecuaciones

x=ay x=t.

VA

A(x)

aE—— D — ——>
S —— — —
v

FIGURA 2.36

Respecto a la Pregunta 3. ¢ Cuales son sus propiedades?
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Una integral no necesariamente representa el area de una region del plano cartesiano, sin
embargo, esta interpretacion facilita la comprension y obtencion de sus propiedades. La definicion
2.6 establece que 7 es una funcion definida sobre el intervalo [ « , b ], pero ¢qué ocurre si a = b

0 a > b, la definicion 2.8 da respuesta a estas preguntas.

DEFINICION 2.8 (DOS PROPIEDADES DE LA INTEGRAL)
a. Si F(a) existe, entonces

F(a )=j“ £ (x)dx=0 (INTERVALO DE LONGITUD CERO)
b.Sia>by jbf(x )dx existe, entonces

jbf(x )dx:—j:f (x )dx. (INTERCAMBIO DE LIMITES).

Para reflexionar
¢Por qué la integral de la funcion £ (x) sobre el intervalo cerrado [ « , » | es igual a la
integral de / (x ) sobre el intervalo abierto ( a , b )?

En términos de areas, la propiedad a. establece que un segmento de recta vertical con extremos en
el eje de las abscisas y un punto de la curva asociada a ; tiene area cero, vea la figura 2.37

'\

FIGURA 2.37

EJEMPLO 2.21 (INTERVALO DE LONGITUD CERO)
a. Si f(x)=x+1, entonces Jj(x+1 )dx =0, “la region del plano definida por el intervalo

[ 3,3 ]ylafuncion 7 (x)=x+1 tiene area cero, vea la figura 2.38.
b. Si f(x)=1-x>, entonces I()O':(l—x2 )dx =0, “la region del plano definida por el intervalo

[ 05,05 ]ylafuncion 7 (x)=1-x", tiene &rea cero, vea la figura 2.39.
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YA VA
4 :i"’ s S
R e I ‘$‘ .O'
R ?
2 ¥ : I
i |
2 : |
>
0 2 4 " -1 0 1 >x
FIGURA 2.38 FIGURA 2.39

Para reflexionar

Geométricamente, ¢, qué representa J' f(x)dx?

La propiedad b. de la definicion 2.8 asegura que, si en la integral jh £ (x )dx se intercambian

los limites de integracion, entonces cambia el signo de la integral.

EJEMPLO 2.22 (INTERCAMBIO DE LIMITES)
a. En el ejemplo 2.19 determinamos que

J'Zz (x—2)dx=-8, entonces ij—2 Jax=—(~8)=8.

b. En el ejemplo 2.20 determinamos que

_[04 (x2 —2x )dx:?,entonces E (x2 —2x )dxz_?_

En la figura 2.40 la region R definida por: el intervalo [ « , » |y la curva asociada a la funcion
f, ha sido seccionada en las regiones R, y R, por el segmento de recta con extremos en los

puntos p, (¢, 0)y p,(c, f(c)),dado que J'Cf(x )dx =0 se intuye que el area de la region

R esigual a la suma de las areas de las regiones R, y R, .

y y
¢ R A 4 A R, f(c) R, A
I \J‘
| 4 ] f
I jbf(x)dx I I f(x)ax jf’f(x)dxi
| | | |
> >
t t
0 : z 0 ‘f p :

FIGURA 2.40
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La observacion anterior se expresa formalmente en términos de integrales por medio de la
proposicion 2.3.

PROPOSICION 2.3 (ADITIVIDAD)
Sean: a <c < b numeros reales y 7 una funcion integrable sobre los intervalos definidos por los

nameros a, b Y ¢, entonces

J.:f(x)dx=J:f(x)dx+Lbf(x)dx.

Para reflexionar
Para un nGmero finito de subintervalos del intervalo [a , 5 |, ¢puede generalizar la

proposicion 2.3?

EJEMPLO 2.23 (ADITIVIDAD)
. 0 2 2
a. En la figura 2.41, L xdx=-8Yy J'O xdx =2, entonces L xdx=-6.

b. En la figura 2.42, J'i J1=x2 dng y J'Ol Jl=x? dx = %, entonces fl J—x?ax=Z

5

Ya Ya

2 1
-4 -2 0

2 >x
-a 0 1 >x
-4
FIGURA 2.41 FIGURA 2.42

La integral se define en términos de una suma (con mayor precision, “una suma infinita”) y en
consecuencias satisface las propiedades de las sumas; a partir de ellas (revise el apéndice A.C,) es
posible justificar la proposicion 2.4.

PROPOSICION 2.4 (LINEALIDAD DE INTEGRALES)
Sean f, g funciones integrables sobre el intervalo [ @ , 5 ]y &£ un nimero real, entonces la

funcion k- £ +g es integrable sobre el intervalo [ a , b | y

[ [kr()eg () Jax=k[ 1 (x v+ [ g (x )ax.

La figura 2.43 ilustra la propiedad de linealidad.
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VA YA
y +
4 > f e
| |
/ |
| b |
— , | J g (x) dx g !
(fex)ax | i |
a | ‘ | |
|, ' / Pex)+g (x) s
0 b X 0//j//' b X I I .
e 0 b oox

FIGURA 2.43

EJEMPLO 2.24 (APLlCAClON DE LA PROPIEDAD DE LINEALIDAD)
4 5 L 4
a. J; (3x +4x)a’x-3.[2 X dx+4Lxdx.

b. J-OS (4X3 +3x? —2x+5 )a’x=4J-05x3 dx+3J.05x2 dx—2ijdx+5.[05dx.

C. .[11 (5—2x/;+3x5 )dx=5£1 dx—2£lx/; dx+3£lx5dx.

En la figura 2.44 g> £ >0 sobre el intervalo [ « , b ], entonces el area de la region limitada
por las lineas rectas de ecuaciones

x=ayx=b,
el eje x y la curva asociada a g es ser mayor (o igual) que el area de la region limitada por las
lineas rectas de ecuaciones

x=ay x=b,
el eje x ylacurva asociadaa f ; este resultado también es valido para integrales, si
g>f>0sobreelintervalo [ a , b |,
entonces

I:g(x)dxz.[:f(x)dxzo,

esto se expresa formalmente en la proposicion 2.5.
y

A A Tg
N

FIGURA 2.44
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PROPOSICION 2.5 (COMPARACION DE INTEGRALES)
Sean f, g funciones integrables sobre el intervalo

[a.b]yg(x)zr(x)20

paratodo nimero x en[ a, b ], entonces rg(x )dxzjbf(x )dx>0.

La idea basica de la justificacion de la proposicion 2.5 se basa en el hecho de que g f es
integrable sobre el intervalo [ a , » ] (proposicion de linealidad) y que sus sumas de Riemann —
Cauchy son no negativas y tienden a un valor definido / cuando | A |— 0, entonces el nimero /

es no negativo. Para concluir la respuesta de la pregunta 3., trataremos las propiedades del “valor
medio”. La figura 2.45 muestra una region R definida por la curva asociada a 7, el eje de las

abscisas y las lineas rectas verticales de ecuaciones x=a y x=»b , también muestra que el
rectangulo con vértices abQP se encuentra inscrito en la region R . Si se desplaza el segmento de

recta PQ verticalmente hacia arriba se generan las regiones R,, R, ¥ R, con las siguientes

caracteristicas:
i. R, se encuentra contenida en la region R .

il. R, esta limitada por la esquina superior izquierda del rectangulo y la curva asociada a 1 .
il. R, laregion limitada por la curva asociada a  , el segmento de linea recta de ecuacion x=5y
por parte de la base superior del rectangulo abQP

YA YA
f
P
I R
0 a b >x 0 a
FIGURA 2.45

Por tanto, existe el nimero y, = /' (x, ), donde x, €[ « , » ], de manera que las areas de
las regiones R, y R, son iguales y como consecuencia

f (o b=a)=[ 1 (x)a.

es decir, existe un rectangulo de base [ « , b ]y altura definida por 1 ( x, ) cuya érea es igual al
area de laregion r.
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PROPOSICION 2.6 (TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES)
Si 1 es continua sobre el intervalo [ « , » |, entonces existe x, en [ a , b ], tal que

7 (x, )=ﬁjjf(x)dx obien /(x, b—a)=[ f(x)dx.

En la proposicion 2.6 el nimero £ ( x, ) recibe el nombre de valor medio de la funcién 7 enel
intervalo [ a , b ].

EJEMPLO 2.25 (VALOR MEDIO)

1

: 1 g 471
a. Elvalormediode f(x)=6sobre [ 0, 4 ]es 4_().[o6dx_4{6x|0} Z(24)_6.

. 1 g 1 4
b. El valormediode f(x)=6sobre [ 2, 4 ]es 4_2_[26dx=2[6x| }

2

%(12)=6.

c. Elvalor medio de /1 ( x )= x definida sobre elintervalo [ -2 , 2 ] es
1 1 x22] 1
_ d = - — = — O :O-
2—(—2)JX * 4{ 2|J 4( )

d. El valor medio de 7 (x )=x sobreelintervalo [ 0, 2 | es

EJEMPLO 2.26 (VALOR MEDIO BIS)

(3 . : . o
a. Si J'l (2x—3)dx=—-4,elnimero x, que predice el teorema del valor medio para la funcion

f(x)=2x-3sobre [ -1,3 ] es fl (2x-3)dx=-4=(2x,-3)3-(-1)),
entonces
x, =1.
b. Si J': x? dx=63—4, el numero x, que predice el teorema del valor medio para la funcion

f(x)=x* sobre [0,4 ] es I: xzdx=%=x§(4—0), es decir xg=i§, por tanto,

% sin embargo, x,, = -4 o pertenecea [ 0, 4 |y

4
Xg1 = —— X,
01 )\/g y 02 '\/§ ﬁ
4

XO me :f.

La respuesta a la pregunta 4. ¢ Cudl es su relacion con las integrales indefinidas o antiderivadas?
y ¢por qué se utiliza el mismo simbolo para representarlas?, se conoce como primera parte del
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Teorema Fundamental del Calculo, proposicion que indica la forma de evaluar integrales utilizando

la antiderivada. Para una mejor comprension de su justificacion, conviene dividir el Teorema
Fundamental del Célculo en dos partes.

EJEMPLO 2.27 (DERIVADA DE LA FUNCION INTEGRAL)

Obtengamos la funcién derivada asociada a la funcién F ( I £ (¢ )dr .utilizando el cociente de
Nevvton(dF F'(x)zlz’mF(x+Ax)_F(x)).
dx Ax—0 Ax

F(x+Ax )=Ix+jA‘x(t )dt :J'xf dt+J. 7 (¢ )dt (proposicion 2.3, aditividad de integrales).

Entonces
x+Ax,
Fleeac)or(a) UL [F0a |- [r@a [ 70a
Ax Ax Ax
es decir,
, H]Afx(t )dt
Fx)=tlm>"— "
Ax—0 Ax

Supongamos que Ax >0 . Por el teorema del valor medio para integrales, existe el nimero x, en el

intervalo
[ X, x+Ax ]
tal que
r}%((z )dt

J-ﬁ?x(t )dtz(x+Ax—x )f(x0 )Obien f(x0 )ZXT

Combinando
xX+Ax xX+Ax
/ f(t)ar 7 (t)dr
F(x)= Jim L con /1 (x, )=J."Ax , obtenemos

F(x)= lim £ ()
Ademas, si el nimero x, pertenece alintervalo [ x , x+Ax |y Ax — 0, entonces x, = x Y
ﬁUFWMUU#U)
En la notacion de Leibniz para la funcién derivada F [ _[ 7(t } x).

Si Ax<0 el argumento es similar.

Para reflexionar
¢Puede hacer un desarrollo similar si Ax<0?
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Hemos justificado la primera parte del Teorema Fundamental del Calculo, mismo que
formaliza la proposicion 2.7.

PROPOSICION 2.7 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO, PRIMERA PARTE)

Si / es integrable sobre el intervalo [ a , b |, entonces la funcion F ( I 7 (¢ )dr definida

sobre el intervalo [ « , b ] es derivable en todo nimerode (@ , b )y F (x )=/ (x).

La expresion j( Ixf (t)dt j = f (x ) indica que si se integra la funcién / y luego se deriva
X a

la funcion resultante, se obtiene la funcion original £ .

EJEMPLO 2.28 (DERIVANDO LA FUNCION INTEGRAL)
a.Si F(x )=F (3t2 +4t )dz centonces F (x)=3x +4x.

b. F( jlnrdz entonces 7 (x )=lnx.

=L J1=t+¢% dr, entonces F (x )=-/1-x+x>.

La respuesta a la pregunta 5. ¢ Existe un método practico para evaluar integrales definidas?, es
afirmativa y la constituye la segunda parte del Teorema Fundamental del Calculo, y la
justificaremos en el ejemplo 2.29.

EJEMPLO 2.29 (DERIVANDO LA FUNCION INTEGRAL)
Sean: A={ x,, X, X, ..., X, 5, X, ,, X, } Una particion del intervalo [ a , b ]y

I 7 (¢ )dr derivable,

entonces

=Xy <X <Xy <...<X, ,<Xx,,<x,=b,
por tanto,

F(b)-F(a)=F(x,)-F(x,).
Rescribiendo la expresion anterior en forma telescdpica
F(b)=F(a)=F(x, )=F (x )+ F(x,)==F(x )+ F(x )-F(x),

y en notacion sigma (vea el apéndice A.C) obtenemos

F(b)-F(a )=Z}[F(aa- )-F (x.)].
El teorema del valor medio (vea el apéndice A.A) confirma que existe el nimero ¢, en el intervalo
[ x,,,x ]talque
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es decir,

! !

F(Ci )AxizF(xi )_F(xi—l )Obien F(xi )_F(xi—l )ZF(CI' i

De

n n ’

F(b)—F(a): [F(xi )_F(xi—l )]juntoconF(xl. )_F(xi—l ):ZF(Ci )Axi

=1 i=l
obtenemos

Aplicando la primera parte del Teorema Fundamental del Calculo (F (¢, )=/ (¢, )), a la
expresion anterior da

F(b)-F(a )=if(c,. JAx,, por (ltimo, si | A | — 0 (o equivalentemente 1 — +oc), entonces
i=1

F(b)—F(a)z'[f(x)dx.

a

PROPOSICION 2.8 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO, SEGUNDA PARTE)
Silafuncion ; esintegrable sobre elintervalo [ « , b |y F es una antiderivada de / , entonces

[r(x)ax=F(b)-F(a).

. C ., . . . b
Si se conoce la antiderivada £ de la funcion ; , para evaluar la integral definida j £ (x)dx

solo es necesario evaluar F en los extremos del intervalo [ « , » | y calcular la diferencia
F(b)-F(a).

EJEMPLO 2.30
a. Una antiderivada de 7 (x )=x +2x? eslafuncion f (x )=3x* +4x, pero

F(2)=(2) +2(2) =16 asimismo F(0)=(0)+2(0)> =0, entonces

[ (3x* +4x )ax=16-0=16.

b. Lafuncion F(x)=8-/x esunaantiderivadade 1 (x )= 4 también

x

F(4)=8./4=16 asimismo F(1)=81=8, entonces [ j,dx=16—8=8.
X
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La respuesta completa a la pregunta 5. es el Teorema Fundamental del Calculo.

PROPOSICION 2.9 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO)
Sea la funcion ; es integrable sobre el intervalo [ « , & ], entonces:

a. La funcion F ( x )=jxf(t )dt definida sobre [ a , b | es derivable en cada punto del
intervalo (@ , 5 )y F'(x)=7r(x).
b. J'bf(x )dx=F (b )-F(a)donde F esuna antiderivada de 7 .

Para evaluar una integral definida, suponiendo que se conoce la funcién antiderivada o primitiva
de 7, es conveniente tener en cuenta la notacion:

[ (2 )ar=F (x X =F (b)-F ()

EJEMPLO 2.31 (EVALUACION DE INTEGRALES DEFINIDAS)
a.

[(-50)ae=] x- 3 T:(z—i(z)z J-(1-307 J=m10)-(1-3 s 3 - 2.

b )2
¢ [ dezjz (x—2)(x+2)dx:fl (x+2)dx=[x2+2x]_21=8+2=10.

-1 x=2 -1 x—2
3 2 3 3 2 3 2
o [ (vt Jare| -2 {53_3“) _5H13_3<;> 1}5;

EJEMPLO 2.32 (EVALUACION DE INTEGRALES DEFINIDAS)

T

a. L% (3—senx )dx=[3x+cosx]2=(3(§)+c0s1)—(3(0)+cos0)=(37”)—(0+1 ):%ﬂ'—l.

2
0

b. fidx=[znx]5=zn(s)_zn(l)zzn(5).

o [ (e s )ar=[-evax] =(-e?+2)- (et 2)=ct e 14

-2
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- EJERCICIOS 2.2

1. Sean los intervalos

[0,2], [2.,25], [25.4],
[4,48], [48,54], [54,68],
[68,72]y[72,8]

a. Proporcione el conjunto de puntos que
definen la particion del intervalo [ 0 , 8 ].

b. ¢ Cuél es la norma de la particion?

2. ¢Generan una particion del intervalo
[0,10]?

a.A={0,1,2,4,7,6,810}.

b. A={0,1,2,7,4,6,8,10}.

Justifique su respuesta.

3. Construya los intervalos de la particion
definida por el conjunto

A={-02,14,23,41,62,73,9}.
¢Cual es la norma de la particion?

4,
a. Sea el intervalo [ —4 , 6 |, proporcione

los puntos y los intervalos de la particion
regular de norma | A|=0.5.
b. Sea el intervalo [ 1, 2 ], proporcione los

puntos Yy los intervalos de la particion regular
de norma | A|=0.4.

5. Sea la particion

a=0<l<l <« <lclolo=p
N 8472

2n71

del intervalo [ 0, 1 ]

a. ¢, Cuél es su norma?
b. ¢ Qué ocurre con Ax Si n—>+oc?

6. Sea la particion

— 1 1 1 1 1 —
"—0<37<3H << <g<z<l=b

delintervalo [ 0, 1 ].

a. ¢,Cudl es su norma?
b. ¢Qué ocurre con Ax Si n—>+oc?

7. Considere la region del plano cartesiano
definida £ (x)=-/x, x=1yeleje x.
a. Considere la particion de [0,1 ]

.2
l ,

generada por x, =— , ¢cuales son los
n

primeros cuatro puntos de la particion?

b. ¢ Cual es el ancho del intervalo i ?
)

. . 1
c. Determine  (x, ) si x, =—.
n

d. Determine la expresion de Zn:f (x, )Ax,

i=1

en términos de .

n—>+0

e. Determine Zim »_ f(x; )Ax, .

i=1
8. Considere la region del plano cartesiano
definida por f(x)=3%x, x=0, x=1y el
eje x.
a. Sea la particion de [ 0, 1 ] generada por

-3
l / .
x; =, ¢cuales son los primeros cuatro

d 3
n

puntos de la particion?
b. ¢ Cuél es el ancho del intervalo ;i ?

-3
C.Si x, =, determine 1 (x, ).
n

d. Determine la expresion de Z 7 (x Ay,

i
i=1
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en términos de #.

n—>+0

e. Determine lim »_ f(x; )Ax, .

j=1
9. Utilice la definicion 2.6 (integral definida) y
evalle las integrales.

a. I: 4dx.
b. | :10 dx.

C. jix dx.

10. Exprese los limites de las sumas de
Riemann como una integral definida, suponga
que ¢, e[ Xig > X ]

n

a. uil'\'ﬁo; (2¢c,+4)Ax, en[ 0,1 ].

n

b. lim > (1-3¢, )Ax, en[ 2,4 ].

|03
. im y (ci+3ci3 )Axi en[-1,1].
N et
’ < 2
d. ‘ﬁzo; (ci -2 )Axl. en[ -2.,3 ].
e. i Ax,en[ 0,5 |
Amio;(cfﬂJ enfo.5]

n

lim Z sen(cf )Axl. en [ 0,7 ]

[APoiT

11. Determine la integral definida asociada a
la region del plano.

a.
y
A f(x)=4 ,
<= =>
2 R
0 2 4 6 8>x
x”=7
b.
y
f(x)=2-x?
|
II
I g
|
|
/—I 0| 1\ > x
C.
v{‘
f(x)=-5/M4x+5
4
2
0 2 4\ :
d.
y‘f(x)=x2
4
2
R R
-2 0 2 >x
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VA

12. Utilice sumas de Riemann y verifique.
b
a. I cdx=c(b—a).

2 2
b —a

b. _[j xdx =

b -d’

b
C. I x?dx =
. . b
d. Cuél es el valor de la integral J x" dx,

suponga que » €s un nimero natural.

13. ¢ Cuéles integrales proporcionan el area
de la region del plano correspondiente?
Justifique su respuesta.

a. Il4(x+2)dx.
b. " (2x+1)dx,
¢ | (x-2)ax.
d.jiﬁsenxdx.
e.js Do,

2 x-1

f. I:“ —(cosx )dx.

dx ? , ¢Cuanto vale?

M¢Mmj

3 x=2

15. ¢EX|stej dx'7 si existe, ¢cuanto

3y
vale?

16. ¢Es integrable 7 sobre el intervalo?
Explique.

a f(x):%,en[0,4].

b. f(x)zx_z,en[3,6 ].

2
c. f(x)zxx__;,x:éz,en[3,6].

x> —4

x—2

d /(x)= en[0,6].

17. Represente en el plano cartesiano las
regiones asociadas, suponga que x>o0.

Il
= ey ¢
~ | =
U
~

C. H(x)=|edt.

Le—n ——

o6dt.

fm(e .

b. G(x)=

18. Determine dos funciones 7 y ¢ tales
que F(x)=r(g(x)).

2+1

a F(x )=Ji:os tdt.

r%_

8—3x+x2

c.F(x)zj 3%t dt,
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19. Construya una “funcién integral” tal que:
a. Proporcione el area de un triangulo
rectangulo.

b. Proporcione el area de un tridngulo
equilétero.

c. Proporcione el area de un trapecio.

d. Proporcione el &rea de un semicirculo.

e. Proporcione el area de una semielipse.

20. Suponga,
3oy, 3 0,
_[Ox dx—Z,J.Ox dx=9Yy

I: dx =3y determine:

determine:

a [ (x)dx
b. [* £ (x )dx
e [ f(x)dx
d [/ (x)ax

22. Escriba como una sola integral.

a. J._: f(x )dx—J._;5 £ (x)dx

b.

j: f(x )dx—i—jj f(x )dx-i—I:: f(x )dx

C. J.i f(x)dx—J.jf(x)dxﬁLJ.jf(x dx

d (7 r (x| 7 (x)de=[ 7 f (% )dx

23. Determine f(m )y (M) para ¢
definida sobre [ a , » ] tal que

m)b-a J.f Yax< f(M Xb-a).
Donde f(m)y 7(M ) son los valores

minimo absoluto y valor maximo absoluto,

respectivamente

de /(x)sobre[a,n ]

a f(x)=2x+1sobre[ 1,3 ]
f(x)=-x+2sobre[ -1, 4 ].

f(x)=(x-1) sobre[ 0,3 ].
(x)=4—(x—2) sobre[1,7].

d 7(x

24. Determine el o los valores que garantiza
el teorema del valor medio para integrales.
a f(x)=2x+4sobre[ 0,4 ].

b. £(x)=3x—2sobre[ 2,6 ].
c. f(x)=1-x*sobre [ -1,2].
(x)=

f(x)=x*-2x+1sobre[ -2,2 ].

25. Determine el valor medio de la funcién
sobre el intervalo indicado.
a f(x )=—x+3 sobre [-2, 2 ].

x —x 2sobre[1,5].

(x)
c. f(x)
(x)=2

d f(x

(x+1) sobre [ -2, 4 |.
—(x—1)*sobre [ 4,0 ].
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26. Verifique que (trace la curva
correspondiente al integrando y luego utilice
la proposicion 2.5)

a jlz %dxzjz U

1 1
b. J. x3dxsj x%dx .
0

0

C. Jj X a’xZL5 x? dx.
d. _[25 x4a')c2'|-25 x> dx.

27. Utilice el teorema fundamental del
célculo y obtenga 7' ( x ).

a. F(x)zJ.lx (et—lnt)dt.
b. F(x)zj;x (t—t2—2).
c. F(x)zr(m]dt.

2\ 2+t

x4+ cos t
d. F(x)zJ‘2 3—sentdz'

28. Suponga que In ( x )= J'l 1dz .

a. Calcule 72 (1),

b. dizn(x)..

c. Verifique que In(x )=f —dt es
creciente.
d. Verifique que la funcionzn ( x )=le —dt

es concava hacia arriba.

29. Utilice el teorema fundamental del calculo

y la regla de la cadena para obtener 7'(x ).

x2+1

a. F(x)chos tdt.

enx+1

b.F(x)zL 3t-2).

—xx2
C. F(x)zL8 s gy

1+e™ 4
d. F(x)zj.2 3—sentdt'

30. Determine los valores extremos 'y
analicelos.

a F(x)=[ (1-¢)ar.

b. F(x)zjj(t2 +2t+1)dt.
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. ACTIVIDADES 2.2

1. Longitud de una curva

Es posible calcular la longitud de una curva
(que posee ciertas caracteristicas como la
estar asociada a una funcién derivable)
utilizando algunas de las ideas desarrolladas
en la presente seccion.

a. Trace una curva suave y continua en el
plano cartesiano.

b. Seleccione una parte de curva, para ello
utilice dos rectas verticales que contengan
los extremos de la curva y los extremos del
intervalo [ «,b | que la definen.

c. Aproxime la parte de la curva de ¢

seleccionada por » segmentos de recta
cuyos puntos terminales sean las imagenes
de los puntos de la particion

a=x,<x <-<X,,<x,=b.
d. El segmento ; esta limitado por las
imagenes de los extremos [ x,,,x, |, es
decir los puntos ( x., ., f(x.,)) vV
(x,,f(x;)), utllice la “formula para
calcular la distancia entre dos puntos” y
calcule la longitud de este segmento.
e. Suponga que Ax,=x,—x,, Yy que
Ay, =f(x, )-f(x,_, ) y transforme la
expresion obtenida en el inciso anterior.
f. Ahora establezca la relacion (que incluye
una suma finita) que aproxima la suma de
todos los segmentos de aproximacion
sefialados en el inciso c. y obtenga

z~z [A%J A ).

g. Observe que la aproximacion es mejor
cuando n—+o (es decir |[Ax|—0 ) Y

recuerde que por el teorema del valor medio
que en [x,.x ] existe ¢ tal que

== f'( ¢, ), verifique que

[ = lim Z\/1+

o )P ()

h. ¢ Por qué 1=J‘\/ 1+(f'(x))dx?

2. Longitudes de curvas

b
Utilice la relacion lzj\/ 1+(f'(x))dx

y calcule:
a. La longitud de la curva definida por

f(x)zx% sobre [ 0,4 ].
b. La longitud de la curva definida por

f(x)=1+6x% sobre [ 1,2 ].

c. La longitud de la curva definida por
f(x)=xsobre [ -2,2 ].

3. En cada caso utilice el teorema
fundamental del célculo y calcule F'( x ):

2x+1

a F(x)= J-tzdt.
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4. Volumen de una esfera

a. La figura muestra una esfera de radio a,
sobre ella se encuentra un cilindro de altura
dx , ¢cual es el area de la base del cilindro?

N,

Ll H >

-a 0 dx a *

b. ¢ Cuél es el volumen del cilindro?
c. De acuerdo con la figura de la derecha

verifique que la relacion entre a, x y r €s

2 2 2
r-=a —Xx .

d. En consecuencia, ¢el volumen del cilindro
en funcion de x es?
e. Verifique que el volumen de la esfera es

v J',,( a? —x2 )4x, evalle.

—a




2 3 APLICACIONES DE LA
. INTEGRAL DEFINIDA

APRENDIZAJES
El alumno:

12. Interpreta la solucion de un problema, 13. Aplica el teorema fundamental del célculo.
como el célculo del area bajo una curva.

TEMATICA

Aplicaciones de la integral definida:

i. Area comprendida entre dos funciones.

ii. Célculo de la distancia a partir de la velocidad.

iii. Calculo de una poblacion a partir de su tasa instantanea de crecimiento o decrecimiento.

La integral definida
'[f £ (x)dx
se vincula con el area de regiones del plano cartesiano, sin embargo, tal interpretacion requiere
tener en cuenta el signo de la funcién ¢ sobre el intervalo de interés.
i. Silafuncion 7 es positiva e integrable sobre el intervalo [ « , b |, entonces el niimero

[7(x)a
Coincide con el nimero de unidades de area de la region limitada por las rectas de ecuaciones
x=a,x=b,elejedelas x ylacurvaasociadaa ¢ , figura 2.46.a.
ii. Por otra parte, si 7 es negativa e integrable sobre el intervalo
[ @, b ], entonces
el nimero

Ib 7 (x )dx es negativo y, por tanto, —J’b £ (x )dx

es positivo, y es el numero de unidades cuadradas de la region, del plano cartesiano limitada por las
lineas rectas de ecuaciones x=a, x=5, el eje de las x y la curva asociada a — 7 , vea la figura
2.46.b.
iii. Sila funcidon ¢ es en parte positiva y en parte negativa sobre

[ a,b ],
de modo que existe el nimero x, donde la curvade ¢ corta al eje, figura 2.46.c., el nimero

Lbf(x)dx
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es la diferencia entre el area definida por la parte positiva de 7 y su parte negativa, entonces para
obtener el area de una region con estas caracteristicas debemos determinar x = x, y posteriormente
calcular las integrales

[0 Goaxy [ (x)ds

para posteriormente sumar los valores absolutos resultantes.
y y
4 4 x=b

x=a
s > s
I - x=a +

FIGURA 2.46

EJEMPLO 2.33 (AREA DE UNA REGION)
a. La region del plano cartesiano r definida por /(x)=x-4y el intervalo [ -2, 4 | se

encuentra por abajo del eje x figura 2.47, entonces

A(R )=—L(x—4 )dxz—[ %xz — 4x L
S OO

4
4

FIGURA 2.47

b. El area de la region del plano cartesiano r definida por la curva asociada a 1 ( x )= %x3 sobre

el intervalo [ -1,2 ] se calcula dividiendo la regién R en las subregiones R, y R,, vea la figura
2.48 y observe que a la izquierda de x, =0 la funcion y es negativa y que a su derecha es
positiva.
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AN T
2

-1

//o T2 T«
-1
FIGURA 2.48

Esto implica 4 ( R )= —L 3

Dado que
. T 16 16

0 0 2
J. lx3abc=— Lx4 =0—i=——y —x dx= Lx =——-0=—,
-13 2 5 03 12 o 12 12

entonces
A(R)= v o=,

c. Para determinar el area de la region R del plano cartesiano definida por la curva asociada a

f(x)=4—x> sobre el intervalo [ -3 ,3 ], notemos que f(x)=4-x>=0 si x,,=-2y

X,, =—2 . Dividamos la region R en las subregiones R,, R, y R;, (la figura 2.49 muestra que las

regiones R, y R, se encuentran por abajo del eje x), por tanto,
A(R )=—Jj(4—x2 )dx+fz(4—x2 )dx—Jj(4—x2 )dx.

Puesto que
-2

172(4—)62 )dx:{4x—1x3} =[—8+8}—[—12+9]:—

-3 3 3 3

ol o202
L (aes Jax=| a1t |

entonces
7 32 7 46
- -= —— |=—u".

3 3
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YA
4, R,
-4 -2 2 4
0 > X
R, R,
-4
FIGURA 2.49

Es posible calcular el area de regiones del plano cartesiano de mayor complejidad que las
tratadas hasta ahora, por ejemplo, determinar el area de una region encerrada por dos curvas no
rectas, situacion que trataremos a continuacion. Para este efecto, el proceso a seguir consiste en
trazar un “rectangulo generatriz” R, , vea la figura 2.50, en la region de interés y luego utilizar la

integral definida para “sumar” las areas de todos los rectangulos que componen la region de interés.
Sean 7 y g funciones tales que /' >g e integrables sobre el intervalo [ a,b ] vea la figura
2.50. Sea R la region limitada por las lineas rectas de ecuaciones x=a, x=5 Yy las curvas
asociadas 7 y g . La base del rectangulo generatriz es Ax y su altura mide % = y,,, — ¢, por
tanto, su area es

[/ (x)-g(x)Ax.

La “suma” de las areas de todos los rectangulos entre x=a y x =5 esta dada por
b
A(R)=["[ £ (x)-g(x) s

AA A yA A (x)ysup) .

/\/—f | f

FIGURA 2.50

Al desplazar horizontalmente el rectangulo generatriz r; sobre [ a,b ] se “barre” toda la
region g, por tanto, la relacion

A(R)=["[f(x)-g(x)]ax
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es valida; sin importar si las curvas asociadasa 7 y g estan por encima o por debajo del eje x.

y y
A A A
A A x:a X

a. b. C.
FIGURA 2.51

Para determinar el area limitada por dos curvas, es necesario verificar que se cumple la relacion
f>g sobre el intervalo [ a , b ], geométricamente se observa que la curva asociada a / se
encuentra “por encima” de la curva asociadaa g .

EJEMPLO 2.34 (AREA ENTRE DOS CURVAS)
a. Las curvas asociadas a

f(x)zxx, g(x)=2x—1, x=0Yy x=1

definen la regién mostrada en la figura 2.52, note que se cumple f > ¢ sobre el intervalo [ 0, 1 |,
por tanto,

A(R ):E [ —(2x-1 )]dx:j; (Jx—2x+1 )dxz[ix/xT—szrx} :§—1+1:§u2.

1
0

VA
1 f(x)=x
R
P>
0 1 2 ¥
g(x)=2x-1
_I¢|
FIGURA 2.52

b. La figura 253 muestra la region del plano limitada por las curvas asociadas a f ( x )=x*+1,
g(x)zx, x=0y x=2.
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54 f(x)=x*1
/Z'(x)= x
R
1
v > X
x =2
FIGURA 2.53

Note que sobre el intervalo [ 0, 2 ] la curva asociadaa / ( x )=x>+1 se encuentra encima
de la curva asociada a g ( x )=x, por tanto,

Cuando el desplazamiento horizontal del rectangulo R; sobre
[a.b]
no “barre” toda la region R, el método antes descrito no se aplica, sin embargo, en ocasiones es
posible determinar el &rea de la region R utilizando rectangulos horizontales. Si la region del plano
cartesiano esta acotada por dos curvas (de manera que una de ellas se encuentre a la derecha de la
otra) vea la figura 2.54, el rectangulo generatriz tiene area

[7(y)-g(y) ]y,

por tanto, la suma de las areas de todos los elementos entre ¢ y d s

A(R)=["Ts(y)-g(»)]ax

x=g(y) x=f(y)

FIGURA 2.54
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EJEMPLO 2.35 (AREA ENTRE DOS CURVAS)
Las curvas asociadas a y* =x y x— y =2 se intersecan cuando
y> =y+2 ,esdecir, sl y> —y-2=0,
lo cual implica y=-1Yy y=2. En la figura 2.55, la curva asociada a x—y =2 se encuentra a la

derecha de la curva asociada a y* =x, por tanto, conviene rescribir las funciones en términos de la
variable y, obtenemos

f(y)=y+2 y también g(y)=y2,

entonces

i), [yoa-( oo | om0 | 220

1

FIGURA 2.55

Si se conoce la funcion que describe el movimiento de un objeto, utilizando los elementos del
calculo diferencial es posible determinar su velocidad (o en su caso la rapidez), basta con obtener la
derivada (0 razén de cambio instantaneo) de la funcion movimiento y evaluarla en un tiempo
especifico. En calculo integral, se opera de manera inversa, es decir, a partir de la funcion que
describe la velocidad del objeto en movimiento, es posible analizar el comportamiento de su posicién
o el cambio en ella; sin embargo, es necesario tener en cuenta que términos distancia y
desplazamiento (aunque en el lenguaje ordinario se utilizan como sindnimos), tienen distinto
significado. En Matematicas y Fisica la distancia se refiere a cuanto espacio (longitud) recorre un
objeto durante el tiempo en que se mueve. Por ejemplo, en la figura 2.56 un mévil parte del punto
A, Se mueve sobre la trayectoria: 8 metros al norte, 14 metros al este y finalmente 8 metros al sur,
entonces la distancia total que ha recorrido es 30 metros, sin embargo, el movil Unicamente se ha
desplazado 14 metros en direccion al este.
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14 metros

8 metros 8 metros

FIGURA 2.56

EJEMPLO 2.36 (DISTANCIA RECORRIDA Y DESPLAZAMIENTO)
Los objetos 4, B, C y p se mueven de acuerdo con las trayectorias mostradas en la figura 2.57.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 metros

FIGURA 2.57

a. El objeto 4 recorre una distancia de 60 metros, también se desplaza 60 metros en direccion
positiva.

b. El objeto B recorre una distancia de 50 metros, sin embargo, se desplaza 40 —90 = —50 metros
en direccion negativa.

c. El objeto C recorre una distancia de 70 + 20 =90 metros, pero se desplaza 70 —20 =50 metros
en direccion positiva.

d. El objeto D recorre una distancia de 50 +20+30 =100 metros, pero solo se desplazado 60
metros en direccion positiva.

EJEMPLO 2.37 (DESPLAZAMIENTO E INTEGRACION)
Un objeto se mueve en una linea recta con velocidad v(¢)=6—¢ metros por segundo, ¢

representa el tiempo en segundos, vea la figura 2.58. Si la velocidad del objeto es positiva significa
que se mueve hacia la derecha, en caso contrario se mueve a la izquierda.
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YA
6
v(t)=6-t
>
0 6 !
-6
FIGURA 2.58
a. Su desplazamiento (es decir, el cambio en su posicion) entre los 0 ylos 6 segundos es
6 i 2 °
L (6-t)dt= 61~ | =36-18=18 metros,
L 40
La distancia que ha recorrido entre los 0 y los 6 segundos es

6 i 2 1°
—t )dt = f—— =36—-16= metros.
j0(6 )dt=| 6 . 36-18 =18 met
Jd0

b. Su desplazamiento (el cambio en su posicion) entre los 0 y los 12 segundos es

" 2 12
6—t )dt=| 6t—— = (0 metros.
[To-1) [ : }

0
0

La distancia que ha recorrido entre los 0 y los 12 segundos es
J'Ou( 61t )dt— J;u( 61t )dt =36 metros (verifiquelo).
c. Su desplazamiento (el cambio en su posicién) entre los 0 ylos 10 segundos es
10
Lw( 6—t )dt:{ 61—122 } =60—50=10 metros.
0

La distancia que ha recorrido entre los 0 y los 10 segundos es

6 10
6 10 e 2

[[(6-1)ar-[(6-1 )dt:[ 6t—t} —{ 6t—t} =36+ 8= 44 metros.

0 6 2 |, 2 |,
d. Su desplazamiento (es decir, el cambio en su posicion) entre los 2 y los 8 segundos es

8 2 7
L (6—1t)di= 6~ | =6 metros,
42

La distancia que ha recorrido entre los 2 y los 8 segundos es

J.6(6—t)dt—j

2 6

8

27 T 2 78

t t

(6—t)dt={6t—2} - 6t—2} =8+2=10 metros.
6

2 L

109
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EJEMPLO 2.38 (INTEGRACION Y CRECIMIENTO)

a. Elmodelo P (7 )=43.155¢"%*"", 1 en horas, proporciona el crecimiento de una poblacion de
bacterias al tiempo .

Las unidades de la funcion P (¢ )= 43.155¢"**"" son “bacterias / horas’, por tanto, el producto
¢- P (¢ ) tiene unidades de bacterias, es decir, para obtener el numero de bacterias es necesario

integrar.
i. El total de baterias estimadas pasando las 3 horas son

E (43.155°27" )z = [150@0'2877’ ]3 ~ 206 bacterias.
0

ii. El nimero de bacterias en el cultivo entre las 2 ylas 5 horas es

Jj (43.155¢27" )ar = [150e°'2877t ]5 ~ 366 bacterias.

2
b. Si el modelo M (7 )=2.564¢"2* | describe la rapidez de desintegracion de la masa (en
gramos) de cierto material radiactivo por afio, entonces sus unidades son “gramos / afio”. Por tanto,
el producto ¢- a7 (¢ ) tiene como unidades los gramos, es decir, para conocer la cantidad de masa
del material radiactivo a los ¢ afios se requiere integrar la funcion M (7 )=2.564 "% .
i. La cantidad de masa del elemento radiactivo a los dos afios es

[ (2:564¢%25% Jar=[ 100" ]z ~5.262 gramos.

ii. La cantidad de masa del elemento radiactivo entre los dos y los cuatro afios es

[ (25646254 Jar=[ 1000250 ]" ~5.539 gramos.
20

c. La funcion X (7 )=693.36¢"**" modela la rapidez de crecimiento de cierta familia de bacterias

en términos del tiempo (¢ en horas).
i. ¢ Cudl es el tamafio de la familia a los 90 minutos?

j'ol ’ (693.36e°'36‘” )dt: [1894.5e°-366f ]1'5 ~ 1386 bacterias.
0

ii. ¢, Cudl es el nimero de bacterias en la familia entre la primera y la tercera hora?

[ (693 3603 Jar =[ 18045 |” ~ 2948 bacterias.
01




UNIDAD 2.3 APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

A EJERCICIOS PROPUESTOS 23 VW

1. Trace la region y determine su &rea.

a f(x)=x+4, g(x)=2,y las lineas
rectas de ecuaciones x=0Yy x=4.

b. f(x)=x>+3, g(x)=1, y las lineas
rectas de ecuaciones x=-2 y x=3.

c. f(x)=4, g(x)=1-x%,y las lineas
rectas de ecuaciones x=1Yy x=3.

d. f(x)=2x, g(x)=1-x, y las lineas
rectas de ecuaciones x=1Yy x=3.

2. Trace la region y determine su area.
a. f(x)=x,eleje x,ylaslineas rectas de

ecuaciones x=-2y x=2.

b. f(x)=2x+2, el eje x, y las lineas
rectas de ecuaciones x=-4y x=3.

c. f(x)=x"-4, el eje x, y las lineas
rectas de ecuaciones x=-4y x=3.

d. f(x)=1+x*, el eje x, y las lineas
rectas de ecuaciones x=-2y x=2.

3. Trace la region y determine su area.

a f(x)=senx, el eje x, y las lineas
rectas de ecuaciones x=0Yy x=r.

b. f(x)=senx, el ee x, y las lineas

rectas de ecuaciones x=-2 y x=72.

c. f(x)=cosx, el eje x, y las lineas
rectas de ecuaciones x=—2 y x=7%.

d. f(x)=1+cos x, €l eje x, y las lineas
rectas de ecuaciones x=0y x=2r.

4. Trace la region y determine su area.
a. f(x)=x2 y g(x)=x+6.
b. 7 (x)=2xyg(x)=x".

c. f(x)=2xyg(x)=x*-x.
d f(x)=xyg(x)=x(x-2).

5. Trace la region y determine su area.
a. x=y2 Yx—y=2.

b. x=4-y*y x=y-2.
C.y’=xy3x—2y=I.

d y=xy y=1/x.

6. Un objeto se mueve en linea recta (de
izquierda a derecha) con la velocidad
v(t)=4-¢> metros por segundo, Si ¢
representa el tiempo, determine:

a. El desplazamiento y la distancia 3
segundos después.

b. El desplazamiento y la distancia a los 4
segundos.

c. El desplazamiento y la distancia entre los
4 ylos 6 segundos.

7. Un objeto se mueve en linea recta (de
izquierda a derecha) con la velocidad
v(t)=25-¢* metros por segundo, si ¢
representa el tiempo, determine:

a. El desplazamiento y la distancia a los 3
segundos.

b. El desplazamiento y la distancia a los 4
segundos.

c. El desplazamiento y la distancia entre los
4 ylos 6 segundos.

8. Una particula se mueve a lo largo de una
recta, de modo que su velocidad es

v(t)=1* —2¢—8 metros por segundo.

111
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a. Determine el desplazamiento de la
particula entre los 1 y los 6 segundos.

b. Determine la distancia recorrida en el
lapso de 1 y los 6 segundos.

9. La funcion p (¢ )=916e"**, describe la

rapidez de crecimiento del numero de
anfibios en cierto lago en el mes .

a. Calcule la cantidad de individuos a los 6
meses.

b. Calcule la cantidad de individuos entre los
6 Meses y un afio.

10. El modelo p (7 )=2250¢""", describe
la rapidez de crecimiento de una inversion a
los ¢ afios.

a. Determine el valor de la inversion a los 5
afios.

b. Determine el valor de la inversion entre los
3 ylos 6 afios.

11. La funcion p (¢ )=10000e""" describe
la rapidez de cambio del valor de un
inmueble con el transcurso del tiempo, ¢
representa el niumero de afos transcurridos.

a. Determine el valor del inmueble a los 10
afnos.

b. Determine el valor del inmueble entre los
4 ylos 5 afos.




3 LA INTEGRAL

INDEFINIDA

PROPOSITOS

Establecera mediante el analisis de situaciones de
variacion la integral de diversas funciones, utilizara
las formulas inmediatas y algunos métodos de

integracion.

CONTENIDO

1. Metodos de integracion
2. Problemas contextualizados
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N

METODOS DE
INTEGRACION

APRENDIZAJES
El alumno:

1. Explica el caracter inverso de las
operaciones de derivacion e integracion para
obtener las formulas inmediatas de integracion.
2. Reconoce la relacion existente entre la
antiderivada y la integral indefinida, asi como
su notacion.

3. Utiliza la condicion inicial para encontrar el
valor de la constante de integracion. Reconoce
que al modificarse la condicion inicial las
funciones difieren.

5. Identifica la formula de la integral inmediata
que requiere utilizar para resolver una integral
dada.

6. Construye wuna tabla de integrales
inmediatas ~ que  incluyan  funciones
trigonométricas y exponenciales.

7. Realiza las simplificaciones algebraicas
pertinentes para convertir una integral a una
forma inmediata.

ldentifica y realiza el cambio de variable
apropiado para resolver una integral mas
sencilla.

8. Reconoce que el método de integracion por
partes amplia las posibilidades para integrar
algunos productos de funciones.

TEMATICA
i. Formulas inmediatas de integracion.

ii. Relacion entre la condicion inicial y la constante de integracion.

iii. Métodos de integracion:
Cambio de variable.
Integracion por partes.

En la unidad 2 deducimos, formalizamos y justificamos la propiedad mas importante del Calculo,
propiedad que vincula al Célculo Integral y el Calculo Diferencial, esta propiedad es el “TEOREMA
FUNDAMENTAL DEL CALCULO”, nuevamente la reproducimos puesto que sera fundamental en el

desarrollo de la presente seccion.

PROPOSICION 2.7 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO, PRIMERA PARTE)

Silafuncion / es integrable sobre el intervalo [ « , b ], entonces la funcion F ( x )=Ixf(z )dt

definida sobre [ a , b ] es derivable en cada punto del intervalo (@ , 5 )y F' (x )=/ (x )"

Informalmente, el Teorema Fundamental del Célculo, afirma: el “operador derivada” y el

‘operador integral” son inversos entre si, es decir, j( I (e )dtj: f(x). La expresion
X a

anterior indica que si se integra la funcion f y posteriormente se deriva la funcion resultante, se
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obtiene la funcién original 7 , asi, el proposito que engloba a todos los aprendizajes a cubrir en la
presente seccion es

a partir de la funcién derivada f', determinar la funcion
(funcion primitiva o funcién antiderivada)

Para reflexionar
¢La antiderivada de una funcién es Gnica? Explique.

La derivada (concretamente la funcidn derivada) suele interpretarse en términos de la razon de
cambio instantaneo de la funcion 7 al cambiar la variable x; situacion en la que resulta méas

conveniente el uso de la notacion de Leibniz:
af

dx

El proceso de obtencion de una funcion a partir de su funcion derivada se denomina

antiderivacion o integracion y a la funcion obtenida se le llama: integral, antiderivada o primitiva.

= £'(x ), seinterpreta“de 7 ende x”.

DEFINICION 3.1 (INTEGRAL ANTIDERIVADA O PRIMITIVA)
Si F'(x )=7(x) para toda x en el intervalo 7, entonces la funcion F es la antiderivada o
primitiva de la funcion ¢ , sobre el intervalo 7,

La figura 2.1 muestra la relacion entre los procesos de integracion y derivacion.

al aplicar al aplicar

lim f(x+Ax)'f(x)
Ax —0 Ax .

‘|

se obtiene a
f(x) > f(x) <
T jf’(x)dx
se obtiene

FIGURA 3.1
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EJEMPLO 3.1 (ANTIDERIVADAS)
a. Antiderivadas de la funcion £ ( x )=8 son las funciones:

F(x)=8x+5, F, (x)=8x-12, F, (x)=8x+§ yF,(x)=8x-7,

entre otras, en general, si C es ‘una constante”, entonces F(x )=8x+C es la funcion
antiderivada de £ ( x )=8, puesto que

;;(8x+C)=8.

b. Antiderivadas de la funcién 7 ( x )=2x—35 son las funciones

F (x )=x2 -5x+4, F, (x )=x2 —5x—6Yy Fy (x)=x7 —5x+z,
entre otras, en general, para cualquier constante C , F(x )=x?-5x+C es antiderivada de
f(x)=2x-5, puesto que jx(xz —5x+C )=2x-5.

c. Antiderivadas de la funcién
1

f(x)=e* sonlas funciones F, (x )=e* ey F,(x)=e"-300y F, (x )=e" +6a,
entre otras. En general, si C es una “‘constante”, entonces F (x )=e* +C es antiderivada de
f(x)=e", puesto que

;;(eerC):ex.

Para Reflexionar
¢Puede generalizar los resultados sefialados en el ejemplo 3.1?

Observe que una funcidn, antiderivable, tiene asociada un gran nimero de funciones
antiderivadas, mismas que difieren en una constante.

PROPIEDAD 3.1 (ANTIDERIVADA O PRIMITIVA)
F y G son (funciones) antiderivadas o primitivas de 7 en el intervalo 7 si y sllo si

G (x)=F(x)+C paratoda x enelintervalo 7, donde C es una constante.

EJEMPLO 3.2 (FUNCIONES CON LA MISMA DERIVADA)
Si F y G son (funciones) antiderivadas o primitivas de / , entonces G (x )=F (x )+C.
1. Sea la funcion
H (x)=F(x)-G(x)
derivable en el intervalo 1.
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2. Puestoque F (x )y G(x ) tienen la misma derivada, entonces

!

H(x)=F(x)-G(x)=0,
3. Esto significa 7' (x )=0 y como consecuencia H( x )=C.
4. De las observaciones hechas en los incisos 1. y 3. concluimos C=F (x )- G (x ).
5. Es decir,
F(x)=G(x)+C,
las funciones F (x ) y G( x ) difieren enla constante C .

El teorema 3.1 afirma: si la funcion 7 es antiderivable, entonces tiene asociado un conjunto de

antiderivadas (llamado familia de antiderivadas), que se obtiene al agregar una constante C a una
antiderivada conocida; la constante C se llama constante de integracion.

EJEMPLO 3.3 (FAMILIA DE FUNCIONES)

a. Note que
d 3 2
- =3x?,
o (x* )=3x
entonces la familia de antiderivadas de la funcién es £ ( x )=3x* es
F ( X )=x3 +C.

b. Puesto que
d
—( sen x ):cos X,
dx

entonces la familia de antiderivadas de la funcion 7 ( x )=cos x es
F(x )=sen x+C.

c. Si j( Inx+e" )= 1o , la familia de antiderivadas de la funcion
X X

f(x )=l+ex

X
es la funcién

F(x)=lnx+e* +C.

EJEMPLO 3.4 (FAMILIA DE FUNCIONES)

a. Si jx( ax )= a , entonces la familia de antiderivadas de la funcion
f(x)=a

es F(x)=ax+C.

b. Dado que
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2
i ﬂerx =ax+b,
dx\ 2

2
entonces la familia de antiderivadas de la funcion 7 (x )=ax+5 es F (x )= % +bx+C.

Silafuncion £ ( x ) es antiderivable y su antiderivada es la familia de funciones
G(x)zF(x)+C,
a cada valor especifico asignado a la constante C , corresponde una funcion distinta a las otras, sin

embargo, el trazo de las curvas asociadas que tienen asociadas se obtiene trasladando
verticalmente una de ellas, vea la figura 3.2.

YA

/\ Gz(x)=F(x) +C2
/\ G o) ey ac

>
/ \ X
G(x)=F(x)+C

ANANEAN

FIGURA 3.2

En ocasiones es necesario, seleccionar una funcion especifica de una familia de funciones
antiderivadas, para ello se establece la condicion que debe cumplirse y se dice que se resuelve un
problema de condicion inicial.

EJEMPLO 3.5 (SELECCION DE LA FUNCION ESPECIFICA)
a.Si f(x)=3 ysu antiderivada contiene al punto p( 0 , 1), entonces:

i. Su antiderivada es F (x )=3x+C.
ii. EI hecho de que la antiderivada incluya al punto p( 0, 1) significa: si x=0, entonces
F(x)=1,portanto, 1=3(0)+Cy C=1.
La antiderivada correspondiente es
F(x)=3x+1.

b. Determinemos la funcion £ ( x ) que satisface # (1)=0 y tiene como derivada £ ( x )= —%.
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i. La familia de antiderivadas es F (x )= - jx+ C.

ii. La condicion £ (1)=0 indica:si F(x)=0y x=1, por tanto, 0:—%(1)+C y Cz%

. 3 3
y como consecuencia F ( x )=— TRADE

c.Si 7 (x)=x+5 ysufuncion antiderivada contiene al punto p( 1, 2 ), entonces

2
F(x):%+5x+c.

la condicion “contiene al punto p( 1, 2 ) significa: si x =1, entonces F ( x )=2, por tanto,
1 . . o 2
2= ot 54Co0C= —% y la antiderivada correspondiente es la funcion F ( x )= %Jr 5x— ;

d. Sea 1 (x )=§x—2 tal que su antiderivada contiene al punto p( 1, 2 ). Entonces la familia de

2
antiderivadas es F(x):%—2x+C. Que contenga al punto p( 1, 2) significa: si x=1,

2
entonces F (x )=2, portanto, 2 = 13— 2(1)+CoC= % y la antiderivada correspondiente es

2
F(x)z);—2x+l3l.

Notacion de antiderivada:
En lo subsecuente utilizaremos el simbolo J para indicar la antiderivada (o integral indefinida) de

una funcién, vea la figura 3.3.

integrando constante de
* integracion
simbolo de *
integral indefinida |—» | f(x)dx=F(x)+C
o antiderivada T

variable de
integracion

FIGURA 3.3
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EJEMPLO 3.6 (NOTACION)

a. La expresion _[ ( %x—2 jdx se interpreta como la “antiderivada de la funcion / (x )= ix—Z :
por tanto,
2 1, 1,
J Zx-2 |dx=-x*-2x+C 0 F(x)=-x*-2x+C.
3 3 3
b. La expresion j ((ax+b )dx denota la “antiderivada de la funcion g (x )=ax+5", por tanto,
J (ax+b )abc:%ax2 +bx+C 0 G(x ):%arx2 +bx+C.
c. La expresion I k dx se lee “antiderivada de la funcion g ( x )=k ", esto se escribe

| kdx=kx+C 0 G(x)=hketC.

EJEMPLO 3.7 (VERIFICACION DE ANTIDERIVADAS)

2 2
a. Si f(x)=x,entonces [ xdx=""—+C, puesto que a2 ol
2 dx\ 2

3 3
b. Si f(x)=x?, entonces J' x> dy=""+C, puesto que a Y i |=x?,
3 dx\ 3

4 4
c. Si £ (x)=x", entonces | x’ de=""+C, puestoque L[ T +c |=x
4 dx\ 4

5 5
d. Si f(x)=x* entonces [ x* dx=%+c,puestoque j Y oio |=xt.
X

La tabla 3.1 resume los resultados del ejemplo 3.7.

PFCL)J.II.\IECI\L?::\'IA ANTIDERIVADA O INTEGRAL
f(x)=x F(x):x;Jrc
f(x)=x F(x):x;Jrc
f(x)=x F(x)z)jJrc
f(x)=x* F(x)=x;+c

TABLA 3.1



UNIDAD 3.1 Métodos de integracion 121

La tabla 3.1, muestra que el grado de la funcion antiderivada 7 ( x ) es mayor que el grado de
la funcién potencia £ ( x ) en 1 unidad, y que el grado de la funcién potencia es divisor de ella

misma.
n+l xn+l
+CoO0 J. x" dx=

+C,
n+1

Engeneral,si 7 (x)=x",entonces F(x )=

n+1
siempre que » sea un numero entero positivo. En realidad, la afirmacion anterior se cumple para

todo nimero real » distinto de —1.

Para reflexionar
¢Si f(x)=x" cudles sufuncion antiderivada F (x )?

Las observaciones anteriores se formalizan en la propiedad 3.2.

PROPIEDAD 3.2 (ANTIDERIVADA DE LA FUNCION f (x )=x")

n+l1

a. Si n es cualquier nimero real, n= -1y f(x )=x", entonces I X dx=" 1+C.
n+
b. Si f(x)zl,entonces_[ldx=lnx+c.
X X
EJEMPLO 3.8 (APLICACION DEL TEOREMA 3.2)
REESCRIBIR | ANTIDERIVADA SIMPLIFICACION
8+1 9
a. | (x® )dx F _r c | F _X .
I( ) (x) o (x) =
—4+1 -3
b | (x™* )dx = Flx)=" +c=— ' 4¢
[(x*) F(o)=* v | F(x)=" wcm tox
1 3 x—3+1 -2
C. 7d d = = — = -
jx3 x _[x x | F(x) _3+1+C F(x) _2+C x2+C
1 5 x8+l 9
d.J.xjdx Jx dx (x):8+1 F(x):%+c
1 2+ 3
e.J-\/;dx '[xi dx F(x)—)f 1+C F(x)zx?+C=—%x3+C
2t 7
1 &1 z
f.J.i/;dx ngdx F(x)—)f 1+C F()c)=xT+C=—6 x"+C
6 3
g.J.il dx —% xi%l xi% 3
[ jx dx F(x)—_%+1+c F(x) _—%+C:—3\—X+C
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Para reflexionar
¢Si f(x)=ax" cudles lafuncion antiderivada 7 ( x )?
¢ Cudles son las propiedades de la funcion antiderivada?

Puesto que la antiderivada es la funcion que resulta del proceso inverso de la derivacion, las
propiedades basicas de la funcion derivada justifican las propiedades de la funcion antiderivada.

PROPIEDADES 3.3 (DE LA FUNCION ANTIDERIVADA)
Si 1 y g son funciones antiderivables con antiderivadas

FyaG,
respectivamente, y & es cualquier nimero real, entonces:

a [ (f(x)rg(x))dx=[ f(x)de+] g(x)dx.
b. [ ks (x)dx=k[ f(x)ax.

La propiedad establecida en el inciso a. se denomina “propiedad de aditividad” y la
establecida en el inciso b. se denomina “propiedad del producto por una constante”.

EJEMPLO 3.9
Del teorema 3.3 se concluye:

n+l

+C.

, X
Si n# -1, entonces I ax” dxzaJ. x"dx=a
n+1

Las propiedades antes sefialadas permiten antiderivar (0 equivalentemente integrar funciones
polinomiales), por tanto, para integrar funciones polinomiales se debe integrar cada sumando.

EJEMPLO 3.10 (APLICACION DE LA PROPIEDAD 3.3)

a. j (3x3 —4x* +x-1 )dxzix4 —ix3 +lx2 —-x+C.
4 3 2
b. J (x5—10x+9)dx:éx6—5x2+9x+c.

C. j 40"~ 8 = de* —Sinx+C.
X

En ocasiones es posible reducir funciones racionales a funciones polinomiales (de manera que
sean iguales en casi todas partes, es decir, que sélo difieran en un nimero finito de puntos). Los
integrandos del ejemplo 3.11 muestran esta situacion.
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EJEMPLO 3.11 (INTEGRACION DE FUNCIONES QUE DIFIEREN EN UN NUMERO FINITO DE
PUNTOS)

J'x +2x+1d J‘ x+1)(x+1 dx J‘ x+1 dx = lx2+x+C.
x+1 2
bJ- 5x+6d Ix_:;)(;:_z)dxzj.(x—2)dx:;x2_2x+c'
x—

C. Ix ~ 3 +3x 1a’ =I (x_l)(leerJrl)dx:J.(x2+x+1)dx=;x3+;x2+x+c-
X—

Ya tratamos la teoria y los métodos para determinar la antiderivada (o integral indefinida) de
funciones polinomiales y de funciones que se reducen a ellas, ahora trataremos las técnicas para
determinar la integral indefinida de otras.

La tabla 3.2 presenta las integrales indefinidas o antiderivadas de las funciones bésicas.

INTEGRALES INMEDIATAS

[kdx=kx+C.
xn+1 .
J.ax" dx=a +C, slempre que n=—1.
n+l
axn+1 axn
J.(anx"+an71x"_l+---+a0 )dxz L + 4t ax+C,
n+l n

siempre que n=-1.

Iex dx=e" +C.

X

+C.

J.ax dx="2

Ina

J.ldlenx+C, x>0,
X

Jsenxdxz—costrC.

cosxdx=senx+C.

sec’ xdx=1tg x+C.

J
Icscz xdx=—ctgx+C.
J

TABLA 3.2
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Otras integrales (antiderivadas) verificables de forma inmediata son aquellas en que la variable
independiente difiere en una constante de la variable x.

EJEMPLO 3.12 (OTRAS INTEGRALES INMEDIATAS)

1 .
a. je”x dx=—e™ +C,slempreque a=0.
a

b. Isen axdxz—lcos ax+C.
a

1
C. | cos ax dx = —sen ax +C .
a

1
d. Icscz ax dx =——ctg ax+C .
a

e. J.sec2 axdletg ax+C.
a

EJEMPLO 3.13 (INTEGRALES INMEDIATAS)
Las siguientes integrales son inmediatas:

a. Ie‘lox dx = —%e‘lox +C.

b. J‘S@n 13xdx=—icos 13x+C.
13
1
C. Icos 3xdx=—sen3x+C.
3
1 1
d. |sec? —xdx=2te —x+C.
-[ 2 g2
+C.

e. J-csc2 %xdxziln
3 2

2
sec —x
3

No existe un método o algoritmo que permita obtenerlas absolutamente, sin embargo, en las
siguientes lineas describiremos las estrategias y métodos basicos en su obtencion.

EL METODO DE SUSTITUCION

El primer modelo o método de sustitucion se fundamenta en la “regla de la cadena” y consiste en
reconocer (0 en su caso construir) la derivada de la funcién que compone a la funcién que se
encuentra en el integrando. La regla de la cadena establece

CLF(g(x)]=F(g(x)k

de acuerdo con el teorema fundamental del célculo se sigue:

!

(x),
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! !

JF(g(x))g (x)ax=F(g(x))+C

J.F’(g(x))g'(x)dsz(u J+C siu=g(x).
Los resultados anteriores los formaliza la propiedad 3.4.

PROPIEDAD 3.4 (TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE)
Si g es una funcién cuyo recorrido es el intervalo 1, sea 7 integrable en 7. Si g es derivable y

F esuna antiderivada de 7 en I, entonces:

ff(g(X))g,(X)dx=F(g(x))+c.

Si u=g(x),entonces

duzg’(x)dx y If(u)duzF(u)+C.

La figura 3.3 muestra el patrén a identificar cuando requiere utilizar el teorema del cambio de
variable en la evaluacion de una integral.

funcion externa

v

f(8(x))g’ (x)dx=F(g(x))+C

t 4

Juncion interna derivada de la
funcion interna

FIGURA 3.3

El ejemplo 3.14 muestra la aplicacion del teorema del cambio de variable; mismo que reconoce
la existencia de los elementos: g (x ), /(g(x))y g (x).

EJEMPLO 3.14 (IDENTIFICACION DE COMPONENTES)
a. En

j (x3 +x2 )8(3)62 +2x )dx,
el integrando puede interpretarse como

f(g(x))g'(x)endonde g(x)=x*+x*y f(x)=x",
por tanto,

! !

g (x)=3x2+2x y f(g(x))g ()c)=(3c3+)c2 )8(3x2+2x).
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Entonces [ /(g (x))g (v )av=[ (* +2* J(32% + 20 )dxzé(x3+x2 f+c.
b. El integrando de I 10e'™ dx es de la forma £(g(x))g'(x) donde g(x)=10x y

f(x )=ex, entonces g'(x )=10 y f(g(x))g,(x )=elox(10 )
Luego [ 10 dx=e'™ +C.

’

c.En J' 4 sen4x dx, el integrando es de laforma 7 (g (x))g (x).
Sean f(x)=sen x y g(x)=4x,entonces
g(x)=4y 7(g(x))g (x)=senas(4)=(4)sen4r.
Entonces
J.4sen4xdx=—cos4x+C.

El teorema del cambio de variable incrementa su utilidad en términos de “variable « "y de au (0
de cualquier otra variable conveniente). Este cambio de variable resulta util para integrandos en los

que no se observa de manera evidente el patron £ (g (x))g (x ). EI cambio de la variable
original por la variable « se basa en la notacion de Leibniz para la diferencial. Sean u =g (x ),

entonces ZZ =g (x)y du=g (x )dx porloque la propiedad 3.4 es equivalente a:

PROPIEDAD 3.4. a. (TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE)
Siu=g(x)ydu=g(x)dx en '[ f(g(x))g'(x)dx,entonces j f(u)du=F(u)+C
0

jf(g(x))g’(x)dxzjf(u)duzF(u)+C.

La tabla de integrales 3.2 presenta mayor utilidad si se rescribe (parte de ella) en términos de la
variable u, asi:

n+l

, 1
Iu" duzu +C,Sl n#-1. I—duzlnu+C,u>0.
n+l1 u
J.e”duze”+C. Ia” de="2 +C.
Ina
Isenuduz—cosu+C. J-cosuduzsenu+C.
Iseczuduztgu+C. J-csczuduz—ctgu+C.

TABLA 3.3
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EJEMPLO 3.15 (CAMBIOS DE VARIABLE)
a.En I (senx )’ ( cosx)dx, sea u=senx, €ntonces du = cos x dx, en consecuencia
_[ (sen x ) ( cosx )dx=J‘ u’ du:%u4 +C,
regresando a la variable x:
J- (sen x )’ ( cosx )dx=%(senx ) +cC.

2x+1 2
5 dx,sea u=x"+x, entonces
x°+x

I 2x+1 dxzj ﬂzlnquC,

x2+x u

b. Enj

regresando a la variable x

2

2x +1
I XT+x

dlen‘x2 +x‘+C.

Los integrandos en los ejemplos 3.15 y 3.16 presentan la forma 7 (g (x))g (x ), sin
embargo, es posible que el integrando sea distinto en un factor constante del patrén

’

Fg(x))g(x),
en tal caso se multiplica por 1=]l§ para obtener la forma & /(g (x ))g (x ), posteriormente se

utiliza la propiedad

[ s (x)ax=k] f(x)ax.

EJEMPLO 3.16 (A\GREGANDO UN FACTOR CONSTANTE)
a. En I ( 8+5x )3 xdx,sea u=8+5x?,luego du=10x dx, asi al integrando le falta el factor 10,

conviene multiplicar

: 10 _ .
la integral por 1= 0" asi

[ (84527 )3xdx=110j (8+5x* f10xdx.
En consecuencia

(8+5x2 )4
40
b. En J. (x+1 )Sen( x?+2x+1 )dx, Si u=x?+2x+1, entonces du =( 2x+2 Jdx =2( x+1 )dx,

[ (84552 )3xdlelof (8+5x )310xdx=110j u du:Z:)+C: rC.

, - : 2 .
por lo que conviene multiplicar la integral por 1= 2 asi
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I (x+1 )sen(x2+2x+l )dxzij. 2(x+1 )sen( x*+2x+1 )dx
:%J‘ (2x+2 )sen( X% +2x+1 )dx |
En términos de la variable «, I (x+1 )sen ( X +2x+1 )dxz%"‘ sen u du =—%cosu+C,

Finalmente J. (x+1 )sen (x2 +2x+1 )dx=—%cos (x2 +2x+1 )+C.

c. En I senxe ™ dx,Sea u=>5 cosx, entonces du =—5sen x , y POr tanto conviene multiplicar la
. -5 ,
integral por 1= 5 asi
1 1 1 1
I sen x &> dx = ——I —5sen x e dx = ——I el du=—"—e"v+c=—"—e "+ (C.
5 5 5 5
d. Si J. sen’ 4x cosdx dx, puesto que sen’ 4x = ( sendx )5 ,Sea u=sendx, Iuego

. o . 4 .
du = 4cos 4x dx, conviene multiplicar la integral por 1= 7 asi

6 6
I sen’ 4x cosdx dleJ. (sendx ) 4cosdx dlej (u) duzu—+c=M+C.
4 4 24 24

e. En j dx, sea u=8+x>, entonces du =3x>dx por lo que la integral original debe

x2
8+ x*

. 3
multiplicarse por 1= 3 asi

x? 1 3x2 l¢du 1p¢ -1 2 1 2
s dv= | e dx = | = u Zdu="u? +c="18+x +C.
J *8+x3 3J. r+x3 X 3J. x/; SIu u 3u +c 3\ +x +

f. En jtg x dx =j SN X dxv, sea u=cosx, entonces du = —sen xdx, 1a integral debe multiplicarse

CcoS X

1
por 1= . luego,

thxdxzjsenxdxz—j_senxdxz—jd—uz—lnu+c=—ln‘cosx‘—kc:ln‘secx‘—kC.
cos X cos X u

0. Sienlas integrales
Ie“x dx, J'senaxdx, J'cosaxdx, J.tg axdx, Isecz axdx 'y Icscz ax dx

efectuamos el cambio de variable # =« x obtenemos:

1 1 1
Ie‘”‘ dx=—e"™ +C, Isen axdx=——cos ax+C, | cos ax dx = —sen ax+C ,
a a a

J-lgaxdleln‘secaxhc, J‘secz axdx:llgaerC yJ‘csc2 axdx=—lctgax+C.
a a a
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’

En ocasiones el integrando no sigue el patron 1 (g (x ) )g (x ), sin embargo, un cambio de
variable apropiado simplifica la integral.

EJEMPLO 3.17 (OTROS CAMBIOS DE VARIABLE)
a. En j X

1 dx, sea u=x+1, entonces du = dx . Puesto que el integrando contiene el factor x
X+

es necesario escribir x en términos de u, de u = x+1 obtenemos x=u—1. La integral en términos
de la variable u es

I ﬁdxzj L:_/;lduzj( u%—u_

=§(x+1 p—2(x+1)r+C

| —
—
QU
<
Il
<
[S]I8)
|
<
N
—+
9}
Il
[OSHN
<
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|
[\®)
<
|
+
o

1 )
b. En I x+/3x+4 dx, sea u=3x+4, entonces du =3dx y dngdu . Puesto que el integrando
contiene el factor x es necesario escribir x en términos de la variable « , entonces u=3x+4

u—4 - . A .
obtenemos x = = Rescribiendo la integral en términos de la variable » obtenemos

_ 3 1
J.x«/3x+4 dx=J. u34xu a;’uzéj' (uz —4u? ]du

9 3 9 5 3
=2 [x-ay -2 (3x-a) +c
45
c. Para integrar I 2x _31 dx,sea u=x+3,luego x=u -3, dx =du . El numerador del integrando
X+

en términos de la variable u es 2x—1=2(u-3 )-1=2u—-7.
Asi, la integral en términos de la variable u es

e S [C

Por tanto,

| 271 2 2(x43 )= 7| x+3 |+ C.
x+3

Los ejemplos anteriores sugieren la siguiente estrategia para determinar una integral indefinida
por medio de una sustitucion.
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ESTRATEGIA A SEGUIR PARA DETERMINAR UNA INTEGRAL
UTILIZANDO UN CAMBIO DE VARIABLE

o Simplifique el integrando tanto como le sea posible.
e Elijala sustitucion « = g ( x ) ala funcion interna de la funcién compuesta del integrando.

e Calcule du= g'( x )dx, Si observa que es proporcional al factor de la funcion externa del
integrando, el método es el adecuado.

e Reescriba el integrando en términos de la variable « .

e Determine la integral en términos de la variable « .

e Reemplace « por g (x ) para obtener la integral en términos de la variable x.

El método de integracion por cambio de variable (o sustitucion) tiene sus limitantes, por lo que
es necesario tratar otros métodos, en particular.

EL METODO DE INTEGRACION POR PARTES

El método de integracion por partes se puede aplicar a una gran diversidad de funciones, en
particular es Util si el integrando es un producto de una funcién algebraica y una funcion
trascendente y se fundamenta en la relacion (férmula) para derivar un producto de funciones.
Si

uzu(x)y v=v(x)
son funciones derivables, u’ y v son continuas, entonces
d(uv )=ud—v+vd—u 0 (uv)’ =uvl +vu’.
dx dx

Observe que al integrar ambos lados de la Gltima ecuacién obtenemos
uy = J.uv dx+J.vu dx 0 uv= J-udv+J.v du,

de donde
Iudv=uv—J-vdu 0 J'vduzuv—‘[udv.

El proceso anterior lo formaliza la propiedad 3.5.

PROPIEDAD 3.5 (TEOREMA DE INTEGRACION POR PARTES)
Si u y v son funciones de la variable x y tienen derivadas continuas, entonces

J-udvz uv—jv du.

La forma
J-udv = uv—Iv du
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expresa la integral original en términos de una segunda integral, que dependiendo de la forma de
seleccion de las funciones « y a dv, debe ser la més facil de evaluar que la integral inicial. La
integracion por partes es una técnica util en la integracion de productos de dos funciones, donde uno
de los factores es de facil integracion y el otro se simplifica cuando se deriva.

Las siguientes lineas describen una estrategia del uso del método de integracion por partes.

ESTRATEGIA A SEGUIR PARA DETERMINAR UNA INTEGRAL
UTILIZANDO INTEGRACION POR PARTES

e Seleccione uno de los factores del producto, el que sea relativamente mas sencillo de
integrar, denominelo v e intégrelo para obtener v ; el otro factor es « .

e Determine el producto wuv .

e Derive el factor u .

e Obtenga vdu .

e Forme la expresion J'udv =uv— I v du y simplifiquela.

El ejemplo 3.18 muestra la forma en que se aplica el teorema de integracion por partes.

EJEMPLO 3.18 (INTEGRACION POR PARTES)
a. En j xe** dx, ambos factores x y e** son faciles de integrar y derivar, sin embargo, el proceso
de derivacion simplificaa x y dejaa e’* practicamente igual, entonces

u=xYy dv=edx,lUego du=dx y v=Je3xdx =§e3x,

consecuentemente

I xe* dx =judv =uv—Iv du = 1)663)C —lj.e”dx =lxe3x —l le“ +c= lxe3)r —le” +C.
3 3 3 303 3 9

b. En _[ x cosx dx, ambos factores x y cosx son faciles de integrar y derivar, sin embargo, el
proceso de derivacion simplifica a x y conserva la dificultad de cosx practicamente igual, sean
u=xY dv=cosxdx,entonces du =dx Yy v=jcosxdx=senx,

entonces

j. Xcosx dx:j.udVZMV—j.v du:xsenx—jsenxdxzxsenx+cosx+ C.

Al aplicar método una primera vez el proceso de integracion por partes, éste debe conducirnos a
una integral de menor complejidad que la inicial, asi en ejemplo 3.18. a. el nombrar los factores de

manera contraria, a la forma como se hizo, nos conduce a
2
j xe* dx,sean u = e Yy dv = xdx , entonces du =3e>dx y v = %
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luego
3x 1 2 3x 3 2 3x H
Ixe dx=—x"e ——j x“e™ dx, se complica.
2 2

También, sien .[ x cosx dx,hacemos u =cosx Y dv=xdx, obtenemos

2 1 1
du=—senxdx 'y v:%, la integral I xcosxdngxzcostrEJ. x*sen x dx ,

se ha complicado.

EJEMPLO 3.19 (INTEGRACION DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL)
En I Inx dx, dado que aln no conocemos la integral de 7/ ( x )=In x, la Unica eleccion posible es
u=Inx Yy dv=dx,luego duzldx yv=x,
X
asi

I lnxdxlenx—J.xldx =xhx-x+C.
X

En ciertas integrales, la integracion por partes conduce a otra integral que también debe
integrarse por partes.

EJEMPLO 3.20 (APLICANDO VARIAS VECES EL METODO DE INTEGRACION POR PARTES)
a. En j x*senxdx , sean u,=x> Yy dv,=senxdx , entonces du, =2xdx Y

v, = J-senxdxz —cosx , por tanto,

j x* senx dx=Iudv=uv—J.v du=—x* cosx+2j xcosx dx,

la integral de la derecha también se obtiene integrando por partes, sean:
u,=xY dv, =cos xdx,luego du, =dx y v, =J-cosxdx=senx,

por tanto,

I x% senx dx=—x*cosx + 2( xsenx—jsenx dx )

_[ x? senx dx =—x* cosx+2xsenx +2cosx+C.
b. En .[ x’e* dx,sean u, =x* y dv, =e*dx, luego du, =2xdx y v, =jexdx=ex,
asi
j x’e" dx=x’e" —ZIxexdx,

la integral de la derecha también se obtiene integrando por partes, sean
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u, =x Yy dv, =e" dx, entonces du, =dx y v, =J.exdx=ex,
_[ x2e* dx=x%e" —2jxexdx= x2e* —2[xe" —Je" dx ]

=x’e" —2[xex —e* ]: x’e* —2xe* +2e¢* +C

En otras integrales, una primera integracién por partes conduce a una integral que difiere en
una constante de la integral original, luego deben reducirse términos semejantes.

EJEMPLO 3.21
1
a.En I e sen2x dx,Sean u, =e* Yy dv, =sen2xdx , entonces du, =e*dx y v, =—5cos 2x,
luego
X 1 X 1 X
j e sen2xdx=——e cos2x+—.[ e’ cos2x dx
2 2

la integral de la derecha presenta la misma dificultad que la original, integremos nuevamente por

1
partes, sean u, =e* Yy dv, =cos 2xdx , entonces du, =e*dx Yy v, = Esen 2x, luego

J. e’ sen 2x dx = —lexcos 2x+l lexsen 2x—lj e’ sen2xdx |+C,,
2 21 2 2
el desarrollo de los productos da
j e" sen2x dx = —le"cos 2x+ le’“sen 2x— lj e* sen2x dx +C,
2 4 4
si reagrupamos términos semejantes obtenemos

éj. e sen2x dx = —lexcos 2x+ le”sen 2x+c¢y,
4 2 4

entonces J e* sen2x dx = :[ - %excos 2x + iexsen 2x :I-F C.

b. En J. e* cosx dx,sean u, =e** y dv, = cos xdx , entonces du, =4e*dx Yy v, = sen x

por tanto, _[ e cosxdx=e"senx —4 .[ e senx dx, laintegral de la derecha presenta la misma

dificultad que la original, integremos de nuevo por partes, sean:
u, =e*™ y dv, =sen xdx, entonces du, =4e™dx y v, =—cos x,
luego
I e* cosxdx=e*senx— 4[ —e™cosx+ 4.[ e* cosxdx ]+ C,
el desarrollo de los productos da

4 4 4 4
I e cosxdx=e " senx+4e xcosx—16J. e cosxdx+C,

si reagrupamos términos semejantes obtenemos
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4

1
17'[ e* cosxdx=e"senx+4e*cosx+C, 0 J et cos xdx = ﬁ[ et sen x + 4e* cos x ]+ C,.

- EJERCICIOS 3.1

1. Determine la antiderivada en su forma k. f(x):<ﬁ+§§.
general y verifique el resultado utilizando 6
derivacion. . f(x):)TS.
a f(x)=2x-5.
b. f(x):lxz —2x+4. 2. Determine la antiderivada en su forma
general y verifique el resultado utilizando
. f(x)=1-3x"+2x. derivacion.
d. f(x)=8x" —3x° +x* a f(x)=3x"+cosx.
e. f(x)=(x=3)x+1) b. f(x)=3sen x—4cos x.
f.f(x)=x*(x+1). C. f(x)=3e"+senx
2 _ X X
g f(x)=x3+5x d. f(x)=3"+2
1 _4 X
h f(x)=3x—4x5 e. f(x)—;+56 .
i f(x)=-/x-7x. f ,r(x)z_l+3Y
jo f(x)=%x+x" *



3. “Reduzca’, luego determine la antiderivada
en su forma general y verifique el resultado
utilizando derivacion.

3—x?-2x*
a.f(x)zggi;ij;
1 1
_v2 _ 4,4
b f(v):V Vz %
\%
2
e f(u)=" ;;5.
2
-4
d. =7 .
f(z) z+2
245246
e. f(z)zfggigt—.
3 43x% +3x+1
i f(x):x + .;CC—:i X+ .
1_ 2
9. f(x)=—
1_ 2
()=
i f(x)zee_:4
. * 43
J-f(x)=eej'-
2x_16
k.f(x)zeex+4.

4. Determine la funcion antiderivada
F(x)

que satisface la condicion especifica.
a f(x)=4x-5,F(0)=1.

b. f(x)=x*—4x, F(0)=2
c. f(x)=1-2x% F(1)=1
d. 7 (x)=6x-—x* F(4)=0
e. f(x)=8x+5, F(1)=—4
f.f(x)=-5x*+5 F(0)==2
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5. Determine una funcién antiderivada
F(x) que satisfaga la (las) condicion
(condiciones) dada (dadas).

a f(x)=4x*+1,F(0)=2.

b. f(x)=4cos x+1, F(0)=3.

C. f(x)zZsenx—2,F(%)=7r

d. f(x)=3e"+x, F(0)=4

e. f(x)=e"+1, F(0)=1.
f.f(x)=e"+e™, F(0)=1

g f(x)=6—x2,F'(0)=2yF(0):3
h. f(x)=4x, F(0)=-3y F(0)=2
Lof(x)=e,

6. Determine la funcion £ (x) (antiderivada)

cuya curva contiene al punto sefialado.
a f(x)=3x+2, p(0,2).

C.

](‘
d. 1
e. f
f.r

7. Evalue la integral utilizando la sustitucion
indicada.

a. J‘—4e4xdx, u=-4x.

2x
b. dx, u=1+x>.
J.1+x2

3x2 42

C.J.x xdx,u=x2+x3.

3, .2
X" +Xx

d. IS(senx ) cosxdx, u=senx.

€. j—lsen(lnx)dx, u=Inx.
x
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8. Evalle la integral utilizando la sustitucion

indicada.

a. Iseczxe’gxdx, u=tgx.

b. I%\/cos x—sen x (—sen x —cos x )dx

u=cosx—senx.

C. Ill(x3 +4x )10(3x2 +4 )dx,

u=x>+4x

d.J4(x+~%x)3[l+2j&rjdx,
w=xyx.

9. Evalle la integral.
a. J.( 5—-8x )3dx.

b. J.(14r8x2 )Sxdx.
C. J.«/x2+3x(2x+3)dx.
d. J\/ﬁ(yzﬂ)dt.

e. I(z“ +1° )4(4t3 +2t )dt.

10. Evalde la integral.

a [\e?+2e (e+1)dr.
o f( (11
e s b

d. j{ s+l jd&

As? +2s+

11. Evalle la integral.
a. _[x3sen(x4 )dx.

b. jSe"cos ( e’ )dx :

C. J‘em”' 2cost )dt.

d J-senxf
e._[cos(lnt)dz.

t

3
f. J.\ﬁsen(6+t2 sz.

12. Evalle la integral.
a. Iseczs e’ ds.

b. ISeC“SSsen s ds.

CJ- sen s
' 4/1+4coss

d J‘COS Z

sen z

coss-sens
e, O3 sEns 4

5+cos’ s

f. J‘ sen s

J +4coss

13. Evalle la integral.

a.J. 4/4:—11’11‘ dr

b. | ———dt.
'[t(lnt+3)4

¢ -l.z?ntdt

d. [

6
e. J.(l+lnt)dt_

t



14. Evalle la integral.

a I (1+lntl‘+lnt3 )2 dr

b. I( e"+1 )sen e dx

C. J-1+ln5xdx.
x
d J-cos(3+lnx)dx

10x

15. Evalle la integral.

e +1
a | e

3
b. .[xzex 10d x.

d. I(sent et dt .

e. J.lnet2 dt.

16. Evalle la integral.

a. J-lf;x dx .
b. I(l+e’ )dt.

-t t
e +e
c [“ S ar.
-

d.jwdt.

17. Evalue la integral utilizando la sustitucion
indicada.

a. Ix+2dx, u=x+1.

b. sz+3dx, U=x+6.

c J‘ x+4

dx, u=2x+1.
2x+1
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d.jpﬂ—4xdx,u=1—4L
e. J(x+5 )x/x+3dx, u=x+3.

18. Evalue la integral utilizando la sustitucion
indicada.

a. I(x+1 )x/3x+1 dx, u=3x+1.

1
b. dx, u=1+-/2x.
J.l+x A

dx, u=3+/x.

"‘3+x/7

dt, u=3t+1.

I\f"‘

19. Evalde la integral utilizando la sustitucion
indicada.

a.J2x+4dx,u=x+1.
x+1
b. ,
J.3x+1
u=3x+1.
c J' x—=2 dx.
2x -3
u=2x-3.
d. J.xx/2x+5dx,
u=2x+5.
e [(2x+3 }3x—2dx,
u=3x-2.

20. La funciones seno y coseno hiperbélicos
se definen por

e’ —e " e’ +e "

senht = Y cosht =

demuestre
a. Jcosht dt=senht+C.

b. J-senhtdtzcosht+C.



138  UNIDAD 3 LA INTEGRAL DEFINIDA

21. Evalle la integral utilizando integracion

por partes.
a. J.xex”dx.
b. I?dx.
. [x8 dx.
d. Ilenx dx.

e. J.x4lnx dx.

f. Im—;dx.
x

22. Evalle la integral utilizando integracion
por partes.

a. J.l‘x/l‘—i—2 dt.

b. S ds.
'[«/4+23 ’

S
C. J- 5 ds.

d. Itcostdt.

e. J'xsenxdx.

f. J.xsen2xdx.

23. Evalle la integral utilizando integracion
por partes.

a [(inz)dz.

b. [ senxsen2xdsx.

. [cosxcos2xds.
d.jx(x+1)8dx.

e. ,[(Hl X x+2)" dx.

f. Ix3ex2 dx.

24. Evalle la integral utilizando integracion
por partes.

a. sz e dx.
b. J-zjdx.

C. Ixz' e'dx.

d. J.xslnxdx.
e. fxslnx dx.

f. jtz costdt.

25. Evalue la integral utilizando integracion
por partes.

a. Ixz cos8xdx.
b. _[x3 cosxdx.
C. Ixs senxdx.
d. J-3ss2 ds.
e. IZSS3 ds.
f. Ixz 3 dx.
g. J.xz 47 dx.
26. Evalle la integral.
a. Jxeloxdx.

3x
b. Ie—4x dx.

C. I(x+4)2 e'dx.

d. Ix2ln(x+4 )dx.
e. Ilen(2x+l )dx.

f. Ix3log2(x+3 )dx.



27. Evalle la integral.
a. J‘ M dx .

2
X

b. I(t+1)xt+2dt.

z
C. dz .
Im :
d. Jtcos(t+4)dt.

e. J-tcos4t dt.

28. Evalle la integral.
a. Izsen 10z dz.

b. J.(3z+2 )sen(3z+1)dz.
C. Ixz (x+1 )i dx.

d. J'costdz.

29. Evalle la integral.

a. J-senx/;dz.
e. J.emdx.

b. jcos( 2x )e* "~ dx.

f. Icos( Inz )z
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C. _[sen(lnx )dx.

g. Iln(z+2 )z .

d. jln( 4x+3 )dx.

30. Evalue la integral.

a. J-4s«/4s+5 ds .
b. J.t«/2+tdt.

C.J. z dz .

\/z2 +1
d. Ix«/4+x dx.

31. Evalue la integral.
a. Isec3x dx.

b. Iezxcosxdx.
C. Ie“senxdx.
d. szln(x+4 )dx.

e. J.ln—zdz.

y4

f. Iz3ln zdz.

. ACTIVIDADES 3.1

1. Se define las funciones hiperbolicas

—X

e —e

f(x)=senhx=

(seno hiperbolico) y

— e_x
2
(coseno hiperbdlico).

g(x)zcoshx=ex

a. Descompdngalas en dos sumandos.

b. Anti derive los dos sumandos.

c. Obtenga sus antiderivadas.

d. Obtenga relacion entre las dos funciones
hiperbdlicas antes  definidas y  sus
antiderivadas.
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2. La velocidad de un objeto que se desplaza
con aceleracion constante estd dada por
dv

—=a

dt

a. Si inicialmente (en t=0), v(0)=v, ,
verifigue que la velocidad del objeto es
v(t)=v, +at.

b. Si el desplazamiento del movil sigue la
relacion fl);:v e inicialmente (en t=0),
x(0)=x,, verifique que su desplazamiento

es x(t)=x0+v0t+%at2.

3. Suponga que rF Yy c representan las
temperaturas en grados Fahrenheit y grados
Celsius respectivamente.

. dFF 9 .,
a.Si —=2,iquiénes F(C)?
c s éq ( )

b. Si F(0)=32, determine la funcién que

describe la temperatura en grados Fahrenheit
en funcion de los grados Celsius.

c. Determine la funcion que describe la
temperatura en grados Celsius en funcion de
los grados Fahrenheit.

4. Suponga que una poblacion de bacterias

P
m crece de manera que en todo

momento : es directamente proporcional a
la poblacion total de bacterias P (¢ ).

a. Si P () representa la poblacion total de

bacterias en el tiempo : establezca el
modelo que describe esta situacion.
b. Si P (¢ ) representa la poblacion total de

bacterias, obtenga la antiderivada de la
expresion obtenida en el inciso anterior.

c. Si inicialmente (en t=0, P(0)=P,)) la
poblacion cuenta con p, bacterias
demuestre que P (¢ )=Pye*’, donde & es
la constante de proporcionalidad.
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3 2 APLICACIONES
. CONTEXTUALIZADAS

APRENDIZAJES
El alumno:

7. Selecciona el metodo de integracion
apropiado para calcular integrales que resultan
de modelar problemas en diferentes contextos.

TEMATICA
iv. Problemas de aplicacion en diferentes contextos.

En el ejemplo 3.1 presentamos situaciones en las que se conoce la funcion que describe la
razén de cambio instantaneo de una funcién (es decir la funcion derivada de la funcién), sin embargo,
en ocasiones es de interés conocer o determinar la funcion 7 (x ) a partir de la que se determing la

funcion 7 (x ). Si este es el caso, el proceso se denomina antiderivacion, y en este contexto la

funcion £ (x ) se denomina integral de £ (x ).

EJEMPLO 3.21
a. En el plano cartesiano

f(x)=m(x)
describe el comportamiento de la pendiente de la linea recta que es tangente a la curva asociada a
la funcion 7 (x ), asi

f(x)
es la antiderivada de la funcion 7 (x ), es decir,
F(x)=[m,(x ).
b. El cambio instantaneo de posicion de un cuerpo en el instante ; se representa por
d
t)=—/|x(t¢
v(1)= < [x(0)]
y se le llama velocidad, asi la funcion
x(1)
representa la posicion del cuerpo al instante ; y es la funcion antiderivada de
x(¢ )=_[v(t )dt.

c. El cambio instantaneo de la velocidad de un cuerpo se le llama aceleracion y se representa por




142 UNIDAD 3 LA INTEGRAL DEFINIDA

azjl[v(t )]
Asi la funcién

v(1)

representa la velocidad del cuerpo al instante ¢ y es la funcion antiderivada de
v(1 ):Ia(t )t .

d. La ley de enfriamiento de Newton establece que, la variacion de la temperatura superficial
7(t) que experimenta un cuerpo es proporcional a la diferencia entre su temperatura y la

temperatura 7, del medio que lo rodea (o contiene), por tanto, el modelo matematico

correspondiente a esta ley es
dTr
—=kT-T, ).
L =HT-1,)
e. La Ley de Torricelli afirma: “la razén de cambio del volumen de agua con respecto al tiempo en un
tanque que se esta vaciando, es proporcional a la raiz cuadrada de la profundidad del agua”. La
formulacion matematica de esta ley es
dv
——=kAlh
a
en donde 4 representa la profundidad del aguay 7 el volumen del tanque.

f. La ley de Malthus, respecto al crecimiento de de una poblacion p, afirma que el crecimiento de
una poblacion es directamente proporcional al tamafio de la poblacion, es decir,

Z[Pu)kkR

EJEMPLO 3.22 (IDENTIFICACION DE UNA FUNCION A PARTIR DEL COMPORTAMIENTO DE
SU PENDIENTE)
Suponga que la curva asociada a una funcion f contiene al punto
p(1,1)
y que las pendientes, de las lineas rectas que son tangentes a ella en cualquiera de los puntos, se
comportan de acuerdo con la funcion
my ( X ) =3x-1.
Para determinar la funcion es necesario calcular
£ x )=jmr( x Mx, es decir, £(x )=j( 3x—1 ),
entonces
f(x)=3x*—x+C.
1,si x=1, de donde

Calculemos ¢ considerando que £ ( x )=
1=3(1)—(1)+CoC=-1.
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Por tanto, la funcién buscada es
f(x)=3x"—x-1.

EJEMPLO 3.23 (DESPLAZAMIENTO DE UN MOVIL)
Suponga que un movil se desplaza horizontalmente con velocidad dada por la funcién

v(t)=jt[x(z)]:9.81t—5,apartir x=2.

Para determinar la funcion
x(1)

que describe su posicion del mévil en cualquier instante se requiere integrar la funcion
v(£)=9[x(1)]=981-5,
dt
por tanto,
x(#)=[(9816-5 )ar = %zz —5t+C.
Si x=2 cuando /=0, entonces
2= 9’%( 0 )*=5(0)+C, de donde obtenemos C =2,
por tanto, la funcion que describe el desplazamiento del mévil es

x(z):g'zﬁtz—SHZ

EJEMPLO 3.24 (MOVIMIENTO DE UN OBJETO)
Una particula se desplaza a lo largo de un eje coordenado del plano cartesiano y su aceleracion estéa
descrita por la funcién

a(t)=(t+4)" metros sobre segundo al cuadrado.

La particula tiene una velocidad inicial de 8 metros sobre segundo. Para determinar la funcion que
describe su velocidad, utilizamos el hecho de que su aceleracion es

d
GIE[VU)]’

por tanto,

jt[v(z )]=(z+4 )7, bajolacondicion v(0)=8
integrando

v(t )=J(t+4 ) dtov(t )=—%(t+4 )2 +C.
De

v (t ):—%(1+4 )% +C yla condicion v (0 )=8
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obtenemos

—l(0+4)’2+C=8,dedonde c=27,
2 32

La funcion que describe el desplazamiento de la particula es

v(t):—%(z+4)‘2+23i27.

EJEMPLO 3.25 (LANZAMIENTO DE UN PAQUETE)

Suponga que un helicoptero se eleva a una rapidez constante de 4 metros por segundo. Cuando
alcanza la altura de 48 metros (sobre la horizontal) desde el se deja caer un paquete.

a. Para determinar la funcion que describe la velocidad del paquete consideremos que la aceleracion
de la gravedad cerca de la superficie de la Tierra es 9.81 metros sobre segundo al cuadrado. Por
tanto, se debe integrar la ecuacion

a=2[vﬁ)}>@810vﬁ)=f—9&dﬁ

considerando que

v(0)=4.
Por tanto,
v(t)=-9.81t+C.
De
v(z)=-9.817+C ylacondicion v (0 )=4
obtenemos

4=-981(0)+Cy C=4.
La velocidad de caida del paquete esta descrita por la funcion
v(t)=-9.81t+4.

b. Determinemos la funcion que describe la altura y (¢ ) del paquete una vez que se ha dejado
caer, puesto que
d
t)=—1|y(t
v(1)=w(0)]
Es necesario que integremos la ecuacion
d

Z[y(t ) ]=-9.81¢ + 4, sujeta a la condicion y (0 )=48.

Entonces
9.81 ,
y (¢ )=I(—9.81t+4 Yit o y (¢ ):—Tz L4+ C.
De
y (1 )=—9'2£t2+4t+c

y de y (0 )=48 obtenemos
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48=-"""(0)+4(0)+C,de donde obtenemos C =48.

Finalmente

y (1t )2—9'2ﬁﬂ+4t+48.

EJEMPLO 3.26 (LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON)

Suponga que un recipiente contiene agua que inicialmente se encuentra a temperatura de 100
grados centigrados, posteriormente se traslada a un cuarto con temperatura constante de 15
grados centigrados. Transcurridos 20 minutos se enfriado a 20 grados centigrados. Para
determinar la funcion 7 (¢ ) que describe el comportamiento de la temperatura en funcion del

tiempo se utiliza la forma matematica de la ley de enfriamiento de Newton:
d
—T(t)]|=k(T(2)-T, ).
U ()]=Hr(0)-T,)

De acuerdo con los datos del enunciado
:;t[ T ]=k(T-15), bajo las condiciones 7 (0 )=100 y 7 (20 )=20.

Para integrar la ecuacion anterior, separamos las variables involucradas, entonces
dT
— =kdt,
T-15

Integrando obtenemos

_[ ar =J.kdt o bien, In (T -15)=kt+C.
T-15

Si aplicamos las propiedades de las funciones exponenciales y logaritmicas obtenemos
(7-15)=T,e",dedonde 7 (¢ )=15+T,e".
De la condicion 7 (0 )=100 obtenemos el valor de 7, como sigue
100 =15+T,¢*°) o bien T, =85,
de donde
T(t)=15+85¢".
Utilizando 7' (z )=15 +85¢" y la condicion
7(20)=20

obtenemos el valor de % , entonces

20 =15+85¢! ¥ es decir, (20 = 1

Por tanto,
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EJEMPLO 3.27 (LEY DE CRECIMIENTO EXPONENCIAL)
Supongamos que una poblacion de bacterias en un cultivo se increment6 de acuerdo con la ley de
crecimiento exponencial. Inicialmente se tienen 125 bacterias en el cultivo y 375 bacterias después
de 4 horas. ¢Cual es la funcion que describe el comportamiento de la poblacion de bacterias?
Sea
N(t)
el nimero de bacterias en el tiempo ¢. De acuerdo con los datos en el enunciado se cumple:
Ny
dt
bajo las condiciones
N(0)=125y N(4)=375.
Es decir, debemos integrar
Ny
dt
bajo las condiciones

N(0)=125y N(4)=375.

De
N _ N
dt
obtenemos
N _
N
integrando

dﬂ:jkdzoznzvzkwc,
N

si escogemos
C=InN,
obtenemos

InN—-InN,=kt0 lnﬁzkt,
0

esto implica

Nﬁ =¢"  portanto, N (z)=N,e".

0
De la condicion N (0 )=125 yde N (¢ )=N,e", se obtiene N (r)=125¢".
De la condicion N (4 )=375 yde N (r)=125¢", se obtiene 375 =125¢* 0 3=¢*.
Aplicando la funcion logaritmo natural y despejando da
k=%M3.

La funcién que describe el comportamiento de la poblacion de bacterias es
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l—n 1
N(t )=125e(4l 3)'o N(t)=125-3%,

EJEMPLO 3.28 (LEY DE TORRICELLI)
La Ley de Torricelli afirma:’la razon de cambio del volumen de agua con respecto al tiempo en un
tanque que se esta vaciando, es proporcional a la raiz cuadrada de la profundidad del agua”.

Suponga que un tanque cilindrico de radio ' centimetros y 16 centimetros de altura, inicialmente

a3
lleno, tarda 40 segundos en vaciarse. Para obtener la funcion que describe el volumen en el
tanque, aplicamos la ley de Torricelli

dv ki
dt
por otra parte, el volumen del cilindro es
2
Venrth=r 12 h=100A, entonces h=""
Jr 100
De las ecuaciones
—=kJh Yy h=—
ey 100
obtenemos
d—V xﬁ 0 equivalentemente 2olV k,dt con k, _ﬁ.
dt 10 10
Integrando
1
jV 2dV=Ikl dt,
esto implica

N\'—‘

202 =k t+C,Sik, _];y C, =%,entonces V(t)=(kpt+C ).

De la condicion
7 (0)=16 obtenemos 16=((0 )k, +C, J 0 C, =4,
por tanto,
V(t)=(kypt+4).
De la condicion
7 (140 )=0, obtenemos 0= ( 40k, +4 ),

de donde %, = —%. La funcion es
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A EJERCICIOS PROPUESTOS 32 VYV

1. La curva asociada a 7 contiene el punto
p(—-1,2)y las pendientes de sus lineas

rectas tangentes en sus puntos se comportan
de acuerdo con la funcién

m, (x )=3x* +2x, determine f (x ).

2. La curva asociada a f ( x ) contiene el
punto p(-1,1) y las pendientes de sus

lineas rectas tangentes en sus puntos se
comportan de acuerdo con la funcion

my (x )=-x* +2x, determine 7 (x ).

3. La curva asociada a f ( x ) contiene el
punto p(1,6) y las pendientes de sus

lineas rectas tangentes en sus puntos se
comportan de acuerdo con la funcion

my ((x )=x3—%+2,determine f(x).
X

4. Un objeto se desplaza de modo que su
velocidad después de ¢ minutos es

v(¢)=3+1+4¢* metros por minuto. ¢Qué

distancia recorre el objeto durante el segundo
minuto? (suponga que parte del reposo).

5. Un objeto se desplaza de modo que su
velocidad después de ¢ minutos es
v(z)=1+8 metros por minuto. ¢Qué
distancia recorre el objeto durante el cuarto
minuto? (suponga que parte del reposo).

6. Se lanza un objeto verticalmente hacia
arriba con una velocidad inicial de 60 metros
por segundo.

¢Cudl es su velocidad en cualquier instante
si se supone que se desacelera a
aproximadamente 9.8 metros por segundo
cuadrado?

7. Desde una torre de 100 metros de altura
se lanza un objeto verticalmente y hacia
arriba con una velocidad constante de 98
metros por segundo, Determine:

a. La méxima altura alcanzada por el objeto
respecto al suelo y el tiempo requerido para
ello.

b. El tiempo transcurrido hasta que el objeto
llega al suelo.

c. La velocidad con que llega al suelo.

8. Un objeto que inicialmente tiene
temperatura de 70 grados centigrados, se
coloca un medio a 40 grados centigrados.
Transcurridos tres minutos, la temperatura
del objeto es 60 grados centigrados. De
acuerdo con el modelo de enfriamiento de
Newton, ¢cual es la funcion que describe
la temperatura del objeto?

9. Alas 16:00 horas se encontr¢ el cadaver
de un gato. El veterinario llegd a las
16:30 horas y le tomé la temperatura,
siendo esta de 28 grados centigrados. Dos
horas despues la temperatura del gato que
registrd el veterinario fue 22 grados
centigrados. Si la temperatura del lugar
donde fue encontrado el cadaver del gato era
16 grados centigrados (constante),
determine la funcion que describe la
temperatura del cuerpo del gato. ¢A qué
hora muri6 el gato?



10. Supongamos que una poblacion de
bacterias incrementa su numero
continuamente en una tasa que es
proporcional a su ndmero actual.

Que la poblacion inicial de bacterias es 140 ;
que aumenté a 720 bacterias en 4 horas.
¢Cudl es la funcibn que describe el
comportamiento de la poblacion de
bacterias?
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11. Supongamos que una poblacion de
moscas se incrementa conforme a la ley de
crecimiento exponencial. Inicialmente habia
100 moscas antes del segundo dia del
experimento y 300 moscas después del
cuarto dia. ¢ Cuél es la funcion que describe
el comportamiento de la poblacion de
moscas?

. ACTIVIDADES 3.2

1. Se definen las funciones hiperbolicas:

f(x)=senhx= ¢ _26 ’
(seno hiperbdlico) y
g(x)=coshx= ¢ —;ei

(coseno hiperbdlico).
a. Descompdngalas en dos sumandos.
b. Antiderive los dos sumandos.
c. Obtenga sus antiderivadas.
d. Obtenga la relacion entre las dos
funciones hiperbdlicas (antes definidas) y sus
antiderivadas.

2. La velocidad de un objeto que se desplaza
con aceleracion constante esta dada por
dv
—=a
dt
a. Si inicialmente (en t=0), v(0)=v, ,
verifique que la velocidad del objeto es

v ( t )= Vo +at.

b. Si el desplazamiento del movil sigue la

relacion %zv e inicialmente (en 1=0),

x(0)=x, , Vverifique que su
desplazamiento es

x(t)=x0+v0t+%at2.

3. Suponga que F y c representan las
temperaturas en grados Fahrenheit y
grados Celsius respectivamente.

. dFF 9 .,
a.Si —==,squiénes F(c)?
ac =5l (c)

b. Si £(0)=32, determine la funcion que

describe la temperatura en grados
Fahrenheit en funcion de los grados
Celsius.

c. Determine la funcion que describe la
temperatura en grados Celsius en funcion
de los grados Fahrenheit.
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4. Suponga que una poblacion de bacterias

M crece de manera que en todo

momento  es directamente proporcional a la
poblacion total de bacterias P (¢ ).

a. Si P(¢ ) representa la poblacion total de

bacterias en el tiempo ¢ establezca el
modelo que describe esta situacion.
b. Si P( ) representa la poblacion total de

bacterias, obtenga la antiderivada de la
expresion obtenida en el inciso anterior.

c. Si inicialmente (en =0, P(0)=F,) la
poblacion  cuenta con P, bacterias
demuestre que P (¢ )=FRe", donde & es
la constante de proporcionalidad.




4 MODELQOS

Y PREDICCION

PROPOSITOS

Concluird el estudio de la derivada y la integral,
con la construccion de un modelo que las
relacione para hacer predicciones sobre el
comportamiento de situaciones planteadas.

CONTENIDO
1. Antecedentes y términos
2. Un modelo de crecimiento y prediccion
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I4.1

ANTECEDENTES
Y TERMINOS

APRENDIZAJES

El alumno:

1. Identifica que cuando la rapidez de cambio
de una funcién es proporcional a la misma,
se puede modelar a través de la ecuacion

dp (1)
=kp(t).
dt p( )
2. Emplea el método de separacion de

variables para resolver la ecuacion

dpd(tt):kp(z‘)y lo aplica en algunos

ejemplos.
3. Identifica que la solucion general del

(¢)

modelo dpdz =kp (¢ ) es una familia de

funciones definida por los valores de c.

4. Considera las condiciones iniciales para
obtener una solucion particular  que
representa a la situacion dada y llega a un
modelo del tipo p (7 )= pye” .

5. Utiliza el modelo para hacer predicciones
sobre el comportamiento general y puntual de
la situacion.

6. Distingue la diferencia en el
comportamiento del modelo p (¢ )= p,e”

dependiendo del signo de « y lo que esto
significa en las situaciones modeladas.
7. Reconoce la importancia del modelo

P(Z):poekl-

TEMATICA
il. Método de separacion de variables.

Las leyes que regulan el comportamiento de los fenémenos que ocurren en nuestro entorno
estan, en una buena parte, escritas en el lenguaje de las matematicas; el algebra suele utilizarse
para tratar problemas estaticos (que no dependen explicitamente del tiempo), sin embargo, los
fendmenos naturales y sociales méas interesantes cambian al transcurrir el tiempo y gran variedad de
ellos pueden ser modelados por ecuaciones que relacionen una de sus cantidades variables con el
transcurso del tiempo (que es también variable). En el estudio de un fenémeno, una vez que se ha
formulado un modelo matematico el siguiente paso consiste en resolverlo, si podemos resolverlo
debemos verificar que tan buena es la descripcion que proporciona sobre el comportamiento real de
la situacion en estudio, en caso de que las estimaciones y predicciones no concuerden o sean
deficientes el modelo debe refinarse o ser desechado, indudablemente que un mayor “refinamiento”
de un problema implica un mayor numero de hipétesis en su formulacion y como consecuencia una
mayor dificultad en la obtencién de su solucion.

En la presente seccion trataremos situaciones u objetos en las que dos de sus caracteristicas
estan relacionadas, son variables y también son medibles. Por otra parte, recordemos que entre los
propdsitos basicos de los cursos de calculo diferencial se encuentra el estudio y comprension del
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comportamiento del cambio de las funciones, en particular, se responde la pregunta ¢si en una
funcion (real de variable real) el valor de la variable independiente cambié “instantaneamente”,
¢ecuanto y como cambid la variable dependiente? La respuesta a la pregunta anterior conduce al
concepto de derivada y su posterior estudio.

EJEMPLO 4.1 (RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS)
a. El cambio instantaneo de la temperatura 7' (¢ ) de un objeto, que se enfria o se calienta, con el
transcurso del tiempo, en términos de la funcion derivada, se representa con la ecuacion
vy _dT(t)
T(t)= u
b. Si x () representa la posicion de una particula en el tiempo ¢, entonces el cambio de su
posicion se denomina desplazamiento, el cambio de posicion al transcurrir el tiempo se denomina

velocidad o rapidez y se representa por dxd(tt ). x(1).

c. Si v(r) representa la velocidad de una particula en el tiempo ¢, entonces el cambio de su
velocidad al transcurrir el tiempo se denomina aceleracion y se representa por

!

v (t):i;,otambién por azi:.

!

. ., . . dm
d. Si la funcién m (¢ ) representa la masa de una sustancia en el tiempo ¢, entonces Pt
t

describe el cambio de la masa en el tiempo «.
e. Sila funcion ¢ (¢ ) describe el costo total de producir y comercializar ¢ gramos de un producto,

iy ' dc . . . .
entonces la funcion ¢ (¢ )=d— se denomina costo marginal y describe el comportamiento
q

instantaneo del costo marginal, es decir, de producir y comercializar ¢ gramos del producto
f. Si la funcion p (¢ ) describe el tamafio de la poblacion total de cierta region en el tiempo ¢,

. ' d . o . >
entonces la funcion p (t)=d—1;=c(t) describe es cambio instantaneo de la poblacion en el

tiempo ¢.

Los modelos de las situaciones planteadas en el ejemplo 4.1 pueden representarse por la

ecuacion d—f = F () que recibe el nombre de ecuacion diferencial, en ella la incognita es la funcion

y.

DEFINICION 4.1 (ECUACION DIFERENCIAL)

a. Una ecuacion diferencial es una ecuacion que involucra a una funcion y su(s) derivada(s).

b. Cualquier funcién que satisfaga a una ecuacion diferencial se denomina solucion de la ecuacion
diferencial.
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En general, el modelo de una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es y =F(x,y ).
La incognita no es el valor de la funcién en uno o varios puntos, sino la funcion en si misma.

EJEMPLO 4.2 (ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS)
Son ecuaciones diferenciales:

d—y=412 -2, también d—szF , asimismo d—R:R2 —-2R.
dt dt dt

En esta seccion Unicamente trataremos ecuaciones diferenciales en donde la derivada de la
funcion involucrada depende explicitamente de la variable independiente, es decir, ecuaciones
diferenciales de la forma

dy
Y = t ,
=1 ()
y cuyo método de solucion consiste en aplicar el teorema fundamental del célculo, para determinar la
t
funcion £ (¢ ), por tanto, es decir, y( )=Jf (x)ax+C.

El lector debe tener en cuenta que el proceso de determinacion de la funcion 7 (¢ ) puede ser

engorroso e incluso resultar imposible, por tanto, sélo trataremos ecuaciones diferenciales en las
que la funcion 7 (x ) acepta una “integracion inmediata’”.

EJEMPLO 4.3 (RESOLUCION DIRECTA DE ECUACIONES DIFERENCIALES)

a. Si ‘Zzi, entonces dy =%dz , integrando obtenemos y ( ¢ )=j;dt=1nz+c, siempre que

t>0.
b. Si Z=3+cos t, entonces dy=(3+cost)d:, luego y(t):j(3+cost )dr y al integrar
obtenemos

y(t )=3t+sent+C.

c. Si gzt—zz,entonces dy:(t—z2 )dt, al integrar obtenemos y ( ¢ )=j(z—z2 )dt, por tanto,

1, 1,
= -_r+cC.
y(t) St

DEFINICION 4.2 (SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL)

Si se sustituye la funcion y (¢ ) (junto con su derivada) en la ecuacion diferencial ‘Z =f(r)yse

obtiene una identidad, entonces y (¢ ) es solucion de ella.
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EJEMPLO 4.4 (VERIFICACION DE LA SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL)

., L P ody 1 dy 1
a. Lafuncion y (¢ )=1In ¢+ C es solucion de la ecuacion diferencial d%: . puesto que d—“j =

dy

d—y=3+cost puesto que d—=3+cost.
t

b. Lafuncion y (7 )=3¢+sen t+C es solucion de 7

y 1, 1 o d d
c. La funcion y (¢ )=5t2 —§t3 +C es solucion de d—);:t—tz , puesto que %:Z_tz'

Note que una ecuacion diferencial tiene una infinidad de soluciones (no tiene solucion unica),

. o o dy , , . _
por ejemplo, la ecuacion diferencial 0 5 admite como soluciones a las funciones:
t

w(t)=5t+8, y,(¢)=5¢-3,0bienalafuncion y, ( )=5t—%,
y muchas otras. La forma genérica de las funciones solucion anteriores es y (¢ )=>5¢+C, por lo
que se dice que:
i. La solucion general de la ecuacion diferencial ‘Z =5 eslafuncion y(r)=5+C.
ii. Las funciones

., 1
v, (£)=5t+8, también y, (¢ )=5:-3, v, (¢ )=5:—§,
entre otras, son soluciones particulares de la ecuacion diferencial ‘Z =5.

” - . d ” ”
La solucion general de la ecuacion diferencial d—f: f (¢)es lafuncion y (¢ )+C (funcion

que esta funcién incluye la constante C ), y tiene asociada una familia de funciones solucion, una
solucién (particular) para cada valor de C . La figura 4.1 muestra a la curva asociada a la funcién
y (¢ )+ C yuna curva especifica para cada valor de C .

y y
L S T 4

Y / 7[\
i y(t)+ G
ﬁymw
I
/!_\
t, \

/ y(t)+CI

4 t

y(t)+C,

FIGURA 4.1
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Si en una ecuacion diferencial se agrega una condicion, que debe satisfacer su solucion general,
al resolverla se obtiene una solucion particular, y en este caso decimos que se tiene un “problema de
condicion inicial”.

DEFINICION 4.3 (PROBLEMA DE VALOR INICIAL)

. . d . -
La ecuacion diferencial d—f =/ (¢ ) sujeta a la condicion y (¢, )=y, se conoce como problema

de valor inicial.

Un primer método en la resolucion de una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden
consiste en “separar las variables”, cada variable en un miembro de la ecuacion, y posteriormente
integrar (por esta razén el método se llama “separacion de variables”).

DEFINICION 4.4 (ECUACION DIFERENCIAL SEPARABLE)

L . d : : -
La ecuacion diferencial d—f =F ( ¢,y ) se denomina separable si puede escribirse en la forma

[r(»)av=[g ().

EJEMPLO 4.5 (SEPARANDO VARIABLES)
Para resolver la ecuacion diferencial y' =4y, se rescribe y en términos de la notacion de Leibniz,

. d . d R . g
es decir, en la forma d—); =4y y se consideran d%) como una divisién de cantidades “infinitamente

pequefias”, con estas suposiciones podemos escribir

Yo

y
en donde las variables ¢ y y se encuentran separadas (variables iguales en cada miembro de la

ecuacion), si integramos ambos miembros obtenemos

d
[“=[4ar,entonces in y+C =4r+C,
y

donde C, y C, son constantes (niimeros), sin embargo, la ecuacion se puede escribir en forma mas
sencilla utilizando una sola constante de integracion, asi
Iny=4t+C, cuando C, =C, - C,.
Si despejamos y obtenemos y =¢**3, 0 bien y=e*e?; haciendo C = e y sustituyendo en la
ultima ecuacion obtenemos
y(t)=ce".
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EJEMPLO 4.6 (SEPARANDO VARIABLES)
a. Para determinar la solucion de la ecuacion
dy
3t7 —4y = =0,
Yt
separamos las variables involucradas, 4y dy =3¢dt, posteriormente al integrar obtenemos

Iydyzj%tzdt,

2 3 3
y: ot , t
~_=-+C,obien y(z)=,—+C.
2 4 r(t) 2

(t2 +9 )dy—zzydtzo
es separable y se puede reescribir como

por tanto,
b. La ecuacion

dy 2t

v (249 idt '
Al integrar obtenemos
I?zj(ﬁz—j_g)dt ,obien iny=in (tz +9 )+K .
Sihacemos K =1In C, entonces
lnyzln(t2 +9 )+ln C=In C(t2 +9 ),
al aplicamos la funcién exponencial natural obtenemos
y=C(£2+9), o bien en forma explicita y (¢ )=C(> +9 ).
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EJEMPLO 4.7 (SEPARANDO VARIABLES)

' . " ' . - d ;
Para resolver y =sen3t primero escribimos y en notacion de Leibniz como d—y, asi
t

d

Y~ sen 3t.

dt
Al separar variables obtenemos

dy=sen3t-dt.

Si integramos ambos miembros obtenemos

Idyz Isen?)t dt,obien y (¢ )= —%cos.?t +C.

EJEMPLO 4.8 (PROBLEMA DE VALOR INICIAL)
a. Para determinar la solucion del problema de valor inicial
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%2+4yéX=O

t
y(0)=2
separamos las variables y obtenemos
4y dy=-2tdt,

integrando obtenemos

1,

dy=—|—t"dt,
Jyar=-]3

por tanto,
2 3 3
y t . t
~—=——+C,0bien t)=,-—+C.
2 6 r(1) 3

La condicion y (0 )=2 significa: “si z =0, entonces y=2", por tanto

03
2=.-—+C,0bien C=4.
Vo3

dy 3
2 —
La solucién del problema de valor inicial { 2+ 47 1, =% es y (4 )=\—t3+4.
y(0)=2
' 2
b. Para determinar la solucion (particular) del problema de valor inicial {y (_ 2)xy debemos
yil)=1

. . ' , : d
separar las variables x y y de ella. Rescribimos y =2xy* con diferenciales dl: 2xy*, de donde
X

d% = 2xdx , integrando obtenemos

j d—)Z}:IZde obien — - =x” +C, por tanto,
y y
1

t)=— :
y( ) x> +C

La condicion y (1 )=1 indica: “si # =1, entonces y =1", por tanto,

1= y C+1=-1,0bien C=-2.

IEEES.
La solucién del problema de valor inicial
{ y =207
y(1)=1
es la funcion
y=- ,0bien y(x)=- :
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EJEMPLO 4.9 (PROBLEMA DE VALOR INICIAL)
a. Obtengamos la solucion problema de valor inicial

{ y =4y
y ( 0 ): 4,
! , A L - d
La ecuacion y =-4y escrita en términos la notacion de Leibniz es %:_4 v, al separar las

variables obtenemos

d—y:—4 dt, 0 bien Jd—yz.[—4 dt, integrando In y —In c = —4t¢, luego In Y — 41, 0 bien
y y c

lze_‘“,

C

Por tanto, la solucién general es y (¢ )= Ce™" .
La condicion y (0 )= 4, significa: “si =0, entonces y = 4,”, por tanto, 4, =Ce® =C y.

!

La solucién del problema de valor inicial { y( :)_4y eslafuncion y(¢)=4,e™.
y(0)=4,

El modelo ‘szy lo trataremos detalladamente en la seccion 4.2., por ser de gran interés y

aplicabilidad (como una primera aproximacion), en el estudio del crecimiento de poblaciones.

A EJERCICIOS PROPUESTOS 41 V

1. En cada caso construya un modelo cuerpo.

(ecuacion). e. Se introduce aire a un globo esférico de
a. Cierta teoria relativa al aprendizaje afirma: radio » a razén de 5 litros por minuto.
‘A mayor rapidez de aprendizaje de un tema ¢,Cudl es el modelo que describe el ritmo de
mayor olvido del tema”. cambio del radio - del globo en funcion del
b. La rapidez con que cambia la temperatura tiempo?

de un cuerpo es proporcional a la diferencia f. En un lago se deja caer un objeto, lo que
entre la temperatura del medio que lo contiene genera ondas circulares que se propagan
y Su propia temperatura. alrededor del lugar en que cayd el objeto. Si
c. El cambio del “alargamiento” de un resorte el radio » de la onda circular exterior crece
es proporcional a dicho alargamiento. a ritmo constante de 10 centimetros por
d. La fuerza r que actia sobre un cuerpo de segundo, ¢cual es el modelo que describe el
masa constante » es proporcional a la razon crecimiento del area A4 perturbada en

de cambio en tiempo del “momentum” del funcion del tiempo?
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g. En tinaco cilindrico de radio 5 metros, se
vierte agua a razon constante de 25 litros
por segundo. Determine el modelo que
describe la rapidez a la que aumenta el nivel
del agua en funcion del tiempo.

h. El valor ¥ neto de una compafiia
aumenta a una tasa continua del 2% anual.
Sin embargo, al mismo tiempo sus
obligaciones son de 5 millones de pesos
anuales pagados en forma continua. ¢Cual
es el modelo que describe el valor de la
compafiia?

i. Sea ¥ el volumen de agua salada en un
tanque y S () la cantidad de sal en el

tanque en cualquier tiempo ¢. ¢Cual es la
concentracion de sal en cualquier tiempo ¢ ?
Suponga que la concentracion de sal es
uniforme en todo el tanque y que luego
entra (al tanque) una solucién salina con
concentracion s a una razon r . Para
mantener el volumen constante se drena
solucion del tanque a la misma razén » ala
que entra, ¢cudl es el modelo que
representa cantidad de sal en cualquier
instante?

2. Construya un modelo para cada situacion.
a. El dinero en una cuenta bancaria crece
proporcionalmente a una razén » anual.

b. La rapidez con que aumenta el grosor de
la capa de hielo (por ejemplo, en un
refrigerador) es inversamente proporcional
al grosor G .

c. En cierta ciudad, el polvo p se acumula a
una razén de 2 gramos por centimetro
cuadrado por afio. Al mismo tiempo
desaparece a una razén constante del 80%
por afo.

d. La rapidez a la que disminuye la presion
barométrica p con la altitud es proporcional a
la presion barométrica a esa altitud.

e. La rapidez con que aumenta la temperatura
7, de una botella de jugo extraida de un
refrigerador a una temperatura de —10°C y
puesta en una sala a 23°C (suponga
proporcionalidad).

f. Inicialmente, un tanque contiene 100 litros
de una mezcla al 20% de alcohol con agua.
Se extrae la mezcla a razon constante de 10
litros por hora y, al mismo tiempo se reemplaza
por otra mezcla 30% de alcohol.

g. Un joyero invierte comprando oro. El valor
¥ neto del kilogramo de oro aumenta a una
tasa continua del 20% anual y al mismo
tiempo tiene que pagar 100 pesos por
kilogramo, por el concepto de almacenamiento.
¢Cudl es el modelo que describe el valor del
oro adquirido?

3. Separe variables y resuelva la ecuacion
diferencial.

a. x(2y+1)a’x—(x2 +1)dy=0.

b dy _t’+4
Cdt 4y
C. dlzeZt—2,1fl
dt
dy
d. 200 —=1.
dt
e. VY
dt ¢
f. d—y=8z.
dt
g. »/3t° +3dy—t/4-y*dt=0.

h. tt* +3 dt+4y./y* +1dy=0.



I. dy—kydt=0.
dy
In
J- ny o
k. 3x? (yz +4 )dx—Zy\/x3 +1ldy=
dy
[t =5y+2.
i
2
m. te” dy—i—t +4dt=0.
y
N. y-y'=4cost.

4. Separe variables y resuelva la ecuacion
diferencial, verifique su solucion.

d—y = eyz_zx )

dx

b. dT — k(T =10 )dt =0

C.4yy'-5¢' =0.

d. d—r—ké’e =0.
do

ay

dy dy

+2=e¢"+—.
dx

f. Z)é:y cos 0+ y senf.
dr _rf-r
do ro+0’

h. (x2 +5)Z);=x(y2 +5).
y

i, (4x +3)2Zy—8)g/20.
X

g.

J- Z);z(cosx)(secy).

k. 3t—+/t> +4y'=0.
dl_ y2+3
dx X

Iy

UNIDAD 4.1 Laderivada en las ecuaciones 161

5. Determine la solucion del problema de
valor inicial.
a x(y-3 )dx+x2dy=0 con y(1)=1.
b. (y2 -1 )dx+y«/x+1dy=0 yyv(2)=

dy

c. =
dt

d.\r =4 con y(1)=1.

e*con y(0)=0.

e. (Z=ilnz con y(1)=2.
5 |
f. te® dy+ dt=0con y(1)=1.
3y
9. yi+2dy+17\1-y* dt=0,
y(1)=0.

h. yJt+3dy+4./y* +9dt=0, y(1)=1.
I. dy—2ydt=0 con y(%)=2.

.dy oy
. —==cony(4)=2.
J dr ¢t y( )

2
K dy t +4

Cdt y+l

con y(-2)=2.
dy

. = =—-6¢ con 8)=0.

i t y(8)

m. 2tj;);=y+4 con y(2)=1.

d);=2cos4l con y(z)=1.

0. \/t3+5?;=2t2 con y(-1)=1.
p. 4y y'=5¢' =0 con y(0)=1.

Q. 2t++/t> +4 y'=0 con y(

-2)=1.
r.dl —k(T-10)dt=0con 7 (0 )=1
(0

n.

)=0

3 2
S. x<y3+2 )de=3ex ydyy y

t. «/1—t3‘Z:3t2 con y(0)=0.
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6. Utilice el cambio de variable sefialado y
resuelva la ecuacion diferencial.
d X+y y

a. —= , U=,
dx X X

dy
bh. ~=x4+y, u=x+
a7 Y

.C. dl:y—x, y=xv(x).
dx X
dy _ 2xy

d. E:W, y:xv(x).

7. Factor integrante
a. Multiplique Zy+y=ex por i(x)=e"y
X

luego resuélvala (identifique la derivada de
un producto).

. dy 3 . 1
b. Multiplique oy por i ( x )=)T3

y luego resuélvala (identifique la derivada de
un producto).

8. Determine la funcion en la que la linea
recta tangente tiene pendiente:
a. m, =4x+1 para todo valor de x, y su

curva contiene al punto (1, 2 ).
b. m, =3x*> +6x -2 para cada valor de «x,
y Su curva contiene al punto (0 , 6 ).

. ACTIVIDADES 4.1

1. “Ecuacién diferencial de una familia de
parabolas”

a. En el plano cartesiano, ¢cual es la
ecuacion de la pardbola con vértice en el
origen, eje focal vertical y pardmetro « ?,

trace algunas de estas parabolas.
2
. X .
b. Luego el cociente = esigual a:
y

c. Suponga que y=y( x ), utilice la “regla
para derivar un cociente de funciones y derive
la expresion obtenida en el inciso anterior.

d. Verifique que la ecuacion diferencial de la
familia de pardbolas es 2ydx—xdy =0

2. Trayectorias “ortogonales”

En el plano cartesiano, las trayectorias
asociadas a x*+y*=c¢> con c¢>0 son
circunferencias con centro en el origen y
radios ¢ >0.

a. En el plano cartesiano trace algunas de las
curvas de la familia x* + y> =¢* con ¢>0.

b. Suponga que y=y ( x )y derive término
a término la ecuacion x*+y* =c* (para
derivar y* utilice la regla de la cadena).

c. Haga los despejes adecuados y justifique

d
que @ =-"
dx y



d. ¢Cuéles son las pendientes de las curvas
que son perpendiculares a las rectas
tangentes a las circunferencias (recuerde que
m-m, =—1)?
e. Resuelva la ecuacion diferencial obtenida
en el inciso c. e identifique la forma de las
curvas solucion.
f. En el plano cartesiano que utilizd en el
inciso a. trace algunas de las curvas
solucion.
g. En términos de perpendicularidad,
establezca la relacion entre las curvas con
ecuaciones de la forma

x2 +y2 :CZ
y las curvas obtenidas al resolver la ecuacion
del inciso b.

3. Cambio lineal
. dy
En la ecuacion d—zay+b, ay b son
t
constantes.
a. Considere el cambio de variable

b
v=y+—.
a

b. Calcule d—v.c. Sustituya dv yy= v—é
dt dt a

en ‘Z:ay+b para obtener una ecuacion
diferencial en las variables v y «.
d. Utilice la solucion del modelo de
crecimiento y obtenga

y(1)=ce -2

a

4. Ley de enfriamiento de Newton
La ley de enfriamiento (o calentamiento) de
Newton establece que la temperatura 6 ()
de un cuerpo cambia de forma que es
proporcional a la diferencia entre su
temperatura y la temperatura 4 del medio

UNIDAD 4.1 Laderivada en las ecuaciones 163

que lo rodea.
a. Explique por qué el modelo que describe
|la situacion anterior es

de

-k(o(r)-1).
b. Suponga que @(r)-4>0, (el
cuerpo se esta enfriando o calentando?,
explique.
c. Suponga que O(t)-4<0, (el
cuerpo se esta enfriando o calentando?,
explique.
d. ¢Cudl es el signo de K ?

Ly d
e. Puesto que la solucion de d%: ay+b

w b
a

obtenga y (¢ )= A+Ce".

f. ¢ Qué ocurre si £ =07, explique.

g. ¢Qué ocurre con @ (¢ ) después de un

largo periodo de tiempo?, explique.

es y(r)=Ce , utilice este hecho y

5. (Movimiento rectilineo uniformemente
acelerado).
Un objeto movil se desplaza con
aceleracion constante « , es decir su
velocidad varia uniformemente durante su
desplazamiento, bajo estas condiciones
0

dt
a. Verifigue que v(7)=v,+ar , ¢COMO
interpreta v, ?
b. Si toma como origen de tiempos el
instante correspondiente a v, , es ¢, ,

justifique que

x(¢ )=x0+v0t+%al2.
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6. Lanzamiento vertical.

a. Un objeto se lanza verticalmente hacia
arriba en un tiempo inicial 1=0, con una
velocidad inicial v, y con una posicion inicial

cuando y=0. Por tanto, y () representa

la posicion del objeto en el tiempo ¢. ¢ Cuéles
son los valores iniciales de la situacion
descrita?

b. La segunda ley de Newton indica que
fuerza= masax aceleracion . La Unica
fuerza que actlia sobre el objeto es la fuerza
gravitacional hacia abajo, es decir el peso del
objeto —w. Si la aceleracion es la segunda
derivada de la posicion, ¢cuél es el modelo
que describe la situacion?

c. Si el peso del objeto es proporcional a su
masa y estd dado por w=mg el modelo
determinado en el inciso b. se transforma en:
d. Asi, la velocidad y'() del objeto en
cualquier instante ¢ es.

e. ¢la posicion y (z) del objeto en
cualquier instante ¢ es?




B

MODELQOS DE CRECIMIENTO

Y PREDICCION

APRENDIZAJES
El alumno:

1. Identifica que cuando la rapidez de cambio
de una funcion es proporcional a la misma,
se puede modelar a traves de la ecuacion
dp(t)
=kp(t).
k(1)
2. Emplea el método de separacion de
variables para resolver la ecuacion
dp(r)
—— 2 =kp(t).
k(1)
y lo aplica en algunos ejemplos.

3. Identifica que la solucion general del

p(1)

modelo d
dt

=kp(t ) es una familia de

funciones definida por los valores de c.

4. Considera las condiciones iniciares para
obtener una solucion particular  que
representa a la situacion, dada y llega a un
modelo del tipo p (¢ )= p,e”.

5. Utiliza el modelo para hacer predicciones
sobre el comportamiento general y puntual de
la situacion.

6. Distingue la diferencia en el
comportamiento del modelo p (¢ )= p,e”

dependiendo del signo de k y lo que esto
significa en las situaciones modeladas.
7. Reconoce la importancia del modelo

P(t ):Poekl-

TEMATICA

o . L . . dplt
I. Situaciones de variacion cuya rapidez de cambio se comporta como P kp(t).

iii. Condiciones iniciales aplicadas al modelo p (¢ )= p,e”.

Entre otras de sus aplicaciones, las ecuaciones diferenciales se utilizan como modelos para
representar y analizar fenomenos relacionados con:
I. La trasformacion de una sustancia en otra.
ii. El crecimiento y decrecimiento de poblaciones.
iii. La determinacion de la edad de objetos.
iv. El calculo de montos (cantidades de dinero) en plazos definidos.
v. El cambio del valor de un objeto conforme transcurre el tiempo.
vi. El comportamiento del aprendizaje de un sujeto.
vii. El comportamiento de la temperatura de cuerpo inmerso en un medio que se encuentra a otra
temperatura.
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En la presente seccion revisaremos algunas de las situaciones antes sefialadas, en particular
aquellas cuyo estudio conducen a la ecuacion

dpd(tt)=kp(f ),

es decir, situaciones en que la razon de cambio instantaneo de una funcion (la variable dependiente)
es proporcional a ella misma.

DEFINICION 4.5 (RELACION DE VARIACION DIRECTA)
Se dice que la variable p es directamente proporcional a la variable ¢, si la razon entre dos valores

correspondientes cualesquiera es constante, es decir, si £ =k o bien p = k¢, siempre que & # 0
t

(también se dice que p varia directamente con ).

El problema de valor inicial if:kp, sujeto a la condicion p(0)=p,, llamado modelo de
t

crecimiento de Malthus o modelo de crecimiento exponencial supone que la rapidez de crecimiento
de una poblacion, en el instante ¢, es directamente proporcional al tamafio de la poblacion; también
presupone que la poblacion: se desarrolla en un ambiente sin restricciones, que es continuo y que
los recursos para mantener dicha poblacion existen.

Posteriormente justificaremos que bajo las condiciones sefialadas en el parrafo anterior, el
crecimiento de la poblacion se modela con una funcién exponencial.

DEFINICION 4.6 (MODELO EXPONENCIAL)

El problema de valor inicial valor inicial if:kp sujeto a p (0 )= p, recibe el nombre de modelo
t

exponencial.

razon de cambio
instantaneo de p

dp l
— =k

t T p

constante de
proporcionalidad

proporcional
ap

FIGURA 4.3
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La solucion del problema de valor inicial Zf’:kp sujeto a la condicion p (0 )= p, se obtiene
t

utilizando el “método de separacion de variables”.

Si P _yp, entonces % = kd , al integrar J'd—p = j kdt , obtenemos
dt p p

Inp—InC=kt
(note que la constante de integracion ha sido escrita como —nC),
por tanto,

In g= k¢ o bien %: "'y como consecuencia p (7 )=Ce" .

Si p(0)=p,,entonces p, =p(0)=Ce’*) =C lo que implica que C = p,,
es decir, p (¢ )= poe*’.

El resultado del proceso anterior lo formaliza el teorema 4.1.

TEOREMA 4.1 (MODELO DE CRECIMIENTO Y DE DECRECIMIENTO EXPONENCIAL)
Si y (¢ ) es una funcion positiva y derivable tal que

‘Z = kp, sujeta a la condicion » (0 )= p,, para alguna constante & , entonces p (¢ )= pye*’.

En la funcion p (¢ )= p,e*’: el nimero y(0)=p, se conoce como valor inicial, « es la
constante de proporcionalidad y el comportamiento de la funcion p (¢ )= p,e*’ de denomina:

I. “Crecimiento exponencial” cuando & > 0, vea la figura 4.4.a.
ii. “Decrecimiento exponencial” si k£ < 0, vea la figura 4.4.b.

p(t)A p(t)A
Py
P,
> t >t
0 0
a b.

FIGURA 4.4
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POBLACIONES

Aln cuando el nimero de individuos que componen una poblacion es discreto (tiene asociado
un numero natural) el modelo de crecimiento exponencial es una “buena aproximacién” en el estudio
del comportamiento de poblaciones.

EJEMPLO 4.10 (CONSTRUCCION DE MODELO)
a. Construya un modelo de decrecimiento exponencial con constante de proporcionalidad —2 y

condicion inicial p, =150 . En este caso k =2y también p (0 )=150, por tanto, d—p=—2p con
t

solucion p (¢ )=150e7 .
b. Construya un modelo de crecimiento exponencial con constante de proporcionalidad 5 y
condicion inicial p, =800 .

Enestecaso k=5y p(0)=800, por tanto, C:f =5p consolucion p (¢ )=800e™".
t

EJEMPLO 4.11 (CRECIMIENTO DE UNA POBLACION)

Suponga que inicialmente un cultivo tiene 3000 bacterias y que éstas se reproducen en proporcion
directa, también suponga que su nimero se incrementa seis veces cada 10 horas.

Dado que el nimero de bacterias crece de exponencialmente, entonces

p(0)=3000 y i’IZ:kp, cuya solucion es p (¢ )=3000e"" .

Si p(r)=3000e", entonces p (10 )=18000 , por tanto, 18000 = 3000¢'* , lo que implica

6=¢'"  luego In( 6 )=10k, es decir, k:lloln(6 ),

por tanto, ff =[ iln( 6) :|p con solucién
t

10

Lln( 6

p(t)=3000e{1° } —~3000( 6 )i, 0 bien p (¢ )=3000(6 )io.

EJEMPLO 4.12 (CRECIMIENTO DE UNA POBLACION)

Suponga que el nimero de habitantes de cierta poblacion aumenta de manera proporcional a su
ndmero actual. Después de dos afios el nimero de habitantes se ha duplicado y después de tres
afios el numero de habitantes es 20000 .

Conocer el modelo que describe el comportamiento del tamafio de la poblacion implica conocer los
valoresde p, Y k.

Si el numero de habitantes de cierta poblacion crece de manera proporcional a su nimero actual de
pobladores, entonces se ajusta al modelo
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‘g’ = kp, cuya solucion es p (¢ )= p,e*’.
t

Si t=2,entonces p(¢)=2p, (la poblacion se ha duplicado), al sustituir en
y ()= p,e*’ obtenemos 2p, = p,e** o bien 2 =¢**,
en consecuencia

k= ;Zn 2=0.347 , como consecuencia p (¢ )= p,e®**"".

Si ¢=3,entonces y (¢ )=20000. Sisustituimos en p (7 )= y,e***"" obtenemos

20000 = poe' **7)3) = p (2.832 ), de donde p, =7062.

El modelo que describe el crecimiento del nimero de habitantes en la poblacion es

ilp =0.347 p con solucion p (¢ )=7062 """
t

EJEMPLO 4.13 (DUPLICACION DEL NUMERO DE INDIVIDUOS)
La poblacion del continente asiatico al comienzo del afio 2000 era de aproximadamente 4000

millones. Al inicio de 2001 fue de 4130 millones, considerando aplicable a la ley de crecimiento

exponencial.

a. Para determinar la constante de crecimiento 4 y el modelo de crecimiento exponencial
consideremos:

i. £=0 corresponde al afio 2000, entonces y (0 )=4 000 .

ii. #=1 corresponde al afio 2001, entonces y (1)=4130.

El modelo que describe el comportamiento de la poblacion es
‘Z =kp sujetaa p (0 )=4000 ysolucion p (¢ )=4000e"".

4130

La segunda condicién da 4130 = 4000¢*("), lo que implica % = In 2000 = 03198

El modelo de crecimiento toma la forma if =0.03198 p con solucion p (z )=4000¢"%"%".
t

b. La poblacion en el afio 2020 s y (20 )=4000e!°%198X20) — 7583 3447 millones.
c. La poblacion seré doble cuando alcance 8 000 millones, por tanto,

In 2 =21.675 afios.

8000 = 4000 %%1?%" o bien 2 =% de donde obtenemos ¢ = !
0.03198

Para reflexionar
¢Qué papel desempefia la constante de crecimiento « en el comportamiento de la curva

asociadaa p (¢ )= p,e*'?
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DECAIMIENTO RADIACTIVO

El modelo exponencial también proporciona resultados “bastante buenos” en situaciones de
decaimiento radiactivo. Suponga que la rapidez a la que una sustancia radiactiva se desintegra
(decae) en un objeto, es proporcional a la cantidad de ella presente en el objeto, y que ~ representa
la cantidad de la sustancia radiactiva en el tiempo ¢, entonces el modelo que describe la cantidad de
la sustancia es

‘Z;] =-AN, donde A es positiva y se denomina constante de decaimiento.
La resolucion del modelo cilNz—/lN , bajo la condicion N (0)=N,, se obtiene separando
t

variables, éstaes N (t)=N,e™'.

Para reflexionar
Obtenga la solucion del modelo de decaimiento radiactivo.

Un pardmetro de gran utilidad en el estudio de las sustancias radiactivas es su “vida media”,
misma que se define como el tiempo #,, que toma en desintegrarse la mitad de su cantidad inicial,

es decir, N (zl/z )=%NO. La tabla 4.1 incluye las vidas medias de los nlclidos de algunas

sustancias radiactivas.

NUCLIDO VIDA MEDIA RADIACION
927" 4.5x10° aflos alfa
93>"Np 2.2x10°aflos alfa
6'“C 5568 afios beta
380 Sr 19.9 afios beta
I’H 12.3afos beta
56'*"Ba 12.5 afios beta
53" 8.0 dias beta
57'4%La 40 horas beta
367 Kr 1.4 segundos beta
TABLA 4.1

Para reflexionar
¢ Tiene sentido la condicion N (0 )=0 en un modelo de decaimiento radiactivo? Explique.

¢Qué papel desempefia la constante de decaimiento « en el comportamiento de la curva
asociadaa y (¢ )=y,e" ?
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EJEMPLO 4.14 (DECAIMIENTO RADIACTIVO)

Una sustancia radiactiva se desintegra de forma proporcional a su cantidad presente. Inicialmente
hay 50 miligramos de la sustancia y después de cuatro horas se observa que sélo queda el 80% de
ella.

a. Sea N () la cantidad de la sustancia existente en el tiempo ¢. Dadas las condiciones del

problema N (¢ ) satisface el modelo

‘ZV =—AN consolucion N ()= Nye ™.
t

Inicialmente =0y N =50, entonces 50 = N,e *° 0 bien N, =50, entonces N (7 )=50e*".
Después de ¢ =4 horas queda el 80% de la sustancia (( 0.80 ) 50 )= 40 miligramos), entonces

40 = 50¢~**, de donde obtenemos A = —iln ;‘g =0.05578 .

En consecuencia N (¢ )=50e """ en donde ¢ representa el tiempo en horas.

b. La cantidad de sustancia radiactiva después de seis horas es N (6 )=50e*%7%¢) =1.7508
miligramos.

c. Para determinar el ¢ tiempo al cabo del cual la sustancia radiactiva es la mitad de la inicial, es
decir, N (¢ )=25, se resuelve la ecuacion

25 =50e7%78 en consecuencia ;z e 378 0 bien —0.5578¢ = In ;

de donde obtenemos

t=— ! In ;=12.426 horas.

0.5578

EJEMPLO 4.15 (DECAIMIENTO RADIACTIVO)
A causa del accidente nuclear ocurrido en Japon, en marzo de 2011, quedd en la atmdsfera cesio

radiactivo 137, suponga que la vida media del '*’Cs es 28 afios.

a. Para determinar la constante A de desintegracion del *’Cs y luego las caracteristicas del
modelo exponencial
dN

T —AN sujeto a las condiciones: N (0 )=N, y N(¢)=N,e™,
t

es necesario determinar 4. Puesto que la vida media del *’Cs es 28 afios, entonces
N(28)= lN0 , es decir, lN0 = N,e**, obien 1_ow
2 2 2
en consecuencia
In 1 =-281, por tanto, A = —Lln 1 =0.02476 .
2 28 2

El modelo de decaimiento es
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‘gj =—0.02476 N , siempre que N (0 )= N, y solucion N (z )= N,e

b. Para determinar el tiempo ¢, en que solamente un quinto de la cantidad inicial de "*’Cs , es decir,
N(t, )= ;NO , por la Gltima ecuacion del inciso anterior: ;No = N,e *047%

al simplificarla da

L_ 002000 g pign 1 L = —0.02476t,, entonces ¢, = —

5 5 0.02476

! ! In ; =65.0015 afios.

Para investigar
¢En qué consiste el método del carbono 14 para fechado de objetos? ¢ Cuando se utiliza?

* LEY ENFRIAMIENTO DE NEWTON
Suponga que inicialmente un objeto se encuentra a la temperatura 7 (0 )=7, y que es depositado

en un contenedor a temperatura constante 7,, (7. =7, ), la experiencia nos indica que, con el

transcurso del tiempo, la temperatura del cuerpo tiende a ser igual a la temperatura del contenedor.
Si T () representa la temperatura del cuerpo en el tiempo ¢, entonces 7 (¢ )— 7.

Bajo las condiciones antes sefialadas y suponiendo que la rapidez de cambio de la temperatura
7 de un objeto es directamente proporcional a la diferencia de las temperaturas del objeto 7, y de

su contenedor T, (LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON) obtenemos el problema de valor inicial:

‘iT:k( T (t)-T, ) sujetoala condicion 7(0)=T,.
t
Para determinar el signo de la constante de proporcionalidad % , note que:

i. Si el objeto se enfria, entonces:
CZ <0 ytambién 7 (s )-7. >0 (¢por qué?)
y como consecuencia la constante de proporcionalidad (necesariamente) es negativa (« <0).
ii. Si el objeto se calienta, entonces:
CflT> 0y T (t)-T,. <0 (;por qué?)

t
y como consecuencia la constante de proporcionalidad (necesariamente) es positiva (£ > 0). Vea la
figura 4.5.
La resolucion del problema de valor inicial
sz(T(l )-T. )talque 7(0)=T1,
es similar a la del modelo de crecimiento exponencial y conduce a la funcion

T(t)=T.+Tye™".
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T T
(t)A (t)A
T T p————————————-
k<0
k>0
L L T
0 >t o t
FIGURA 4.5

Para reflexionar:

Separe variables y verifique que la solucion del problema de valor inicial a;T k(7 (1)-T,)
t

con7(0)=17,,es T(t)=T, +Tye™".

EJEMPLO 4.16 (ENFRIAMIENTO DE UN LiQUIDO)

Una bebida que inicialmente se encuentra a una temperatura de 30 grados centigrados se
enfria en 25 minutos a 0 grados centigrados, en un refrigerador cuya temperatura es —10
grados centigrados. Construya el modelo que describe la situacion y determine la temperatura
de la bebida 20 minutos después de haber sido introducida al refrigerador.

Sea 7' (¢ ) la temperatura de la bebida en grados centigrados a los ¢ minutos, por tanto, el
problema de valor inicial que modela la situacion es

CZT = k(7 +10 ) con condicion inicial 7 (0 )=30 y también 7 ( 25 )=0 grados centigrados.
t

De
gzk( T +10 ), obtenemos _a
dt k(T +10)
integrando
j a1 =jkdt, es decir in (¢t+10 )=kt+C,
T+10
entonces

T+10=e"" =eMe, portanto, 7 (¢ )=Ce*' -10.
Con las condiciones
7(0)=30y 7(r)=Ce* —10 obtenemos 30 = Ce*° —10 y también C =40 .
Por lo que
T(t)=40e"-10,
De la condicion
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7(25)=0y T (r)=40e*" —10 obtenemos 0 = 40e*** —10 o bien ¢** =41‘,
por lo que

k= Lln 1 ~ —0.0555,
25 4

asi
T (t)=40e(*5%) _10,
La temperatura de la bebida 20 minutos despues de haber sido introducida al refrigerador es
T (20 )=40e°%55%20) _10 = 40¢ 7% —10 = 3.1951 grados centigrados.

EJEMPLO 4.17 (ENFRIAMIENTO)

Al medio dia se encontr6 el cuerpo de una persona (victima de un crimen) en el interior de un cuarto
cuya temperatura de 14 grados centigrados se conserva constante, a esa misma hora se tomo la
temperatura del cuerpo el registro fue de 20 grados centigrados, una hora més tarde la temperatura
del cuerpo descendi6 hasta los 10 grados centigrados.

Considerando que la temperatura del cuerpo al morir es de 36 grados centigrados y que su
temperatura disminuye de acuerdo la ley de enfriamiento de Newton determinaremos el modelo
correspondiente y la hora en la que la persona fue asesinada.

El cuarto (contenedor) permanece a temperatura constante de 14 grados, es decir, 7. =14, por

tanto,

dT

T kKT -14).
Separando variables e integrando

dT
(17-14)

Al componer con la funcién exponencial natural y renombrando constantes obtenemos

T(t)=Ce" +14.

=kdt y J.T{Tlélzj.kdzobien n(t-14)=kt+C.

De la condicion
7(0)=36y T (t)=Ce" +14 obtenemos 36 = C +14, lo que implica
C =22 ytambién 7 (¢ )=22¢"" +14.
De la condicion 7; (1 )=20 y la funcion
T(¢)=22¢"" +14 obtenemos 20 = 22¢* +14, es decir, ¢ = 131
Por tanto, la funcién que proporciona la temperatura en cualquier tiempo es

3
T(t)=22"" +14.
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* Una correccion al modelo de crecimiento exponencial (Modelo logistico de Verhulst)

El modelo de crecimiento exponencial pronostica que una poblacion podria llegar a ser infinita
con el paso del tiempo, sin embargo, la realidad muestra que el tamafio de una poblacion esta
restringido por factores limitantes como: la falta de alimento, los depredadores, las enfermedades
mortales, entre otros. Por tanto, es razonable suponer que el tamafio p (¢ ) de una poblacion se

limita a un valor maximo M , es decir, 0< p(¢)<M y que cuando P () se aproxima a M ,

d . N ~ o
entonces d—p se aproxima a 0; esto significa que el tamafio de la poblacion tiende a ser estable.
t
Estas observaciones quedan incluidas cuando en el miembro derecho del modelo exponencial se

incluye el factor

M_p,esdecir, dp:kp(M_pj.
M dt M

M—p M-p

En la razon , Si p “es muy pequefia” comparada con M , entonces es proximo a 1

y la rapidez de crecimiento es casi exponencial. Cuando M y F tienen valores cercanos, el modelo
dp _ [ M-p
dt M

toma la forma il;pzo, es decir la rapidez del crecimiento de la poblacion se estabiliza (es
t

constante).
El modelo

dp _4f M-p puede rescribirse como a _ Kp(M—-p)si K= *
dt M dt M

es constante; observe que la ecuacion

dp

L =Kp( M -

= Ko(M=p)

indica que la razén de crecimiento de la poblacion es proporcional al producto del: tamafio de la

poblacion con la diferencia entre el tamafio maximo y el tamafio de la poblacion.

razon de cambio

instantdneo de p proporcional

ap

diferencia entre la poblacion
mdxima y el tamaiio de la
poblacion en el tiempo t

dp
o =kp(M-p) «—

constante de
proporcionalidad

FIGURA 4.5
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El modelo
dp
F_ kpl M -
L= Ko(M=p)
se resuelve utilizando el método de separacion de variables, asi
9Pk, o0 bien jdi“’:jkdt.
p(M-p) p(M-p)

La integral del lado izquierdo se resuelve, por ejemplo, utilizando tablas (o fracciones parciales,
investigue en qué consiste este método), entonces

L P e,
M M-p

c es la constante de integracion, en consecuencia

In—P = Mkt+ MC.
M-p
Si componemos con la funcién exponencial natural obtenemos

P oMM ghian P goMi gonde A = e,
M-p M-p
Al despejar p de
p — feMh
M-p
da
. M4 M
Ae™ 11 |4 L Mkt ’

- . 1
Por Gltimo, si reemplazamos — por & obtenemos t)=—— .
P A P p(1) 1+be ™M

TEOREMA 4.2 (Modelo logistico)
a. La ecuacion diferencial

£l
dt M

b. La funcion p (¢ )= Libe solucion del modelo logistico, se denomina ecuacion logistica.
+be

se denomina modelo logistico.

La curva correspondiente a p (¢ )= lekt se presenta en la figura 4.6, observe
+De

ll’m 7]{:M
>0 1+ pe !
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disminucion de la
tasa de crecimiento

aumento de la t
tasa de crecimiento

FIGURA 4.6

EJEMPLO 4.18

177

La matricula de una escuela es 12 000 alumnos, debido a la limitacion de recursos, la escuela abrié
sus puertas, hace un afio, con 1000 alumnos y ahora tiene 2500 . Suponga que la rapidez de

crecimiento de la poblacién de alumnos esta descrita por el modelo logistico.
a. Determine el modelo logistico.
b. ¢ Cuantos alumnos habra en cuatro afios?

Solucion

a. En este caso M =12000, inicialmente # =0 y también p =1000.
dp:kp( 12000 — p j 1000 = 1200k00 _ 12000 |
dt 12000 1+ ) 140

de donde obtenemos
1+b=12,0hiens =11.

Cuando ¢ =1 afio, p =2500 matriculados, entonces 2500 = &001{ 0l+lle*="""=
1+11e 2500

por tanto, e * = 31'18 y k= —ln3l'l8 =1.0629, lo que implica

dp 12000 — p ” 12000

2 =1.0629p ————= |ytambiénp(z)=— .

dt p( 12000 j Y p(1) 1+ (11 ) 002
b. Dentro de tres afios =4 el nimero de matriculados sera de aproximadamente

p ( 4 ): 12000 = 10374.7380 .

14 (1 1 )6—1.0629(

12000 _, o
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A EJERCICIOS PROPUESTOS 42 V

1. En cada caso proporcione el modelo de
crecimiento o decrecimiento exponencial de la

forma cz;p:kp, p(t)=pee*'.
t

ak=-2,p(0)=2.
b. k=3, p(0)=
C.k=4, p(0)=6
d p(0)=1y p(2)=4.

2. ¢En cuantos afios, aproximadamente, se
triplicard una poblacion que se duplico en 50
afios? Suponga crecimiento exponencial.

3. Un pueblo tenia en 1930 fue 2000
habitantes, y en 1960 de 3000 habitantes.

Suponga Vvélida la ley de crecimiento
exponencial, ¢cudl es la poblacion esperada
en 2020 ?

4. En las cérceles mexicanas la poblacion de
delincuentes crece de manera proporcional al
nimero de delincuentes encarcelados
actualmente. Si después de 10 afios la
poblacion de delincuentes se ha triplicado y
después de 20 la poblacion es de
150 000 delincuentes, determine el ndmero

de delincuentes que habia inicialmente en las
carceles mexicanas.

5. En cierta ciudad la poblacion crece de
forma proporcional al tamafio de la poblacion,
si la poblacion era de 125 000 habitantes en

1990 y de 140 000 en 2010, ¢cudl es la
poblacion esperada en 2030 ?

6. Un cultivo de bacterias crece
proporcionalmente a la cantidad de bacterias
presente. Después de un dia se cuentan
1000 familias de bacterias y despues de
cuatro horas 3000 familias. Determine:

a. El nimero inicial de familias de bacterias
presentes en el cultivo.

b. El modelo que describe el ndmero de
familias de bacterias presentes en el cultivo
en el momento ¢.

7. En un cultivo de bacterias la rapidez de
crecimiento del numero de bacterias es
proporcional a las bacterias presentes.

a. Si el nimero de bacterias se triplica en 5
horas, ¢ cuantas habra en 10 horas?

b. ¢En qué tiempo el numero de bacterias
serd 12 veces mayor al nimero inicial?

8. En una gran ciudad ocurre un brote de
influenza AHIN1, cuando la Secretaria de
Salud comienza a registrar casos encuentra
200 personas infectadas y una semana
después detecta 1500 afectados. Suponga un
crecimiento exponencial y determine el
modelo que describe la situacion y el nimero
de personas infectadas cuatro semanas
después de que comenzo el registro.

Decaimiento radiactivo

9. El raddn tiene una vida media de 3.82
dias.

a. Determine la constante de decaimiento en
términos de /n2.

b. Qué fraccion de cantidad de radon original
queda después de 3.82 dias.



10. Suponga que en un objeto, después de
50 dias queda el 60% de cierto elemento
radiactivo, determine la constante de
decaimiento radiactivo asi como su vida
media. Suponga un modelo de decaimiento
exponencial.

11. Una sustancia radiactiva, con vida media
de 10 dias, va a implantarse temporalmente a
un caballo sujeto a tratamiento médico, hasta
que queden dos quintas partes de la cantidad
inicialmente  implantada. ¢Cuénto tiempo
permanecera la sustancia radiactiva en el
caballo?

12. La rapidez con que se desintegran ciertos
nucleos radiactivos es proporcional al nimero
de nlcleos presentes en una muestra
especifica. La mitad del nimero original de
nucleos radiactivos se ha desintegrado en un
periodo de 1500 afios.

a. Determine la proporcion de ndcleos
radiactivos que habra después de 4500

afos.
b. ¢ En cuéntos afios quedara la décima parte
del nimero inicial de nucleos radiactivos?

13. La rapidez con que se desintegra un
ndcleo radiactivo es proporcional al ndmero
de ndcleos presentes en una muestra
especifica. En cierta muestra 8% del nimero
original de nucleos radiactivos se han
desintegrado en un periodo de 200 afos.

a. Determine la proporcion de nlcleos
radiactivos que habra después de 500 afios.
b. ¢En cuantos afios quedara la cuarta parte
del nimero inicial de nucleos radiactivos?
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14. La rapidez con que se desintegra cierto
material radiactivo es proporcional a la
cantidad presente. Iniciaimente hay 500
gramos de material y después de dos meses
se observa que el material ha perdido el
20% de su masa original.

a. Determine el modelo de la masa de
material remanente en un tiempo ¢.

b. La masa del material luego de 4 meses.

c. El tiempo en el que el material se ha
desintegrado la mitad de su masa inicial.

Problemas varios
15. Una inversion de 400 000 pesos crece

con una rapidez proporcional a su valor inicial
a unataza de 9% anual.

a. ¢Qué cantidad de dinero habra diez afios
después de que la cantidad inicial de dinero
se invirti6?

b. ¢En qué tiempo se triplicara la cantidad
inicial de dinero invertida?

16. Un principal de 100000 pesos son

invertidos un interés compuesto continuo del
6% anual. La cantidad invertida crece con
una rapidez proporcional a su valor inicial.

a. Si la cantidad de dinero se duplica en dos
afos, ¢cudl es la tasa de interés anual?

b. Si la cantidad de dinero crece 50% en
nueve meses, ¢en cudnto tiempo se
duplicara la cantidad inicial?

17. Una persona tiene actualmente 8000
pesos Y los invierte en una cuenta que paga
interés compuesto continuo a una tasa
constante de 6.25% . ¢ Cuanto tiempo debera
esperar para recibir 13500 pesos?
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18. Cierta clase de hongos se reproducen a
una rapidez proporcional a la cantidad
presente. Inicialmente hay 4 miligramos de
ese hongo y cuatro dias después hay 6
miligramos.

a. ¢Qué cantidad de hongos habia después
de un dia?

b. ¢Qué cantidad de hongos habra a la
semana?

19. En cada caso determine la vida media del
material radiactivo.

a. Después de una hora se observa sdlo el
15% del material.

b. Después de tres afios se observa solo el
80% del material.

c. Después de tres afios se ha desintegrado
el 40% del material.

d. Después de tres afios se ha desintegrado
el 10% del material.

Modelo logistico
M

20. Verifique que t)=——— €S
que que p(1)= "
solucion de dl:kpM_p.
dt M
21. Si p(t):LOO?2 determine  la
14+0.6e*

ecuacion diferencial del modelo logistico
correspondiente.

22. En una ciudad, con poblacion de
200 000 , habitantes ocurre un brote de
influenza AHIN1. Cuando la Secretaria de
Salud comienza a registrar casos encuentra
200 personas infectadas y una semana
después detecta 1500 afectados. Suponga
un crecimiento logistico.

a. Determine el modelo que describe el

b. Determine el nimero de personas
infectadas cuatro semanas después de que
comenzo el registro.

23. En una ciudad con 450 000 habitantes,

inicialmente 300 personas propagan el
rumor “pronto vendran los Zetas”, después de
seis dias 1200 personas de esa ciudad
conoce el rumor. Suponga crecimiento
logistico.

a. Determine el modelo logistico.

b. ¢Cuantas personas conoceran el rumor a
los quince dias?

24. Suponga que en un lago especifico, el
namero de carpas sigue el modelo logistico
con razon de crecimiento k , capacidad de
soporte N y el tiempo ¢ se mide en afos.
Construya el modelo especifico para cada
situacion.

a. 100 carpas son cultivadas anualmente.

b. Un tercio de la poblacion de carpas es
cultivada anualmente.

25. Una persona es portador del virus del
SIDA y regresa a su comunidad, donde hay
1000 habitantes.

Si la rapidez con que se propaga el virus es
proporcional, no s6lo a la cantidad « de
personas infectadas sino también a la
cantidad de personas no infectadas,
determine el numero de personas infectadas
seis dias después si se observa que a los
cuatro dias hay 50 personas infectadas.

26. En una reserva ecologica son liberados
100 animales de cierta especie que se



encuentra en peligro de extincion. La reserva
tiene una capacidad para 1500 animales y
después de 4 afios existen 400 animales.
Suponga que el crecimiento de la manada
sigue el modelo un modelo logistico.

a. Determine el modelo logistico (ecuacion
diferencial y solucion).

b. Determine el numero aproximado de
animales a los 12 afios.

27. Una reaccion quimica transforma a
sustancia en otra, y la rapidez con la que la
primera  sustancia se transforma es
proporcional a la cantidad de esta sustancia
presente en cualquier tiempo. Después de
una hora quedan 40 gramos de la primera
sustancia, pero después de tres horas
quedan s6lo 15 gramos.
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a. ¢Cuantos gramos de la sustancia habia
inicialmente?

b. ¢Cuantos gramos de primera sustancia
quedaran despueés de 4.5 horas?

c. ¢En cuantas horas quedaran solamente
1.5 gramos de la primera sustancia?

28. Una reaccion quimica transforma a una
sustancia en otra, y la rapidez con la que la
primera  sustancia se  convierte  es
proporcional a la cantidad de esta sustancia
presente en cualquier tiempo. Después de
una hora quedan dos quintos de la primera
sustancia, pero después de 5 horas quedan
s6lo cuatro veintiunavos.

a. ¢Qué fraccion de la primera sustancia
quedara en 8 horas?

b. ¢ En qué tiempo quedaré un doceavo de la
primera sustancia?
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. ACTIVIDADES 4.2

1. Mezcla

Un tanque de 400 litros de capacidad
contiene una mezcla de 20% de alcohol con
agua en el tempo =0 . Si m(¢)
representa la cantidad de alcohol en el tanque
en un tiempo ¢ cualquiera, de forma que
medido en litros m (0 )=80. Suponga que
se bombea la mezcla hacia afuera a una
razén constante de 40 litros por hora, y al
mismo tiempo, se reemplaza por una cantidad
igual de mezcla con 30% de alcohol,
entonces la razon de cambio es

m'(t)=12—110m(t)

a. ¢,Qué cantidad de alcohol se bombea hacia
adentro?
b. ¢Qué cantidad de la mezcla de alcohol
sale?

)

o‘_

c. Pruebe que m (¢ )=300 —10e7( 1

2. Drogas

Algunas de las drogas, en el cuerpo humano,
se eliminan de la corriente sanguinea con una
rapidez proporcional a la cantidad de droga
presente.

a. Construya un modelo que describa la
cantidad presente de droga D (), en el

cuerpo humano.

b. ¢Qué cantidad de droga permanece en el

cuero humano en un tiempo cualquiera ¢ ?

c. Calcule 4mD(r) y explique el
140

significado.

3. Drogas
Si una droga se introduce al cuerpo humano

por via intravenosa a una razon de
mg-min~", la droga se elimina de acuerdo con
D'(t)=-kD+1.

a. Si p=0 cuando ¢ =0 determine D(¢).
b. Calcule Zim D(t) y explique el

t—>+0
significado.
c. La vida media de una droga en el cuerpo
humano es de 4 horas. Estime la frecuencia
con que se debe inyectar para a la larga haya
100mg de droga en la sangre.

4. Absorcion

Una roca esta inmersa en un liquido que
contiene una solucion de cloro con una
concentracion constante C, , si C(t)

representa la concentracion de cloro dentro
de laroca al tiempo ¢ .

a. Suponga que la rapidez con que varia la
concentracion de cloro en la roca es
proporcional a C,-C(¢), y determine

Cc(t).

b. Calcule 7Zim C(t) y explque el

t—+0

significado.

5. Crecimiento de un vegetal

Cierto modelo de crecimiento de un vegetal
establece que existe una cota superior de
H centimetros para la longitud L (¢ ) de un

vegetal a los ¢ afios. Si se supone que la
tasa de crecimiento es proporcional a la
longitud ya alcanzada:

a. Construya un modelo que describa la
longitud L (¢ ), del vegetal.

b. Obtenga la solucion del modelo obtenido



en el inciso a.

c. Calcule 7ZimL(t) y explique el
t—>+0

significado.

6. Acumulacion de hojas

Las hojas desprendidas de los arboles de un
bosque se acumulan en el suelo razon de 4
gramos por cm* por afio. Al mismo tiempo
las hojas se descomponen a razon constante
del 80 % por afio.

a. Construya un modelo que describa la
cantidad de hojas en el suelo.

b. Obtenga la solucién del modelo obtenido
en el inciso a.

c. Trace la curva correspondiente a la
solucion obtenida en el inciso b. Interprétela.

7. Memoria

Cuando termina un curso, los estudiantes
comienzan a olvidar los conocimientos que
supuestamente aprendieron. Suponga que la
rapidez con que un estudiante olvida lo que
aprendié en un curso, es proporcional a la
diferencia entre los conocimientos que posee
y una constante positiva a . Si A4(t)

representa es la fraccion de conocimientos ¢
semanas después de que terminé el curso:

a. Construya un modelo que describa la
cantidad de conocimientos del estudiante en
el tiempo ¢.

b. Obtenga la solucion del modelo obtenido
en el inciso a.

c. Trace la curva correspondiente a la
solucién obtenida en el inciso b. Interprétela.
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8. Crecimiento compuesto continuo

Cuando los intereses » que se abonan a un
principal P son continuos, el principal p de
una cuenta bancaria crece de manera
proporcional al principal P.

a. Construya un modelo que describa el
principal P en el tiempo ¢.

b. Obtenga la solucion del modelo obtenido
en el inciso a.

c. Trace la curva correspondiente a la
solucion obtenida en el inciso b. Interprétela.

9. Calorias

De acuerdo con cierto modelo fisiol6gico, una
persona necesita 40 calorias diarias por
kilogramo de peso corporal para mantener su
peso estable. Si consume mas 0 menos de
las calorias antes sefialadas su peso
cambiara a una razén de manera
proporcional a la diferencia entre el nimero
de calorias consumidas y el nUmero
necesario de calorias para mantener su peso
actual. Suponga que una persona tiene la

constante de proporcionalidad de s

kilogramos por caloria y una ingestion
calorica constante de calorias 7 .

a. Construya un modelo que describa el peso
P () de lapersona en el instante ¢ .

b. Obtenga la solucién del modelo obtenido
en el inciso a.

c. Trace la curva correspondiente a P (¢ )
para una persona que pese 78 kilogramos.
Interprétela.
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10. Cocimiento de un platano

Un platano macho se pone en un horno a
200 °C y se calienta de acuerdo con la
ecuacion diferencial

CZz—k(T—zoo) , en donde % es
positiva.

a. Suponga que inicialmente, el platano
macho esta a 25 °C cuando se pone en el
horno, determine 7' (¢ ).

b. Determine £ suponiendo que después de
10 minutos el platano esta a 120 °C .
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A SUMAS, NOTACION SIGMA
Y PROPIEDADES

TEMATICA
i. Notacion sigma y propiedades.
ii. Sumas de potencias de los primeros nimeros naturales.

El estudio del calculo integral requiere del uso y del calculo del total de sumas con una cantidad
‘muy grande de sumandos’, por tanto, es conveniente establecer una notacion adecuada y como
sus propiedades operativas.

DEFINICION A.1 (NOTACION SIGMA)

a. Si » representa un nimero entero positivo y

a, a,, ay, ay, =+, a,

son numeros reales, entonces
Ya=a+ay+a; +-+a, .
i=1
b. El simbolo Zai se interpreta como “suma de a, desde i =1 hasta i=n.

i=1

En la definicion anterior:
i. i es el indice o variable (puede representarse por cualquier otra letra, en los textos de
matema@ticas frecuentemente se utilizan las letras « y » ).
ii. i=1 es el limite inferior e indica el primer valor de i .
iii. n es el limite superior e indica el Gltimo valor de ;.
iV. a, es el término i ésimo o funcion.

" limite superior
(ultimo valor del indice)
E 4; «— funcion del indice
i=1 «— limite inferior
T (primer valor del indice)

indice

FIGURA A1
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EJEMPLO A.1 (SUMAS DE POTENCIAS DE NUMEROS NATURALES EN NOTACION SIGMA)
a. La suma de los primeros » ndmeros naturales, se escribe

1+2+3+---+n=2i.

i=1
b. La suma de los cuadrados de los primeros » numeros naturales se escribe en notacion sigma

P+22 43 4en? =D 00
i=1
c. La suma de los cubos de los primeros » nlmeros naturales se escribe en notacion sigma

P42 43 4n’ =000
i=1
d. La suma
b+b+b+---+b

n veces

se representa en notacion sigma como

187

EJEMPLO A.2 (RESCRIBIENDO EXPLICITAMENTE)

5 5
a. Laformaexplicitade Y 4 es > 4=4+4+4+4+4.

i=1 i=1

7 7
b. El desarrollo de 26 es Z6=6+6+6+6+6+6+6.

i=1 i=1

4 4
c. En forma explicita )i equivalea D i=1+2+3+4.
i=1 i=1

5 5
d. Enforma explicita > i* es » i* =1° +2° +3° +4° +5°,
i=1 i=1

) 8 8
e. Laformaexplicitade » i* es D i* =17 +27 +3% +47 +57 467 + 77 +87,

i=1 i=1

EJEMPLO A.3 (DESARROLLO Y CALCULO DE SUMAS)

a. La suma
3

> (2i-3)

i=1

representa la suma de los ntimeros que se obtienen reemplazando en expresion 2i —3 primero i

por 1, luego por 2 y finalmente por 3, por tanto,
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3 (2-3)=(2(1)-3)+(2(2)-3)+(2(3)-3)=3.

6
b. En la suma Z( M] el indice (o variable) es & , comienza en 3 y termina en 6, entonces
k=3

6(k+3) 343 4+3 543 6+3
Z = + + + =15.
~\ 2 2 2 2 2

EJEMPLO A4
a. Si

Zi:[p—(p—l)],
entonces el indice es p, comienzaen 1y terminaen 5, lo que implica
Sp-(p=1)]=[1-(=1)J+[2(2-) ]+ [3-(3-1) e [4-(4-1) ]+ [5-(5-1)]

=(1-0)+(2-1)+(3-2)+(4-3)+(5-4)=5.

b. Si
Sl ]
entonces )
izsll[iz—(i—l ) ]:[12—(1—1 ) ]+[22—(2—1 ) ]+[32—(3—1 ) ]+
+[42—(4—1)2 ]+[52—(5—1)2]
=(1-0)+(4-1)+(9-4)+(16-9 )+(25-16 )=25.
C. Si
i[f—(i—lf ]
entonces )

2[1‘3_(;’—1 ) ]:[13_(1_1 ) ]+[23_(2_1 ¥ ]+[33_(3_1 y ]
oy ks -1y ]

=(1-0)+(8-1)+(27-8)+(64—-27 )+(125-64 )=125.
d. La forma explicita de la suma

Zi:( a; —d;, )

€s
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Zs:( a;—a,y )=(a,—ay )+(ay—a, )+(ay—a, )+(a,—ay )+(as—a, )=a;—a,.

i=l1

NOTACION SIGMA Y PROPIEDADES

PROPIEDAD A.1 (SUMA DE » VECES UNA CONSTANTE)

Si ¢ es cualquier nimero, entonces

n

ZCZHC.

i=1

EJEMPLO A.5 (SUMA DE » VECES UNA CONSTANTE)

a. 24 (5)5)=
b. 26 (10)6)=

C. 28: =(8)-4)=-32.

i=1

’ i@ 35

Observe que si ¢ un ndmero real, entonces

n
D ca; =ca, +cay +ca; +---+ca, =c(a +ay+a, ++a, )=cZai.
i=1

También

Zn: (a, +b, )=(a, +b, )+(a, +b, )+--+(a, +b, )

i=l1

=(a,+ay,+-+a, )+(b +b, +---+b, )=Zn:ai +Zn:bi.
i=1 i=1

Las observaciones anteriores se formalizan en la propiedad A.2.
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PROPIEDAD A.2 (PROPIEDADES DE LAS SUMAS)

Si ¢ es cualquier nimero real, entonces

a. zn:cal. =ciai (homogeneidad).
i=1

i=1

b. 3 (a,+5, )= a,+> b, (aditividad).
i=1

i=1 i=1

C. Z( a,—a,, )=a, —a, (propiedad telescopica).
i=1

Las propiedades C.1 y C.2 presentan gran utilidad en la deduccién de las relaciones
correspondientes a las sumas de las potencias de los primeros » naturales.

SUMA DE LAS POTENCIAS ENTERAS DE LOS PRIMEROS
NATURALES

Utilizando las propiedades anteriores, en particular, la propiedad telescépica

Z(ai_ai—l )=an—a0
i=1 , obtendremos las sumas
14243 +-4n=Y i, P+22 43 +tn® =D y P42 43 4’ =D 7

i=1 i=1 i=l1

EJEMPLO A.6 (SUMAS DE LAS POTENCIAS DE LOS PRIMEROS N NUMEROS NATURALES)
a.Sea a, =i, entonces a,=0>=0, a,_, =(i-1)ya,=n",
al sustituir en

n

> (a;,-a,, )=a, —a, obtenemos Zn:(iz —(i-1) ):nz.

i=1 i=1

Desarrollando

n n n n

=3 (im1 ) )= S 2im1)= 32 3 -1)= 23 3 (1) =28 i,

i=l i=1 i=1 i=

en consecuencia

ZZn:izanrn y Zn:iz n(n;l ),esdecir, 1+2+3+-~+n:Zn:i=n(n2+1).
i=1 i=1 =1

b. Sea a, =i , entonces

n
a,=0"=0, a,,=(i-1) y a,=n’,sisustituimosen > (a,-a,, )=a, —a,
i=1

obtenemos
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El desarrollo da

n’ :2(i3—(i—1 )i )=

n

(32 =3i41)= 332 =3 3140 =332 =33 i+
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

0
357 =3>i+n=n’,luego D i’ =;( n’+3) i-n J
i=1 = i=l =
Asi
Zizzi( n’ +3( ;n(n—i-l)j—nj:é(%f +3n2+n).
Finalmente

12+22+32++n2 :le :l<2}’[3+3n2+n)
c.Sea a, =i* , entonces

a,=0"=0,a,,=(i-1)"y a,=n" lapropiedad D (a,—a,, )=a, -a,
i=1
adquiere la forma

zn:(i“ —(i-1) ):n4, desarrollando zn:(i“ —(i-1) ):n“obtenemos

i=1 i=l1

=S (im1 ) )= Y (4 67 +ai-1)=3 (4 —6% +4i )31,
i=1 i=1 i=1 i=1
= Zn:4i3 —i&'z +i4i—n = 42;‘3 —62;‘2 +4Zn:i—n

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

asi
4zn:i3 =n* +n+6zn:i2 —4Zn:i.
i=1 i=1 i=1

Lo que implica

=;(n4 +n+2n +3n% +n-2n° —2n)

1
:41‘(n4+2n3 +n® )241;”2(712 +2n+1)21”2(”+1)2

La suma de los cubos de los primeros » nimeros naturales se escribe como:
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P42’ +3 +oan® =) 07 =

La formalizacion de los resultados anteriores es la propiedad A.3.

PROPIEDAD A.3 (SUMAS DE LAS POTENCIAS DE LOS PRIMEROS  NATURALES)

a. 1+2+3+---+n=ii:n(nz+l).
i=1

b.12 +2% +3% ...+ n? =ii2 _é(zn +3n? +n)

i=1

C.IP+2° 43+ 4’ =

M:
=%
I
—~~
S
+
—_
SN—

i=1

EJEMPLO A.7 (CALCULO DE SUMAS)

50
a. 1+2+3+---+50:Zi=m

i=1

=1275.

10
b. 12+22+32+~~+102=Zi2:;(2(10)3+3(10)2+(10))=385.
i=1
8 2 2
C P42 43 4oagd =y oS8 (84+1) =1296.
i=l1

EJEMPLO A.8 (CALCULO DE SUMAS BIS)

20

a. Z i+3) Zz D 3= 20 20”) +3(20 )=210 + 60 = 270.
i=1 i=1 i=1

26: (i-2)i+3)= (i2+i—6):ii2+z6:i—i6

22(2(6)3+3(6)2+6)+6(62 D_(6Y6)-76
C. Zgl (i+3) Zgl(z +6i+9)=28:12+28:6z+28:9

d. Z(2i3—8i)=22i3 -83i=(2) (5 F(5+1) —(8)5(52+1)=450—120=330.
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A EJERCICIOS PROPUESTOS AA V

1. Calcule

4. Demuestre que

2+4+6+---+2n=Zn:2i=n(n+l).

i=1
5. Utilice la propiedad telescdpica y
verifique que

2 o _n(n+1)2n+1)(3n> +3n-1)
;: :

20
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LIMITES Y CONTINUIDAD

TEMATICA
i. Propiedades operativas de los limites.
ii. Teoremas fuertes de Continuidad.

PROPIEDADES OPERATIVAS DE LOS LIMITES

Un desarrollo adecuado de un calculo integral requiere del conocimiento de los conceptos y
operaciones relativos al calculo diferencial, en particular, los conceptos y operatividad sobre limites,
continuidad y derivacion son imprescindibles para ello. Por esta las razones anteriores en esta
seccion trataremos las partes correspondientes a la tematica antes sefialada puesto que no se trata
en los cursos ordinario de calculo (en particular en el CCH).

En los cursos ordinarios de célculo diferencial, se dice que el limite de la funcion 7 (x)

es L cuando la variable x tiende al nimero x, y se escribe Zim f(x ) para representar el hecho
X—>X()
deque,Ve>03 6>0 tal que0<|x—x, |<8 = | flx)-L|<e

Vea la figura B.1.

y y y
A
A f f A f

e // by 7] // /

—_—t———> O——O—P> >
0 x-8 % x+5 ¥ 0 x-8% x+5 0 x x
FIGURA B.1

Una vez estudiado el significado de la expresion Zim £ ( x ) el siguiente paso consiste en
X—>X()

establecer sus propiedades.

Pero ¢la funcion 7 tiene solo un limite L cuando x tiende a x, ?, ¢podria tener por ejemplo dos
limites, L y M ?, es decir, ¢puede ocurrir que Zim f(x)=LYy lim f(x)=M ?
X—>X() X—>X(

Las respuestas de las preguntas anteriores las formaliza la propiedad B.1, cuya justificacion
puede consultarse en textos de calculo de nivel superior.
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PROPIEDAD B.1 (UNICIDAD DEL LIiMITE)

Una funcion no puede tender a dos limites distintos cuando la variable tiende al mismo nimero x, .
Esdecir,si lim f(x)=LY lim f(x)=M ,entonces L=M .
X—>X() X—>X()

El proceso de evaluacion de limites incluye la aplicacion de sus propiedades operativas que
estan expresamente construidas para ello y que formaliza la propiedad B.2.

PROPIEDAD B.2 (PROPIEDADES DE EVALUACION DE LIMITE)

Sean: n un nimero entero positivo, £ una constante, / y g funciones con limite en x, .

Entonces
a. lim k=k.

X—>X(

b. limx=x,y lim x" =x{.
xX—>x() x—>X()

C. limkf(x)=klim f(x).
X—>X() X—>X(

d. lim[f(x)+g(x)]=tim f(x)+ lim g(x).
X—>X() X—>X( X—=>X()

e. fim[f(x)=g(x)]=tim f(x)= lim g (x).

X—)lo
f. tim[f(x)g(x)]=timf(x) limg(x).
xX—>Xx(Q X X(Q X—X(Q
lim f(x)
g. lim ACINE e , siempre que Zim g (x )#=0.
oy g ( X ) lim g ( X ) xX—>x()
X—>xQ

h. h’m[f(x)]”{h'mf(x)}"-

X—> X0 X—>x(0

i lima[f(x)=,

X—>X( \

/Iz’m 7 (x),siempre que Zim f(x)>0 cuando » es par.
X—>X() X—>X()

TABLAB.1

EJEMPLO B.1 (USO DE LAS PROPIEDADES DE LOS LIMITES)
a. Enla evaluacion de /im 12(x2 +5x-20 ) se utilizan las propiedades c., d.y e., posteriormente

x—2

la propiedad c. y finalmente las propiedades a. y b.

x—2 x—2 x—2

lim 12( x2+5x-20 )=12 ll'ri12( x2+5x-20 )=12[ ll'n12x2 + lim 5x — lim 20 }

=12t4+511'mx—lz'n1220J=12[4+10—20]=—6.

x—>2
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2 —
b. En la evaluacion de ll’mw
x—>1(x+2 )(x+1 )

las propiedades d., e. y f., y por Ultimo las propiedades b.

, Inicialmente se utiliza la propiedad g., posteriormente

T R I L AR PO R S
x—>1(x+2)(x+1)_Ziml(x+2)(x+1)_x—>llz'ml(x+2)lz'ml(x+1)_(1+2)(1+1)_6
X—> x— x—

2
cr , X" +x—-/Xx L . . . .,
c. Enlaevaluacion de iim I , inicialmente se utiliza la propiedad g., a continuacion las

Hl(x+2 )(x+1 )
propiedades d., e. y f. Finalmente las propiedades a., b. y h.

, 2 , ,
2 limx” +limx—Ilim+/x
Iim XTHX—AX sl x—>1 x—>1 _ 1+1-1 _1

)Hl(x+2)(x+1)_ll'm](x+2)ll'ml(x+l)_(3)(2)_3'

EL TEOREMA DEL ENCAJE

En calculo, el teorema del encaje (conocido también teorema de intercalacion, teorema de
estriccion, teorema del enclaustramiento, teorema de compresion o teorema del sandwich) se aplica
en el calculo del limite de funciones. Este teorema afirma que, si dos funciones tienden al mismo
limite en un punto, entonces cualquier otra funcion acotada por ellas tendra el mismo limite en el
punto, vea la figura B.2. Su formulacion moderna se debe a Gauss.

PROPIEDAD B.3 (TEOREMA DEL ENCAJE)

Sean: 7, g y h funciones tales que 7 (x)<g(x)<h(x)paratoda x cercana a x,, excepto
posiblemente en x,.Si Zim f(x )= lim h(x )=L,entonces lim g(x)=L.
xX—>X()

X—>x(0 X=>X0

A
h
N 7
Lte SN Pad 8
L s
L -& / ',' ‘\‘
¢ N
o >
0 xo-8 X xo+8 X
FIGURAB.2

EJEMPLO B.2 (CALCULO DE LIMITES QUE REQUIEREN DEL TEOREMA DEL ENCAJE)

c 1 " _
a. Para evaluar el limite llm{ x- co.{ - ) } utilizando el teorema del encaje recordemos que
x—0| X
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~1<cos(a )<1, en particular —ISCOS( 1]31.
X

I. Si x es positivo, entonces
1
—xSx-cos[ )Sx.
X
Dado que

limx=0'y ll'n(z](—x )=0, por tanto, OSll'mo{ x-co:[ 1”30

x—0
, 1
llm[ x-co{ ”:0.
x—0 X
ii. Si x es negativa, entonces

_xz{x-cos(ij}Zx,Obien xﬁ{x-co{i)}ﬁ—x.

Si lz'n(z)(—x )=0y {z’n%(x )=0, entonces Oﬁlz'm{x-co{ IJ}SO

x—0| X

ll'm{x-cos[lj}zo.
x—0| X

. o 3x2 - )
b. Para evaluar el limite Zim *”(x)
X—>—00

x°+1

~1<sen(a )<1,en particular —1<sen(2x)<I.

y por el teorema del encaje

y por el teorema del encaje

utilizando el teorema del encaje recordemos que

Multiplicando por —1 y sumando 3x” obtenemos
1>—sen(2x )> -1y 1+3x* > —sen( 2x )>—1+3x.

Dado que x* +1 es positivo, podemos escribir

1+3x2>3xz—sen(2x)>—l+3x2 —14—3x2<3xz—sen(2x)<1+3x2
2 +1 x> +1 X7 +1 2 +1 x*+1 Toxr 4+l
Pero
2 2
lim %ﬁ y tambien lim 1+23x =3.
X—>—00 X +1 X—>—0 x +1

Por el teorema del encaje
2
lim 3x” —sen ( 2x )

X0 x> +1

=3,

;o , sen\ x ™ .
c. Para evaluar el limite Zim L utilizando el teorema del encaje recordemos que

xX—>—00 X

—1<sen(x)<1, entonces —lsSen(x)s
X

| —
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Pero
lim (—1j=0 y lim ( 1J=0.
X—>—0 X x—>—0\ X
Por el teorema del encaje
lim sen(x )=0
X—>—00 X

- , cos| x - .
d. Para evaluar el limite /im ( 1+ S(F ) j utilizando el teorema del encaje recordemos que
A/ X

xX—>+00

cos(x) cos(x)sui

1 1
< < yl-—<I1+ .

1
—1<cos( x )<1, entonces — ——
(x) -

1 1
Pero lz'm[l—JZI y ll’m(1+)=1,
/\x X—>+00 Al X

xX—>+00

Por el teorema del encaje
lim [ 1+ cm{x)jzl.
X—>+00 ,\/;

{ x- sen( 1 j } utilizando el teorema del encaje recordemos que

e. Para evaluar el limite /im

x—0)|

X

. 1
~1<sen(a )<1, en particular —1Ssen()£1.
X

I. Si x es positivo, entonces — x s{ x- sen(
X

! ”s)c.Dadoque
y ll'rr(t)(—x )=0, por tanto, Oslz'n%{ x-sen( IJ}SO
X—> x— X

limx=0
x—0

y por el teorema del encaje ll'ng[ X sen( 1 j } =0.
X X

il. Si x es negativa, entonces —xZ{x-sen(lj}Zx,Obien xﬁ{x-sen(j}ﬁ—x :
X X

Dado que
=0y lz’n%(x )=0, entonces

lim(—x)

x—0
0< ll'm|: x- Sen( 1 j } <0,y por el teorema del encaje lim{ X sen( j } =0.
x—>0 X x—0 X

CONTINUIDAD
El estudio de las funciones que presentan la propiedad de ser continuas, asi como sus

propiedades son imprescindibles en el desarrollo de un curso de calculo diferencial.

Suponga:
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i. Que la funcién ; relaciona los valores de la variable independiente x con la variable dependiente
v, esdecir, 7(x)=y.

ii. Que Deseamos utilizar la funcion ;s para determinar un valor de »; por lo que primero debemos
medimos un valor de x, cuya medida muy cercana a x,, por lo que la medida presenta un
“pequeno” error.

iii. Que el pequefio error cometido al medir x, influye en el calculo del correspondiente valor de y,y

como consecuencia no podemos obtener el valor exacto de y, .

Surge la pregunta: ¢de qué forma el error cometido al medir x, afecta al valor resultante de
v ? LoOgicamente, si para valores de x ‘muy proximos” a x, obtenemos valores de , muy
diferentes entre si, entonces la funcion s que relaciona x con y no es util.

iv. Que en el proceso de medir los errores cometidos son inevitables y como consecuencia no es
posible obtener “el valor exacto de ,".

v. Que es posible “acotar’ el error aceptable en y, (y que esta cota se llama ¢ ), es decir
‘ Y=XYo ‘< €.

vi. Que es posible obtener una cota de error “5”, de tal forma que siempre que midamos x, con un
error menor que s tengamos la seguridad de que el valor resultante para y difiere de y, en menos

que .
Si|x-xy|<&,entonces | y-y, <.

significado de| x-x,| < o significadode | y-y | < &

x es la medida (asignacion) de la variable 4
X, y+e |~ Y, eselvalorreal

x representa las medidas alrededor x

>0 e sid
(puntos del intervalo) &> 0, esla precision de la

medida del valor real

(x76,x-0) yoe
0 >0 eselerroren la medida de y representa las imdgenes
Xy de los puntos del intervalo
y-¢ (x0—8,x0—8)
¢ _ 5 > bajo la funcion f
xX-0 x, X+ 6 x
FIGURAB.3

Nota | L@ cota de error s depende de la cota de error &, fijado anteriormente en cada caso.
Z&/ Intuitivamente, cuanto mas pequefio sea el error permitido en las mediciones finales,
tanto mejor tendremos que medir la variable independiente (los datos iniciales).
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La conjuncion de todas las observaciones anteriores se formaliza con la definicion B.1.

DEFINICION B.1 (CONTINUIDAD PUNTUAL)
Sea s una funcion definida en todos los numeros de un intervalo abierto 7, si x, 7, entonces se

dice que s es continua en el ndmero x, <1, Si 'y s6lo si para todo nimero & >0 existe un nimero
>0 (que por lo general depende de x, y de =) tal que si | x-x, |<5, entonces | y -y, |<s.

La figura B.4 ilustra la definicion A.1. Observe que al disminuir la cota de error + alrededor de
v, disminuye la cota de error s alrededor de x, .

Yy o

N

0

FIGURAB.4

a. Para hacer referencia a la continuidad (0 no continuidad) de una funcién en un punto,
este punto debe pertenecer al dominio de la funcion.

b. La continuidad de una funcion en un punto depende unicamente de su comportamiento
Z&} en la “proximidad” de dicho punto. jLa continuidad es una propiedad local!

c. Intuitivamente, una funcion continua transforma “puntos cercanos entre si en puntos
cercanos entre si”.

Nota

EJEMPLO B.3 (CONTINUIDAD PUNTUAL DE FUNCIONES)
a. Lafuncion 7 ( x )=3x—1 es continua en cada punto de su dominio.
b. La funcion
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1
x2+1

()=

es continua en todos los puntos de su dominio.
c. Las funciones polinomiales son continuas en cada punto x, de su dominio.

d. Las funciones racionales son continuas en todo punto x, de su dominio.

EJEMPLO B.4 (CONTINUIDAD PUNTUAL DE FUNCIONES)
a. La funcion definida por intervalos

1 xe(—oo,2]
f(x)_{—l xe(2,+oo)’
no es continuaen x, =2.
'
[ e 4
>
0 2 X
<= O
FIGURA B.5

b. La funcién

no es continua en x, = —1.

A

FIGURA B.6

EJEMPLO B.5 (ALCANCES DE LA DEFINICION DE CONTINUIDAD PUNTUAL)
a.Sea 1 (x )=%,puestoque dom (f)=(-c0, -1)u(-1, +0),
X

no tiene sentido estudiar si tal funcion esonoes s en x, =-1.
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b. La funcién £ (x )=-/x—1 tiene dominio dom ( f )=[ 1, +o0 ) por lo que sélo tiene sentido
estudiar la continuidad de 7 en los puntos del intervalo | 1, +o ).
C. Si

x—1
x> -4

f(x)=
entonces
dom(f):(—oo ’ _2)U(_2 D 2)U(2 > +OO).
Por tanto, no tiene sentido preguntarse si la funcion s es o no es continua en los nimeros

Xop==2Y X =2.

El ejemplo B.6 presenta una lista de funciones que son continuas en todos los puntos de su
dominio.

EJEMPLO B.6 (ALCANCES DE LA DEFINICION DE CONTINUIDAD PUNTUAL 1)
a. La funcion constante 7 (x )=c, ce( -, +o ) es continua en todos los puntos de su

dominio.
b. La funcion lineal 1 ( x )=ax +b, es continua en todos los puntos de su dominio.

¢. La funcion potencia 1 ( x )=x", n e IN es continua en todos los puntos de su dominio.

Una funcion que es continua en todos los puntos de un intervalo ; se denomina continua sobre
el intervalo 1, formalmente esto se expresa en la definicion B.2.

DEFINICION B.2 (CONTINUIDAD EN UN INTERVALO)

Una funcion ¢ es continua sobre un intervalo 7, si es continua en todo punto (nimero) x, 1 .

EJEMPLO B.7 (CONTINUIDAD EN UN INTERVALO)
a. Sif(x )=%, entonces dom ( f )=(—-ow , —1)u( -1, + ), por tanto, / es continua
X

en todos los intervalos que no contengan el nimero

X, =-1.

entonces
dom ( f)=(-c0,-2)u(-2,2)u(2, +x),
por tanto, 7 es continua en todos los intervalos que no contengan los nimeros

Xgp=—2Y xp,=2.
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C.En f(x)=-/x—1, dom(f)=[1,+0),portanto, s escontinuaen cualquier subintervalo de
[ 1,400 )

Las propiedades “operativas” de las funciones continuas sobre un mismo intervalo ; son
similares a las de los limites, es decir,
Si 1 y g son funciones continuas sobre un intervalo 7, entonces:
I. Las funciones
f+g, f-gyr-g
también son continuas sobre el intervalo ;1.
il. Las funciones

y /-
g

0 | —

también lo son, siempre y cuando g =0.

Los elementos (conceptos y técnicas) sobre continuidad tratados garantizan que, tanto las
funciones polinomiales como las funciones racionales, son continuas (en su dominio de definicion),
puesto que ambas clases de funciones pueden construirse a partir de sumas y productos de
funciones constantes y funciones potencias. La similitud de las definiciones de continuidad puntual y
de limite sugiere el siguiente criterio de continuidad puntual.

PROPIEDAD B.4 (CRITERIO DE CONTINUIDAD PUNTUAL)

Sean ; una funcion definida sobre un intervalo 7 y x, € 1, entonces
/ escontinuaen x, siysolosi zim f(x)=71(x,).

X—>X(

El ejemplo B.8 muestra el uso del criterio de continuidad puntual.

EJEMPLO B.8 (APLICANDO EL CRITERIO DE CONTINUIDAD)

a.Si f(x):jfii,entonces f(l):fgl)z)ij‘:: 51311?::(351)2):::
por tanto,
F(0)=tims(x)=1.
En consecuencia ¢ es continuaen x, =1.
Note que / (x )= ?:411 es continua en cualquier otro punto x = x, de su dominio puesto que
im £(x )= lim 3(x, )+1 3(x, )+1 ().

) o0 (x, P+4 (x, f+4
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b.Si f(x)=1 " |

entonces
lz’mlf(x):2 y r(1)=2,asi limf(x)=2=r(1)

x—1
y la funcion ; es continua en el
x,=1.
X
x? +x
no es continua (es discontinua) en cualquier intervalo que contenga a por lo menos uno de los

nameros x,, =—1 Y x,, =0 puesto que, en ambos casos, no esta definida.

c. Lafuncion 1 (x )= cuyo dominio es dom ( f )=(-o0, =1)u(=1,0)u(0, +)

PARA REFLEXIONAR

¢ Qué opina?

a. “Una curva que se puede trazar sin despegar el lapiz del cuaderno pertenece a una
funcién continua”.

()? b. “Una curva que contiene huecos pertenece a una funcion que no es continua”.

¢ Puede dar un ejemplo de una funcién tal que?:

a. EL trazo de su gréfica tenga un hueco salto y ésta corresponda a una funcion continua.
b. EL trazo de su gréafica tenga un hueco y ésta no pertenezca a una continua.

Como hemos visto, la curva que tiene asociada una funcién puede tener huecos o saltos sin ser
esto una condicidn para no ser continua, ila caracteristica de ser continua (o0 no serlo) depende del
dominio de la funcion!

EJEMPLO B.9 (EXTENSION DE UNA FUNCION NO CONTINUA A UNA FUNCION CONTINUA)
En la funcién

2
x“+3x+2 IR—{—Z}
x+2
fx)= lim f (x)=-1y f(-2)=4,
4 x=-2

es decir,
tim f(x)=f(-2).

Por tanto, es discontinua en todo intervalo que contiene al numero x =-2. Si se redefine como
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2
x“+3x+2 xelR—{—2}
x+2
fi(x)=
-1 x=-2

se obtiene una funcién continua.

DEFINICION B.3 (TIPOS DE DISCONTINUIDADES)

a. La funcion s tiene una discontinuidad removible en x, cuando Zim f (x )= £ ( x, )-

X—>X()

b. La funcion / tiene una discontinuidad esencial (inevitable) en x, sino existe iim f ( x ).

X—)Xo

Una discontinuidad esencial en una funcién se manifiesta como “un salto” en la curva que tiene
asociada, mientras que una discontinuidad de tipo removible suele manifestarse como un “hueco” en
la curva correspondiente (concretamente, un ponto se encuentra “fuera” de la curva
correspondiente”, vea la figura B.7.

y y
o +
f : f
i > ; >
0 VX, X 0 v X
FIGURA B.7

Revisemos el tipo de discontinuidad de funciones no continuas.

EJEMPLO B.10 (TIPO DE DISCONTINUIDAD)

a. En
5 si x=>2
f(x)_{3x—2 Si x<2

lim f ( x ) no existe, por tanto, la funcion es discontinua (esencialmente) en x=2.

x—2

b. Si

3 si x=1

f(x)z{“-x sz: x#1
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Entonces /im f (x ) no existe y la funcion es discontinua (esencialmente) en x = 2.
x—>1

c. En la funcion

2
x“+3x+2 IR—{—I}
f(x)= x+1 ’
1 x=-1
se cumplen
I ( )—l' x2+3x+2_l, (x+2)(x+1)_1 (-1)=1
xin—qlf ! _xlj—ql x+1 _xir’}l x+1 IREA T
por tanto, es continua en x=-1.
d. En la funcion
l x#0
f(x)=1" ,Zz’n%f(x)noexistey f(0)=1,
1 x=0

por tanto, presenta una discontinuidad cuando x =0 es esencial.

La importancia de la continuidad de funcion sobre x, es que proporciona informacion sobre su

comportamiento a su alrededor.
i. Si  es una funcion continua en x, y f(x, )>0, entonces existe un intervalo que contiene al

namero x, de maneraque ; es mayor que cero (sobre ese intervalo).
ii. Si 7 es una funcion continua en x, y 1 ( x, )<0, entonces existe un intervalo que contiene al
namero x, de maneraque 7 €S menor que cero (sobre ese intervalo).

iii. Una de las consecuencias de mayor relevancia en el célculo, de la continuidad de una funcién es
la propiedad conocida como

“TEOREMA DE LOS CEROS DE BOLZANO”
que afirma: Toda funcién continua en un intervalo que toma valores positivos y negativos se anula en
algun punto de dicho intervalo.

PROPIEDAD B.5 (TEOREMA DE LOS CEROS DE BOLZANO)

Sea ; una funcion continua sobre el intervalo cerrado [a,b ]y f(a)-f(a)<0, entonces
existe x, e[ a,b ], talque £ (x, )=0.

La figura B.8 ilustra el teorema de Bolzano, observe que la curva asociada a una funcion que es
continua sobre el intervalo [ «, b | y que sus imagenes son tanto positivas como negativas, por el
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teorema de los ceros de Bolzano existe un nimero x, del eje x. EL teorema de los ceros de

Bolzano garantiza la existencia del nimero x, .
y

FIGURA B.8

Un enunciado equivalente del teorema de Bolzano es el “TEOREMA DEL VALOR
INTERMEDIO”, mismo que afirma: “la imagen de un intervalo bajo una funcion continua es un
intervalo”, es decir, una funcién continua transforma un intervalo en otro intervalo. La figura B.9
muestra la curva asociada a una funcion continua 7 sobre el intervalo cerrado [a,b ]. Si

seleccionamos el punto P de la curva con ordenada y, y lo proyectamos sobre el eje de las
abscisas, entonces existe una abscisa x, tal que y, = 1 (x, ).

'\ T A
f(a) + f(a)+
y0
f(b)H f(b) <
0 0
'\ Y A
f(b) T f(b)T
f f
yb--------
1
1
1
f(a)$ f(a)$ !
{ +—> ) >
0 a b X 0 a X, b X

FIGURAB.9
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PROPIEDAD B.6 (TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO)

Sea ; una funcion definida y continua sobre en el intervalo cerrado [a,b ]y y, un nimero
comprendido entre los valores / (a )y 7 (5 ),esdecir f(a)<y,<f (b ),entonces existe el
nimero x, enintervalo (a , b ) talque y, = f ( x, ).

EJEMPLO B.11 (APLICACION DEL TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO)
a. La funcion con regla de correspondencia

f(x)= ixz definida sobre [ -4, 4 ]

es continua. Sea y, =1, para determinar la abscisa que predice el teorema del valor intermedio
necesitamos resolver la ecuacion

1
lzzxj,luego Xg=4Yx,=20x,=-2.
b. La funcién con regla de correspondencia

f( x)=+/4x—2 definida sobre [ %,5 }

es continua. Si y, =3 es una de sus imagenes, para determinar la abscisa que predice el teorema
del valor intermedio es necesario resolver la ecuacion 3 = . /4x, -2,

entonces

11
4x,-2=9 0 xO:Z'

C. ¢Es y, =4 el valor (0 uno de los valores) que predice el teorema del valor intermedio para
f(x)=x*+4xen[-2,1]?
Si suponemos que si, se debe cumplir que la solucién de la ecuacion x*+4x=4 se encuentra en el
intervalo [ -2, 1 ].
Si x* +4x=4, entonces (x—2 ) x—2 )=0, cuya solucion es x, =2, misma que no pertenece al
intervalo [ -2,1]. Luego y,=4 no es uno de los valores que predice el teorema del valor

intermedio en
[-2,1].

El teorema de Weierstrass es imprescindible en el desarrollo de las propiedades del calculo
integral, se refiere a los méximos y minimos absolutos que alcanza una funcion continua cuando su
recorrido 0 rango es la imagen de un intervalo cerrado y acotado. La figura B.10 muestra la curva
asociada a la funcion 7, que es continua y esta definida sobre el intervalo cerrado [ a, b |. Observe
que en [a,b ], existen nimeros: x,, =m y x,, =M de manera que f(m ) es minimo y
f (M) es maximo.
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FIGURA B.10

Formalmente:

PROPIEDAD B.7 (TEOREMA DE WEIERSTRASS)

Sea s una funcion definida y continua sobre en el intervalo cerrado [« , b |, entonces existen
nimeros m y M en [a,b ] tales: f(m ) es el valor minimo de 7 y 7 (M ) es el valor
maximo de / .

El ejemplo B.12 muestra el uso de la propiedad B.7.

EJEMPLO B.12 (APLICANDO EL TEOREMA DE WEIERSTRASS)

x+3
2

a. La funcion con regla de correspondencia f ( x )= y definida sobre [ 1,5 ], es decreciente

. . 1+3 , . ,
y continua, en consecuencla f ( 1 )= T =4 es su valor maximo, ademas

5438

5225

r(5)

es su valor minimo.
b. La funcion con regla de correspondencia

F(x)=,(x=3 )41

y definida sobre [ 3, 6 ], es creciente, en consecuencia

F(3)=,

es su valor maximo.

_1
4

13

(3-3 ) +1=1essuvalorminimoy 7 (6) (3—6)2+1=Z
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A EJERCICIOS PROPUESTOS AB WV

1. Aplique el teorema del encaje en la
evaluacion de los limites.

, 1
a. limx-cos| — |,
x—0 X

sugerencia —1<cosx<1.

b. lim x* ‘cos( 2 ),
x—0 X

sugerencia —1< cosx<1.

’ 4 { 2 j
C. Iimx" -co = |
x—0 \/;

sugerencia —1< cosx <1.

1
d. lim x* -sen( = j,
x—0 X

sugerencia —1<senx<1.

, 9 1
e. limx~ -sen = |
x—0 \/;

sugerencia —1< senx<1.

f. lim x* -sen[ RS ],
x—0 2x

sugerencia —1< senx<1.

2.

a. El volumen de una esfera puede variar de
14 a 16 decimetros clbicos, ¢cuanto puede
variar su radio? Explique.

b. El volumen de un cubo puede variar de
0.98 a 1.02 decimetros culbicos, ¢cuanto
puede variar la longitud de su lado?
Explique.

c. El radio interno de un aro puede variar
entre 44 y 48 centimetros, ¢cuanto puede
variar su perimetro? Explique.

3. Utilice la definicion A.2 y 1.9 y muestre
que la funcién es continua para el valor x
indicado.

f(x

2x—-5€en x=6.

X \2x 5enx=-2.

nx=I1.

)=
7 (x)
(x) 2x+2
f(x)

X —xS x enx=0.

4. Decida si la funcién es continua 0 no
continua en los valores x indicados, justifique
su afirmacion.

a f(x)=—"" enx=1yx=4.

enx=-3yx=1.

d f(x)="enx=0
X
2
e. /(x =ﬁenx:—1
X+

5. Si es el caso, redefina las siguientes
funciones de manera que sean continuas en
todo Ir.

2x—-1

a f(x)= .
x—4




6. a. Utilice el teorema de los ceros de
Bolzano y la funcién con regla de
correspondencia  f(x)=x*-2  para
justificar que el numero /2 existe.

b. Utilice el teorema de los ceros de Bolzano
y una funcion continua para justificar que el
namero 3 existe.

c. Utilice el teorema de los ceros de Bolzano
y una funcion continua para justificar que el
ndmero 3/5 existe.

2_
tf(x)zizézii.
ngX)=;Ef2-

2_

o f(x)= 200

7. Determine el nimero x, (0 los nimeros
x, ) que predice el teorema del valor
intermedio.
a f(x)=2x+3en
[-1.3]y r(x)=5.
b. f(x )=16—x2 en
[0,4 ]y r(x)=12.
C. f(x)=x2+5x+4 en
[-8.6]y r(x)=0.
d. f(x)=x3—8 en
[-2.2]y r(x)=-9.
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8. a. ¢Existe algin ndmero real tal que su
cuadrado seaiguala —27?

Explique.

b. ¢Existe algin nimero real tal que sea
igual a su cubo menos uno? Explique.

9. Determine los valores maximo y minimo
que predice el teorema de Weierstrass.
a f(x)=4x-2en[-1,3]

b. f(x)=9-x*en[1,3].
C. f(x)=x*+6x+7 en[-4,-3].
d 7(x)=x-8en[-2,2].

X

X
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DERIVABILIDAD

l \IC
TEMATICA

i. Teoremas fuertes de derivacion.

TEOREMAS FUERTES SOBRE DERIVACION

En un curso formal de Célculo Diferencial e Integral (a nivel bachillerato) deben incluirse las
propiedades de las funciones derivables sobre un intervalo cerrado (que forma parte de su dominio).
Estas propiedades sustentan formalizan y los teoremas de mayor aplicabilidad y relevancia del

Célculo Integral.
VA

f(a)=f(b)

L
t

f(a)=f(b)

s s LLLLLL)

f(a)=f(b)

rpassnnan

FIGURAC.1

La figura C.1 muestra la curva asociada a una funcion / que es continua sobre el intervalo

cerrado [ @ , b ] y que cumple las condiciones:
i. f(a)=r(b)=0.
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ii. Es continua sobre el intervalo cerrado [ a , 5 ].
iii. Es derivable sobre el intervalo abierto (a , 5 ).
iv. p,(x, y)es el punto de tangencia (o contacto) de la recta tangente 7 a la curva asociada a
la funcién £ .

Note que al desplazar el punto de tangencia p,( x , y ) alo largo de la curva asociada a f,
se encuentra (por lo menos) la existencia de un punto p, (x, , v, ) en el que la linea recta
tangente 7 es paralela al eje de las abscisas, lo que significa que su pendiente m, =0

(equivalentemente, f " cuando x=x, )

Las observaciones anteriores fueron formalizadas por Michel Rolle en 1691, en su memoria la
propiedad C.1 lleva su nombre.

PROPIEDAD C.1 (TEOREMA DE ROLLE)
Sea ¢ una funcion:

i. Continua sobre el intervalo cerrado [« , b ],
ii. Derivable sobre el intervalo abierto (a , b )

iii. £(a)=s(b),entonces existe al menos un nimero x, en [a , 5] talque £ '(x, )=0.

DEMOSTRACION
Dado que / es una funcion continua sobre el intervalo cerrado [ @ , 4 |, entonces alcanza valores

maximo y minimo absolutos sobre [« , b ], es decir, existen nimeros x, y x,, en[a , b ] tales
que /(x, )<f(x)<f(x, )paratoda x en[a , b ] (por el teorema del maximo y del minimo
de Weierstrass).

i. Si x, y x,, coinciden con los extremos de [« , b | respectivamente, entonces / es una funcion
constantey £ '(x, )=0.

ii. Si x,, (x, ) es diferente de los nimeros a y b, entonces / alcanza el valor minimo (o su valor
maximo) sobre un nimero del intervalo (a , » ) , puesto que / es derivable en x, (x, ),

entonces £ (x, )=0 (/ (x, )=0).

EJEMPLO C.3 (EL TEOREMA DE ROLLE)

a. Determinemos el nimero x, de manera que la funcion £ (x)=x?—4x+5 satisfaga las
hipdtesis del teorema de Rolle sobre el intervalo [ 1, 3 |.

i. Dado que 7 es una funcion polinomial, entonces es continua sobre [ 1, 3 ].

ii. Derivableen (1, 3).

jii. También 7 (1)=r(3)=2.



https://es.wikipedia.org/wiki/Michel_Rolle
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Por tanto, se satisfacen todas las condiciones del teorema de Rolle en [1,3] y existe

x, (1, 3) en el que la funcion derivada vale cero, #'(x, )=2x, —4 =0, el nimero que predice
el teorema de Rolle es x, =2.

0 1 x,=2 3 x
FIGURA C.2

b. Revisemos si la funcion £ ( x )=x—x" satisface las condiciones del teorema de Rolle en los

intervalos [-1,0 ] y [0, 1 ]ysieselcaso determinaremos los valores de x, que predice esta

propiedad.

i. Puesto que f (x )=x—x> es una funcion polinomial, entonces es continua los intervalos
[-1,0]y[o,1].

ii. Es derivable en todos los nimeros de los intervalos abiertos (-1, 0) y (0, 1).

jii. Ademas £ (-1)=r(0)=r(1)=0.

Por tanto, se satisfacen las hipotesis del teorema de Rolle. Puesto que, f’( x, )=1-3x?, entonces

: . 1 1. .
1-3x*> =0 cuyas soluciones son los nimeros x,, = — ———, mismos que satisfacen las

BImTTR

condiciones del teorema de Rolle.

£(05)=0

i X X, 1\
f(-05)=0

FIGURA C.3

c. Determine el nimero » de manera que la funcion £ ( x )=x* —4x +3 satisfaga las hipotesis del
teorema de Rolle sobre el intervalo [ 0 , » |. Dado que ; es una funcion polinomial es continua en
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[0,b] y derivable en (0,5). En el teorema de Role f(a)=s(b), por tanto,

3=b-4b+3 0 b’ -4b=0, las soluciones de esta ecuacion son =0, b=-2Yy b =2, pero
s6lo »=2 satisface las condiciones del teorema de Rolle ¢ por que?

También f'(x)=3x>-4,si £ (x)=0, entonces 3x>—4=0, luego xziy M pero
A3 3
. 2 , : . 2
solo xz—E es el numero que predice el teorema de Rolle (note que el numero x=—ﬁ no
\

pertenece al intervalo [ 0 , 5 ].

PARA REFLEXIONAR

Proporcione una funcién, definida sobre un intervalo cerrado, que no satisfaga las hipotesis
del teorema de Rolle de: continuidad y derivabilidad.
€ ¢Qué significa omitir la hipdtesis 7 (a )=7(b) en el teorema de Rolle? De una

explicacion geométrica.

Si en el teorema Rolle se omite la hipétesis 1 (a )= (b ) y posteriormente se desplaza el
punto de tangencia p,(x , y ) sobre la curva asociada a f , entonces se observa por lo menos un
punto (x, , v, ) en el que la linea recta tangente 7 es paralela la linea recta (secante S) que
definen los puntos (@, f(a))y (b, f (b)), veala figura C.4. Esta propiedad se conoce como
“propiedad del valor medio”.

Y 4

£(b)
"
: — : —> : —»
0 a b X 0 a b X a b X
FIGURA C.4

PROPIEDAD C.2 (TEOREMA DEL VALOR MEDIO DE LAGRANGE)
Sea s una funcién continua sobre el intervalo cerrado [« , b | y derivable sobre el intervalo

abierto (a, b ) , entonces existe al menos un ndmero x, en [a,b] tal que
' b )—
f(xo)=f(b)f(a)-

—da

El teorema del valor medio afirma:
i. La “funcién razon de cambio promedio” es igual a la razén de cambio instantaneo” en uno o
mas puntos.
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ii. Geometricamente, la linea recta tangente a la curva asociada a la funcién 7 en algin
numero x, (comprendido entre los nimeros « y b)) es paralela a la linea recta secante que
contiene alospuntos (a , f(a))y (b, f(b)),vealafiguraC.5

FIGURA C.5

DEMOSTRACION
La demostracion del teorema del valor medio se fundamente en el teorema de Rolle.
i. Se construye la funcion g ( x ) que proporciona la longitud del segmento rectilineo vertical con

b—a
punto pertenece a la linea recta secante de que contiene a los puntos (a, f(a))y
(b, 7(b)) yde ecuacion

P (@)=L ) otien r(x)=p () L)L) ()

extremos en los puntos (x, f(x))y (x, f(a)+f(b)_f(a)(x—a)j (el segundo

vea la figura C.6. Portanto, g (x )=/ (x )-f (a )—W(x—a ).

l
|
I g(x)=f(x)-1(x)
l

>
X

X

S
S M

b
FIGURA C.6

ii. Sealafuncion g (x )=f(x)-f(a )—W(x—a ), entonces
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2(0)=7 (5)-r ()T SSLD ),

por lo que ¢ ( x )satisface las hipétesis del teorema de Rolle.

iii. También ¢ (x )=/ (x )—W.

iv. De acuerdo con el teorema de Rolle, existe un nimero x, en el intervalo [« ., »] tal que
’(xo )_f(bb):af(a)

. S(b)-f(a)
Fo )=

g (x, )=0,entonces g (x, )=f =0, es decir

EJEMPLO C.4 (EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO)

a. Determinemos el ndmero x, en el intervalo [0 , 2 | que predice el TVM, si f (x )=x> —x.
i. Es continua sobre [ 0 , 2 | puesto que es una funcion polinomial,

ii. Es derivable sobre el intervalo (0 , 2 ).

jii. 7(2)=6y r(0)=0.

Puesto que f’(xo )=3x§ —1, entonces m = g_g =3x; —1, de donde 3=3x] —1 0 3x; —4=0,

2 Deellos, sdlo X0, _ 2 pertenece al intervalo [0 , 2 ].

2
BT 5B
b. Justificaremos que 7 ( x )=x*—2 tiene al menos un cero en el intervalo [ 1, 2 ].
i. Es continua sobre [ 1, 2 ] puesto que es una funcion polinomial.
ii. Es derivable sobre el intervalo (1,2 ).
jii. 7(1)=-1y f(2)=2, portanto, existe un cambio de signo en el intervalo (1,2 ).

por lo que x,, =

Por tanto, existe x, en (1,2 ) tal que f(x, )=xi —2=0, entonces x, =+-/2 y x, =+/2 €s un

cero de la funcion 7 ( x )=x* -2 sobre (1, 2).

A EJERCICIOS PROPUESTOS AC YV

1. ¢Satisface la funcion £ (x )=x* —4x+3 2.Si f(x)=x*+4x* —7x~10, determine
las condiciones del teorema de Rolle en el el nimero x, en el intervalo [ -1, 2 ] que
intervalo [1,3]? Si es el caso, determine predice el Teorema de Rolle.

todos los nimeros x, que predice.
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3. ¢Satisface la funcion f(x)=1-x las

condiciones del teorema de Rolle en el
intervalo [ -1, 1]?

4. ; Satisface la funcion

f(x )=x2 —4x+11
las condiciones del teorema de Rolle en el
intervalo [1,3]? Si es el caso, determine
todos los ndmeros x, que predice.

5. ¢ Satisface la funcion
f(x)=x-2x"—x+2

las condiciones del teorema de Rolle en el

intervalo [ -1, 1]? Si es el caso, determine

todos los nimeros x, que predice el teorema

de Rolle.

6. Determine el valor de » de manera que la
funcion

f(x)=x*-4x+3
satisfaga las condiciones del teorema de
Rolle en el intervalo [0 , b ]? Posteriormente
determine el numero x, .

7. Determine los intervalos de manera que la
funcion

f(x)=x—6x*+11x-6
satisfaga las condiciones del teorema de
Rolle.

8. Determine el nimero que predice el
teorema del Valor Medio cuando

f(x)=4x>-5x+1
sobre el intervalo [0, 2 ].

9. Determine el numero que predice el
teorema del valor medio

f(x)=x*-4x+3 en el intervalo
[-2,1]. Sies el caso, determine todos los
nimeros x, .

10. Determine el numero que predice el
teorema del Valor Medio cuando

f(x)=x*+2x+1 sobre el intervalo

[0,1].

11. Determine los numeros que predice el
teorema del Valor Medio cuando

f(x)=x’+x*—x sobre el intervalo
[-2.,1].

12. Determine el punto de la seccion
parabélica comprendida entre los puntos
A(1,1)y B(3,0), en el que la linea
recta tangente es paralela a la linea recta
secante que incluye a los puntos 4(1,1)y

B(3,0).

13. Determine el nimero x, en el intervalo
[1, 3] enelque lalinea recta tangente a la
curva asociada a f(x)=x’-x>+2 es

paralela a la linea recta secante definida por
los puntos 4(1,2)y B(3,20).
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d. f,(x)=5x4cosx5.e. f'( ) 4¢ secz( t4)f f ( ) (tgx)3sec2x.

6 a f, (,,):_ 33 3sen2(1 ) \/;’;ﬁsenm.c. f'(x)z—zj/:%.
q f’ (x)= (x +x+1k2x 2 sec2(2x y (2x+1) tg(x 2x).e. f’(x):sec(x3+41(l—x )tg(x3+4)—1].

+x+1

L (x)= 2 eos(3l)

(2x+1 )2

7 a f'( X ): (sen x*11 X75x4senx5 )»(cos x x4x3 cosx* ) b, f'( ¥ ): _ (x2+2cosxfl Xcscxctgx )+( 2x—2senx )( cscx+2) .

senx*-11 x? +2cos x—1

c. f (£ )=4(sent +cost )’ (cost —sent ).d. fl(x )=3( oo )Z( Lroenxzcorx )

( I+sen x )2

' Zt( sen® ¢ )costz—Z( sentcost )sen 2

e. f(t): i

sen’ t
8. a. x—y+1=0 . b x+y-1=0 . c \Bx—y+(l—%\5)=0
d.(337-6 k—z2y—(9.3-157 )=0.

9. a. y(3")=asenx. b. y(4”)=acosx.
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(3n)

10. a y(3")=—cosx . b. y =senx . C. y=senax . y =—acosax .

(4

4
y=senax.y ") =—a* senax.

3n 4n

11. a. y(3"):senx.b. y(4")=cosx.c. y(3")=a senax . d. y(4”)=a cos ax .

12.a. /' (x)=u'(x)cosu(x).b. 7'(x)=u'(x)senu(x).c. £1(x)=u' (x)seczu(x).
17. a. Identidad trigonométrica pitagorica. b. Identidad trigonométrica pitagorica.

19. a. M&ximos Ml(l 4) MZF

minimo m( z \f) ¢. Maximo M(% , 1) minimo m( —1)

20. a. f'(x)=2(senx X cosx).b '(x) 2(c0s2x sen x) C. x=0, x=x Yy x=2r.d. Nohay
e x=%, x=m, x=22.f Maximo M, (%, )y MZ(7 , 1),m|nlmo m(7,0).9.Sl x=2y x=22.
h. Crece ( , 7)u(zz ) decrece (%

23. a. F(t)zlsen4t.b. F( )

4 4 04

cos5t.24.a. F(t)= fsenal b. F(r)=—Lcosht.

25. 7'(1)=Tcos L. 26.v'(1)=f'(1)=-sent . 21. f(1)="}cos(4x )~ Lsen(4rx)y
v(t)——3sen( )12t—2c0s(‘3‘7z)

1 2 DERIVADA DE LAS FUNCIONES
' LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

1 X
1. a f'(x):xs. b. f(x):x3.C. f(x):xz.d. f(x):e_%lnx.e. f(x):x%.f. f(x):( %j .

2.a f (x):x4.b. f (x):x3.C. f (x):xg.d. f (x)zx 4. e f (x)=x3 CEf (x)=7_2]0g7x.

t ~t 1 —6x
sa (=46 7 (0= 2] e (=805 0 s ()= 2]
4 oa f(x)=ey f’(x):exln4.b. f(x)=elry f,(x):(1+ln x)x*.c f (x):eﬂ”(‘“)"x) y
f’(x):[ z:s;+ln(senx)ste"x.d- f(x)zexm(wsx) y f'(x):[_xsenx_”n (COSX)J(cosx)x.

Ccos X

PRl

e f(x)=e2y ri(x)=""m(2).f. f(x)=x2e"y £'(x)=tn(3 W23 +372x.

2:x
5. a. f'(x):4ex.b. f’(x):(2x+2 )ex2+2x+3.c. f'(x):(3x2—3)ef3x+x3. d. f,(x)z(senx)elfmsx.
1
’ ex ’ _ex_e—x
e ()= 1 f(x)="

6. a. f/( ) 2x4e? +4x3e% . D f"( x )=—e " sen2x+2e *cos 2x . C. f/( x )=—x/;eﬁ +

v
flopelire blae b oy (e i

4+e”

o

7. a. f'( ) 2x*e® +4x3e% b, f'(x)=—3e2xsen3x+2ezxcos3x.C. f’(x)=2(3x—\/;)ezx+ezx(3— 1 ]

24x

5 4) minimos ml( - )y mz(%’ ,—4). b. Maximo M(% , \E),

,ﬁ)u(L” Zn).i.Céncavahaciaabajo(1 L”)u(Si L”).

d.
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d. f’(x):—M (x):1+x+ex

x x_e4x

8a _ e’ -1 et et b _1 ex—x(ex—1_1+e_x .
a f(X) A/ex+3{ex—l Z(ex+3)J r(x) 2 xfekaexfx x—e

f/(x)z(ex-r?) os(ex+3x) d. f( )= xex;e secz[e:].e. f'(x):_[(x“;l)ex_ex}e,{ex].

, 2 , X ’ ’
9.2 //(x)= XML p )= 2 e (k)= (x )=

o

¥ r2xtix-2 e -1 3x2 +6x 1-x2
' S5x—1 ' 6cos 2x K 4x3 +6e? ' 1
. =" .1 =" .10.a. =— _— .h =
e fx) (x—2)(2x—1) Fx) 1+3sen2x a 1 {x) x* +6e” A ) (3+mmx)

' —3sec? 3x ' 4x N 1+ xe®
c. =" = d = . €. =,
F)= g & ()= e r()=—

11. a. f

( ) (4x +5xX3x +4x+1) (

8x+5)1n(x3+2x2+x—2).
X3 +2x? +x-2

3 , _
b. f'(x):sen lx+(3sen2xcosx>n(x—l).c. f(x)=e> 1Sﬂ+5e5xln(x+cosx).

x— X+cos x
' 6x'+x0e™ ' 1+n (x+3)
d r(x)=22_"2°% 46x°m|x®-e*)e f(x)=- .
(+) X6 e ( ) (+) [(x+3)n(x+3)]
xisenx

+3x21n(cosx)
12.a f(x)= ot .b. f'(x)=3(x3+ln x)z(3x2+lj.
[x3ln(cosx)]2 X

2xin (x+1) In (xz—l)

' x+senx N 4x+senx )+|2x% —cosx [ 1+cos x ' x2 -1 x+1
C. f(x): .d. f(x):—
(x+senx)(2x2 —cosx) [ln (x+1)]2

, (ezx —ln(3x)X2€2x +2s )—(ezx +in (5x+1 )I 2 +%j

e. f(x)z 5
(e2x—ln(3x))
13. a. (3e x—y=0.h. 564x—y—8e4=0.c. ex—y—e=0.d. ex—y=0.

14.a. 3x—y=0.b. x—y=0.C. x+y-2=0.d. 2x+y-2=0.

a. In 3 X—y+ 3—L =0.h. | 1- ! x—y+ L—2 =0.
27In 3 n3 4in 2 n?2

16. a. Maximo M(2 s s ) inflexion M( 1, LZJ b. M&ximo M , Lz) minimo m( 0 , 0 ), inflexiones

11[ 1+§ , (1+@) ezﬁj , 12[ 1—@ 1- *F 2*(J ) minimo relativo, M[ -2, 42]
e

maximo relativo inflexionesen x=-2+./2.

d. m(—l , —%)minimo relativo, inflexion en 11( -2, —:2] 17. a. Decrece (0, 1), Crece (1, e)u(e, +x),

Minimo m(1, 0). Concava hacia arriba (0 , ), hacia abajo (e, +oo ). Inflexion P, (e, 1). b. Decrece (0 , %)

crece (é , +o0 ) Minimo m(% . —%) Concava hacia arriba (0 , + ). . Crece (oo, 0), decrece (0, +oo ),
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Maximo a(0,0) . Coéncava hacia ariba (—oo, —1)u(1 +oo) , hacia abajo (-1,1)
. . ’ 35 L[”E
inflexiones 11(—1 , In (%)) y Il(l . In (%)) 18. 7 (18)= . (1 2) el ST 7'(t)= 4(1n %)els 3 20.

' 17,1

T'(¢)=2(in1 )e"s 21 €'(1)=8000e"%". 22. C'(+)=40000e"%*.

2 1 AREA BAJO UNA CURVA E
' INTEGRAL DEFINIDA

1.a 12u2.b.12u?. c9u?. 2.a14 u?2.b.6 u2.3. 2125 u>.b.9 u?.4.2.27 u?.b.3 u2.

5.a.d(t)=r-5t+25 0. A(t)=32-4r+8 ¢ A(t)=3¢—1-3 . d. 4(1)=r+3t-10.

e A(t)=-3r+6r-3.f A(t)=207-10t+12.6.a A(r)=>.b. A(t)=1>+1.¢c. a(r)=21.

10. a.s(n):15,S(n)zlS.b.s(n):Zl S(n):21.C.s(n)=32—3—§—Z,S(n) 323+2n
dos(n)=48-32, 5(n)=48+32.12. 2. 154>. b. 21u>. c. £ ?. d. 48 4*. 13. a.64’. b. 4 4>  C.36 u”.
d.268 2

2 2 FUNCION AREA Y EL TEOREMA
. FUNDAMENTAL DEL CALCULO

1 a P={0,2,254,48 54,68 72 8}. b. |[A|=2.2. No, no se cumple la definicion en cuanto a las
desigualdades.

w

a[-02,14][14,23] [23,41] [41,62][62,73] [73,9].b.|A|=17.
5. a. Av=1.b. Las amplitudes de los rectangulos disminuye.

2i-1 54 i 4n® +3n% —n

7.0, L, 4, 2 b . ilod T 7 e 2,
w2 p? " n? PRI n on3 on’ 3
3i2 =3i+1 j 3nt +4nd 40 —n+4
8.a0, L, 8 27 p F AT o Log T T TATR e 3

1
n n n? n3 T n 2}14
21

9.a12.b.80.c. 0.d. 2.e. 72.f. -5-.g. 0.h. 30.

10. a. J-Ol(2x+4)dx .b. -[24(1—336 )dx . C. J-_ll(x—3x3 )dx.d. J-l(xz—Z )dx.e. js dx . f. J.O% sen x* dx.

0 x°+1
7 i 4 2 4

11. a. I 4dx . b. j (2—x2 )dx.C. J (—%)H—S )dx.d. J x2 dx . e. I AJx—1dx.
0 -l 0 -2 2

13. a.ye.16.b, c.yd. sonintegrables en el intervalo indicado. 20. a. 27 .b. - 7>.c. 12.d. - 171 e. 15.1. 84.

2 4
5
22. a. J:lsf )dx . bJ‘ )dx . C. J:3f( dx . d. If )dx . 24. a. xo=2.bh x0—49—6 C. xpg1=1Y

xgp =—1.d. xozl—\/%.ZS.a. 3.b. -1.c. 7.d. —23—5.27. a. r (x):ex—lnx.b. F/(x):x—x2—2.

' _I+x d Ff(x):4+cosx

Cc. F (x)— .29. a. F'(x)=2xcos(x2 +1).b. F,(x):[3(senx+l)—2][cosx].

24x 3—sen x
r ’ x

c. F (x)=38_3x+x2(8—3x+x2 X -3+2x).d. F (x)= de .30.a F(-1)=0, F(1)=

3—sen‘1—ex ’

b. F(-1)=-9.

4
s
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2 3 APLICACIONES DE LA
' INTEGRAL DEFINIDA

l.a. 16.b. 65.0. ﬂ.d. ﬂ.z.a. 4.h. 25.c.ﬂ.d. 9.3. a.2.b.2.c.2.d 2.
3 3 3 3 2
4. a. ﬁ.b. i.c. 3.d. 2.5.a. g.b. g.c. g.d. i.
6 3 2 2 2 6 1 12
16 2 128

6.a. 3 metrosy % metros. — metrosy 16 metros. _5 metros y ES metros.

3
236 2 10 26
7. a. 66 metrosy 66 metros. b. Ambos 5 metros. C. -5 metroy 66 metros. 8. a. -5 metros. b. = metros.

9. a. 15804 anfibios. b. 46641 anfibios. 10.a. 211700. b. 89130.11. a. 1105170. b. 31382.

3 1 METODOS DE
. INTEGRACION

(x):x2 —5x+c.b. F()c)zl—x3 —x% +4x+c.cC. F(x)zx—x3 +%x4+c.

Lo
o
!

12
_4,10 3.7 ,1 4 _1.3_.2 _1.4_ 1.3
d F(x =3x 0 —5x 4+gx +c.e.F(x)—§x —x —3x+c.f.F(x)—Zx +3x7 +c.

Ln3  Ln2 '

e. F(x =4lnx+5" +c.f. F(x):—lnx+ﬁ3x+c.

3.arF x)z—i+1—+%+c.b.F(u)=lnu+ 2 +c.C.F(v):lnv+L+ 4_ic.

)
)
)
2.8 F(x)=x>+senx+c.b. F(x)=-3cosx—4senx+c.C. F(x)=3¢"—cosx+c.d. F(x)=2+2 +c
)
( P 3 3 Woosdh

d. F(z):§—22+c.e. F(z):é+3z+c.f. F(x):§+x2+x+c.g. F(x)z—cosx+c.

h. F(x)=senx+c.i. F(x)=x—4¢ " +c.j. F(x)=x+3e"+c.k F(x)=e" —4x+c.

4. a. F(x)=2x>-5x+1.h. F(x):§—2x2+2.c. F(x)zx—%—sz-r%.d. F(x):3x2—§—2x2—83—0.
€. F(x):2x4+5x—ll.f. F(x):—x5 +5x+24.

5 a F(x):%x3+x+2.b. F(x):4senx+x+3.0. F(x)=—2c0sx—2x+27z'.d. F(x)=3ex+%+l.

e. F(x)=e"+x.f. F(x)=e"—e™+1.0. F(x)=3x2—%+2x+3.h. F(x):%x3 —3x+2.

i F(x)=e"+1

6. a. F(x)z%x2+2x+2.b. F(x)=§x3—2x2+l c. F(x)=2L+1.d F(x)z%xz—%x3+%.

e. F(x):%x3+x +x-Z.f F(t)z%t4—51+7

7.2 F(x)=e™+c.b F(x)=mm{1+x? )+c.C. F(x)zln(x2+x3 )+c.d. F(x)=(senx ) +c.

e. F(x):cos Lnx)+c

8. a F(x)=e® +c. b F(x)=(cosx—senx)%+c.c. F(x)z(x3 +4x )11+c.d. F(x)=(x+\/;)4+c.

3 3
0.0 F(x)=-03) o p p(a)stl oo poyodfaE g eyt

16 3 3
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3 1
10. a. F(t):M-FC.b. F(t):(HT?)SJrc.C. F(S):«/sz+5+c.d. F(s):\/s2+2s+4+c.

11. a. F(x)=—cos (x4 )+c. b.F(x):Ssen(e‘)C )+C.C. F(t)sten(ex )+c.d. F(t)=-2cosJt +c.

€. F(t )=sen(lnt )+c.f. F(t ):—%cos(t%+6j+c

12. a. F (s ):—2COISZS +c.b F(s)=-5¢ +c.c. F(s ):—%\/4coss +l+c.d

F(s ):—%A/i 4coss+1)+c.

e. F(z)z—ln(ig(%))— w0z e f. F(s )=—%[Zn (coszs )+5]+c.

2 2sen’z
13. a. F(t)z%ln(x+4)%+c.b. F(t )=—3(1ni+3)3 +c.C F(t)=ain(n x )+c.d. F(x)zcos(ex )+c.
€. F(t)z%(l+ln x)7+c.

14. a. F (¢ (lnx)[ (lnx )+ %lnx +%]+ch =e+l’“‘+c,
1

)=
c. Fx)= %(lnx) +(in5 ) mx)+c.d F(x)=Lsen(inx+3)+c
)=

105

15. a. F(f t— —JrC b. F( ):%QXHOO-}—C.C.F(x):%ex2+cld.F(t):_ée3cast+c.
e

e F(t):§t3+C.

16. a. F(x):ln‘l+ex +C.b. F(t)=t+e'+C.c. F(t)=t+2e* +C.d. F(1)= sen(e’+5)+C.

17. a. F(x)=Ln(x+1)+x+c.b. F(x)=2x-9Ln(x+6 )+c.c. F( —%—%Ln(2x+l)+c.
A F(x)= g fimdx(202 —2x-1 )rc.e F(x)=2(x+3 )} (3r+19)+c
18. a. F(x)= ]35(3x+1)%(9x+13)+c.b F(x ):fan(\sz)H.

c. F(x)=18Ln(x +3 )+ x—6x +c.d. F( =—3Ln(\f+1)+x—%%P+3%+c.
19. a. F(x)=2m(x+1)+2x+c.b. F(x)= 2x 2ln(3x+1)+c.C. F(x):%—%ln(2x—3 )+c

d. F(x):l—5 A[2x (6x +5x-25 )+c.e. F(x)zm\(3x—2 ) (8x+53 )+c
F(x)=e"(x1)re b F(x)=—e*(xe3)re.c F(x)=8"( 2xm il Joc.
F(x)= 1x lnx—lx3+c e. F(x)= 7x51nx—21—5x5+c f.F(x )=—%an—%+c.
2 a F(1)=2 z+2(312+2z—8)+c. b F(s)="2(s—a Wsw2+c.c F(s)=2(s-2 )fs+1+c.

d. F(t ):cost+tsent+c.e. F(x):senx—xcosx+c. f. F(x )=}Tsen2x—]5xcos2x+c.

23. a F(z)=z(lnz ¥ —2zlnz+2z+c¢.b. F(x)z%senx—%sen?:x-&—c.c. F(x)z%senx+ésenx+c.

d. F(x)= 91(x+1)(9x—1)+c.e.F( )= 30(x+2)(5x+4)+c.f.F(x):exz(%xz—%)+c.

0
24. a. F(x )=ex+3( 2 _2x+2 )+c b. F( ) x+3(x2 —2x+2 )+c. C. F(x )=ex(x3 —3x2 +6x-6 )+c

S ice F( ) %lnx—ﬂ+c f. F( ) 2tcost+(t2—2 )sent+c.

6
25. a. F(x )=icos8x+( %—zlﬁjsen 8x+c.h. F(x )z(x3 —6x )senx+3(x2 -2 )cosx+c.

C. F(x):x(é—x )2cosx+3(x2—2)senx+c.d. F(S )=3S( %—;Tss+ln%3 J+C
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) ; 2
e. }?(s):zS(;n2 zlf;z_m%J”'f' F(x)=3x[;§73—lj;3+lngsj+c.
26. a. F ( !t —x+](1)0 )+c.b. F(x)=e™ (ix+%)+c.c. F(x)=e"(x+4)+c
d F(x)= ( 64)/ (x+4)- 7x(x —6x+48)

e. F(x)= 7( 8x +1)/ 2x+1)- —x(4x —3x+3)

21, a. F(x)=lx-L(x+1)n(x+1)+c.b. F(t)= —(t+2)%(3t+1)+c.0.F(z)z%(z—6 z+3+c.
d. F(t)=cos(t+4)+tsen(t+4)+c.e F(t)=cosar+ Lisendt+c.
28.F(s)=%m(24s2+10s—25) b. F(t)=2t+2 (3t +2t—8) +e.

( —2)\/:+c d. F( %F(y +4x— 32)

29. a.F(x) ]jsecxtgx+lln‘tgx+secx‘+c . F(x)=1e*(2cosx+senx )+c.

e* (4senx —cosx )+c.d. F( %(x +64)' (x+4)- ( 3—6x2+48x)+c

—
'\’\—‘ \1"‘

m*z+c.f. F(z)= 7z4lnz—% +c

3 2 APLICACIONES
' CONTEXTUALIZADAS

3

L of(x)=x+x*+2.2 f(x)= %+x2—%. 3. f(x)= %x4+i+2x+% 4, x(2):63—2 metros. 5.

x(4)=32* metros. 6. v(r)=-9.8+60 ms™'. 7. a 590 metros en +=20.96 segundos. b. v(20.96 )=-107.41

8.7 (1)=30e"1% 140. 9. T(« ):125“‘(9“6, a las 15:30 horas. 10. N (7 )=140e"40" . 11.

33605493
4 1 ANTECEDENTES
Y TERMINOS
1. a. 7_100 A.b. = =K(r-1,, ). C M _gd m®p e 5 g d_, g 2 -
dt dt dt  4m? dt dt 100z
h. Y —02-5 .. M as _ o rS(1)
dt v dr Vv
2.2 P _,pp 99_k ¢ dﬁ:z—o.sp.d. 9P _ P, con k<0. €. d—Tfk(B—T). 7(0)=-10.
dt d G dt dh dt
¢ do do 1
f.=2—3-— 20.9. ©=12-—0.
L _3-0,0(0)=20.9. % 02
2
3. a y=k(x2+1)-1.b. y_x/—+2t+C C. y=Ltmn(e¥+ c).d (3f+kj3.e. v=kt. . y=4 +4.
3 ;
g y=nt*+k+5.h. (y +1)2+ t2+3 2 +k=0. =M jyzlny—y?—t +C=0.k y 2 kP g

2
I y= (kt5_2) m. ey(y—1)+t2—ln(lzj—0.n. y =+/8sent+k .
t
da e —e®4C=0.b. T(1)=CHM +10.c. y=,[3¢' +k .d. r(6)=+/2¢%(6-1)+k .

Lh‘»—t
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1
2 __
e. y7+y—ex—2x+C:O.f. y(ﬁ)zkeseng_cosg.g. r—6’+ln(Kr0):0.h. y=4/Ki x2+5 i—S oy=ke 443
_ 1
j. seny—senx+C=0.K. y=6\t>* +4+k .l y* —ke »* _3=0.5.a y=—%+3.C. y=In

3_621
J e. y 6(tlnt—t+ )| y=2e4" k. —+y———4t—7—0 [ y=-3+192
-2.
6. a. y=xlnx+kx.b. y=ke* —x-1.cC. y:xln‘Kx‘.d. 32—y +K=0.
7.8 y= % +— b. y=-x2+Kx>.8. a y=2x>+x-1.b. y=2 x3+;x2—x+6
e
4 2 MODELOS DE CRECIMIENTO
Y PREDICCION
dp 1 3 dp 1 6 dp
af_—z, kt b, F=3p, =—¢'. c. L=4p, e d P=m(2
= 2p o plr)=2e a3 pl)=ge i el)=ge a2

p(1)=2"".2 79264 afios. 3. 4500. 4. p, =16620. 5. p, =156800. 6. &. 694. b. F(r)=694¢%3%" 7. a.

89979F, . b. 11.31. 8. p (1)=200e>""" | 632805 . 9. a. —0.1814 . b. 0.1252N, . 10. /1:_1"(5%6) ,

aproximadamente 67.85 dias. 11. Aproximadamente 4985 dias. 12. a. 12.5% . b. Aproximadamente 4985 afios. 13. a.

0.81N,. b. aproximadamente 3325.24 afios. 14. a. %:—0.11157N, N (7)=500e""11157 b, 320.0023 gramos.

. dp _ 500000-p 200000
C. 62127 meses. 17. 838 afios. 2L. = 2P(W) . 2. a p(t)ZW

‘;l:z.ozmp(wj. b. 153022 . 23. & p(1)=— 0000 dl:o.zswp[%j. b
t

200000 141499702313 " gy 450000

1500
1+ 14e —0.407¢

I A B ‘ LIMITES Y CONTINUIDAD

l.al.b.l.c.1.d.1.e.1.f. 1.
2aDe3/7 ayﬁ b. De 3/0.98 a3/1.02.c.De 887 a 967 .
7.a. xp=1.b. x,=2.¢c. xy=—4.d. x, =-1.

9.a min=—6 ymax=10.b. min =0y max =8.C. min=-2 ymiax =—1.d. min=-16y
mdx =0.

I A.C ‘DERIVABILIDAD

10385.24. 276 personas. 26.a. p (¢ )= . b. 1356.
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1Sl xy=2.2. x, =519 3 N0.4.Sf. x,=2.5. Sl. x, =2 6. b=2y x, =22.7.[1, 2]y

[2,3].8 xo=1.9. x,=-1.10. x, =1 . 11, x, =27 12, (2, -1 ). 13, x, =202,



