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Los encantos de esta ciencia sublime, las matemáticas, sólo se les 
revelan a aquellos que tienen el valor de profundizar en ella. 

Carl Friedrich Gauss 

Isaac Newton y Gottfried Leibniz son los inventores del cálculo, pero sólo representan un eslabón 

de una larga cadena que inició hace más de veinte siglos. Desde Eudoxo de Cnido y Arquímedes de 

Siracusa, quienes hicieron algunas de las más relevantes contribuciones griegas con la creación del 

método de exhaución (agotamiento) y del método infinitesimal, al calcular el valor aproximado del 

área de un círculo. Asimismo, la Geometría Analítica desarrollada independientemente por René 

Descartes y Pierre de Fermat fue otra de las aportaciones fundamentales, así como las de muchos 

hombres más, sin las cuales el cálculo seguramente no existiría.  

Este libro representa un material didáctico para profesores y alumnos, que a partir de la 

actualización de los programas de estudio de la asignatura de Cálculo II, tienen la necesidad de una 

propuesta que les apoye en el proceso de enseñanza aprendizaje. 

Es decir, es una colaboración y propuesta académica hecha por profesores y para profesores y 

alumnos, cuyo objetivo es presentar una explicación conceptual de los aprendizajes, propósitos y 

contenidos temáticos y paralelamente a este desarrollo, sugerimos diversas formas de su 

tratamiento didáctico. 

El grupo de profesores que trabajó de manera exhaustiva y minuciosa cada una de las unidades, 

siguiendo los principios del modelo educativo del Colegio y el enfoque didáctico, privilegiando el 

logro de los aprendizajes y la “disposición de plantear y resolver problemas, abstraer, inventar, 

probar y encontrar el sentido a las ideas matemáticas, esto es, desarrollar matemáticas…”1. 

El contenido del texto se elaboró bajo el siguiente esquema de trabajo. 

                                                             
1CCH-UNAM (mayo 2016) Programas de Cálculo I-II, pág.8. Recuperado el 12 de abril de 

2021 de www.cch.unam.mx/programasestudio 

http://www.cch.unam.mx/programasestudio


ii 
 

1. Para el desarrollo de cada Unidad iniciamos con los propósitos y resaltamos la importancia 

de los aprendizajes que deben alcanzar los estudiantes, mismos que se establecen en los 

contenidos temáticos del Programa de Estudios Actualizado. 

2. Todas las secciones plantean ejercicios que involucran situaciones de la vida cotidiana, de 

tal manera que sirven como ejemplos para que el profesor y alumno lo utilicen en el proceso 

de enseñanza aprendizaje. 

3. Se enmarcan las proposiciones y definiciones que serán de utilidad en la solución de los 

problemas que hemos incluido, con el propósito de motivar al lector en aprender a aprender, 

aprender a hacer matemáticas. 

4. Incluimos una gran cantidad de figuras y dibujos que sitúan al lector en el contexto en que 

se desarrollan los problemas. 

5. Al final de cada Unidad se incluye una sección de ejercicios y la solución correspondiente se 

encuentra al final del libro, con objeto de que el estudiante coteje sus respuestas y pueda 

comparar su trabajo realizado. Al mismo tiempo, el profesor puede aprovechar esta 

sugerencia con una retroalimentación en beneficio del aprovechamiento del alumno.  

6. Con el propósito de involucrar al alumno en el razonamiento de los contenidos del Cálculo 

se incluyen líneas con la leyenda “Para reflexionar” asociadas con situaciones que 

esperamos motiven su interés y desafíen su intelecto. En este punto es importante la 

asesoría y seguimiento del profesor. 

7. También se desarrollaron tres Apéndices que se refieren a temas que no atiende el 

Programa de Estudios Actualizado, pero que son sustento de la formalidad del cálculo 

integral. 

Finalmente, como todo producto de un trabajo colegiado, está sujeta a la discusión y réplica de los 

docentes del Área de Matemáticas, pues consideramos que no existe otra forma de medir su 

contribución. Los autores asumimos como benéfica la retroalimentación, crítica y comentarios con 

fundamentos académicos que puedan desprenderse de la obra. 

Los autores 



 

 
 
 
PROPÓSITOS 
 
Ampliará su conocimiento de la derivada, a las 
funciones trigonométricas, logarítmicas y 
exponenciales y reforzará el estudio de la 
variación al resolver problemas que se modelen 
con ellas. 

 
 

 
 
CONTENIDO 
1. Derivada de las funciones trigonométricas 
2. Derivada de las Funciones logarítmicas y 
exponenciales 
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DERIVADA DE LAS FUNCIONES 

                               TRIGONOMÉTRICAS 

                

1.1
 

 

 

 

 

APRENDIZAJES 

El alumno: 

1. Relaciona en diversos contextos la 

variación de las funciones seno y coseno a 

través de procedimientos gráficos, numéricos 

o algebraicos.  

2. Reconoce que las derivadas de las 

funciones trigonométricas involucran 

variación periódica.  

3. Utiliza las derivadas de las funciones seno 

y coseno, y reglas de derivación para obtener  

 las derivadas de las funciones: tangente, 

cotangente, secante y cosecante. 

4. Utiliza la regla de la cadena para derivar 

funciones trigonométricas compuestas. 

5. Aplica las derivadas de funciones 

trigonométricas a problemas en diversos 

contextos. 

 
 

TEMÁTICA 

i. Funciones trigonométricas y el estudio de su variación. 

ii. Derivada de las funciones seno y coseno. 

iii. Derivada de las funciones tangentes, cotangente, secante y cosecante. 

iv. Regla de la cadena para funciones trigonométricas compuestas. 

v. Resolución de problemas en diversos contextos. 

 

El estudio de una gran diversidad de situaciones con variación periódica se vincula con las 

funciones trigonométricas (específicamente con las funciones seno y coseno), revisemos algunos 

casos específicos. 

 

EJEMPLO 1.1 (FUNCIONES DEL ÁNGULO DE ROTACIÓN) 

a. Sea un círculo de radio de longitud uno con centro anclado en el origen de coordenadas del plano 

cartesiano, entonces las características geométricas (longitudes de sus lados) del triángulo 

rectángulo 00YOX  (longitudes de los lados, área y perímetro) varían en función de la amplitud del 

ángulo  

tOYX = 00 , 

vea la figura 1.1.  
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t
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FIGURA 1.1 

 

i. Altura ( ) tsenth = , siempre que 
2

0 
 t . 

ii. Base ( ) tcostb = , siempre que 
2

0 
 t . 

iii. Perímetro ( ) tcostsentp ++=1 , siempre que 
2

0 
 t . 

iv. Área ( ) ( )( )tcostsentA
2
1

= , siempre que 
2

0 
 t . 

 

b. La figura 1.2 muestra el mecanismo conocido como yugo. Si el eslabón 2  gira con velocidad 

angular constante, entonces efectúa un movimiento periódico; completa un giro alrededor de 

la articulación O  en un mismo período de tiempo. Simultáneamente, los eslabones 3 y 4 de este 

mecanismo realizan movimientos periódicos que se modelan por las funciones: 

i. Eslabón 3 , ( ) tcostb = , siempre que 21 ttt  . 

ii. Eslabón 4 , ( ) tsenth = , siempre que 21 ttt  . 

 

t t t

O O O

2 2 2

4

4
4

3 3 3

 
 

FIGURA 1.2 

 
 

http://www.mecapedia.uji.es/mecanismo.htm
http://www.mecapedia.uji.es/eslabon.htm
http://www.mecapedia.uji.es/velocidad_angular.htm
http://www.mecapedia.uji.es/velocidad_angular.htm
http://www.mecapedia.uji.es/articulacion.htm
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EJEMPLO 1.2 (TRASLADO DE UNA ESCALERA) 

La figura 1.3 muestra un esquema de un pasillo de 2  metros de ancho que da vuelta en ángulo 

recto. Determinemos la función que describe al largo de la varilla que pasa a través del pasillo en 

función del ángulo de su parte delantera y la pared horizontal del pasillo.  

 

     2 
metros

 x

 M

 N
 O

 P  Q  R

 l

 l

 1

 2

 x
     2 
m

etros

 
 

FIGURA 1.3 

Sea L  el largo de la varilla, de acuerdo con la figura 1.3 se tiene 21 llL += , en donde 1l  y 2l  

representan las longitudes de las secciones de la escalera en el pasillo. Por otra parte, las longitudes 

de los segmentos de recta OQ  y NO  son 2  metros: si aplicando las razones trigonométricas 

obtenemos  

xcos
l 2
1 =  y 

xsen
l 2

2 = . 

Observe que el ángulo x determina la posición de la varilla en el pasillo. De   

21 llL += , 
xcos

l 2
1 =

 
y 

xsen
l 2

2 =  

obtenemos 

( )
xsenxcos

xL 22
+= , siempre que 

2
0 

 x . 

 
 

EJEMPLO 1.3 (FLUJO A TRAVÉS DE UNA COMPUERTAUNCIONES DEL ÁNGULO DE 

ROTACIÓN) 

La figura 1.4 muestra el proceso de construcción de un canal a partir de una lámina rectangular de 

ancho 2  metros. La capacidad de tránsito de fluido a través del canal depende del área de la 

sección transversal del canal, que a su vez depende del ángulo de inclinación de las paredes 

laterales.  

Para el cálculo del área de la sección transversal, notemos que ésta tiene forma de trapecio, 

por tanto, su área es  
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   alturamayorbasemenorbaseA +=
2
1

o    xsenxcosA 101010
2
1

+= , 

esto implica 

( ) ( )( )xcosxsenxA += 150  , siempre que 
2

0 
 x . 

 

 x  x x  x  10sen x

 10cos x10 10

10 10

10 10

50 50

50

50

 
FIGURA 1.4 

 
 

Dada la utilidad de las funciones trigonométricas en los procesos del cálculo, un paso adelante 

en su estudio, consiste en determinar el comportamiento de su variación instantánea, sin embargo, 

antes es necesario formalizar ciertos conceptos y propiedades que se encuentran vinculadas a ellas. 

 

Recordemos que:  

i. Una circunferencia es el contorno (perímetro) de un círculo,  

ii. Que un arco de circunferencia es una sección de ella, vea la figura 1.5. 

iii. Las unidades de medida de la amplitud de un ángulo son los radianes.  

iv. Un radián se define como la amplitud (medida) del ángulo central cuyos lados cortan un arco de 

circunferencia de longitud igual a la de su radio, (se dice que el arco subtiende al ángulo).  

 

A

B

x
AOBO

r

r
rco subt lel a AB iende a

     ángulo central

 
 

FIGURA 1.5 

 

Para reflexionar 

a. Una circunferencia tiene radio de longitud r  y un ángulo central de medida r2 , ¿cuál es 

la longitud del arco que subtiende? 
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b. ¿Reconoce la “fórmula” anterior? Explique. 

c. Establezca una relación para transformar unidades en grados a unidades en radianes. 

 

Bajo las condiciones antes descritas, pero suponiendo que el círculo tiene radio de longitud uno, 

al arco de circunferencia se le asocia la medida del ángulo central que subtiende, vea la figura 1.6. 

 

A

B

O 1
1

el a AB y el ángulorco 
AOB miden un radian

 
 

FIGURA 1.6 

 

Una circunferencia de radio de longitud r  tiene longitud r2  y se dice que subtiende un 

ángulo de amplitud 2 radianes, entonces un arco de longitud ARCl  subtiende un ángulo de 

amplitud RADx  ( radianesx ), vea la tabla 1.1. 

  

 ARCO CIRCUNFERENCIA 

LONGITUD ARCl  r2  

ÁNGULO QUE SUBTIENDE RADx  2  

 

TABLA 1.1 

 

Por tanto,  





2
2 r

x
l

RAD

ARC 
= , es decir RADARC xrl = . 

 

PROPOSICIÓN 1.1 (LONGITUD DE UN ARCO DE CIRCUNFERENCIA) 

Sea una circunferencia de radio de longitud r , entonces la longitud del arco ( ARCl ) que subtiende 

al ángulo central de amplitud RADx  es RADARC xrl = . 

 

Por otra parte, un sector circular es la sección de círculo limitada por uno de sus ángulos 

centrales, vea la figura 1.7. 
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A

B

xO

r

r

 
 

FIGURA 1.7 

 

Dada la relación de proporcionalidad directa entre el área del sector circular ( SCA ) y la amplitud del 

ángulo correspondiente ( RADx ), la tabla 1.2 justifica la proporción  





2

2r
x
A

RAD

SC 
= , de donde, RADSC xrA 2

2
1

= . 

 

 SECTOR CIRCULAR CÍRCULO 

ÁREA SCA  2r  

ÁNGULO RADx  2  

 

TABLA 1.2 

 

PROPOSICIÓN 1.2 (ÁREA DE UN SECTOR CIRCULAR) 

Sea una circunferencia de radio de longitud r , entonces el área del sector circular ( SCA ) asociada 

al ángulo central de amplitud RADx  es  

RADSC xrA 2

2
1

= . 

 

De gran utilidad, en la determinación de las funciones derivadas asociadas a las funciones 

trigonométricas son los límites  

( )
x

xsen
lím
x 



→ 0
 y 

( )
x

xcos
lím
x 

−
→

1
0

, 

 para evaluarlos nos basaremos en figura 1.8, observe: 

i. 
2

0 
 x . 

ii. El área del triángulo OCB  (que denotaremos por TOCBA  ) es menor que área del sector circular

AB . 
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iii. El área del sector circular OABO  (que denotamos como SCOABOA ) es menor que área del 

triángulo TOADOA  (que denotamos por OADOTA 2 ). 

Por tanto,  

TOADOSCOABOTOCB AAA  . 

 

O OC CA A

B B

D D

el segmento rectilíneo
AD mide tg xΔ

el segmento rectilíneo
BC mide sen xΔ

el segmento rectilíneo
OC mide cos xΔ

x x

y y

Δx Δx

1 1

π

 
FIGURA 1.8 

 

Entonces 

( )( ) ( ) ( )( )xtgxxsenxcos  1
2
11

2
1

2
10 2

 

o 

( )( ) xtgxxsenxcos 0 . 

Si 
xcos
xsen

xtg



= , entonces ( )( ) xtgxxsenxcos 0  es equivalente a  

( )( )
xcos
xsen

xxsenxcos



0 ,  

de donde, al dividir por xsen  obtenemos 

xcosxsen
xxcos









10 . 

Al tomar recíprocos obtenemos 

01










xcosx
xsen

xcos o xcos
x

xsen
xcos










10 . 

Si 0→x , entonces  

xcoslím
x

xsenlím
xcos

lím
xxx







 →→→ 000

1
. 

Por el teorema del encaje obtenemos 
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1
0

=




→ x
xsenlím

x
. 

El valor del límite 
( )
x

xcos
lím
x 

−
→

1
0

 se obtiene como sigue:  

( ) ( )  ( ) 
( ) xcos

xcos
x

xcos
lím

x
xcos

lím
xx +

+


−
=



−
→→ 1

111
00

 

                               

( )
( ) xcosx

xcos
lím
x +

−
=

→ 1
1 2

0
 

                          

( )
( ) xcosx
xsenlím

x +


=

→ 1

2

0
 

                                

( ) ( )
( ) xcosx

xsenxsen
lím
x +


=

→ 10
 

                          

( ) ( )
( ) 

( )( ) 001
100

==
+






=

→→ xcos
xsen

lím
x

xsen
lím

xx
. 

 

PROPOSICIÓN 1.3 (LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS ESPECIALES) 

a. 1
0

=




→ x
xsenlím

x
. 

b. 
( )

01
0

=


−
→ x

xcoslím
x

. 

 

Para investigar 

¿Para qué ángulos x  es válido el resultado anterior? Investigue. 

 

La figura 1.9 justifica las identidades ( )xcosxsen =







−

2


 y ( )xsenxcos =







−

2


. 

 

sen x = cos (   - x )Δ

cos x = sen (   - x )Δ

- x

Δx

π

π

π
2

2

2

 
 

FIGURA 1.9 
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El seno de la suma de ángulos: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AcosBsenBcosAsenBAsen +=+  

 

EJEMPLO 1.4 (FUNCIÓN DERIVADA ASOCIADA A: ( ) xsenxf =  y ( ) xcosxf = ) 

Obtengamos la función derivada asociada ( ) xsenxf =  aplicando el cociente de Newton. 

i. ( ) ( )xxsenxxf +=+  

( ) ( ) ( ) ( )xsenxxsenxfxxf −+=−+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

xsenxxsenlím
x

xfxxflímxf
xx 

−+
=



−+
=

→→ 00
 

ii. Apliquemos la identidad a  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )AcosBsenBcosAsenBAsen +=+  
al numerador de la expresión obtenida en el inciso i. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

xsenxcosxsenxcosxsen
lím

x
xsenxxsen

límxf
xx 

−+
=



−+
=

→→ 00
 

iii. Factoricemos ( )xsen   a la expresión obtenida en el inciso ii. 

( ) ( ) ( )  ( ) ( )
x

xcosxsenxcosxsen
límxf
x 

+−
=

→

1
0

 

iv. Separemos los sumandos y aplique la propiedad de “suma de límites” a la expresión obtenida en 

el inciso iii. 

( ) ( ) ( )  ( ) ( )
x

xcosxsenlím
x

xcosxsenlímxf
xx 


+



−
=

→→ 00

1
. 

v. Observemos que quien varía es x , y que, por tanto, son constantes xsen  y xcos , por tanto, la 

expresión del inciso iv. se convierte en 

( ) ( ) ( )  ( )
x

xsen
límxcos

x
xcos

límxsenxf
xx 


=



−
=

→→ 00

1

.
 

vi. Apliquemos los resultados obtenidos en la proposición 1.3, entonces 

( ) ( )  ( )  10
0→

==
x
límxcosxsenxf  

finalmente: 

( ) ( )xcosxf = . 

 

 

Para determinar la función derivada de ( ) ( )xcosxf =  utilizaremos un método alterno al uso 

del cociente de Newton. El triángulo de la figura 1.10tiene hipotenusa de longitud 1 , las longitudes 

de los catetos en términos de ( )xsen , ( )xcos , 






 − xsen
2


 y 






 − xcos
2


, establezca 

identidades con las expresiones anteriores. 
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sen x = cos (    - x )

cos x = sen (    - x )

- x

x

1

π

π

π
2

2

2

 
 

FIGURA 1.10 

 

ii. Seleccionemos la identidad que incluye ( )xcos  e iguálela con ( )xf . 

( ) ( ) 






 −== xsenxcosxf
2


- 

iii. Apliquemos la regla de la cadena a la función obtenida en el inciso ii. 

( ) ( )  ( ) 






 −−== xcosxcosxf
2

1 
. 

iv. Utilicemos la otra identidad que obtuvo en el inciso i. y aplíquela en la expresión obtenida en el 

inciso iii. 

( ) ( )  ( ) ( ) ( )xsenxsenxcosxf −=−== 1 . 

 
 

PROPOSICIÓN 1.3 (DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ( ) xsenxf =  y ( ) xcosxf = ) 

a. Si ( ) ( )xsenxf = , entonces ( ) ( )xcosxf = . 

b. Si ( ) ( )xcosxf = , entonces ( ) ( )xsenxf −= . 

 

NOTA 

En lo sucesivo en lugar de ( ) ( )xsenxf =  escribiremos ( ) xsenxf = , similarmente, en lugar de 

( ) ( )xcosxf =  escribiremos ( ) xcosxf = . 

 

EJEMPLO 1.5(FUNCIÓN DERIVADA DE ( ) xtgxf = , ( ) xctgxf = , ( ) xsecxf =  y ( ) xcscxf = ) 

1.  Función derivada asociada a ( ) xtgxf = . 

i. Rescribamos ( ) xtgxf =  en términos de las funciones ( ) xsenxf =  y ( ) xcosxf = , 

entonces 

( )
xcos
xsenxtgxf == . 
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ii. Apliquemos la “regla” para obtener la derivada de una división de funciones,  

             

( ) ( )










==

xcos
xsen

xtgxf  

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )22 xcos

xsenxsenxcosxcos
xcos

xcosxsenxsenxcosxf −−
=

−
=  

simplifiquemos 

           
( ) ( ) ( )

( )2
22

xcos
xsenxcosxf +

= . 

iii. Apliquemos la “identidad pitagórica” ( ) ( ) 122 =+ xcosxsen  y el hecho de  

            

( ) xsec
xcos

xf ==
1

 

para simplificar el resultado obtenido en el inciso i. 

          
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )222

22 1 xsec
xcosxcos

xsenxcosxf ==
+

= . 

2.  Función derivada asociada a ( ) xctgxf = . 

i. Rescribamos la función ( ) xctgxf =  en términos de las funciones ( ) xsenxf =  y ( ) xcosxf = . 

( )
xsen
xcosxctgxf == . 

ii. Apliquemos la “regla” para obtener la derivada de una división de funciones, simplifique. 

                

( ) ( )










==

xsen
xcos

xctgxf  

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )22 xsen

xcosxcosxsenxsen
xsen

xsenxcosxcosxsenxf −−
=

−
=  

                         

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )22

22

2

22 1
xsenxsen

xcosxsen
xsen

xcosxsen
−=

+
−=

−−
= . 

iii. Apliquemos la identidad  

( ) xcsc
xsen

xf ==
1

 

para simplificar el resultado obtenido en el inciso i. 

( )
( )

( )22
1 xcsc

xsen
xf −=−=  

3.  Función derivada asociada a  

( ) xsecxf = . 

i. Rescribamos ( ) xsecxf =  en términos de la función ( ) xsenxf = , entonces 

( )
xcos

xsecxf 1
== . 
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ii. Apliquemos la “regla” para obtener la derivada de una división de funciones y simplifique. 

                            
( ) ( )











==

xcos
xsecxf 1  

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )222

011
xcos
xsen

xcos
xsen

xcos
xcosxcosxf =

−−
=

−
= . 

iii. Separemos el resultado obtenido en el inciso i. en dos factores fraccionarios, posteriormente 

apliquemos el hecho de que  

( ) xtg
xcos
xsen

xf ==  y ( ) xsec
xcos

xf ==
1

, 

entonces 

 

( )
( )

( )( )xtgxsec
xcos
xsen

xcosxcos
xsen

xf === 1
2

. 

4.  Función derivada asociada a ( ) xcscxf = . 

i. Rescribamos ( ) xcscxf =  en términos de la función ( ) xsenxf = . 

( )
xsen

xcscxf 1
== . 

ii. Aplicamos la “regla” para obtener la derivada de una división de funciones y simplifique. 

                              
( ) ( )











==

xsen
xcscxf 1'  

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )222

011
xsen
xcos

xsen
xcos

xsen
xcosxsen

xf
−

=
−

=
−

=  

iii. Separemos el resultado obtenido en el inciso i. en dos factores fraccionarios, posteriormente 

apliquemos el hecho de  

                               

( ) xctg
xsen
xcos

xf ==  y ( ) xcsc
xsen

xf ==
1

 

( )
( )

( )( )xctgxcsc
xsen
xcos

xsenxsen
xcosxf −=−=

−
= 1

2
. 

 

 

Para reflexionar 

¿Cuáles son los dominios de las derivadas de las funciones; cotangente, secante y cosecante? 

Para reflexionar 

¿Por qué la derivada de una función periódica es otra función periódica? Justifique su 

respuesta. 

 

EJEMPLO 1.6 (DERIVADAS DE FUNCIONES CON SENOS Y COSENOS) 

a. ( ) ( ) ( ) 






 +−=− 222 88 x
dx
dxsenxsen

dx
dxxsenxx

dx
d

 



         UNIDAD   1   DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES 14 

( ) xsenxxcosxx
dx
dxsencosxx 288 222 −−=







 +−=  

b. 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) xsenxxcosxxxsenxcosx

x
dx
dxsenxsen

dx
dxxsenx

dx
d

2323

333

33 +=+=

+=
. 

c. 
( ) ( )22 xcos

xsenxxcos
xcos

dx
xcosd

x
dx
dxxcos

xcos
x

dx
d +

=
−

=







. 

d. 
( ) 2x

secx
x2

1tgxxsecx

x
dx

xd
xsec

dx
xsecd

x

x
xsec

dx
d

−
=

−
=








2

. 

 
 

Recuerde 

¿Cómo se deriva una composición de funciones?¿Qué es la regla de la cadena? 

 

La “regla de la cadena” presenta gran utilidad en la obtención de la función derivada, de 

funciones trigonométricas cuyo argumento involucra a la función ( )xu . Las relaciones obtenidas 

en el ejemplo 1.3 en términos de la variable ( )xu  toman la forma: 

a. ( ) ( ) ( )xuucosusen
dx
d '= . d. ( ) ( ) ( )xuucscxctg

dx
d '2−= . 

b. ( ) ( ) ( )xuusenucos
dx
d '−= . e. ( ) ( )( ) ( )xuutgusecusec

dx
d '= . 

c. ( ) ( ) ( )xuxsecutg
dx
d '2= . f. ( ) ( )( ) ( )xuuctgucscucsc

dx
d '−= . 

En el cálculo de derivadas que involucran a funciones trigonométricas tendremos en cuenta la 

siguiente notación: 

xsenn significa ( )nxsen , xsenn  significa ( )nxsen  y axsen  significa ( )axsen ,  

las convenciones anteriores se aplican a todas las funciones trigonométricas. 

 

 

EJEMPLO 1.7 (DERIVADA DE COMPOSICIÓNES DE FUNCI0NES QUE INVOLUCRAN 

FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS) 

a. Si ( ) ( )33 88 xsenxsenxf == ,  

entonces  

( ) ( )( ) ( )32233 8242488 xcosxxxcosxsenxf === . 

b. Si  

( ) ( )38xsenxg = , 
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entonces  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )8xcosxsen8xcosxsenxg 22 824883 == . 

c. Si ( ) ( ) 38 xsenxh = ,  

entonces  

( ) ( )( ) ( )8338 22 senxxsenxh == . 

d. Si ( ) ( )4
1

4 xsenxsenxi == ,  

entonces  

( ) ( ) ( )
( ) 4 3

4
3

4
3

444
1

xsen

xcos

xsen

xcosxcosxsenxi === − . 

 

 

EJEMPLO 1.8 (DERIVADA DE COMPOSICIÓNES DE FUNCI0NES QUE INVOLUCRAN 

FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS BIS) 

a. ( )( ) ( )( ) ( )xcos
dx
dxcoscosxcossen

dx
d

++=+ 111

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )xcoscosxsenxsenxcoscos +−=−+= 11 . 

b. ( )( ) ( )( ) ( )xx
dx
dxxsenxxcos

dx
d 333 222 −−−=−

 

                                      

( )( ) ( ) ( )( )xxsenxxxsen 3323 22 −−−=−−= . 

c. 








+









+
=









+ 2
1

2
1

2
1 2

xdx
d

x
sec

x
tg

dx
d

 

    

( ) ( )
22

2
1

2
1

2
1

2
1










++
−=









+
−










+
=

x
sec

xxx
sec . 

d. ( ) ( ) ( )111
2

−−−=− x
dx
dxcscxctg

dx
d

  

   

( ) ( )22
1

12
1

12
11 −

−
−=









−
−−= xcsc

xx
xcsc . 

e. 























=









xdx
d

x
tg

x
sec

x
sec

dx
d 1111

 

   

















−=














−
















=

x
tg

x
sec

xxx
tg

x
sec 11

2
1

2
111

3 23 2
. 

f. ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
dx

xsendxsenctgxsencscxsencsc
dx
d

−=

  ( )( ) ( )( ) ( )xcosxsenctgxsencsc−= . 
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EJEMPLO 1.9 (APLICACIONES DE LA DERIVADA DE LASFUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS) 

La función ( ) tsentf 23=  describe la posición de un tapón de plástico que flota en el agua, por 

tanto, su función derivada describe su rapidez en el instante 0tt = . 

i. La rapidez del tapón a los 0=t  segundos es ( ) ( ) 60260 == cosf  centímetros/segundo. 

ii. La rapidez del tapón a los 
2


=t  segundos es 6
2

26
2

−=






=






  cosf  centímetros/segundo. 

iii. La rapidez del tapón a los =t  segundos es ( ) ( ) 626 ==  cosf  centímetros/segundo. 
 

 

EJEMPLO 1.10 (APLICACIONES DE LA DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

BIS) 

Una “rueda de la fortuna” tiene10 metros de radio y rota en sentido contrario a las manecillas del 

reloj, con velocidad angular de 2  radianes por segundo.  

i. Para calcular qué tan rápido se eleva (verticalmente) una canastilla en el borde de la rueda cuando 

está por encima de la línea recta horizontal que pasa por el centro de la “rueda de la fortuna”: 

( ) ( ) seny 10=  

El ángulo de rotación depende del tiempo, es decir, ( )t = , por tanto,  

( ) ( )( )tsenty 10=  y 
seg
rad

dt
d 2=


. 

De acuerdo a la regla de la cadena, la función que describe la rapidez de la canastilla es  

( ) ( )( )
dt
dtcosty

dt
d 

10=  o también ( ) ( )( )tcosty
dt
d

20= . 

Finalmente 

( ) ( ) 200200 == cosy
dt
d

 
metros/segundo. 

ii. Para calcular qué tan rápido se desplaza (horizontalmente) una canastilla en el borde de la rueda 

cuando está por encima de la línea recta horizontal que pasa por el centro de la “rueda de la 

fortuna”: 

( ) ( ) cosy 10= ,el ángulo de rotación depende del tiempo, es decir, ( )t = , por tanto,  

( ) ( )( )tcosty 10=  y  
seg
rad

dt
d 2=


. 

La rapidez de desplazamiento horizontal de la canastilla está dada por
dt
dx

. 

De acuerdo a la regla de la cadena, la función que describe la rapidez de la canastilla es  

( ) ( )( )
dt
dtsentx

dt
d 

10−=   o ( ) ( )( )tsenty
dt
d

40−=  ,  
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por último, ( ) ( ) 00400 =−= seny
dt
d

 
metros/segundo. 

 

EJERCICIOS PROPUESTOS   1.1
 

 

1. Obtenga la función derivada. 

a. ( ) xxsenxf −= 4 . 

b. ( ) x2cosxxf += 4 . 

c. ( ) xsecxtgxf −= . 

d. ( ) xsenxxf 73 −= . 

e. ( ) xtgx4secxf = . 

 

2. Obtenga la función derivada. 

a. ( ) x6ctgx2cscxf −= . 

b. ( )
x
xcos

xf
1−

= . 

c. ( )
x

xcos
xf = . 

d. ( )
xsen

xxf = . 

e. ( )
xx

xtg
xf

−
= 2 . 

 

3. Obtenga la función derivada. 

a. ( ) xtgxcosxf 58 −= . 

b. ( )
3

1
x
xcos

xf
−

= . 

c. ( ) tctgttf 3−= . 

d. ( ) wcscwsecwf 2= . 

 

4. Sin utilizar la regla de la cadena derive. 

a. ( ) xcosxsenxf 22 += . 

b. ( ) ( )5+= xsenxf . 

c. ( ) ( )5xcosxf += . 

d. ( ) ( )xsenxf 2= . 

e. ( ) ( )−= xsenxf . 

 f. ( ) xcscxf = .     

g. ( ) xtgxsecxf = . 

 

5. Obtenga la función derivada. 

a. ( ) ( )uusenuf 43 += . 

b. ( ) ( )42 += zcoszf . 

c. ( ) ( )34+= zsenzf . 

d. ( ) 5xsenxf = . 

e. ( ) 4ttgtf = . 

f. ( ) ( )4xtgxf = . 

 

6. Obtenga la función derivada. 

a. ( ) 








−
−

=
r
rsenrf

2
613 . 

b. ( ) 13 2 += xcosxf . 

c. ( ) xxcosxf −= . 

d. ( ) ( )
1

2
2

2

++

−
=

xx
xxtg

xf . 

e. ( ) ( ) ( )41 3 +−= xsecxxf . 

f. ( ) 








+
−

=
12
12

x
xsenxf . 

 

7. Obtenga la función derivada. 

a. ( )
114

5

−
=

xsen
xcos

xf . 

b. ( )
12

2
2 −+

+
=

xcosx
xcsc

xf . 

c. ( ) ( )4tcostsentf += . 

d. ( )
3

1
1










+
−

=
xsen
xcosxf . 
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e. ( )
tsen

tsentf 2

2

= . 

 

8. Determine la ecuación de la recta que 

es tangente a la curva asociada a f  . 

a. ( ) xcosxxf +=  en ( )1,0P . 

b. ( )
xcosxsen

xf
+

=
1

 en ( )1,0P . 

c. ( ) xsenxf 2= si 6
=x . 

d.  ( )
x

xsen
xf =

 
si 6

=x . 

 

9. Establezca relaciones para calcular la 

derivada indicada, suponga que n  es un 

número natural. 

a. ( )ny 3  si xacosy = . 

b. ( )ny 4  si xacosy = . 

 

10. Establezca relaciones para calcular la 

derivada indicada, suponga que n  

representa a un número natural. 

a. ( )ny 3  si xseny = . 

b. ( )ny 4  si xseny = . 

c. ( )ny 3  si axseny = . 

d. ( )ny 4  si axseny = . 

11. Establezca relaciones para calcular la 

derivada indicada, suponga que es un 

número natural. 

a. ( )ny 3
 si xcosy = . 

b. ( )ny 4  si xcosy = . 

c. ( )ny 3  si axcosy = . 

d. ( )ny 4  si axcosy = . 

 

12. Establezca “fórmulas” para calcular 

( )xf   si: 

a. ( ) ( )xusenxf = . 

 13. Utilice la relación 

( ) ( )xsenxcosxf −== 2
  ,  

el hecho de que   

( ) xsenxsen
dx
d

=  

y la regla de la cadena para demostrar que 

( ) xsenxcos
dx
d

−= . 

 

14. Utilice la relación 

( ) ( )2
−== xcosxsenxf  , suponga que  

( ) xsenxcos
dx
d

−=  y la regla de la cadena 

para demostrar que ( ) xcosxsen
dx
d

= . 

 

15. Compruebe que xcosy =  satisface la 

ecuación 0'' =+ yy . 

 

16. Compruebe que axseny =  satisface la 

ecuación 

0'' 2 =+ yay . 

 

17. ¿Por qué?   

a.  Si ( ) tsentcostf 22 += ,entonces 

( ) 0= tf . 

b. Si ( ) tsentf 21−= ,entonces 

( ) tsentf −= . 

 

18. Determine los máximos y mínimos 

relativos. 

a. ( ) xsenxf 24=  en  2,0 .  

b. ( ) xsenxcosxf +=  en  2,0 . 

c. ( ) xcosxsenxf −=  en  2,0 . 
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b. ( ) ( )xucosxf = . 

c. ( ) ( )xutgxf = . 

d. ( ) xcosxcosxf += 2  en  2,0 . 

e. ( ) xcosxsenxf −= 2 en  2,0 . 
 

19. Determine los máximos y mínimos 

relativos. 

a. ( ) xsenxcosxf +=  en  2,0 . 

b. ( ) xcosxcosxf 22 −=  en  2,0 . 

c. ( ) xsenxsenxf 84 2 −=  en 

 2,0 . 

 

20. Trace la curva asociada a  

( ) ( )2xsenxf =  definida en 

( )2,0 . 

a. Obtenga la primera derivada. 

b. Obtenga la segunda derivada. 

c. Intersección en el eje x . 

d. Intersección en el eje y . 

e. Números críticos. 

f. Valores extremos. 

g. Puntos de inflexión. 

h. Intervalos donde crece. 

i. Concavidades. 

 

21. Trace la curva asociada a  

( ) ( )2xcosxf =  en ( )2,0  
siguiendo el proceso del problema 20. 

 

22. Bosqueje la curva asociada a: 

a. ( ) xsenxxf += .    

b. ( ) xcosxxf += . 

 

 

 23. ¿Qué función se debe derivar para 

obtener?  

a. ( ) tcostf 4= .        

b. ( ) tsentf 5= . 

 

24. ¿Qué función se debe derivar para 

obtener?  

a. ( ) atcostf = .          

b. ( ) btsentf = . 

 

25. En cierta ciudad la temperatura, en 

grados centígrados, se comporta de acuerdo 

con la relación  

( )
12

422 tsentT 
+= , 

calcule el cambio instantáneo de la 

temperatura en cualquier tiempo .t  
 

26. Un objeto se encuentra sujeto al extremo 

de un resorte, mismo que cuelga de una viga, 

su posición vertical está dada por 

( ) tcostf =  determine la velocidad del 

objeto en el tiempo .t  
 

27. El desplazamiento de su posición de 

equilibrio para un movimiento armónico de un 

objeto situado al extremo de un muelle es 

( ) tsentcostf 1212 6
1

4
1 −=

 
con t  en segundos y ( )tf  en metros, 

determine la posición y la velocidad del 

objeto sí 8
=t . 
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ACTIVIDADES   1.1
 

 

1. Demostración formal. 

Pruebe ( ) xsenxcos
dx
d

−= suponiendo que 

1
0

=
→ h

hsen
lím
h  

y 01
0

=
−

→ h
hcoslím

h
. 

a. Si ( ) xcosxf = calcule el cociente  

( ) ( )
h

xfhxf −+
. 

b. Utilice la identidad trigonométrica  

( ) xsenhsenhcosxcoshxcos +=+  

en el cociente obtenido en a. y luego factorice

xcos . 

c. Separe en dos fracciones, ambas con 

denominador h , la expresión obtenida en b. 

d. En la expresión en c. obtenida en haga 

tender la variable  h  a 0 . 

e. Identifique los términos que no dependen 

de h  y póngalos antes de la expresión  
0→h

lím  

¿Por qué puede hacer esto? 

f. Utilice el hecho de que  

1
0

=
→ h

hsen
lím
h

 y 01
0

=
−

→ h
hcoslím

h
, 

sustituya y simplifique, ¿qué obtuvo? 

 

2. Derivada de una función periódica 

Suponga que f  es una función derivable de 

periodo t . La función derivada f  ¿es 

periódica? Justifique su respuesta. 

 

3. Se construirá un canal con una plancha 

rectangular de metal de 12 cms de ancho 

doblando en cada extremo franjas de 8 cms
de manera que formen el mismo ángulo x  

 a. Trace un esquema que represente tal 

situación. 

b. ¿Cuánto miden los lados opuestos al 

ángulo x ? 

c. ¿Cuánto mide la altura del canal? 

d. Determine el área de los triángulos que se 

formaron al doblar los extremos de la placa. 

e. Construya una función que dependa de x  

y que describa el área A  del canal formado 

por la placa. 

f. Verifique ( ) xcosxsenxcosxA 1616 +=  

sí 20  x . 

g. Verifique que  

( ) ( )xsenxsenxA 22116 −−=
. 

h. De ( ) 0= xA   muestre que  

( )( ) 0211 =−+ xsenxsen . 

i. ¿Por qué 01 =+ xsen  no proporciona 

información? y el único número crítico es 

6
=x  

j. ¿Para qué área la capacidad del canal es 

máxima?, verifique su respuesta. 

 

4. Movimiento de un pistón  

Un pistón consta de una biela AB  cuyo 

extremo A  se  llama pie de biela y se 

desplaza a lo largo del eje x , vea la figura 

anexa. 
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con la vertical y con la plancha. 

O

biela

manivela

C A
d

B

x

Δx

R

 
 

Mientras que el otro extremo B , llamado 

cabeza de biela, articulado en B  con una 

manivela OB  describe una circunferencia de 

radio OB   

 

a. Determine la función ( )ex que describe 

posición del pistón respecto al centro de la 

rueda (recuerde la ley de los cosenos). 

b. Si se considera como origen cuando 

2
 = , calcule ( )20

x . 

c. En consecuencia la posición del pistón es 

( ) ( ) ( )=−= 20
 xxx e  ? 

d. Si la manivela se mueva con velocidad 

angular constante  =t la expresión 

anterior se transforma en: 

e. Describa gráficamente el desplazamiento 

del pistón. 

f. Describa gráficamente la rapidez del 

desplazamiento del pistón. 

 

5. Derivada de la función inversa del seno 

Sea ( ) xsenxf = , suponga que existe una 

función ( )xg  tal que  

( )( ) xxgf = ,  

es decir, ( )( ) xxgsen = , sobre un 

intervalo de números reales específico. 

 

a. Utilice la regla de la cadena y derive 

ambas partes de la igualdad anterior. 

b. Despeje ( )xg . 

c. De la identidad trigonométrica pitagórica  

 6. Derivada de la función inversa del coseno. 

Sea  

( ) xcosxf = ,  

suponga que existe una función ( )xg tal 

que  

( )( ) xxgf = , 

es decir, 

( )( ) xxgcos =  
 sobre un intervalo de números reales 

específico. 

a. Utilice la regla de la cadena y derive ambas 

partes de la igualdad anterior. 

b. Despeje  

( )xg . 

c. De la identidad trigonométrica pitagórica 

( )( ) ( )( ) 122 =+ xgcosxgsen , 

despeje  

( )( )xgsen . 

d. Sustituya el resultado obtenido en el inciso 

c. en la expresión obtenida en el inciso b. 

e. Sustituya el hecho de que  

( )( ) xxgcos =  

en la expresión obtenida en el inciso anterior. 

f. ¿Qué concluye? 

 

7. Derivada de la función inversa del 

tangente. 

Sea ( ) xtgxf = , suponga que existe una 

función ( )xg  tal que ( )( ) xxgf = , es 

decir ( )( ) xxgtg = , sobre un intervalo de 

números reales específico. 
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( )( ) ( )( ) 122 =+ xgcosxgsen , despeje 

( )( )xgcos . 

c. Sustituya el hecho de que 

( )( ) xxgsen = .en la expresión obtenida 

en el inciso anterior. 

d.  ¿Qué concluye? 

a. Utilice la regla de la cadena y derive ambas 

partes de la igualdad anterior. 

b. Despeje ( )xg . 

c. De la identidad trigonométrica pitagórica 

( )( ) ( )( )xgsecxgtg 22 1=+ , 

despeje ( )( )xgtg . 
 

 

 

d. Sustituya el resultado obtenido en el 

inciso c. en la expresión obtenida en el 

inciso b. 

e. Sustituya el hecho de que 

( )( ) xxgtg =  en la expresión obtenida 

en el inciso anterior. 

f. ¿Qué concluye? 

  

 

 



DERIVADA DE LAS FUNCIONES 

         LOGARÍTMICAS Y EXPONENCIALES

                

1.2
 

 

APRENDIZAJES 
El alumno: 

6. Relaciona en diversos contextos la 

variación de funciones exponenciales a 

través de procedimientos gráficos, numéricos 

o algebraicos. 

7. Infiere la derivada de las funciones 

logarítmicas. 

 8. Utiliza la regla de la cadena para obtener la 

derivada de funciones exponenciales y 

logarítmicas compuestas 

9. Aplica la derivada a funciones 

exponenciales y logarítmicas a problemas en 

diversos contextos. 

 

TEMÁTICA 

6.  Derivada de las funciones ( ) xexf = , ( ) ueuf = , ( ) xxf 10=  y ( ) uxf 10= . 

7. Derivada de las funciones ( ) xlnxf = , ( ) ulnuf = , ( ) xlogxf =  y ( ) uloguf = . 

8. Resolución de problemas en diversos contextos. 

 

Las funciones exponenciales y logarítmicas presentan gran utilidad en la descripción de 

diversos fenómenos, por ejemplo, en el crecimiento o decrecimiento de las poblaciones (que pueden 

ser de bacterias, roedores, etc.), en la desintegración radiactiva de sustancias, en situaciones de 

relacionadas con las finanzas como son el cálculo de cantidades futuras, montos, etc., en el estudio 

de los cambios en la temperatura de los objetos, en la medición de la intensidad de un sismo, etc. 

Por otra parte, el estudio de las funciones exponenciales y de las funciones logarítmicas se realiza a 

la par, puesto que ambas guardan una íntima relación al ser inversas entre sí. 

La función con regla de correspondencia ( ) xaxf = , se denomina exponencial con base a , 

siempre que a  represente un número positivo distinto de uno, x  recibe el nombre de exponente y 

desempeña el papel de variable independiente. Si en la función ( ) xaxf = efectuamos la 

asignación 0xx =  obtenemos el número ( ) 0
0

0 yaxf x == , número que interpreta:  

“ 0y  es el número que se obtiene al elevar la base a  al número 0x ”, sin embargo, la expresión  

0
0

xay =  

equivale a 00 yxlog a =  (logaritmo con base a  de 0x  es igual a 0y ) e interpretarse 

“ 0x es el exponente al que ha de elevarse la base a para obtener el número 0y ”. 

 

EJEMPLO 1.11 (TRÁNSITO ENTRE LAS FORMAS 0
0

xay =  y 00 yxlog a =  ) 

a. 2255 =log  si y sólo si 2552 = . 
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b. 3644 =log  si y sólo si 6443 = . 

c. 6642 =log  si y sólo si 6426 = . 

d. 2648 =log  si y sólo si 6482 = . 
 

 

A continuación, definiremos la función logaritmo natural y posteriormente construiremos la 

función derivada que tiene asociada. 

i. La figura 1.11.a. muestra la curva asociada a la función ( )
t

tf 1
=  cuando 0t  (es decir, definida 

sobre el intervalo ( )+,0 . 

ii. La figura 1.11.b. muestra el área de la región del plano cartesiano limitada por: 

• La curva asociada a la función  ( )
t

tf 1
=  sobre el intervalo  1,x . 

• El eje de las abscisas. 

• Las líneas rectas verticales de ecuaciones xt =  y 1=t , note que 1x . 

Misma que representaremos por ( ) 






 1,,1 x
t

A . 

0 0

y =  y =  

1

1

xt = x x

y y
1 1
t t

 
                                              a.                                                                     b. 

 

y =  y =  11
tt

0 0x = 1 1

1 1

x x x

y y

 
                                     c.                                                                        d. 

FIGURA 1.11 

 

iii. La figura 1.11.c. muestra el área de la región del plano cartesiano limitada por: 
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• La curva asociada a la función ( )
t

tf 1
=  sobre el “intervalo”  1,1 . 

• El eje de las abscisas. 

• La línea recta vertical de ecuación 1== xt . 

iv. La figura 1.11.d. muestra el área de la región del plano cartesiano limitada por: 

La curva asociada a la función ( )
t

tf 1
=  sobre el intervalo  x,1 . 

El eje de las abscisas. 

Las líneas rectas verticales de ecuaciones xt = y 1=t , note que 1x . 

Misma que representaremos por ( ) 







+,1,1

t
A . 

 

DEFINICIÓN 1.1 (FUNCIÓN LOGARITMO NATURAL) 

SI x  es un número real positivo, definimos la función “logaritmo natural” como: 

( ) ( )
( )

 



























−

==

1,,1,1

10,,0,1

xsíx
t

A

xsix
t

A

xlnxf . 

 

 

Para reflexionar 

¿Por qué ( ) ( )   01,1,111 =






==
t

Alnf ? 

 

PROPIEDAD 1.1 (LOGARITMO NATURAL DEL UNO) 

( ) ( ) 011 == lnf . 

 

En la figura 1.12: 

 

i. xxx +1 ,  

ii. en el inciso a. el rectángulo encierra un área de 
xx

x
+


1

, 

iii. en el inciso b. la región tiene área ( ) ( )xlnxxln −+  y 

iv. en el inciso c. el rectángulo tiene área 
x

x 1
 . 
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00 0

y =  y =  y =  

11 1x + xΔx + xΔ x + xΔ

x + xΔ
ln ( x  + x ) - ln ( x )Δ

xx xxx x

yy y

1

11 1

1

tt t

x

 
                             a.                                                  b.                                                    c. 

FIGURA 1.12 

 

Al comparar las áreas de las regiones anteriores obtenemos 

( ) ( )
x

xxlnxxln
xx

x 11
−+

+
 , 

es decir,  

( ) ( )
xx

xlnxxln
xx

11




−+


+
. 

Si 0→x  

( ) ( )
x

lím
x

xlnxxlnlím
xx

lím
xxx

11
000 →→→




−+


+
. 

o bien 

( ) ( )
xx

xlnxxlnlím
x x

11
0




−+


→
,  

de donde  

( ) 
x

xln 1
= . 

 

Para reflexionar 

¿Puede desarrollar un proceso similar si 0x ? 

 

PROPIEDAD 1.2 (DERIVADA DE LA FUNCIÓN LOGARITMO NATURAL) 

( ) ( )xlnxf = , entonces ( ) 
x

xln 1
= , siempre que 0x . 

 

Las funciones ( ) ( )xlnxf =  y ( ) ( )xalnxg = , tienen la misma función derivada,  

( )
x

xf 1
=

 
y ( )

xxa
axg 1

=


= ,  

por lo que difieren en una constante, llamémosle k , luego 

( ) ( ) kxalnxln += . 
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Para determinar el valor de la constante k , sustituimos  

1=x  en ( ) ( ) kxalnxln +=  
 y obtenemos 

( ) ( ) kalnln +=1 . 

Lo anterior implica 

( ) kaln +=0 , es decir ( )alnk −= . 

Ahora sustituimos  

( )alnk −=  en ( ) ( ) kxalnxln +=  

y obtenemos 

( ) ( ) ( )alnxalnxln −= , 

o bien 

( ) ( ) ( )alnxlnxaln += . 

En particular, cuando bx =  obtenemos 

( ) ( ) ( )blnalnbaln += . 

 

 

PROPIEDAD 1.3 (LOGARITMO DE UN PRODUCTO) 

Si a  y b  son números positivos, entonces ( ) ( ) ( )blnalnbaln += . 

 

Puesto que ( ) ( ) ( )blnalnbaln += , entonces 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )alnalnalnaalnaln =+== 22  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )alnalnalnalnaaalnaln =++== 33  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )alnalnalnalnalnaaaalnaln =+++== 44 ,  

en general, ( ) ( )alnnaln n = . 

 

PROPIEDAD 1.4 (LOGARITMO DE UNA POTENCIA ENTERA) 

Si a  es un número positivo y n  es un número natural, entonces ( ) ( )alnnaln n = . 

 

Por otra parte, si a  representa a un número positivo, entonces 11 = −aa  (propiedad del 

inverso multiplicativo), también  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 






+=+=== −−

a
lnalnalnalnaalnln 110 11 , 

por tanto,  

( ) ( )alnaln
a

ln −==






 −11
. 

Formalizando. 
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PROPIEDAD 1.5 (LOGARITMO DEL INVERSO MULTIPLICATIVO) 

Si a  es un número positivo, entonces ( )aln
a

ln −=






 1
. 

 

Además ( ) ( ) ( ) ( ) ( )blnalnblnalnbaln
b
aln −=+==






 −− 11 . 

 

PROPIEDAD 1.6 (LOGARITMO DE UNA DIVISIÓN) 

Si a y b  son números positivos, entonces ( ) ( )blnaln
b
aln −=







. 

 

 

TRAZO DE LA CURVA ASOCIADA A LA FUNCIÓN ( ) ( )xlnxf =  

i. Puesto que ( ) ( ) 011 == lnf , entonces la curva asociada a  

( ) ( )xlnxf =  
interseca al eje de las abscisas en el punto 

( )0,1xI . 

ii. Dado que ( ) ( )xlnxf =  es derivable (su derivada es la función ( )
x

xf 1
= ), entonces también 

es continua. 

iii. Si ( ) ( )xlnxf =  y 0x , entonces  

( )
x

xf 1
=  y ( ) 01

=

x
xf , 

(la derivada de ( ) ( )xlnxf =  es positiva), por tanto, la curva asociada a ( ) ( )xlnxf =  es 

creciente. 

iv. Si ( ) ( )xlnxf =  y 0x , entonces  

( )
x

xf 1
=  y ( ) 2

1
x

xf −= , 

En consecuencia ( ) 01
2 −=

x
xf

 
(la segunda derivada de ( ) ( )xlnxf =  es negativa), por 

tanto, la curva asociada a  

( ) ( )xlnxf =  
es cóncava hacia abajo. 

 

Las propiedades anteriores garantizan que la curva asociada a  

( ) ( )xlnxf =  

presenta la forma mostrada en la figura 1.13. 
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0 1

1

x

y

 

 

FIGURA 1.13 

 

FUNCIÓN EXPONENCIAL NATURAL 

 

Representaremos por ( ) ( )xexpxf =  a la inversa de la función logaritmo natural, la figura 

1.14, muestra la vinculación entre estas funciones. 

 

IRIR xln
⎯⎯→⎯+ ( ) IRIR x

⎯⎯⎯ →⎯
exp

 

FIGURA 1.14 

 

Las funciones 

( ) ( )xexpxf =  y ( ) ( )xlnxf =  

son invertibles, es decir, una de ellas es la inversa de la otra. Por tanto, la curva asociada a una de 

ellas, digamos a ( ) ( )xexpxf =  se obtiene dibujando la imagen física (reflexión) de la curva 

asociada a ( ) ( )xlnxf =  respecto a la línea recta de ecuación xy = , vea la figura 1.15. 

 

000 111

111

xx

a
b

d e fa’
b’

d’

e’
f’

yyy

 
 

FIGURA 1.15 
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Para reflexionar 

¿Cuáles son las propiedades de la curva asociada a la función exponencial natural? 

 

Antes de justificar formalmente la forma de la curva asociada a la función ( ) ( )xexpxf =  

explotaremos el hecho de que es inversa de la función ( ) ( )xlnxf =  para establecer sus 

propiedades algebraicas. Considerando que  

( )( ) ( )( )xlnexpxxexpln == , 

el hecho ( ) 01 =ln  (propiedad 1.1 “logaritmo natural del uno es cero”), y aplicando ( )xexp  a esta 

última expresión obtenemos   

( )( ) ( ) 101 == explnexp . 

 

PROPIEDAD 1.7 (EXPONENCIAL DE CERO ES UNO) 

( ) ( ) 100 == expf  

 

Sean a  y b  números reales, entonces 

( )  ( )  ( )  ( ) ( ) bexpaexplnbexplnaexplnbabaexpln =+=+=+ , 

lo que implica 

( )  ( ) ( ) bexpaexplnbaexpln =+ , de donde ( ) ( ) ( )bexpaexpbaexp =+ . 

 

PROPIEDAD 1.8 (EXPONENCIAL DE UNA SUMA) 

Si a  y b  son números reales, entonces ( ) ( ) ( )bexpaexpbaexp =+ . 

 

Por otra parte,  

( ) ( ) ( ) ( )aexpaexpaaexpexp −=−== 01 , 

es decir, 

( ) ( )aexpaexp −=1 , 

lo que implica  

( ) ( )aexp
aexp 1

=−
 

o ( ) ( )aexp
aexp

−
=

1
. 

 

PROPIEDAD 1.9 (EXPONENCIAL DE UN NÚMERO NEGATIVO) 

Si a  y b  son números reales, entonces ( ) ( ) ( )bexpaexpbaexp =+ . 

 

También ( ) ( ) ( ) ( )
( )bexp

aexpbexpaexpbaexp =−=− . 
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PROPIEDAD 1.10 (EXPONENCIAL DE UNA DIFERENCIA) 

Si a  y b  son números reales, entonces ( ) ( )
( )bexp

aexpbaexp =− . 

 

Con la definición 1.2 facilitamos la representación de la función exponencial natural. 

 

DEFINICIÓN 1.2 (NÚMERO DE EULER Y REDEFINICIÓN DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL 

NATURAL) 

i. Definimos el número e  como ( )1expe = :  

ii. Redefinimos la función exponencial natural como ( ) ( ) xexexpxf == . 

 

Puesto que  

( ) ( ) xelnef xx == , 

en particular ( ) xeln x = , la aplicación de la regla de la cadena da  

( ) 11
=

x
x e

e
, 

esto implica  

( ) xx ee =


. 

 

PROPIEDAD 1.11 (DERIVADA DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL NATURAL) 

Si x es un número real y ( ) xexf = , entonces ( ) xexf = . 

 

 

JUSTIFICACIÓN DE LA FORMA DE LA CURVA ASOCIADA A ( ) xexf = . 

Si ( ) xexf = , entonces 

i. Es derivable, por tanto, su curva asociada es continua. 

ii. ( ) 10 0 == ef , entonces la curva asociada ( ) xexf =  contiene al punto ( )1,0yI . 

iii. ( ) xexf = , es positiva para todo número real, por tanto, la curva asociada ( ) xexf =  es 

creciente. 

iv. ( ) xexf =''
, es positiva para todo número real, por tanto, la curva asociada ( ) xexf =  es 

cóncava hacia arriba. 

Las cuatro observaciones anteriores garantizan que la función ( ) xexf =  tiene como curva 

asociada la mostrada en la figura 1.16. 
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0

1

x

y

 
 

FIGURA 1.16 

 

OTRAS BASES 

Generalizaremos los resultados anteriores para funciones exponenciales y logarítmicas con 

base distinta al número de Euler (base e ). Las funciones ( ) ( )xlnxf =  y ( ) xexf =  son 

invertibles e inversas relativas entre sí (esto es ( ) ( ) xeeln xlnx == ), en particular, si a  es un 

número real positivo se cumple ( ) ae aln = , si en lugar del número a  utilizamos xa  tendremos 

 

    x
x

anlalnx
xaln

aeee ===





















. 

 

DEFINICIÓN 1.3 (CAMBIO A BASE NATURAL) 

Si 0a , entonces ( ) ( )alnxx eaxf == . 

 

Ejercitemos el cambio de base de funciones exponenciales con la definición 1.3. 

 

EJEMPLO 1.12 (CAMBIO A BASE NATURAL) 

a. La función ( ) xxf 4=  escrita en base natural es ( ) ( )44 lnxx exf == . 

b. La función ( )
x

xf 






=
5
1

 en términos de la base natural es ( ) 






=






= 5
1

5
1 lnx

x

exf . 

 
 

Para obtener la función derivada asociada a la función ( ) xaxf =  se utiliza el hecho 

( ) ( )alnxx eaxf ==  

y la regla de la cadena, entonces al derivar 

( ) ( )alnxx eaxf ==  se obtiene ( ) ( )( ) ( )alnexf alnx= ,  
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es decir, 

( ) ( )alnaxf x= . 

 

PROPIEDAD 1.12 (DERIVADA DE UNA FUNCIÓN EXPONENCIAL DE CUALQUIER BASE) 

Sea ( ) xaxf = , si 0a  y x  es cualquier número real, entonces ( ) ( )alnaxf x= . 

 

Ya es podemos obtener la derivada de una función exponencial de cualquier base (positiva) 

 

EJEMPLO 1.13 (DERIVADA DE UNA FUNCIÓN EXPONENCIAL CON BASE DISTINTA A LA 

NATURAL) 

a. Si ( ) xxf 3= , entonces ( ) ( )33 lnxf x= . 

b. Si ( )
x

xf 






=
2
1

, entonces ( ) 














=

2
1

2
1 lnxf

x

. 

c. Si ( ) ( )xxf = , entonces ( ) ( ) ( ) lnxf x= . 

 
 

Complementaremos los elementos teóricos de la sección obteniendo la derivada de una función 

logarítmica con base a , para conseguir esto es necesario efectuar un “cambio de base logarítmico”  

 

CAMBIO DE BASE LOGARÍTMICO 

Sea la función ( )xlogz a= , si despejamos x  obtenemos zax =  o  xa z = . Ahora aplicamos la 

función logaritmo natural a zax =  y obtenemos 

alnzxln =  o 
aln
xlnz = ,  

pero 

( )xlogz a= , 

por tanto, 

( )
aln
xlnxlogz a == . 

 

DEFINICIÓN 1.4 (CAMBIO A BASE NATURAL DE UNA FUNCIÓN LOGARÍTMICA) 

Si 0a , entonces ( ) ( )
aln
xlnxlogxf a == . 

 

Rescribamos con base natural algunas funciones logarítmicas.   
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EJEMPLO 1.14 (CAMBIO DE BASE LOGARÍTMICO) 

a. La función ( ) xlogxf 7= , rescrita en base natural es ( )
77 ln
xlnxlogxf == . 

b. La función ( ) xlogxf 12= , en base natural es ( )
1212 ln
xlnxlogxf == . 

c. La función ( ) xlogxf








=

4
1 , se reescribe en base natural como ( )









==










4
1

4
1

ln

xlnxlogxf . 

 
 

Ahora resultará sencillo obtener la función derivada de la función 

( ) ( )xlogxf a= . 

Si ( ) ( )xlogxf a= , entonces ( ) ( )
aln
xlnxlogxf a == , derivando ( )

alnx
xf


= 1

. 

 

PROPIEDAD 1.13 (DERIVADA DE UNA FUNCIÓN LOGARITMO DE CUALQUIER BASE) 

Sea ( ) ( )xlogxf a= , si 0a  y x  es cualquier número real positivo, entonces 

( )
alnx

xf


= 1
. 

 

El cálculo de derivadas de funciones que contienen términos exponenciales y/o logarítmicos se 

efectúa de acuerdo con las reglas (teoremas) de derivación antes tratados, en particular, la regla de 

la cadena. 

Si ( )xuu = , para obtener las derivadas de las funciones uaf =  y ulogf a=  utilizaremos la 

“regla de la cadena”, entonces: 

i. Si uaf = , entonces ( )alnauf u= . 

ii. Si ulogf a= , entonces ( ) ualn
uf


= . 

 

EJEMPLO 1.15 (DERIVADA DE FUNCIONES EXPONENCIALES COMPUESTAS) 

a. En ( ) 252 ++= xxexf , sea ( ) 252 ++= xxxu ,  

entonces  

( ) 52 += xxu  y ( ) ( ) 252
52 +++= xxexxf . 

b. En ( ) xsenxexf −= 38 , sea ( ) xsenxxu −= 3 , 

 entonces  

( ) xcosxu −= 3  y ( ) ( ) xsenxexcosxf −−= 338 . 
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c. En ( ) xcosxxf +=
2

2 , sea ( ) xcosxxu += 2 , entonces  

( ) xsenxxu −= 2 y ( ) ( ) ( ) ( )( ) xcosxxcosx xsenxlnxsenxlnxf
++ −=−=

22
222222 . 

d. La función derivada de ( ) xcosxf 10=  es 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) xcosxcos xsenlnxcos
dx
dlnxf 10101010 −== . 

e. En ( ) 13
5

4 +

−
−

= x

x

xf , sea ( )
1
5

3 +
−

−=
x
xxu , entonces 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )23

23

23

23

1

1152

1

3511

+

−−
=

+

−−+
−=

x

xx

x

xxxxu , 

por tanto,  

( )
( )

( )44
1

1152 13
5

23

23

ln
x

xxxf x

x

+

−
−


+

−−
= . 

 
 

EJEMPLO 1.16 (DERIVADA DE FUNCIONES LOGARÍTMICAS COMPUESTAS) 

a. En ( ) ( )1053 +−= xxlnxf , sea ( ) 1053 +−= xxxu , entonces  

( ) 53 2 −= xxu  y ( )
105

53
3

2

+−
−

=

xx
xxf . 

b. En ( )
41







 +=
x

xlnxf , sea ( )
x

xlnxu 1
+= , luego 

( ) 2
11
xx

xu −=  y ( ) 







−







 +=
2

3 1114
xxx

xlnxf . 

c. En ( )
x

xlnxf 1
3

3

+= , sea ( )
x

xlnxu 1
+= , entonces  

( ) 2
11
xx

xu −=  y ( ) 






 −






 +=
2

3 1114
xxx

xlnxf . 

d. En ( )
x

xlogxF 1
3

3

5 += , sean ( ) ( )xulogxf 5=  y ( )
2
1

33 1
3

1
3 













+=+=

x
x

x
xxu , luego 

( ) ( )
( ) ( )xuln5

xuxf


=  y ( )

x
x

x
x

x
x

x
xxu

1
3

2

1
1

3
1

32
1

3

2
2

32
1

3

+

−
=
















+













+=

−

. 

Finalmente 
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( )
( ) ( ) 













+

−
=

+

+

−

=

x
xln5

x
x

x
xln5

x
x

x
x

xF
1

3
2

1

1
3

1
3

2

1

3

2
2

3

3

2
2

. 

 
 

EJEMPLO 1.17 (TRAZO DE LA CURVA ASOCIADA A UNA FUNCIÓN EXPONENCIAL) 

Los valores extremos de ( ) xxexf =  se obtienen a partir de su función derivada,  

( ) ( ) ( )11 +=+= xeexexf xxx . 

De ( ) 01 =+xex , obtenemos 

01=+x , de donde 1−=x . 

El valor extremo asociado al número crítico  

1−=x  es ( ) ( )
e

ef 111 1 −=−=− − . 

 

Intervalo Número de prueba ( )pxf   Signo de ( )xf   ( )xf  

( )1, −−  21 −=px  
2

1
e

−  −  decrece 

( )+− ,1  02 =px  1  +  crece 

 

De acuerdo con el “criterio de la primera derivada” el punto 






 −−
e

m 1,1   es un mínimo relativo. 

Concavidades:  

de                                            ( ) ( )1+= xexf x , 

obtenemos  

( ) ( ) ( ) ( ) xxx exexexf 211'' +=++= . 

Si  

                                               ( ) ( ) 02'' =+= xexxf , 

entonces  

2−=x  y ( ) 2
22

e
f −=− , luego 







 −−
e

I 1,2  

un punto de inflexión (verifique que ( ) 02''' −f ). 
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Intervalo Número de prueba ( )pxf ''
 Signo de ( )xf ''  Concavidad de ( )xf  

( )2, −−  31 −=px  
3

1
e

−  −  Hacia abajo. 

( )+− ,2  02 =px  2  +  Hacia arriba. 

 

Los resultados previos justifican la figura 1.17. 

 

x
- 1

2

2

- 2

y

 
 

FIGURA 1.17 

 
 

 

EJEMPLO 1.18 (TRAZO DE LA CURVA GAUSSIANA) 

La función  

( ) 2
2

2
1 x

exf
−

=


 

se conoce como densidad de probabilidad normal estándar y se utiliza en los cursos de probabilidad. 

Si  

( ) 2
2

2
1 x

exf
−

=


, 

 entonces  

( ) 2
2

2

x
exxf
−

−=


 y ( ) ( )1

2
1'' 22

2

−













=

−
xexf

x


 (verifíquelo). 

De ( ) 0
2

2
2

=−= − x
exxf


, obtenemos el número crítico 0=x , con valor extremo 

( )
 2

1
2
10 2

20
==

−
ef . 

Si 
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Intervalo Número de prueba ( )pxf   Signo de ( )xf   ( )xf  

( )0,−  21 −=px  
2

2
2e

 +  crece 

( )+,0  22 =px  
2

2
2e

−  −  decrece 

 

de acuerdo con el “criterio de la primera derivada” 








2
1,0M   es un máximo relativo. 

De ( ) ( ) 01
2
1'' 22

2

=−













=

−
xexf

x


, obtenemos los números críticos 1−=x  y 1=x ,  

con valores extremos 

( )
( )

2
1

2

21

2
1

2
11

−
−

−
==− eef


y ( )

( )
2
1

2

21

2
1

2
11

−−
== eef


, respectivamente. 

De 

Intervalo Número de prueba ( )pxf ''
 Signo de ( )xf ''  Concavidad de ( )xf  

( )1, −−  21 −=px  
2

3
2e

 −  hacia arriba 

( )1,1−  02 =px  2  +  hacia abajo 

( )+,1  22 =px  
2

3
2e

 −  hacia arriba 

 

obtenemos que los puntos 









−

−
2
1

1 2
1,1 eI
  

y 








 −2
1

2
1,12 eI


 

son de inflexión. 

Los resultados anteriores justifican la figura 1.18. 

x

0.5

- 1 1

I

M

I

y

0
 

FIGURA 1.18 
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EJEMPLO 1.19 (DESINTEGRACIÓN DE ELEMENTOS) 

a. En la naturaleza existen elementos en los que su masa disminuye hasta desintegrarse conforme 

transcurre el tiempo. Algunos de estos elementos se denominan radiactivos. Si M  representa la 

masa de uno de estos elementos y t  el tiempo transcurrido puede demostrarse que un modelo que 

describe el comportamiento es  

( ) teMtM −= 0 , donde 0M  y    (letra griega lambda) son constantes. 

En tal caso se dice que M  sigue la ley de decaimiento exponencial. 

b. Si 0=t , ( ) ( )
0

0
00 MeMM == − , 0M  es la cantidad inicial de masa. La constante  , depende 

del elemento particular que se esté tratando, se conoce como constante de decaimiento. 

c. La función  

( ) ( ) teMtM
dt
dtM  −−==

0
 

 indica la rapidez de desintegración de la masa del elemento radiactivo. 

d. Si 100 =M  gramos, 2.0=  horas, entonces  

( ) tetM 2.010 −= y la función ( ) tetM 2.010 −=  

indica la rapidez de desintegración instantánea en el tiempo t . Por ejemplo, si 5=t  horas, entonces 

la masa del elemento se está desintegrando a una rapidez de  

( ) ( )
e

eM 10105 52.0 == −

 
 gramos / hora. 

 
 

EJEMPLO 1.22 (ENFRIAMIENTO DE UN OBJETO) 

La función  

( ) ( )
2074 37

15
4
1

+=
tln

etT  ( t  en minutos) 

describe la temperatura de una papa que inicialmente se encontraba a C94 y se colocó en un 

recipiente con agua a temperatura constante de C20  con el objeto de enfriarla. 

La función  

( ) ( ) ( ) tln
elntT 37

15
4
1

37
15

2
37

=

 
describe la rapidez de cambio de la temperatura de la papa en el instante t . 
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EJERCICIOS PROPUESTOS   1.2
 

 

1. Simplifique. 

a. ( ) xlnexf 5= . 

b. ( ) xlnexf 3= . 

c. ( ) xln
exf 4

1
= . 

d. ( ) xln
exf 4

5−
= . 

e. ( ) xlnexf 3−= . 

f. ( ) 2
1xln

exf = . 

 

2. Simplifique. 

a. ( ) xlogxf 424= . 

b. ( ) xlogxf 838= . 

c. ( ) xlog
xf 83

1

8= . 

d. ( ) xlog
xf 64

1

6
−

= .  

e. ( ) xlog
xf 93

2

9= .  

f. ( ) xlogxf 727−=  
 

3. Simplifique. 

a. ( ) 4
1lnt

etf = . 

b. ( ) 3
2lnt

etf
−

= . 

c. ( ) 8
5
1 lnt

etf
−

= . 

d. ( ) 3
26xln

exf
−

= . 

 

4. Rescriba en base natural y luego 

obtenga la función derivada. 

a. ( ) xxf 4= . 

b. ( ) xxxf = . 

 c. ( ) xsenxxf = . 

d. ( ) ( )xxcosxf = . 

e. ( ) xxf 2= . 

f. ( ) xxxf 32= . 

 

5. Obtenga la función derivada. 

a. ( ) xexf 4= . 

b. ( ) 322 ++= xxexf . 

c. ( ) 33 xxexf +−= . 

d. ( ) cosxexf −= 1 . 

e. ( ) xexf
1

= . 

f. ( )
2

xx eexf
−+

= . 

 

6. Obtenga la función derivada. 

a. ( ) xexxf 24= . 

b. ( ) xsenexf x 2−= . 

c. ( ) xexxf −= . 

d. ( ) x

x

e
exf

+
−

=
4
3

. 

e. ( ) 21 xexf −= . 

 

7. Obtenga la función derivada. 

a. ( ) xexxf 24= . 

b. ( ) xcosexf x 32= . 

c. ( ) ( ) xexxxf 23 −= . 

d. ( )
x

exf
x2−

= .  

e. ( ) x

x

ex
exxf 4

1
−
++

= .  
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8. Obtenga la función derivada. 

a. ( )
3
1

+
−

= x

x

e
exf .  

b. ( ) x

x

ex
xexf −−

−
= . 

c. ( ) ( )xesenxf x 3+= . 

d. ( ) 












=

x
etgxf

x

.  

e. ( ) 













+
=

1x
ecosxf

x

. 

 

9. Obtenga la función derivada. 

a. ( ) ( )22 23 −++= xxxlnxf . 

b. ( ) 













−
+

=
1
1

x

x

e
elnxf . 

c. ( ) 3
2

3
+

=
x

xlnxf . 

d. ( ) 








+
−

=
x
xlnxf

1
1

. 

e. ( ) ( )














−
−

=
12

2 3

x
xlnxf . 

f. ( ) ( )xsenlnxf 231+= . 

 

10. Obtenga la función derivada. 

a. ( ) ( )xexlnxf 64 += . 

b. ( ) ( )xlnlnxf += 3 . 

c. ( ) ( )xtglnxf 31−= . 

d. ( ) 













−
+

=
1
1

2

2

x
xlnxf . 

e. ( ) ( )( )1−−+= xx exelnxf . 

 

11. Obtenga la función derivada.  

a. 

( ) ( ) ( )2254 232 −+++= xxxlnxxxf . 

 b. ( ) ( ) ( )13 −= xlnxsenxf . 

c. ( ) ( )xcosxlnexf x += 5 . 

d. ( ) ( )xexlnxxf −−= 66 . 

e. ( ) ( ) ( )33
1

++
=

xlnx
xf . 

 

12. Obtenga la función derivada.  

a. ( )
( )xcoslnx

xf 3
1

= . 

b. ( ) ( )33 xlnxxf += . 

c. ( ) ( )( ) xcosxxsenxlnxf −+= 22 . 

d. ( ) ( )
( )1

12

+
−

=
xln

xlnxf . 

e. ( ) ( )
( )xlne

xlne
xf

x

x

3
15

2

2

−

++
= . 

 

13. Determine la ecuación de la línea recta 

tangente a la curva asociada a: 

a. ( ) xexf 3=  si 1=x . 

b. ( ) xxexf 2=  si 2=x . 

c. ( ) ( )1−= xexf x
 si 1=x . 

d. ( ) ( )222 +−= xxexf x
 si 1=x . 

 

14. Determine la ecuación de la línea recta 

tangente a la curva asociada a: 

a. ( ) ( )2−= xxlnxf  si 1=x . 

b. ( ) xlnxxf −= 2
 si 1=x . 

c. ( ) ( ) xxlnxf 23 −+=  si 2−=x . 

d. ( )
xlnx

xxf
2+

= si 2
1=x . 

 

15. Determine la ecuación de la recta 

tangente. 

a. ( ) xlogxf 3=  en ( )3,27A . 

b. ( ) xlogxxf 2−=  en ( )2,4B . 
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16. Determine los números extremos y 

decida si son máximos, mínimos o 

inflexiones. 

a. ( ) xxexf 2−= .  

b. ( ) xexxf 22 −= .  

c. ( ) xexxf 2= .  

d. ( ) xxexf = . 

 

17. Determine donde es creciente, 

decreciente, dónde es cóncava hacia 

arriba, hacia abajo. Halle los extremos 

relativos y los puntos de inflexión. 

a. ( ) ( )2xlnxf = . 

b. ( ) xlnxxf = . 

c. ( ) 








+
= 21

1
x

lnxf .  

 

18. Una taza con chocolate se enfrió de 

C92  a  C50  en 12  minutos en una 

habitación que se encontraba a 

C22 .Suponga que la ley de enfriamiento 

de Newton es aplicable y el modelo que 

describe el comportamiento de la 

temperatura del chocolate en términos del 

tiempo es ( ) 2270 5
2

12
1

+=
tln

etT .Obtenga 

la rapidez de cambio de la temperatura del 

chocolate a los 18  minutos. 

19. Un pollo se sacó del horno a C80  y se 

enfrió a C40  en 15  minutos en una 

habitación que se encontraba a C20 .La 

ley de enfriamiento de Newton es aplicable 

y que el modelo que describe el 

comportamiento de la temperatura del pollo 

en términos del tiempo 

( ) 2060 3
1

15
1

+=
tln

etT . 

 Obtenga la rapidez de cambio de la 

temperatura del pollo a los 20  minutos. 

 

20. El motor de un camión se calentó a 

C70  por lo que inmediatamente se 

introdujo a un cuarto que se encontraba a 

una temperatura de C10 . La temperatura 

del motor del camión bajo a C30  en un 

lapso de 30  minutos. Suponga que la ley de 

enfriamiento de Newton es aplicable y que el 

modelo que describe el comportamiento de 

la temperatura del motor del camión en 

función del tiempo es 

( ) 1060 3
1

30
1

+=
tln

etT .Obtenga la rapidez 

con que está cambiando la temperatura del 

camión a los 5  minutos de introducido en el 

cuarto. 

 

21. Se invierten 000,100  pesos al %8  de 

interés anual capitalizable en forma continua. 

Si el comportamiento del principal está dado 

por la función ( ) tetC 08.0000,100= , 

determine la función que describe el 

comportamiento del cambio instantáneo del 

principal 000,100=P  en forma continua. 

 

22. Se invierten 000,1000  pesos al %4  de 

interés anual capitalizable en forma continua. 

La función que describe el comportamiento 

del principal 000,1000  pesos en forma 

continua es ( ) tetC 04.0000,1000= . 

Determine la función que describe el 

comportamiento del cambio instantáneo del 

principal  000,1000=P  en forma continua. 
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ACTIVIDADES   1.2

 

1. Interés compuesto continuo 

Suponga que un capital de P  pesos se 

invierte en una cuenta que produce una tasa 

de interés r  anual. Sea nA  el monto total en 

la cuenta a los n  años.  

a. Complete la siguiente tabla y establezca 

que al término de n  años el monto en la 

cuenta es  

( )nn rPA += 1  
 pesos. 

 

Tiempo en años Monto en la cuenta 

1   

2   

3   

   

n   

 

b. Suponga que la tasa de interés anual r  se 

divide en k  periodos, ¿cuál es la tasa de 

interés por periodo? ¿Cuántos periodos de 

estos existen en nt =  años? 

c. ¿Cómo cambia la fórmula obtenida en a.? 

d. Suponga que k  (el número de periodos 

por años se incrementa indefinidamente, es 

decir el interés se capitaliza en forma 

continua) y evalúe k
k

Alím
+→

, (tenga en cuenta  

( ) 597182818284.21 1 ==+
+→

elím x
x

x
). 

e. Determine ( )tA . 

 

2. Identificación de una función exponencial a 

partir de una tabla. 

a. Complete la tabla: 

 

 x  ( )xf  ( )
( )xf
xf 1+  

3−  8
5   

2−  4
5   

1−  2
5   

0  5   

1  10   

2  20   

3  40   

 

b. ¿En qué factor a  aumentan las imágenes 

( )xf  y ( )1+xf ? 

c. ¿Cuál es la razón ( )
( )xf
xfb 1+=  de las 

imágenes ( )xf  y ( )1+xf ? 

d. Luego, ¿la regla de correspondencia es? 

e. Generalice las observaciones anteriores. 

 

3. Patrón para derivar. 

Si ( ) axexf = , pruebe que 
( )

axn
n

ea
dx

fd
= . 

 

4. Patrón para derivar 

Si ( ) xlnxf = , pruebe que 

( )
( ) ( )

n
n

n

x
n

dx
fd !11 1 −

−= −
 

donde 

( ) ( )( )( ) 123321!1 −−−=− nnnn . 

 

5. Derivada de ( ) nxxf =  donde n  es un 

número real. 

En los cursos de cálculo diferencial se 

prueba que: si ( ) nxxf = donde n  es un 

número racional, entonces ( ) 1−= nnxxf . 
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a. Escriba ( ) nxxf =  en términos de la 

base natural e . 

b. Utilice la regla de la cadena y pruebe que 

( ) 1−= nnxxf , donde n  es un número real. 

 

6. Derivada de las funciones hiperbólicas 

Se definen las funciones hiperbólicas  

( )
2

xx eexsenhxf
−−

== ,  

( )
2

xx eexcoshxg
−+

== ,  

( ) xx

xx

ee
eextghxh
−

−

+
−

== ,  

( ) xx

xx

ee
eexctghxi
−

−

−
+

== ,  

( ) xx ee
xsechxj

−+
==

2
,  

( ) xx ee
xcschxk

−−
==

2
 

verifique:  

( ) xcoshxf = ,  

( ) xsenhxg =' , ( ) xsechxh 2= ,  

( ) xcschxi 2−= ,  

( ) xtghxsechxj −=  

y ( ) xctghxcschxk −= . 

 

7. Derivación logarítmica 

Sean ( )xu1 , ( )xu2 ,  y ( )xun  

funciones derivables y positivas  

( ) ( ) ( ) ( )xuxuxuxF n= 21 . 

 a.  Aplique la función ( ) xlnxf = . 

b. Aplique las propiedades de la función 

( ) xlnxf =  y exprese el producto de la 

derecha como una suma de funciones. 

c. Derive ambos miembros de la función. 

d. Pruebe que 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) 






++=

xu
xu

xu
xuxFxF

n

n
'

1

'
1   

e. Siga las ideas de los incisos anteriores y 

pruebe que si ( ) ( )
( )xu

xu
xF

2

1=  es 

derivable, entonces 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) 






−=

xu
xu

xu
xu

xFxF
2

'
1

1

'
1 . 

 

8. Funciones logísticas 

En algunos textos de matemáticas se define 

la función logística como sigue: 

( ) xba
cxf
+

=
1

 o  ( ) kxea
cxf

−+
=

1
, 

donde a , b , c  y k  son constantes positivas 

y 1b . 

a. Evalúe ( )xflím
x +→

 y ( )xflím
x −→

. 

b. Determine ( )xf  . 

c. ¿Cuál es el máximo?, ¿el mínimo? 

d. ¿En qué condiciones de b  o k  la función 

( )xf  es creciente? 

e. ¿En qué condiciones de b  o k , la función

( )xf  es decreciente? 

 

 



 
 

 
 
PROPÓSITOS 
 
Interpretará el concepto de integral definida, 
analizando situaciones dadas en diferentes 
contextos para construir su significado. 
Relacionará los conceptos de derivada e integral a 
través del Teorema Fundamental del Cálculo y lo 
aplicará. 

 
 

 
CONTENIDO 
1. El área bajo una curva, la integral definida 
2. La función área y el Teorema Fundamental  
del Cálculo 
3. Aplicaciones de la integral definida 
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ÁREA BAJO UNA CURVA  E

                    INTEGRAL DEFINIDA

                

2.1
 

 

APRENDIZAJES 

El alumno: 

1. Asocia el área bajo una curva con la 

solución de una situación dada en diversos 

contextos. 

2. Determina el área bajo la gráfica de una 

función constante o lineal en intervalos de la 

forma  x,0  y calcula con ella el área en el 

intervalo  ba , .  

3. Realiza aproximaciones para el cálculo del 

área bajo una curva utilizando sumas de  

 áreas a través de rectángulos inscritos y 

circunscritos, y reconoce esta aproximación 

como un método general. 

4. Calcula el área bajo una curva de la forma 

( ) nkxxf =  como un límite de sumas 

infinitas para 3o2,1=n . 

5. Relaciona el método de aproximación 

numérica para calcular el área con un proceso 

infinito. 

 

TEMÁTICA 

El área bajo una curva: 

i. El área bajo la gráfica de una función constante o lineal. 

ii. Aproximación numérica al cálculo del área bajo la gráfica de una función, mediante rectángulos. 

 

El área de una región del plano cartesiano se interpreta de acuerdo con las unidades de las 

variables que definen los ejes coordenados. El ejemplo 2.1 incluye algunas interpretaciones del área 

asociada a una región rectangular (sin embargo, la región puede tener otra forma) en diversos 

campos del conocimiento. 

 

Para reflexionar 

¿Significan lo mismo área y superficie? 

¿Todos los sistemas cartesianos son de la forma yx − ? 

 

Frecuentemente se asocian el mismo significado a las palabras superficie y área, sin embargo, 

en matemáticas, a pesar de que ambos conceptos están estrechamente ligados difieren en 

significado. La palabra superficie se asocia a la forma y extensión de una región, mientras que a la 

palabra área se relaciona con la medida de la superficie. Para medir una superficie se toma como 

referencia una superficie cuadrada en la que tanto a la base como a la altura tienen como longitud la 

unidad. 

 

EJEMPLO 2.1 (INTERPRETACIONES DEL ÁREA DE UNA REGIÓN) 

Si suponemos que las variables en consideración tienen el signo apropiado: 
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a. En un diagrama yx−  al producto yx  , se le asocian unidades de área (considerando que 

ambas variables representan longitudes). 

b. En un diagrama tiempo t  en (segundos) contra velocidad v  (en 1− sm ), el producto tv   tiene 

unidades de longitud. 

c. En un diagrama de tiempo t  (en segundos) contra aceleración a  en ( 2− sm ), el producto ta   

tiene unidades 1− sm , es decir, de velocidad. 

d. En un diagrama de distancia d  en (metros) contra trabajo W  (en 1−mjoules ) el producto dF 

como unidades los Newton que son unidades de fuerza. 

e. En un diagrama cartesiano de longitud l  en (metros) contra densidad lineal    (en 1−mKg ) el 

producto l   tiene unidades de kilogramos, es decir, de masa. 

f. En un diagrama cartesiano en el que q representa el número de unidades que un fabricante 

venderá y p  el precio por unidad, el producto qp   representa el monto de las ventas del fabricante. 

g. En un diagrama cartesiano de flujo f  (en metros cúbicos por hora) contra tiempo t  (en horas) el 

producto tf   tiene unidades de volumen, es decir, de metros cúbicos. 

h. En un diagrama cartesiano en el que A  representa el número de unidades de área y l  unidades 

de longitud el producto lA   representa el volumen. 

 

 

La figura 2.1 ilustra parte de las ideas antes descritas. 

t

y

Área

0 0 t

v

Distancia

t

a

Velocidad

0  
                          a.                                                  b.                                                  .c. 

0 0 t 0d

W

Fuerza

ρ

Masa

Q

P

Monto de las 
     ventas

 
                        d.                                                 e.                                                   f. 

0 0

V

t

Volumen
       por 
  tiempo

L

A

Volumen 

 
                                               g.                                                          h. 

FIGURA 2.1 
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Para reflexionar 

¿Puede proporcionar e interpretar otros sistemas cartesianos en los que el “área asociado a 

una región tenga otro significado? 

 

DEFINICIÓN 2.1 (UNIDAD DE ÁREA) 

a. La unidad de área, es el área contenida en una superficie rectangular (cuadrado) de base y altura 

iguales a una unidad de longitud. 

b. El área de una superficie es el número de unidades de área que contiene. 

c. El área de una superficie rectangular de base a  y altura h  es  bhA =  unidades cuadradas. 

 

 

Utilizando la definición 2.1 c. se pueden establecer relaciones para determinar el área A  de otras 

regiones planas. 

 

EJEMPLO 2.2 (ÁREAS DE REGIONES POLIGONALES) 

a. Descomposición de un rectángulo de área bhA =  en dos triángulos congruentes de área 

bhA
2
1

= . 

b

h
I II III

b

hI III

b

hII

 
FIGURA 2.2 

 

b. Un rectángulo de área ( )hBbA +=  puede descomponerse en dos trapecios congruentes, 

ambos de área 

( )hBbA +=
2
1

 

cada uno. 
b

b

B

B

h
I II

b

B

h
I

b

B

hII

 
  

FIGURA 2.3 
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c. Un hexágono regular puede descomponerse en seis triángulos congruentes y por ende, es fácil 

calcular su área, la misma idea es aplicable en el cálculo de áreas de polígonos regulares. 

 

 
 

FIGURA 2.4 
 

 

Áreas de superficies “de mayor complejidad” pueden calcularse utilizando procesos infinitos. 

 

EJEMPLO 2.3 (ÁREA DE UN CÍRCULO) 

Para justificar la “fórmula” para el cálculo del área A  de un círculo de radio de longitud r , se 

considera el proceso infinito. 

Se divide el círculo en sectores circulares congruentes (tantos como sea posible), posteriormente se 

reacomodan de manera que “aproximen un rectángulo”, vea la figura 2.5. Puesto que el perímetro 

del círculo es r2 , la base del “rectángulo aproximado” mide  

( ) rr  =2
2
1

,  

su altura mide r  unidades, entonces el área del círculo es  

( )( ) 2rrrA  == . 

Si el círculo se descompone en sectores circulares cada vez más pequemos, la aproximación a un 

rectángulo es mejor y su área se aproxima más al número  
2r . 

 

 r

 πr

 πr

 r r

 
 

FIGURA 2.5 
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Para reflexionar 

¿Puede describir un proceso infinito para obtener la longitud de una circunferencia utilizando 

polígonos regulares? 

 

Determinar el área de regiones limitada por curvas de mayor complejidad (como pueden ser 

arcos de parábolas, sectores de elipses, sectores de hipérbolas u otras curvas) puede resultar 

imposible o muy complejo utilizando los métodos antes señalados, sin embargo, es el propósito de la 

presente sección el construir los elementos y los métodos a este respecto, y así avanzar en el 

cálculo de áreas de regiones del plano cartesiano. 

 

xO

y

 
 

FIGURA 2.6 

 

Es posible construir funciones que describen el comportamiento del área de una región en el 

plano cartesiano. 

 

EJEMPLO 2.4 (ÁREAS DE REGIONES POLIGONALES) 

a. El rectángulo de la figura 2.7 tiene base de longitud tx =  y la longitud de la altura es h , por tanto, 

la función  

( ) httA = , siempre que 0h  y 0t , 

proporciona el área de la región. 

f ( x ) = h

A t t (  ) = h

xt

h

y

O  
FIGURA 2.7 

 

b. El triángulo de la figura 2.8 tiene base de longitud tx =  su altura mide ( ) mttf = , entonces la 

función  

( ) 2

2
1 mttA =  siempre que 0m   y 0t  

proporciona el área de la región rectangular. 
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x xt t
b

p ( t , m  )t p ( t , m  + b )t

y y

O O

A ( t ) =   mt

A ( t ) =   mt(mt - a ) (  + b )

2
2

2

1

1

f ( x ) = mx f ( x ) = mx + b

 
FIGURA 2.8 

 

c. El trapecio de la figura 2.9 tiene base menor de longitud b , base mayor ( ) bmttf +=  y altura de 

longitud tx = , entonces la función ( ) ( ) btmttbmtbtA +=++= 2

2
1

2
1

 con 0t , proporciona el 

área de la región. 

 

t x

b

y
f ( x ) = mx + b

O
 

FIGURA 2.9 
 

 

EJEMPLO 2.5 (ÁREAS DE REGIONES POLIGONALES BIS) 

a. La función que proporciona el área de la región rectangular de la figura 2.10 cuya base está 

definida por el intervalo  ta ,  es ( ) ( )athtA −=  unidades cuadradas (siempre que 0h ). 

 

f ( x ) = h

xt

h

y

O
 

 

FIGURA 2.10 

 

b. La función que determina el área de la región triangular de base sobre el intervalo  ta , , vea 

la figura 2.11, se construye como sigue: observe que la línea recta asociada a la función 

( ) bmxxf +=  
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interseca al eje x  cuando ax = , es decir, si ( ) 0=af , entonces mab −= ; puesto que 

( ) ( )alturabaseA
2
1

= , entonces ( ) ( )( )bmtattA +−=
2
1

 
unidades de área ( at  ). 

 

xt

y

f ( x ) = mx + b

O a
b

 
FIGURA 2.11 

 

c. La función que proporciona el área de la región trapezoidal cuya altura está definida por el 

intervalo  ta , , misma que se muestra en la figura 2.12, se construye considerando que: 

(observe que la línea recta de ecuación ( ) bmxxf +=  interseca al eje x  en el número 
m
bx −= ): 

i.  su base menor mide ( ) bmaaf += ,  

ii. su base mayor ( ) bmttf +=  y  

iii. su altura mide at −  unidades de longitud. 
  

xt

y
f ( x ) = mx + b

f ( a )

O ab-m
 

 

FIGURA 2.12 

 

Puesto que el área de un trapecio se obtiene mediante el producto de la semisuma de las longitudes 

de las bases y la altura: 

( ) ( ) ( ) ( )atbmtbmatA −+++=
2
1 ( ) ( ) ( )atbbmtma −+++=

2
1

 

           
( ) ( )atbatm −++= 2

2
1 ( )( ) ( ) atbatatm −+−+= 2

2
1

 

           
( ) ( )atbatm −+−= 22

2
1

 
unidades cuadradas ( at  ). 
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La tabla 2.1 resume las “funciones área” obtenidas en los ejemplos 2.4 y 2.5. 
 

FIGURA FUNCIÓN  FUNCIÓN ÁREA 

DERIVADA DE 

LA FUNCIÓN 

ÁREA 

f ( x ) = h

xt

y

O a

A ( t ) = th

 

( ) hxf =  ( ) httA =  ( ) htA =  

xt

y

O

A ( t ) =   mt 2
2
1

f ( x ) = mx

 

( ) mxxf =  ( ) 2

2
1 tmtA =  ( ) mttA =  

xt

y

O

A ( t ) =   mt  + bt
2

2
1

f ( x ) = mx + b

b

 

( ) bmxxf +=  ( ) btmttA += 2

2
1

 ( ) bmttA +=  

xt

y

O a

f ( x ) = mx + b

b

A( t )
=  (t 

- a)(m
t + b)

2
1

 

( ) bmxxf +=  ( ) ( )( )bmtattA +−=
2
1

 ( ) bmttA +=  

TABLA 2.1 

 

Para reflexionar 

¿Puede identificar una relación entre la función que limita a la región y la derivada de la 

función área? 

 

El siguiente paso consiste en calcular áreas de regiones en la que uno de los “lados” es una 

sección la curva asociada a una función. La figura 2.13 muestra una aproximación al área ( )RA  
(región con las condiciones antes señaladas, utilizando rectángulos. 
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x

y

a b
O

A ( R )

f f f 

x x

y y

a ab bO O

 

FIGURA 2.13 

 

Para Reflexionar 

Respecto a la figura 2.13, del centro ¿qué ocurre con el “área faltante” al incrementarse el 

número de rectángulos inscritos? En la figura de la derecha, ¿qué ocurre con el “área 

sobrante”, si se incrementa el número de rectángulos inscritos? 

 

EJEMPLO 2.6 

En la figura 2.14 se utilizan dos rectángulos para aproximar el área ( )RA  de la región R  del 

plano cartesiano definida por: la curva asociada a ( ) 2
6
1 2 += xxf , los ejes coordenados y la línea 

recta de ecuación 6=x . 

f ( x ) =   x + 2 f ( x ) =   x + 2 f ( x ) =   x + 2
2 2 2

6 6 6
1 1 1

x2

2

4

6

8

y

O x2

2

4

6

8

y

O
A AB B
C D

E F

x2

2

4

6

8

y

O
 

 

FIGURA 2.14 

 

En una primera aproximación, el área de la región R  se encuentra entre 12  y 48  unidades 

cuadradas (puesto que el área del rectángulo inscrito (que representaremos por s  ABCD  tiene 

base 6  y altura 2 ); y área del rectángulo ABEF que la circunscribe (que representaremos por S y 

tiene base 6  y altura 8 ) es 48 , así ( ) 4812  RA 2u . Si utilizamos dos rectángulos como 

aproximación, ésta mejora, en la figura 2.15 la suma de las áreas de los rectángulos inscritos: 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 5.165.33233303 =+=+= ffs  
2u  

y 

( ) ( ) ( ) ( ) 5.34835.336333 =+=+= ffS  
2u . 

El área de la región R  se encuentra entre los números ( ) 5.345.16  RA  
2u . 

f ( x ) =   x + 2 f ( x ) =   x + 22 2
6 6
1 1

x2

2

4

4

6

6

8

y

O x2

2

4

4

6

6

8

y

O
 

FIGURA 2.15 

 

Vuelve a mejorar la aproximación al área si utilizamos tres rectángulos, en la figura 2.16, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
3

56
3

142
3
8222422202 =







+






+=++= fffs 2u  

y 

( ) ( ) ( ) ( )
3

9282
3

142
3
82624222 =+







+






=++= fffS 2u , 

el área de la región se encuentra entre ( ) 6.306.18  RA 2u . 

f ( x ) =   x + 2 f ( x ) =   x + 22 2
6 6
1 1

xx 22

22

44

44

66

66

88

y
y

OO  
FIGURA 2.16 

 

 

Obtenemos una mejor aproximación de ( )RA  si utilizamos un número mayor de rectángulos. 

A continuación, generalizaremos el proceso utilizado antes. La figura 2.17 muestra que la región R  

está limitada por: en su parte superior por la curva asociada a una función ( f  que es continua y no 

negativa), en su parte inferior por el eje x  y a los lados por las líneas rectas verticales de 
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ecuaciones ax =  y bx =  respectivamente, para aproximar su área utilizando n  rectángulos de 

igual base, subdividimos el intervalo  ba ,  en los n  subintervalos:  

 10 , xx ,  21 , xx ,   nn xx ,1− , todos con longitud 
n

abx −
= . 

Puesto que los subintervalos tienen igual longitud, los puntos de sus extremos son: 

xax += 00 , xax += 11 , xax += 22 ,  , xnaxn += , 

vea las figuras 2.17 y 2.18. 

 

x xii - 1

R i

x x

y y

a ab b
O O

f f 

 
 

FIGURA 2.17 

 

xa bΔx

2Δx

a + 2Δx
a + 1Δx

a + 0Δx
a + 3Δx

a + nΔxa + Δxi
a + ( n - 1 )Δxa + (  - 1 )Δxi

3Δx

nΔx

( i - 1 )Δx

iΔx

Δx ΔxΔx ΔxO
.  .  ..  .  .

.  
.  

.

x
[ ]

x x ii - 1a b

i

a + iΔxa + ( i - 1 )Δx

O

y

 
FIGURA 2.18 

 

Por otra parte, de acuerdo con el teorema de Weierstrass (del máximo y el mínimo) la función 

f  alcanza su valor mínimo y su valor máximo en cada uno de los subintervalos   

 10 , xx ,  21 , xx ,   nn xx ,1−  de  ba , , 

tomemos el intervalo ésimoi − , es decir, el intervalo  ii xx ,1−  y representemos por ( )imf  al 

valor mínimo y por ( )iMf  al valor máximo de la función f .  
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La figura 2.19 muestra dos rectángulos, el rectángulo inscrito (contenido en la región R  que 

tiene área ( ) xmf i  ) y el rectángulo circunscrito (una parte de él se encuentra fuera de la región 

R ), tiene área ( ) xMf i  , por tanto,  

( ) ( ) xMfxmf ii  . 

 

x xii - 1

R

x

y

a b
O

f 

 f ( m  )

 f ( M  )

i

i

 
 

FIGURA 2.19 

 

DEFINICIÓN 2.2 (SUMA INFERIOR Y SUMA SUPERIOR) 

Sean:  

a. f una función acotada y continua definida sobre el intervalo  ba , , 

b. Los subintervalos  10 , xx ,  21 , xx ,   nn xx ,1−  ajenos entre, y que al unirlos 

se obtiene el intervalo  ba , . 

c. ( )imf  el valor mínimo y ( )iMf  el valor máximo de f  sobre el intervalo  ii xx ,1− , entonces:  

i. La suma de las áreas de los rectángulos inscritos es 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

=+++=
n

i
iinn xmfxmfxmfxmfns

1
2211   

y recibe el nombre de suma inferior. 

ii. La suma de las áreas de los rectángulos circunscritos es  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

=+++=
n

i
iinn xMfxMfxMfxMfnS

1
2211   

y recibe el nombre de suma superior. 

 

Como consecuencia de la definición 2.2 tenemos  

( ) ( ) ( )nSRAns  , 

es decir, “la suma de las áreas de los rectángulos inscritos es menor o igual que el área de la región, 

misma que es menor a la suma de las áreas de los rectángulos circunscritos vea la figura 2.20. 
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OO Oxx xbb baa a

A ( R )

y y y
f f f

FIGURA 2.20 

 

Para reflexionar 

¿Es posible la relación ( ) ( ) ( )nSRAns  ?, explique. 

 

EJEMPLO 2.7 (CÁLCULO DE SUMAS SUPERIORES E INFERIORES) 

Determinemos las sumas ( )ns  y ( )nS  de la región del plano cartesiano limitada por el eje x , la 

curva asociada a ( ) 2+= xxf  y las líneas rectas de ecuaciones 0=x  y 4=x . 

Dividimos el intervalo  4,0  en n  subintervalos congruentes, todos ellos de longitud  

nnn
abx 404

=
−

=
−

= , 

los intervalos son 








n
4,0 , 









nn
8,4

, 








nn
12,8  ( ) 







 − 4,41
n

n . 

 

f ( x ) = x + 2f ( x ) = x + 2

f ( x ) = x + 2 f ( x ) = x + 2

xx

x x

22

2 2

22

2 2

44

4 4

44

4 4

yy

y y
OO

O O
Mm ii

 f ( m  )

 f ( M  )

i

i

 
FIGURA 2.21  
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Los valores mínimos de la función ( ) 2+= xxf  (sobre los intervalos), se presentan en los números 

extremos izquierdos, y los valores máximos en los números que son extremos derechos de los 

intervalos. 

01 =m , 
n

m 4
2 = , 

n
m 8

3 = , etc., en general ( ) ( )14410 −=−+= i
nn

imi  

y 

n
M 4

1 = , 
n

M 8
2 = , 

n
M 8

3 = , etc., en general i
n

M i
4

= . 

Entonces, evaluamos la función ( ) 2+= xxf  en ( )14
−= i

n
mi  y i

n
M i

4
= , obtenemos 

( ) ( ) ( ) 24114
+







 −=






 −=
n

ii
n

fmf i 244
+−=

n
i

n  
y 

( ) 244
+=







= i
n

i
n

fMf i . 

La suma inferior es  

( ) 
=====

+−=














 +−=














 +−=
n

i

n

i

n

i

n

i

n

i nn
i

nnn
i

nnn
i

n
ns

11
2

1
2

1
22

1

81616816164244

 


===

+−=
n

i

n

i

n

i nn
i

n 111
22 1811616

. 

La suma superior es  

( ) 
==








 +=














 +=
n

i

n

i n
i

nn
i

n
nS

1
2

1

816424

====

+=+=
n

i

n

i

n

i

n

i n
i

nn
i

n 11
2

11
2 1816816

. 

 

 

Para reflexionar 

¿Cómo justifica la afirmación: Los valores extremos de ( ) 2+= xxf  se presentan en los 

números que extremos izquierdos y en los números que son extremos derechos de los 

subintervalos de la forma  

 ii xx ,1− ? 

 

EJEMPLO 2.8 (CÁLCULO DE SUMAS SUPERIORES E INFERIORES) 

Para determinar ( )ns  y ( )nS  de la región del plano cartesiano, vea la figura 2.22., limitada por 

los ejes coordenados y la curva asociada a ( ) xxf −= 6 . 

i. Dividimos el intervalo  6,0  en n  subintervalos de longitud 
nnn

abx 606
=

−
=

−
= , por tanto,  

los intervalos son 








n
6,0 , 









nn
12,6

, 








nn
18,12

 ( ) 






 − 6,61
n

n . 
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f ( x ) = 6 - x
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FIGURA 2.22  

 

Los valores máximos de la función ( ) xxf −= 6  (sobre los intervalos), se presentan en los 

extremos izquierdos y sus mínimos en extremos derechos de los intervalos  

 n
6,0 ,  nn

126 , ,  nn
1812 ,  ( ) 6,1 6

nn − . 

Entonces  ( ) ( )16610 −=−+= i
nn

iM i
 
y i

nn
imi

660 =






+= . Aplicando ( ) xxf −= 6 , 

obtenemos  

( ) i
n

i
n

fmf i
666

−=






=  y también ( ) ( ) ( )16616
−−=







 −= i
n

i
n

fMf i . 

( ) 
=====

−=−






=














 −=
n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

i
nn

i
nnn

i
n

ns
1

2
11

2
11

361363636666  

y 

( ) ( ) 
=====

−+=






 −+=














 −−=
n

i

n

i

n

i

n

i

n

i n
i

nnn
i

nnn
i

n
nS

1
2

1
2

11
22

1

136361363636366166 . 

 
 

EJEMPLO 2.9 (CÁLCULO DE SUMAS SUPERIORES E INFERIORES) 

Calculemos ( )ns  y ( )nS  de la región limitada por: el eje x , la curva asociada a la función 

( ) 1
2
1 2 += xxf y las líneas rectas de ecuaciones 1=x  y 3=x . 

Dividimos el intervalo  3,1  en n  subintervalos, todos de longitud  

nnn
abx 213

=
−

=
−

= , 

y obtenemos los sub intervalos  

( ) 






 +
n
211,1 , ( ) ( ) 







 ++
nn
221,211 , ( ) ( ) 







 ++
nn
231,221  







 − 3,23
n

. 
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FIGURA 2.23 

 

Los valores mínimos de la función ( ) 1
2
1 2 += xxf , (sobre los intervalos anteriores), se 

presentan en los extremos izquierdos, y sus máximos en los extremos derechos y son 

respectivamente ( )
n

imi
211 −+=  y 

n
iM i

21+= . 

También 

( ) ( ) ( ) 1211
2
1211

2

+






 −+=






 −+=
n

i
n

ifmf i
2

222
24222

2
3 i

n
i

nnnn
+







 −++−=  

y 

( ) 121
2
121

2

+






 +=






 +=
n

i
n

ifMf i
2

2
22

2
3 i

n
i

n
++= . 

Por tanto,  

( ) 
==









+







 −++−=















+







 −++−=
n

i

n

i

i
n

i
nnnnnn

i
n

i
nnnn

ns
1

2
33232

1

2
222

484443224222
2
3

 

Simplificando ( ) 
===

+






 −+






 +−=
n

i

n

i

n

i

i
n

i
nnnnn

ns
1

2
3

1
32

1
32

4841443
. 



UNIDAD   2    La integral definida 62 

Por otra parte ( ) 
==








 ++=














 ++=
n

i

n

i

i
n

i
nnn

i
n

i
n

nS
1

2
32

1

2
2

443222
2
3

. 

                                   


===

++=
n

i

n

i

n

i

i
n

i
nn 1

2
3

1
2

1

4413
 

 

 

Las sumas inferiores y superiores ( ( )nS  y ( )ns ) dependen del número ( n ) de rectángulos 

considerados  y el índice (también variable) i , sin embargo, es posible reescribirlas únicamente en 

términos de la variable n , para tal efecto se utilizan las propiedades de las sumas (la notación sigma 

 ) y los resultados referentes a las sumas de las potencias de los primeros n  números naturales 

(el lector debe revisar el Apéndice A.A en donde se tratan detalladamente).  

Reproducimos ambas propiedades en las siguientes líneas. 

 

PROPIEDAD A.C.1 (PROPIEDADES DE LAS SUMAS) 

Si c  es cualquier número 

a. 
==

=
n

i
i

n

i
i acca

11

 (propiedad de homogeneidad). 

b. ( ) 
===

+=+
n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba

111

(propiedad de aditividad). 

c. ( ) 0
1

1 aaaa n

n

i
ii −=−

=
−   (propiedad telescópica). 

 

PROPIEDAD A.C.2 (PROPIEDADES DE LAS SUMAS DE POTENCIAS) 

Si c  es un número constante y n un número natural, entonces: 

a. ncc
n

i

=
=1

. 

b. 
( )

22
1321

2

1

nnnnin
n

i

+
=

+
==++++ 

=

 . 

c. 
( )( )

6
32

6
121321

23

1

22222 nnnnnnin
n

i

++
=

++
==++++ 

=

 . 

d. 
( )

4
2

4
1321

23422

1

33333 nnnnnin
n

i

++
=

+
==++++ 

=

 . 

 

EJEMPLO 2.10 

En el ejemplo 2.7 calculamos las sumas ( )ns  y ( )nS  para la región del plano cartesiano definida 

por el eje x , la curva de ( ) 2+= xxf , las líneas rectas de ecuaciones 0=x  y 4=x , obtuvimos: 
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( ) 
===

+−=
n

i

n

i

n

i nn
i

n
ns

111
22 1811616

 
y 

( ) 
==

+=
n

i

n

i n
i

n
nS

11
2 1816

,  

respectivamente. 

Al aplicar los incisos a. y b. de la propiedad A.A.2 obtenemos 

( )
nnn

n
n

n
n

nn
n

ns 81681688816
2

16
2

2

2 −=+−+=+−+=  

y 

( )
nn

n
n

nn
n

nS 8168888
2

16 2

2 +=++=+
+

= . 

Si el número de rectángulos que aproximan el área de la región crece indefinidamente, es decir, 

+→n , obtenemos 

( ) 16816 =






 −=
+→+→ n

límnslím
nn

 
y ( ) 16816 =







 +=
+→+→ n

límnSlím
nn

. 

CONCLUSIÓN 

En la región del plano cartesiano limitada por el eje x ,la curva de ( ) 2+= xxf , y las líneas rectas 

de ecuaciones 0=x  y 4=x , se cumple ( ) ( ) 16==
+→+→

nSlímnslím
nn

. 

 

 

EJEMPLO 2.11 

En el ejemplo 2.8 determinemos ( )ns  y ( )nS  para la región del plano cartesiano limitada los ejes 

coordenados y la curva asociada a la función ( ) xxf −= 6 . Obtuvimos las sumas 

( ) 
==

−=
n

i

n

i

i
nn

ns
1

2
1

36
1

36
y ( ) 

===

−+=
n

i

n

i

n

i n
i

nn
nS

1
2

1
2

1

13636136
,  

respectivamente. 

Si los incisos a. y b. de la propiedad A.A.2, 

( )
nn

nn
n

n
n

i
nn

ns
n

i

n

i

1818181836
2

363636136 2

2
1

2
1

−=−−=
+

−=−= 
==

 

y 

( )
nnn

n
n

nn
n

n
n

nS 54183618183636
2

3636
2

2

2 −=−−−=−
+

−= . 

Ahora incrementamos indefinidamente el número de los rectángulos que aproximan el área de la 

región, es decir, sí +→n , obtenemos  

( ) 181818 =






 −=
+→+→ n

límnslím
nn

 y ( ) 185418 =






 −=
+→+→ n

límnSlím
nn

. 
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CONCLUSIÓN 

En la región del plano cartesiano limitada por el eje x , la curva de la función ( ) 2+= xxf , las 

líneas rectas de ecuaciones 0=x  y 4=x , se cumple 

( ) ( ) 18==
+→+→

nSlímnslím
nn

. 

 

 

EJEMPLO 2.12 

En el ejemplo 2.9 calculamos ( )ns  y ( )nS  para la región del plano cartesiano limitada por el eje 

x , la curva asociada a la función ( ) 1
2
1 2 += xxf , las líneas rectas de ecuaciones 1=x  y 3=x , 

obtuvimos: 

( ) 
===

+






 −+






 +−=
n

i

n

i

n

i

i
n

i
nnnnn

ns
1

2
3

1
32

1
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4841443
 

en el proceso de suma inferior y 

( ) 
===

++=
n

i

n

i

n

i

i
n

i
nn

nS
1

2
3

1
2

1

4413
 

en el proceso de suma superior. 

Si aplicamos los incisos a., b. y c. de la propiedad A.C.2 obtenemos 

( )

222

23

3

2

3232

3
22

3
4422443

6
324

2
84443

nnnnnn

nnn
n

nn
nn

n
nnn

ns

−++−−++−=
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+

+







 −+






 +−=
 

y 

( )








 +++






 ++=
++

+
+

+=

++= 
===

2

23

3

2

2

1

2
3

1
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1
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3
21123

6
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2
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4413

nnn
nnn

n
nn

n
n

n

i
n

i
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nS
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i

n

i
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.

 

Por último, incrementamos indefinidamente el número de los rectángulos que aproximan el área de 

la región ( +→n ) obtenemos, para la suma inferior 

( )
3

19
3

22
3
4422443 222 =







 −++−−++−=
+→+→ nnnnnn

límnslím
nn

 

y 

( )
3

19122
3
21123 2 =















 +++






 ++=
+→+→ nnn

límnSlím
nn

. 

para la suma superior. 

CONCLUSIÓN 

En la región del plano cartesiano limitada por el eje x , la curva de ( ) 1
2
1 2 += xxf , 
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y las líneas rectas de ecuaciones 1=x  y 2=x , se cumple ( ) ( )
3

19
==

+→+→
nSlímnslím

nn
. 

 

 

 

Otras de las características de las funciones de los ejemplos 2.8 a 2.10 son: continuas, no 

negativas y además se cumple 

( ) ( )nSlímnslím
nn +→+→

= , 

también puede verificarse (utilizando argumentos geométricos) que la región en consideración 

contiene 

( ) ( ) ( )nSlímnslímRA
nn +→+→

==  unidades cuadradas. 

 

Una generalización de los resultados anteriores es la conjetura: 

 

Si f  es una función continua y no negativa sobre el intervalo  ba , , entonces 

( ) ( )nSlímnslím
nn +→+→

= , siempre que 

n
abx −

=  

sea la longitud de las bases de los rectángulos, ( )imf  y ( )iMf  los valores mínimo y máximo 

(respectivamente) de la función f  sobre los intervalos  ii xx ,1− . 

 

 

La conjetura anterior es verdadera y puede ser generalizada tomando en cuenta: 

i. Para cualquier número  iii xxc ,1−  se cumple  

( ) ( ) ( )nSxcfns
n

i
i 

=1

 

(no necesariamente deben ser los números im  y iM  ), vea la figura 2.24. 

ii. Se conserva la validez de la afirmación “si el número de rectángulos se incrementa 

indefinidamente” los números  

( )imf  y ( )iMf  

coinciden y son iguales a  

                                          ( )icf . 

iii. Se cumple 

( ) ( ) ( ) ( )nSlímxcflímnslímRA
n

n

i
inn +→

=
+→+→

=== 
1

. 
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x xc
i

ii - 1
x

y

a bO

f 

 
 

FIGURA 2.24 

 

Las observaciones hacen viable la definición 2.3, misma que se refiere al área de una región del 

plano cartesiano. 

 

DEFINICIÓN 2.3 (ÁREA DE UNA REGIÓN EN EL PLANO CARTESIANO) 

Si f  es una función continua y no negativa en el intervalo  ba , , entonces el área de la región 

del plano cartesiano limitado por:  

i. La curva asociada a f . 

ii. El eje x . 

iii. Las líneas rectas verticales de ecuaciones ax =  y bx = , es  

( ) ( )
=

+→
=

n

i
in

xcflímRA
1

, unidades cuadradas, donde  iii xxc ,1−  y 
n

abx −
= . 

 

Por el momento utilizaremos la definición 2.3 en el cálculo de áreas de regiones en el pleno, sin 

embargo, debemos señalar que tal definición posteriormente será modificada. 

 

EJEMPLO 2.13 (ÁREA DE UN RECTÁNGULO) 

La línea recta asociada a la función ( ) hxf =  ( h  positiva) junto con los ejes coordenados y la 

línea recta de ecuación bx =  ( b  positiva) el rectángulo de la figura 2.25, calculemos su utilizando la 

definición 2.3. 

f ( x ) = h f ( x ) = h

x xb bci

h h

y y

O O  
 

FIGURA 2.25 
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El ancho de las bases de los rectángulos es  

n
b

n
bx =
−

=
0

, 

por tanto,  

i
n
bxici ==  y ( ) hi

n
bfcf i =







= . 

Luego 

( ) bhn
n

bh
n

bh
n

bhlím
n
bhlímRA

n

i

n

in

n

in
====







= 
==

+→
=

+→ 111

11 . 

 

 

EJEMPLO 2.14 (ÁREA DE UN TRIÁNGULO) 

La función  

( ) hx
b
hxf +−=  

en donde los números h  y b  representan números positivos define la región triangular de la figura 

2.26, calculemos su área utilizando la definición 2.3. 

 

f ( x ) = -  x + hf ( x ) = -  x + h hh
bb

xx

yy

OO

hh

bb ci  
FIGURA 2.26 

 

El ancho de los rectángulos es 
n

b

n

b
x =

−
=

0
: sea ic  en el intervalo  ii xx ,1− , entonces  

i
n
bci =  y ( ) hi

n
hhi

n
b

b
hi

n
bfcf i +−=+







−=






= , también 

( )







=
+→

=
+→

=
+→

=
+→

−






=








 +−=
















 +−=

n

in

n

in

n

in

n

in

n
ilímhb

n
límhb

n
hbi

n
hblím

n
bhi

n
hlímRA

1
2

1

1
2

1

1
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( )

( )

( ) 






 +−=

+
−=

−=

+→+→

+→+→

=
+→

=
+→ 

n
límhblímhb

nn
n

límhbn
n

límhb

i
n

límhb
n

límhbRA

nn

nn

n

in

n

in

11
2

1

2
11

111

2

2

1
2

1

 

finalmente 

( )
2

hbhbRA −= o ( )
22

hbhbhbRA =−= . 

 

 

EJEMPLO 2.15 (ÁREA DE UN SECTOR PARABÓLICO) 

La parábola de ecuación ( ) 2xxf = definida sobre el intervalo  b,0  define un “sector 

parabólico” en el plano cartesiano, vea la figura 2.27, calculemos el área de esta región utilizando la 

definición 2.3. 

ci

f ( x ) = x f ( x ) = x 

yy

xx OO bb

bb 22
22

 
FIGURA 2.27 

 

Aquí 
n
b

n
bx =
−

=
0

, sea ic  en el intervalo  ii xx ,1− , entonces  

i
n
bci = y ( ) 2

2

22

i
n
bi

n
bi

n
bfcf i =







=






=  

( )

6
32 23

3

3
1

2
3

3

1

2
3

3

1

2
2

2

nnn
n
blím

i
n
blím

i
n
blím

n
bi

n
blímRA

n

n

in

n

in

n

in

++
=

=














=






















=

+→

=
+→

=
+→

=
+→






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( ) ( )
3

2
6

132
6

33

2

3 bb
nn

límbRA
n

==






 ++=
+→

, unidades cuadradas. 

 

 

 

 

 

 

EJERCICIOS PROPUESTOS   2.1
 

 

1. Determine el área de la región del plano 

cartesiano limitada por: 

a. El eje x , la curva asociada a la función 

( ) 4=xf  y las líneas rectas de ecuaciones 

1=x  y 4=x . 

b. El eje x , la curva asociada a la función 

( ) 2=xf  y las líneas rectas de ecuaciones 

3−=x  y 3=x . 

c. El eje x , la curva asociada a la función

( ) 3−=xf  y las líneas rectas de 

ecuaciones 3=x  y 6=x . 

 

2. Determine el área de la región del plano 

cartesiano limitada por: 

a. Las funciones ( ) 4−=xf , ( ) 3=xg  y 

las líneas rectas verticales con ecuaciones 

4=x  y 6=x . 

b. Las curvas asociadas a las funciones

( ) 1−=xf , ( ) 3−=xg  y líneas las rectas 

de ecuaciones 4−=x  y 1−=x . 

 

3. Determine el área de la región del plano 

cartesiano limitada por: 

a. La curva asociada a la función  

( ) xxf −= 5  y los ejes coordenados. 

b. La curva asociada a la función 

( ) 62 += xxf  y los ejes coordenados. 

 

 4. Determine el área de la región del plano 

cartesiano limitada por las curvas asociadas 

a: 

a. ( ) xxf −= 6 , ( ) 62 += xxg  y el eje x . 

b. La curva asociada a ( ) 22 +−= xxf ,  

( ) 22
1 +−= xxg y el eje  x . 

 

5. Establezca la función que determina el 

área de la región del plano cartesiano 

indicada.  

a. Limitada por ( ) 52 −= xxf  y cuya base 

define el intervalo  t,2
5 . 

b. Limitada por ( ) 45 −= xxf  y cuya base 

define el intervalo  t,5
4 . 

c. Limitada por ( ) 13 −= xxf  y base el 

intervalo  t,3 . 

d. La región trapezoidal cuya altura está 

definida por el intervalo  t,1− , y se 

encuentra limitada por la curva de 

( ) 32 += xxf . 

e. La región trapezoidal con altura está por el 

intervalo  1,t , y se encuentra limitada por 

la curva de ( ) 63 +−= xxf . 

f. Construya la función que proporciona el 

área de la región trapezoidal limitada por la 

curva de ( ) 104 −= xxf , la altura está 

definida por el intervalo  t,3 . 
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6. En cada caso determine la función que 

describe el área de la región. 

a.                                                b. 

xt

R

y

0

 f ( x ) =  x + 1

xt

R

y

0

 f ( x ) =  2x

 
c. 

  
xt

R

y

0

 f ( x ) =  2

 
 

7. Utilice sumas superiores e inferiores y 

aproxime el área de la región de la figura 

(utilice el número de rectángulos de ella).  

a. 

x

y

O

f ( x ) =   x - 1 
2
1

1
 

b. 

 

f ( x ) = x  2

x

y

O 1

1

 
 

 c. 

x

y

O

f ( x ) =  x   

1

1

 
d. 

x

y

O

f ( x ) =  1 - x   2

1

1

 
 

8. Considere la región limitada por 

( ) ( )224 −−= xxf  y el eje x . 

a. Trácela. 

b. Complete la siguiente tabla ( n  representa 

el número de subintervalos en que se divide 

la base). 

n  2  4  8  16  

( )ns      

( )nS      

 

9. Considere la región limitada por 

( ) ( )2616 −−= xxf y el eje x . 

a. Trácela. 

b. Complete la siguiente tabla ( n  representa 

el número de subintervalos en que se divide 

la base). 

n  4  8  16  

( )ns     

( )nS     
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10. Determine ( )ns  y ( )nS  para la región 

del plano cartesiano definida por la curva 

asociada a la función f  y: 

a. ( ) 5=xf , los ejes coordenados y la línea 

recta de ecuación 3=x . 

b. El eje x  y las líneas rectas de ecuaciones 

2−=x  y 5=x . 

c. El eje x  y las líneas rectas de ecuaciones 

1=x  y 4=x . 

d. El eje x  y las rectas de ecuaciones 

2−=x  y 6=x . 

 

11. Determine ( )ns  y ( )nS  para la región 

del plano cartesiano limitada por la curva 

asociada a la función f : 

a. ( ) 63 +−= xxf  y el eje x . 

b. ( ) 21 xxf −=  y el eje x . 

c. ( ) ( )239 −−= xxf  y el eje x . 

d. ( ) 31 xxf +=  sobre  4,1 . 

 

 

 12. Determine el área de la región del plano 

cartesiano (Utilice la definición de área dada 

en esta sección). 

a. Limitada por ( ) 5=xf , los ejes 

coordenados y la línea recta 3=x . 

b. Limitada por ( ) 3=xf , el eje x  y las 

líneas rectas de ecuaciones 2−=x  y 5=x . 

c. Limitada por ( ) 23 −= xxf , el eje x  y 

las líneas rectas de ecuaciones 1=x  y 

4=x . 

d. Limitada por ( ) 4+= xxf , el eje x  y las 

líneas rectas de ecuaciones 2−=x  y 6=x . 

 

13. Determine el área de la región del plano 

cartesiano (Utilice la definición de área dada 

en esta sección). 

a. Limitada por ( ) 63 +−= xxf  y el eje x . 

b. Limitada por ( ) 21 xxf −=  y el eje x . 

c. La región limitada por 

( ) ( )239 −−= xxf  y el eje x . 

d. Limitada por ( ) 31 xxf +=  sobre el 

intervalo  4,1 . 
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ACTIVIDADES   2.1
 

 

1. Dos motociclistas parten del reposo, desde 

un mismo semáforo, y aceleran durante varios 

minutos. La figura anexa muestra sus 

velocidades en función del tiempo. 

t1 2

400

v

(  )min

Moto-
ciclista 2

Moto-
ciclista 1

( min / seg )

0

a. ¿Cuál motociclista se encuentra adelante 

después de 2  minutos? 

b. ¿Cuál motociclista se encuentra adelante 

después de 4  minutos? 

c. ¿Cuál es la distancia recorrida por cada 

motociclista? 

 

2. Un auto parte a las cero horas y viaja a la 

velocidad que muestra la figura. Un Camión 

parte una hora después, a velocidad constante 

de 90  kilómetros por hora y sigue la ruta del 

auto. 

t5 10

20

40

60

v

( )horas

( km / h )

0

 
a. ¿Qué distancia ha recorrido el automóvil 

cuando parte el camión? 

 b. ¿En el periodo del tiempo en que el auto 

está adelante del camión?, ¿cuándo es 

máxima la distancia entre ellos? 

c. En qué periodo de tiempo el auto está 

adelante del camión?, ¿cuándo es mínima 

la distancia entre ellos? 

 

3. Área de un rectángulo 

a. En la parte positiva del plano cartesiano 

trace el rectángulo limitado por los ejes 

coordenados, las rectas verticales de 

ecuaciones ax = , bx = y la línea recta 

( ) bxf = , 0b . 

b. Determine la “suma de Cauchy Riemann” 

correspondiente. 

c. Evalúe ( ) ( )
=

+→
=

n

i
in

xcflímRA
1

, 

¿qué concluye? 

 

4.  Área de un trapecio. 

a. En la parte positiva del plano cartesiano 

trace el rectángulo limitado por los ejes 

coordenados, la recta ( ) baxxf += , 

0b y las rectas verticales de ecuaciones 

ax =  y bx = . 

b. Determine la “suma de Cauchy Riemann” 

correspondiente. 

c. Evalúe ( ) ( )
=

+→
=

n

i
in

xcflímRA
1

, 

¿qué concluye? 

 

5. Regla de los trapecios. 

La figura muestra una curva continua y 

positiva. 
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El intervalo  ba ,  está dividido en n  

subintervalos de igual longitud por las abscisas  

bxxxxxa n == ,,,,, 3210  . 

 n-1  n10 2 3 x xxxx x x

y

0
 

 

a. Puesto que la longitud del intervalo  ba ,  

es ab − , ¿cuál es la longitud de cada 

subintervalo que generan las abscisas 

bxxxxxa n == ,,,,, 3210  ? 

Denomine esta longitud por h . 

b. Rescriba abscisas. 

 bxxxxxa n == ,,,,, 3210  en términos de 

h . 

c. En la figura dada marque las imágenes 

correspondientes a  

nxxxxx ,,,,, 3210   

y luego dos imágenes consecutivas utilizando 

segmentos de recta.  

d. Asocie un trapecio a cada subintervalo 

determinado por dos abscisas consecutivas y 

sus respectivas imágenes. 

e. Calcule el área de los tres primeros 

trapecios y del último de ellos. Sume el área 

los trapecios. 

f. Simplifique la expresión obtenida. 

g. Concluya que  

( ) ( ) ( ) ( ) bfhafafhRA ++++ 2
2

. 

 

6. Valor promedio. 

Suponga que el valor promedio de la función  

 f  sobre el intervalo  ba ,  está definido 

en términos del área A  de la región que 

limitan: las rectas verticales de ecuaciones 

ax = , bx =  el eje de las abscisas y la 

curva asociada a la función f   por 

A
ab

promediovalor
−

=
1

. 

Tome como base la siguiente figura y 

determine: 
y

x4 5 61

1

2

2

3

3

0
 

 

a. El valor promedio de la función 

correspondiente. 

b. La función f  que describe el área de la 

región limitada por las rectas verticales de 

ecuaciones ax = , tx =  el eje de las 

abscisas y la curva asociada a f .   

c. El valor promedio de la función 

( ) 1+= xxf  sobre el intervalo  3,1 . 

 

7. Semicircunferencias. 

a. En el mismo plano, trace las curvas 

asociadas a las funciones 

( ) 21 xxf −=  y ( ) 21 xxf −−= , 

¿qué región geométrica encierran? ¿Cuál 

es su área? 

b. ¿Por qué el área limitada por 

( ) 21 xxf −=  y el eje x  es 
2


 

unidades cuadradas?  Explique. 

c. ¿Por qué el área limitada por   
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( ) 22 xaxf −=  y el eje x  es 
2

2a
 

unidades cuadradas?  Explique. 

 

8. Movimiento de un objeto. 

Un objeto se mueve a lo largo de una línea 

recta de acuerdo con una velocidad dada por 

( ) ttv 24+=  
1− sm  sobre  4,0 . 

a. Trace la curva correspondiente. 

b. ¿Cuál es la distancia que recorre el objeto? 

c. Determine la función ( )ts  que describe la 

posición del objeto. 

d. Utilice la función ( )ts  para hallar la 

distancia recorrida por el objeto en  4,0  y 

compare su respuesta con la del inciso b. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



FUNCIÓN ÁREA Y EL TEOREMA 

                          FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO2.2
 

 

APRENDIZAJES 

El alumno: 

6. Infiere a la integral definida como el límite 

de sumas infinitas. 

7. Identifica la función área como una 

antiderivada o primitiva.  

8. Identifica los elementos que sustentan al 

teorema fundamental del cálculo. 

 9. Interpreta la relación que se establece en el 

teorema fundamental del cálculo.  

10. Descubre las ventajas de la existencia de 

una antiderivada para encontrar la integral 

definida. 

11. Utiliza las propiedades de la integral 

definida. 

 

TEMÁTICA 

i. La función área como una antiderivada. 

ii. Formulación del Teorema Fundamental del Cálculo. 

 

En la sección anterior definimos área en el plano cartesiano, también verificamos las fórmulas de área que 

se obtienen a partir de ella concuerdan con las fórmulas de áreas de la geometría plana, sin embargo, tal 

definición de área que es bastante rígida en el sentido las hipótesis que contiene, así como poco práctica; por 

tanto, nos corresponde mejorarla. Iniciemos la reformulación de la definición 2.3. 

 

1. Las bases de los rectángulos no tienen que ser de la misma longitud. 

 

DEFINICIÓN 2.4  (PARTICIÓN) 

a. Una partición del intervalo  ba ,  es un conjunto finito de puntos  

 nnn xxxxxx ,,,,,, 12210 −−=  , tales que bxxxxxxa nnn == −− 12210   

y que lo dividen en los subintervalos  

       nnii xxxxxxxx ,,,,,,,,, 112110 −−   . 

b. La longitud o ancho del subintervalo  ii xx ,1−   ( ésimoi −  intervalo) es  

1−−= iii xxx . 

c. La norma de la partición   se representa por   y se define como el ancho o longitud del 

mayor de los subintervalos que la componen, es decir,  

( )1−−== ii xxmaxx . 

d. Una partición   se denomina regular si todos los subintervalos que genera tienen la misma 

longitud. 
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La figura 2.28 muestra la partición  nnn xxxxxx ,,,,,, 12310 −−=   del intervalo  ba , , 

así como su norma, 45 xx −= . 

 

xxxx
3210 654a = x b = x x x

[ ]

 
 

FIGURA 2.28  

 

Para reflexionar  

¿Pueden intersecarse dos o más subintervalos de una partición? 

 

EJEMPLO 2.16 

a. La partición  

 3,1.2,5.1,1,8.0,1 −−=  del intervalo  3,1−  

genera los cinco subintervalos  

 8.0,1 −− ,  1,8.0− ,  5.1,1 ,  1.2,5.1  y  3,1.2   

cuyas longitudes son 

( ) 2.018.01 =−−−=x         ( ) 8.18.012 =−−=x  

                                     5.015.13 =−=x                    6.05.11.24 =−=x  

                                     9.01.235 =−=x , respectivamente, en consecuencia, tiene norma 

8.1== x . 

b. La partición  

 5,4,3,2,1,0=  del intervalo  5,0  

es regular y tiene norma  

1== x . 

c. La partición  

 3
1

9
1

27
1

13
1

3
1 ,,,,,,0 −= nn  del intervalo  1,0  

(observe ba nn == − 10 3
1

9
1

27
1

13
1

3
1  ) tiene norma  

3
1== x  

y genera un número “muy grande” de subintervalos. 
 

 

Note que en toda partición la norma  

x=  

es mayor o igual que la longitud del intervalo dividido por el número de subintervalos que la 

componen; en la partición  
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 nnn xxxxxx ,,,,,, 12210 −−=   del intervalo  ba ,  se cumple 
n

abx −
 . 

 

 

Para reflexionar 

¿Cuántas particiones tiene un intervalo cerrado? 

¿Cuántas particiones regulares tiene un intervalo cerrado? 

 

En una partición regular el número de intervalos que la componen se incrementa 

indefinidamente conforme la norma de la partición se aproxima a cero, la afirmación recíproca no 

siempre es cierta. 

 

2. La función f  no tiene que ser positiva. 

 

Aclarados los puntos 1. y 2., ya no son útiles los números ( )nS  y ( )ns  (sumas inferiores y 

sumas superiores), mismos que sustituiremos por las “sumas de Riemann - Cauchy”. 

 

DEFINICIÓN 2.5 (SUMA DE RIEMANN - CAUCHY) 

Sea n: f  una función definida sobre el intervalo  ba , ,  

 nnn xxxxxx ,,,,,, 12210 −−=   una partición del intervalo  ba ,  y ix  el ancho del 

subintervalo  ii xx ,1− . 

Si  iii xxc ,1− , entonces la suma  

( )
=


n

i
ii xcf

1

 

se denomina suma de Riemann - Cauchy de f  para la partición  . 

 

Note que la definición 2.5 no incluye las hipótesis:   

a. Continuidad de la función f . 

b. La función f  es positiva y en consecuencia cada sumando, de una “suma de Riemann-Cauchy” 

no necesariamente representa el área de un rectángulo. 

c. En toda partición del intervalo  ba ,  la suma de Riemann - Cauchy tiene un valor distinto. 

 

EJEMPLO 2.17 (SUMAS DE RIEMANN - CAUCHY) 

a. La suma de Riemann - Cauchy para la función ( ) 1+= xxf  

y la partición 

 3,1.2,5.1,1,8.0,1 −−=  del intervalo  3,1−  

con  
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9.01 −=c , 02 =c , 2.13 =c , 24 =c  y 5.25 =c  es                   

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )9.05.26.025.02.18.102.09.0
1

fffffxcf
n

i
ii ++++−=

=

 

                          ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 87.79.05.36.035.02.28.112.01.0 =++++= . 

b. La suma de Riemann - Cauchy para la función ( ) 1+= xxf  

y la partición  

 3,2,1,0,1−=  del intervalo  3,1−    

con 

5.01 −=c , 5.02 =c , 5.13 =c  y 5.24 =c  

 es 

                   ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )15.215.115.015.0
1

ffffxcf
n

i
ii +++−=

=

 

                                             ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 815.315.215.115.0 =+++= . 
 

 

Ya estamos en condiciones de definir formalmente la integral definida. 

 

DEFINICIÓN 2.6 (INTEGRAL DEFINIDA) 

Sean: f  una función definida sobre el intervalo  ba ,  , si ( ) Ixcflím
n

i
iin
=

=
+→ 1

 existe, se 

dice que f  es integrable sobre el intervalo  ba ,  y el número  

( ) ( )dxxfxcflímI
b

a

n

i
iin  ==

=
+→ 1

 

se denomina integral definida. 

En la expresión  

( )dxxfI
b

a= , 

a  recibe el nombre de límite inferior de integración y el número b  límite superior de integración. 

 

Para reflexionar  

¿Por qué son equivalentes las sumas ( ) Ixcflím
n

i
iin
=

=
+→ 1

 y ( )
=

→


n

i
iix

xcflím
10

? 

Respecto a la definición anterior, ¿puede proporcionar una función en la que no exista el 

número I ? 

 

EJEMPLO 2.18 (INTEGRAL DEFINIDA) 

a. Evaluemos ( )dxxI − −=
2

2
2 , utilizando la definición 2.6, vea la figura 2.29.  
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0
- 2

- 2

2

- 4

 f ( x ) = x - 2

y

x

 
 

FIGURA 2.29 

 

Sea en intervalo  2,2−  una partición regular de norma  

( )
nn

x 422
=

−−
= , 

los números ic   los extremos izquierdos de los subintervalos generados por la partición son  

n
ici

42 +−= . 

Puesto que ( ) 2−= xxf , entonces:  

n
i

n
i

n
if 4424242 +−=−+−=







 +− , por tanto, 

la suma de Riemann - Cauchy es  

8116118

16
2

16

11616

1616444

2

2

11
2

1
2

1

−=−






 +=

−









 +







=

−=








 −=














 +−





==

==

nn

n
nnn

n

n
i

n

nn
i

nn
i

n

i

n

i

n

i

n

i

. 

La integral definida es  

816816118 −=−=







−







 +=
+→ n

límI
n

 o ( ) 82
2

2
−=−= − dxxI . 

 

 

EJEMPLO 2.19 (INTEGRAL DEFINIDA) 

Evaluemos la integral ( )dxxxI  −=
4

0

2 2  aplicando la definición 2.6, vea la figura 2.30.  
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0 2

2

2

- 1
4

4

6

8

RR

R

 f ( x ) = x - 2x

y

x

 
 

FIGURA 2.30 

 

Sea 
nn

x 404
=

−
=  la norma de partición del intervalo  4,0 , entonces i

n
ci

4
= , puesto que  

i
n

i
n

i
n

f 8164 2
2 −=








 , entonces 

la suma de Riemann - Cauchy es 













 +
−










 ++
=

−=






 −=














 −  
= ===

2
32

6
3264

326432644816

2

2

23

3

1 1
2

2
3

1
2

2
3

1

2
2

nn
n

nnn
n

i
n

i
n

i
n

i
nn

i
n

i
n

n

i

n

i

n

i

n

i
, 

o bien 

                            











 +







−









 ++







=














 −
= 2

32
6
32644816 2

2

23

3
1

2
2

nn
n

nnn
nn

i
n

i
n

n

i

  

                                                                  






 +−






 ++






=
nnn
1116132

3
32

2 , 

lo que implica  

( )dxxxI  −=
4

0

2 2 














 +−






 ++






=
→ nnn

lím
n

1116132
3

32
2 3

1616
3

64
=−= . 

 

 

Para reflexionar 

¿Por qué el número ( ) 82
2

2
−=−= − dxxI  no representa el área de la región R ? 
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Ahora responderemos las preguntas relativas a la integral definida. 

1. ¿Qué características tienen las funciones integrables?  

2. ¿En qué condiciones representan el área de una región del plano cartesiano? 

3. ¿Cuáles son sus propiedades? 

4. ¿Cuál es su relación con las integrales indefinidas o antiderivadas? ¿Por qué se utiliza el mismo 

símbolo para ambas? 

5. ¿Existe un método práctico para evaluar integrales definidas?  

 

Respecto a la pregunta 1., las funciones que integramos en el ejercicio 2.14 son continuas 

sobre un intervalo de la forma  ba , , esta condición es suficiente (pero no necesaria) para que la 

función f  sea integrable en el intervalo  ba , . 

 

PROPOSICIÓN 2.2 (CONTINUIDAD IMPLICA INTEGRABILIDAD) 

Si f  es una función continua sobre el intervalo  ba , , entonces es integrable sobre  ba , . 

 

La justificación de la proposición 2.2, está fuera de los propósitos de la presente obra y puede 

revisarse en libros de texto de nivel superior. 

Funciones, como las polinomiales, las exponenciales, las logarítmicas y las senoidales (puesto 

que son continuas sobre los números reales) son integrables, sin embargo, la integrabilidad de otros 

tipos de funciones dependerá del intervalo del dominio considerado.  

 

Para reflexionar 

¿Una integral siempre representa un área? 

 

Respecto a la pregunta: 2.  

¿En qué condiciones, la integral definida es equivalente al área de una región?  

El estudio de la integral definida se originó al resolver el problema de calcular el área de una 

región del plano cartesiano, ello nos condujo a la definición 2.3, que está exenta de conceptos 

geométricos y no depende de estos, sin embargo, su similitud con la definición de área de una 

región del plano (definición 2.3) hace posible escribir esta última en términos de la integral definida. 

 

DEFINICIÓN 2.7 (ÁREA DE UNA REGIÓN EN EL PLANO CARTESIANO) 

Si f  es una función continua y no negativa sobre el intervalo  ba , , entonces el área de la 

región del plano cartesiano limitado por: la curva asociada a f , el eje x  y las rectas verticales de 

ecuaciones ax =  y bx =  es  

( ) ( )dxxfRA
b

a=  

unidades cuadradas. 
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De la definición 2.7 se infiere que una integral puede ser interpretada como área si la función f  

sea continua y no negativa sobre el intervalo  ba , . 

 

EJEMPLO 2.20 (INTEGRALES COMO ÁREAS) 

a. Si 0h , entonces ( )abhdxh
b

a
−= , representa el área del rectángulo mostrado en la figura 

2.31. 

f ( x ) = h

xt

h

y

O  
FIGURA 2.31 

 

b. Si 0a  entonces 
2

2
22 adxxa

a

a


=−− , representa el área del semicírculo mostrado en la 

figura 2.32. 

xa- a

a

y

0  
FIGURA 2.32 

 

c. La integral 6
2

4
−=− dxx , no representa el área de la región del plano mostrada en la figura 2.33 

puesto que la función ( ) xxf =  no es positiva sobre el intervalo  2,4− . 

x
- 4

- 4

- 2
2

2

y

0

 
FIGURA 2.33 
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Si en la definición 2.6 consideramos variable el límite superior (o el inferior) puede tratarse 

como una función, la “función integral”. En la figura 2.34 la integral se considera un número, en la 

figura 2.35 la integral se considera como una función. 

 

 f ( x ) dx
a

b

constante

constante

f  es  función
 de  x

∫

              

variable

∫  f ( t ) dt
a

x

  F ( x ) =

constante

f  es  función 
       de  t

F  es  función 
        de  x

 
                

                     FIGURA 2.34                                               FIGURA 2.35 

 

La función con regla de correspondencia  

( ) ( )dttfxF
x

a=  

tiene como dominio “el intervalo variable  xa , ” y a cada número x  le asocia el número 

( )dttf
x

a  (siempre que ( )tf  sea integrable). Similarmente, si en la definición 2.7 se supone que 

el límite superior es variable, se tiene la “función área”  

( ) ( ) tdtfxA
x

a= , 

que depende de la variable x  y que proporciona el área de la región del plano cartesiano limitada 

por: 

i. Una curva, “positiva”, asociada a la función f . 

ii. El eje de las abscisas y las líneas rectas verticales con ecuaciones  

ax =  y tx = . 

 

f

 t

y

a xO

A (   )x

 
 

FIGURA 2.36 

 

Respecto a la Pregunta 3. ¿Cuáles son sus propiedades? 
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Una integral no necesariamente representa el área de una región del plano cartesiano, sin 

embargo, esta interpretación facilita la comprensión y obtención de sus propiedades. La definición 

2.6 establece que f  es una función definida sobre el intervalo  ba , , pero ¿qué ocurre si ba =  

o ba  , la definición 2.8 da respuesta a estas preguntas. 

 

DEFINICIÓN 2.8 (DOS PROPIEDADES DE LA INTEGRAL) 

a.  Si ( )aF  existe, entonces  

( ) ( ) 0==  dxxfaF
a

a
 (INTERVALO DE LONGITUD CERO) 

b. Si ba   y ( )dxxf
b

a  existe, entonces  

( ) ( )dxxfdxxf
a

b

b

a  −= . (INTERCAMBIO DE LÍMITES). 

 

Para reflexionar 

¿Por qué la integral de la función ( )xf  sobre el intervalo cerrado  ba ,  es igual a la 

integral de ( )xf  sobre el intervalo abierto ( )ba , ? 

 

En términos de áreas, la propiedad a. establece que un segmento de recta vertical con extremos en 

el eje de las abscisas y un punto de la curva asociada a f  tiene área cero, vea la figura 2.37 

 

x
a

y

0
 

 

FIGURA 2.37 

 

EJEMPLO 2.21 (INTERVALO DE LONGITUD CERO) 

a. Si ( ) 1+= xxf , entonces ( ) 01
3

3
=+ dxx , “la región del plano definida por el intervalo 

 3,3  y la función ( ) 1+= xxf   tiene área cero, vea la figura 2.38.  

b. Si ( ) 21 xxf −=  , entonces ( ) 01
5.0

5.0

2 =− dxx , “la región del plano definida por el intervalo 

 5.0,5.0  y la función ( ) 21 xxf −= ”, tiene área cero, vea la figura 2.39. 
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1

1

x- 1

y

04

4

x
- 2

2

2

y

0     
 

FIGURA 2.38                                                     FIGURA 2.39 
 

 

Para reflexionar 

Geométricamente, ¿qué representa ( )dxxf
a

a ? 

 

La propiedad b. de la definición 2.8 asegura que, si en la integral ( )dxxf
b

a  se intercambian 

los límites de integración, entonces cambia el signo de la integral. 

 

EJEMPLO 2.22 (INTERCAMBIO DE LÍMITES) 

a. En el ejemplo 2.19 determinamos que  

( ) 82
2

2
−=−− dxx , entonces ( ) ( ) 882

2

2
=−−=−

−
dxx . 

b. En el ejemplo 2.20 determinamos que  

( )
3

162
4

0

2 =− dxxx , entonces ( )
3

162
0

4

2 −=− dxxx . 

 

 

En la figura 2.40 la región R  definida por: el intervalo  ba ,  y la curva asociada a la función 

f ,  ha sido seccionada en las regiones 1R  y 2R  por el segmento de recta con extremos en los 

puntos ( )0,1 cp  y ( )( )cfcp ,2 , dado que ( ) 0= dxxf
c

c
 se intuye que el área de la región 

R  es igual a la suma de las áreas de las regiones 1R  y 2R . 

f f

 t  t

 1  2 R  R  R
y y

a ab b
c

f ( c )

O O

 f ( x ) dx  f ( x ) dx f ( x ) dx
a ca

b bc
∫ ∫∫

 
FIGURA 2.40 
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La observación anterior se expresa formalmente en términos de integrales por medio de la 

proposición 2.3. 

 

PROPOSICIÓN 2.3 (ADITIVIDAD) 

Sean: bca   números reales y f  una función integrable sobre los intervalos definidos por los 

números a , b  y c , entonces 

( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a  += . 

 

Para reflexionar 

Para un número finito de subintervalos del intervalo  ba , , ¿puede generalizar la 

proposición 2.3?  

 

EJEMPLO 2.23 (ADITIVIDAD) 

a. En la figura 2.41, 8
0

4
−=− dxx  y 2

2

0
= dxx , entonces  6

2

4
−=− dxx . 

b. En la figura 2.42, 
4

1
0

1

2 
=−− dxx  y 

4
1

1

0

2 
=− dxx , entonces 

2
1

1

1

2 
=−− dxx . 

 

x1- a

1

y

0

x
- 4

- 4

- 2
2

2

y

0

 
                              FIGURA 2.41                                                FIGURA 2.42 

 

 

La integral se define en términos de una suma (con mayor precisión, “una suma infinita”) y en 

consecuencias satisface las propiedades de las sumas; a partir de ellas (revise el apéndice A.C,) es 

posible justificar la proposición 2.4. 

 

PROPOSICIÓN 2.4 (LINEALIDAD DE INTEGRALES) 

Sean f , g  funciones integrables sobre el intervalo  ba ,  y k  un número real, entonces la 

función gfk +  es integrable sobre el intervalo  ba ,   y  

( ) ( )  ( ) ( )dxxgdxxfkdxxgxfk
b

a

b

a

b

a  +=+ . 

 

La figura 2.43 ilustra la propiedad de linealidad. 
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 ( x ) dxg

 ( x )  ( x ) dxf  + g

 f ( x ) dx
a

a

b

b

b ∫

∫

∫

y y
f

g

f + g
y

x x

x
b b

b

O O

O  
FIGURA 2.43 

 

EJEMPLO 2.24 (APLICACIÓN DE LA PROPIEDAD DE LINEALIDAD) 

a. ( ) dxxdxxdxxx  +=+
4

2

4

2

24

2

2 4343 . 

b. ( ) dxdxxdxxdxxdxxxx  +−+=+−+
5

0

5

0

5

0

25

0

35

0

23 52345234 . 

c. ( ) dxxdxxdxdxxx  −−−−
+−=+−

1

1

51

1

1

1

1

1

5 325325 . 

 

 

En la figura 2.44 0 fg  sobre el intervalo  ba , , entonces el área de la región limitada 

por las líneas rectas de ecuaciones  

ax =  y bx = , 

el eje x  y la curva asociada a g  es ser mayor (o igual) que el área de la región limitada por las 

líneas rectas de ecuaciones  

ax =  y bx = , 

 el eje x  y la curva asociada a f ; este resultado también es válido para integrales, si  

0 fg  sobre el intervalo  ba , ,  

entonces 

( ) ( ) 0  dxxfdxxg
b

a

b

a
, 

esto se expresa formalmente en la proposición 2.5. 

 f

  g

x

y

a b
O

 
FIGURA 2.44 
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PROPOSICIÓN 2.5 (COMPARACIÓN DE INTEGRALES) 

Sean f , g  funciones integrables sobre el intervalo  

 ba ,  y ( ) ( ) 0 xfxg  

para todo número  x  en  ba , , entonces ( ) ( ) 0  dxxfdxxg
b

a

b

a
. 

 

La idea básica de la justificación de la proposición 2.5 se basa en el hecho de que fg −  es 

integrable sobre el intervalo  ba ,   (proposición de linealidad) y que sus sumas de Riemann – 

Cauchy son no negativas y tienden a un valor definido I  cuando 0→ , entonces el número I  

es no negativo. Para concluir la respuesta de la pregunta 3., trataremos las propiedades del “valor 

medio”. La figura 2.45 muestra una región R  definida por la curva asociada a f , el eje de las 

abscisas y las líneas rectas verticales de ecuaciones ax =  y bx = , también muestra que el 

rectángulo con vértices abQP  se encuentra inscrito en la región R . Si se desplaza el segmento de 

recta PQ  verticalmente hacia arriba se generan las regiones 1R , 2R  y 3R  con las siguientes 

características: 

i. 1R  se encuentra contenida en la región R . 

ii. 2R  está limitada por la esquina superior izquierda del rectángulo y la curva asociada a f . 

ii. 3R  la región limitada por la curva asociada a f , el segmento de línea recta de ecuación bx =  y 

por parte de la base superior del rectángulo abQP  

 

 f  f  f

x x x

y y y

a a ab b bO O O

R P
P

Q
Q

1

2
3

R

R R

 
 

FIGURA 2.45   

 

Por tanto, existe el número ( )00 xfy = , donde  bax ,0  , de manera que las áreas de 

las regiones 2R  y 3R  son iguales y como consecuencia  

( )( ) ( )dxxfabxf
b

a=−0 , 

es decir, existe un rectángulo de base  ba ,  y altura definida por ( )0xf  cuya área es igual al 

área de la región R . 
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PROPOSICIÓN 2.6 (TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES) 

Si f  es continua sobre el intervalo  ba , , entonces existe 0x  en  ba , , tal que  

( ) ( )dxxf
ab

xf
b

a−
=

1
0  o bien ( )( ) ( )dxxfabxf

b

a=−0 . 

 

En la proposición 2.6 el número ( )0xf  recibe el nombre de valor medio de la función f  en el 

intervalo  ba , . 

 

EJEMPLO 2.25 (VALOR MEDIO) 

a. El valor medio de ( ) 6=xf  sobre  4,0  es ( ) 624
4
1|6

4
16

04
1 4

0

4

0
==







=
−  xdx . 

b. El valor medio de ( ) 6=xf  sobre  4,2  es ( ) 612
2
1|6

2
16

24
1 4

2

4

2
==







=
−  xdx . 

c. El valor medio de ( ) xxf =  definida sobre el intervalo  2,2−  es  

( ) ( ) 00
4
1|

24
1

22
1 2

2

22

2

==







=

−− −−


xdxx . 

d. El valor medio de ( ) xxf =  sobre el intervalo  2,0  es ( ) 12
2
1|

202
1 2

0

22

0

===
− 

xdxx . 

 

 

EJEMPLO 2.26 (VALOR MEDIO BIS) 

a. Si ( ) 432
3

1
−=−− dxx , el número 0x  que predice el teorema del valor medio para la función 

( ) 32 −= xxf  sobre  3,1− , es ( ) ( ) ( )( )1332432 0

3

1
−−−=−=−− xdxx ,  

entonces  

10 =x . 

b. Si 
3

644

0

2 = dxx , el número 0x  que predice el teorema del valor medio para la función 

( ) 2xxf =  sobre  4,0  es ( )04
3

64 2
0

4

0

2 −== xdxx , es decir 
3

162
0 =x , por tanto, 

3
4

01 =x  y 
3

4
02 −=x , sin embargo, 

3
4

02 −=x  no pertenece a  4,0  y  

3
4

010 == xx . 

 

 

La respuesta a la pregunta 4. ¿Cuál es su relación con las integrales indefinidas o antiderivadas? 

y ¿por qué se utiliza el mismo símbolo para representarlas?, se conoce como primera parte del 
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Teorema Fundamental del Cálculo, proposición que indica la forma de evaluar integrales utilizando 

la antiderivada. Para una mejor comprensión de su justificación, conviene dividir el Teorema 

Fundamental del Cálculo en dos partes.  

 

EJEMPLO 2.27 (DERIVADA DE LA FUNCIÓN INTEGRAL) 

Obtengamos la función derivada asociada a la función ( ) ( )dttfxF
x

a= .utilizando el cociente de 

Newton ( ( ) ( ) ( )
x

xFxxFlímxF
dx
dF

x 

−+
==

→ 0
). 

( ) ( )dttfxxF
xx

a
+

=+ ( ) ( )dttfdttf
xx

x

x

a 
+

+=  (proposición 2.3, aditividad de integrales). 

Entonces 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x

dttfdttfdttf

x
xFxxF

x

a

xx

x

x

a



−





 +
=



−+ 
+

( )
x

dttf
xx

x


=


+

,  

es decir,  

( )
( )
x

dttf
límxF

xx

x
x 

= 
+

→ 0
. 

Supongamos que 0x . Por el teorema del valor medio para integrales, existe el número 0x  en el 

intervalo  

 xxx +,  

 tal que 

( ) ( ) ( )0xfxxxdttf
xx

x
−+=

+
 o bien ( )

( )
x

dttf
xf

xx

x


=


+

0 . 

Combinando  

( )
( )
x

dttf
límxF

xx

x

x 
= 

+

→ 0
 con ( )

( )
x

dttf
xf

xx

x


= 

+

0 , obtenemos  

                                                                      ( ) ( )00
xflímxF

x→
= . 

Además, si el número 0x  pertenece al intervalo  xxx +,  y 0→x , entonces xx =0  y  

( ) ( ) ( )xfxflímxF
x

==
→

00
. 

En la notación de Leibniz para la función derivada ( ) ( ) ( )xfdttf
dx
dxF

x

a
=






=
 . 

Si 0x  el argumento es similar. 
 

 

Para reflexionar 

¿Puede hacer un desarrollo similar sí 0x ? 
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Hemos justificado la primera parte del Teorema Fundamental del Cálculo, mismo que 

formaliza la proposición 2.7. 

 

PROPOSICIÓN 2.7 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO, PRIMERA PARTE) 

Si f  es integrable sobre el intervalo  ba ,  , entonces la función ( ) ( )dttfxF
x

a=  definida 

sobre el intervalo  ba ,  es derivable en todo número de ( )ba ,  y ( ) ( )xfxF = . 

 

La expresión ( ) ( )xfdttf
dx
d x

a
=








  indica que si se integra la función f  y luego se deriva 

la función resultante, se obtiene la función original f . 

 

 EJEMPLO 2.28 (DERIVANDO LA FUNCIÓN INTEGRAL) 

a. Si ( ) ( )dtttxF
x

 +=
2

2 43 , entonces ( ) xxxF 43 2 += . 

b. ( ) dttlnxF
x

= 2
, entonces ( ) xlnxF = . 

c. ( ) dtttxF
x

 +−=
5

21 , entonces ( ) 21 xxxF +−= . 

 

 

La respuesta a la pregunta 5. ¿Existe un método práctico para evaluar integrales definidas?, es 

afirmativa y la constituye la segunda parte del Teorema Fundamental del Cálculo, y la 

justificaremos en el ejemplo 2.29. 

 

EJEMPLO 2.29 (DERIVANDO LA FUNCIÓN INTEGRAL) 

Sean:  nnn xxxxxx ,,,,,, 12210 −−=   una partición del intervalo  ba ,  y  

( ) ( )dttfxF
x

a=  derivable, 

entonces 

bxxxxxxa nnn == −− 12210   , 

por tanto,  

( ) ( ) ( ) ( )0xFxFaFbF n −=− .  

Rescribiendo la expresión anterior en forma telescópica 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )01111 xFxFxFxFxFxFaFbF nnn −+−−+−=− −−  . 

y en notación sigma (vea el apéndice A.C) obtenemos 

( ) ( ) ( ) ( ) 
=

−−=−
n

i
ii xFxFaFbF

1
1 . 

El teorema del valor medio (vea el apéndice A.A) confirma que existe el número ic  en el intervalo 

 ii xx ,1−  tal que  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

ii

ii

ii
i x

xFxF
xx

xFxFcF


−
=

−
−

= −

−

− 1

1

1 , 

es decir, 

 ( ) ( ) ( )1−−=
iiii xFxFxcF  o bien ( ) ( ) ( ) iiii xcFxFxF =− −1 . 

De  

( ) ( ) ( ) ( ) 
=

−−=−
n

i
ii xFxFaFbF

1
1  junto con ( ) ( ) ( ) i

n

i
iii xcFxFxF =− 

=
−

1
1  

obtenemos 

( ) ( ) ( ) i

n

i
i xcFaFbF =− 

=1

. 

Aplicando la primera parte del Teorema Fundamental del Cálculo ( ( ) ( )ii cfcF = ), a la 

expresión anterior da 

( ) ( ) ( ) i

n

i
i xcfaFbF =− 

=1

, por último, si 0→  (o equivalentemente +→n ), entonces 

( ) ( ) ( )dxxfaFbF
b

a
=− . 

 
 

 

PROPOSICIÓN 2.8 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO, SEGUNDA PARTE) 

Si la función f  es integrable sobre el intervalo  ba ,  y F  es una antiderivada de f , entonces 

( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a
−= . 

 

Si se conoce la antiderivada F  de la función f , para evaluar la integral definida ( )dxxf
b

a  

sólo es necesario evaluar F  en los extremos del intervalo  ba ,  y calcular la diferencia 

( ) ( )aFbF − . 

 

EJEMPLO 2.30 

a. Una antiderivada de ( ) 23 2xxxF +=   es la función ( ) xxxf 43 2 += , pero 

( ) ( ) ( ) 162222 23 =+=F  asimismo ( ) ( ) ( ) 00200 23 =+=F , entonces 

( ) 1601643
2

0

2 =−=+ dxxx . 

b. La función ( ) xxF 8=   es una antiderivada de ( )
x

xf 4
= , también 

( ) 16484 ==F  asimismo ( ) 8181 ==F , entonces 881644

1
=−= dx

x
. 
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La respuesta completa a la pregunta 5. es el Teorema Fundamental del Cálculo. 

 

PROPOSICIÓN 2.9 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO) 

Sea la función f  es integrable sobre el intervalo  ba , , entonces: 

a. La función ( ) ( )dttfxF
x

a=  definida sobre  ba ,  es derivable en cada punto del 

intervalo ( )ba ,  y ( ) ( )xfxF = . 

b. ( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a
−=  donde F  es una antiderivada de f . 

 

Para evaluar una integral definida, suponiendo que se conoce la función antiderivada o primitiva 

de f , es conveniente tener en cuenta la notación: 

( ) ( ) ( ) ( )aFbFxFdxxf b
a

b

a
−== . 

 

EJEMPLO 2.31 (EVALUACIÓN DE INTEGRALES DEFINIDAS) 

a.  

( ) ( ) ( ) ( )
2

13
2
38

2
511021

2
512

2
52

2
551 22

2

1

22

1
−=+−=







 −−−=






 −−






 −=






 −=− xxdxx . 

b. ( )
2
3

2
1

4
71

12
14

42
1

42
11

4

1

4

1
−=







 −−−=







−−








−=








−=− xdxx . 

c.  
( )( ) ( )   102822

2
22

2
4 2

1

22

1

2

1

2

1

2

=+=+=+=
−

+−
=

−
−

−−−−  xxdxxdx
x

xxdx
x

x
. 

d.  ( ) ( ) ( )
3
531

2
13

3
15

2
53

3
5

2
3

3
13

23235

1

235

1

2 =











−−−












−−=








−−=−− xxxdxxx . 

 

 

EJEMPLO 2.32 (EVALUACIÓN DE INTEGRALES DEFINIDAS) 

a. ( )   ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 1
2
310003333 2

3
22

2

0

2
0

−=+−=+−+=+=− 




coscosxcosxdxxsen . 

b.    ( ) ( ) ( )5151 5

1

5

1
lnlnlnxlndx

x
=−== . 

c.  ( )   ( ) ( ) 4221 2222
2

2

2

2
+−=−−−+−=+−=+ −−

−

−

−

−
 eeeexedxe xx . 
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EJERCICIOS   2.2
 

 

1. Sean los intervalos 

  2,0 ,  5.2,2 ,  4,5.2 , 

 8.4,4 ,  4.5,8.4 ,  8.6,4.5 , 

 2.7,8.6  y  8,2.7 . 

a. Proporcione el conjunto de puntos que 

definen la partición del intervalo  8,0 . 

b. ¿Cuál es la norma de la partición? 

 

2. ¿Generan una partición del intervalo 

 10,0 ? 

a.  10,8,6,7,4,2,1,0= . 

b.  10,8,6,4,7,2,1,0= . 

Justifique su respuesta. 

 

 

3. Construya los intervalos de la partición 

definida por el conjunto  

 9,3.7,2.6,1.4,3.2,4.1,2.0−= . 

¿Cuál es la norma de la partición? 

 

4.   

a. Sea el intervalo  6,4− , proporcione 

los puntos y los intervalos de la partición 

regular de norma 5.0= . 

b. Sea el intervalo  2,1 , proporcione los 

puntos y los intervalos de la partición regular 

de norma 4.0= . 

 

5. Sea la partición 

ba nn == − 10 2
1

4
1

8
1

12
1

2
1   

del intervalo  1,0  

a. ¿Cuál es su norma? 

b. ¿Qué ocurre con x  si +→n ? 

 6. Sea la partición  

ba nn == − 10 3
1

9
1

27
1

13
1

3
1    

del intervalo  1,0 . 

a. ¿Cuál es su norma? 

b. ¿Qué ocurre con x  si +→n ? 

 

7. Considere la región del plano cartesiano 

definida ( ) xxf = , 1=x  y el eje x . 

a. Considere la partición de  1,0  

generada por 2

2

n
ixi = , ¿cuáles son los 

primeros cuatro puntos de la partición? 

b. ¿Cuál es el ancho del intervalo i ? 

c. Determine ( )ixf  si 2

2

n
ixi = . 

d. Determine la expresión de ( )
=


n

i
ii xxf

1

 

en términos de n . 

e. Determine ( )
=

+→


n

i
iin

xxflím
1

. 

 

8. Considere la región del plano cartesiano 

definida por ( ) 3 xxf = , 0=x , 1=x  y el 

eje x . 

a. Sea la partición de  1,0  generada por 

3

3

n
ixi = , ¿cuáles son los primeros cuatro 

puntos de la partición? 

b. ¿Cuál es el ancho del intervalo i ? 

c. Si 3

3

n
ixi = , determine ( )ixf .  

d. Determine la expresión de ( )
=


n

i
ii xxf

1
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en términos de n .  

e. Determine ( )
=

+→


n

i
iin

xxflím
1

. 

 

9. Utilice la definición 2.6 (integral definida) y 

evalúe las integrales. 

a. dx
6

3
4 .         

b. dx −
4

4
10 .       

c. dxx−
5

5
.                          

d. dxx−
0

2
.        

e. dxx
6

0

2 .    

f. ( )dxx− −
2

1
4 .      

g. ( )dxx − +
0

2
1 .         

h. ( )dxx +
4

2

23 . 

 

10. Exprese los límites de las sumas de 

Riemann como una integral definida, suponga 

que  iii xxc ,1− . 

a. ( )
=

→
+

n

i
ii xclím

10
42  en  1,0 . 

b. ( )
=

→
−

n

i
ii xclím

10
31  en  4,2 . 

c. ( )
=

→
+

n

i
iii xcclím

1

3

0
3  en  1,1− . 

d. ( )
=

→
−

n

i
ii xclím

1

2

0
2  en  3,2− . 

e. 
=

→















+

n

i
i

i

x
c

lím
1

20 1
4

en  5,0 . 

f. ( )
=

→


n

i
ii xcsenlím

1

2

0
 en  4,0  . 

 11. Determine la integral definida asociada a 

la región del plano. 

a. 

R

x4 6 82

2

y

0

 f ( x ) =  4

 x  = 7  
 

b. 

x

R

2

1- 1

1

y

0

 f ( x ) =  2 - x

 
c.                                  

R

x42

2

4

y

0

 f ( x ) = - 5/4 x + 5

 
d. 

- 2 x

RR

2

4

2

2

y

0

 f ( x ) =  x
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e. 

R

 f ( x ) =   x - 1

x1

1

2 4

y

0  
 

 12. Utilice sumas de Riemann y verifique. 

a. ( )abcdxc
b

a
−= . 

b. 
2

22 abdxx
b

a

−
= . 

c. 
3

33
2 abdxx

b

a

−
= . 

d. Cuál es el valor de la integral dxx
b

a

n
 , 

suponga que n  es un número natural.  

 

13. ¿Cuáles integrales proporcionan el área 

de la región del plano correspondiente? 

Justifique su respuesta. 

a. ( )dxx +
4

1
2 .        

b. ( )dxx− +
4

1
12 .        

c. ( ) dxx− −
1

1

32 .       

d. dxxsen


2
3

0
. 

e. dx
x −

5

2 1
1

. 

f. ( )dxxcos −4

0



. 

g. dx
x−

1

1

1
. 

 

14. ¿Existe dx
x− −

3

3 2
1

? , ¿Cuánto vale? 

 

 
15. ¿Existe dx

x
x

− −
−3

3 2
2

?, sí existe, ¿cuánto 

vale? 

 

16. ¿Es integrable f  sobre el intervalo? 

Explique. 

a. ( )
2

3
−

=
x

xf , en  4,0 . 

b. ( )
2

3
−

=
x

xf , en  6,3 . 

c. ( )
2
42

−
−

=
x

xxf , 2x , en  6,3 . 

d. ( )
2
42

−
−

=
x

xxf , en  6,0 . 

 

17. Represente en el plano cartesiano las 

regiones asociadas, suponga que 0x . 

a. ( ) =
x

dt
t

xF
1

1
.        

c. ( ) 
−=

x
xdtexH

1

.        

b. ( ) 
−

=
x

dtxG
2

6 .        

d. ( ) ( )
−

−=
x

x dtexI . 

 

18. Determine dos funciones f  y g  tales 

que ( ) ( )( )xgfxF = . 

a. ( ) 
+

=
12

1

x
dttcosxF . 

b. ( ) ( )
+
−=

1

2
23

enx
txF . 

c. ( ) 
+− +=

238

2

53
xx t dttxF . 

d. ( ) 
+

−
=

xe
dt

tsen
xF

1

2 3
4

. 
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19. Construya una “función integral” tal que: 

a. Proporcione el área de un triángulo 

rectángulo. 

b. Proporcione el área de un triángulo 

equilátero. 

c. Proporcione el área de un trapecio. 

d. Proporcione el área de un semicírculo. 

e. Proporcione el área de una semielipse. 

 

20. Suponga,   

4
813

0

3 = dxx  , 9
3

0

2 = dxx  y 

 3
3

0
= dx y determine: 

a. ( )dxxx −
3

0

23 32 . 

c. dxx 






 +
3

0

2 3
3
1

.         

d. ( )dxxx −
3

0

32 32 . 

e. ( )dxx +
3

0

2 2 .              

f. ( )dxxx −+
3

0

23 524 . 

 

21. Sean  

( ) 2
1

0
= dxxf   

y  

( ) 1
4

1
−= dxxf , 

 determine: 

a. ( )dxxf
4

0
.                  

b. ( )dxxf−
4

4
.             

c. ( )dxxf−
0

4
.  

d. ( )dxxf−
1

4
. 

 

 22. Escriba como una sola integral. 

a. ( ) ( )dxxfdxxf 
−

−−
−

5

3

1

3
. 

b. 

( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf 
−

−−
++

4

5

3

2

2

4
. 

c. ( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf  +−
−

5

4

3

4

3

3
. 

d. ( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf 
−

−−
−+

5

2

2

2

2

2
. 

 

23. Determine ( )mf  y ( )Mf para f  

definida sobre  ba ,  tal que  

( )( ) ( ) ( )( )abMfdxxfabmf
b

a
−−  . 

Donde ( )mf  y ( )Mf  son los valores 

mínimo absoluto y valor máximo absoluto, 

respectivamente 

de  ( )xf  sobre  ba , . 

a. ( ) 12 += xxf  sobre  3,1 . 

b. ( ) 2+−= xxf  sobre  4,1− . 

c. ( ) ( )21−= xxf  sobre  3,0 . 

d. ( ) ( )224 −−= xxf  sobre  2
7,1 .  

 

24. Determine el o los valores que garantiza 

el teorema del valor medio para integrales. 

a. ( ) 42 += xxf  sobre  4,0 . 

b. ( ) 23 −= xxf  sobre  6,2 . 

c. ( ) 21 xxf −=  sobre  2,1− . 

d. ( ) 122 +−= xxxf  sobre  2,2− . 

 

25. Determine el valor medio de la función 

sobre el intervalo indicado. 

a. ( ) 3+−= xxf  sobre  2,2− . 

b. ( ) 2
3
1

−= xxf  sobre  5,1 . 

c. ( ) ( )21+= xxf  sobre  4,2− . 

d. ( ) ( )212 −−= xxf  sobre  0,4− . 
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26. Verifique que (trace la curva 

correspondiente al integrando y luego utilice 

la proposición 2.5)  

a. dx
x

dx
x  +


2

1

2

1 1
11

.   

b. dxxdxx  
1

0

21

0

3 . 

c. dxxdxx  
5

2

25

2

3 .      

d. dxxdxx  
5

2

35

2

4 . 

 

27. Utilice el teorema fundamental del 

cálculo y obtenga ( )xF  .  

a. ( ) ( ) −=
x t dttlnexF

1
.     

b. ( ) ( ) −−=
x

ttxF
2

2 2 . 

c. ( )  








+
+

=
x

dt
t
txF

2 2
1

. 

d. ( )  −
+

=
x

dt
tsen
tcos4xF

2 3
. 

 

28. Suponga que ( ) =
x

dt
t

xln
1

1
. 

a. Calcule ( ).1ln            

b. ( ).xln
dx
d

. 

c. Verifique que ( ) =
x

dt
t

xln
1

1
 es 

creciente. 

d. Verifique que la función ( ) =
x

dt
t

xln
1

1
  

es cóncava hacia arriba. 

 

 

 29. Utilice el teorema fundamental del cálculo 

y la regla de la cadena para obtener ( )xF  . 

a. ( ) 
+

=
12

1

x
dttcosxF . 

b. ( ) ( )
+
−=

1

2
23

enx
txF . 

c. ( ) 
+− +=

238

2

53
xx t dttxF . 

d. ( ) 
+

−
=

xe
dt

tsen
xF

1

2 3
4

. 

30. Determine los valores extremos y 

analícelos. 

a. ( ) ( ) −=
x

dttxF
2

21 . 

b. ( ) ( ) ++=
x

dtttxF
2

2 12 . 
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ACTIVIDADES   2.2
 

 

1. Longitud de una curva 

Es posible calcular la longitud de una curva 

(que posee ciertas características como la 

estar asociada a una función derivable) 

utilizando algunas de las ideas desarrolladas 

en la presente sección. 

a. Trace una curva suave y continua en el 

plano cartesiano. 

b. Seleccione una parte de curva, para ello 

utilice dos rectas verticales que contengan 

los extremos de la curva y los extremos del 

intervalo  ba ,  que la definen. 

c. Aproxime la parte de la curva de f  

seleccionada por n  segmentos de recta 

cuyos puntos terminales sean las imágenes 

de los puntos de la partición 

bxxxxa nn == −110  . 

d. El segmento i  está limitado por las 

imágenes de los extremos  ii xx ,1− , es 

decir los puntos ( )( )11 , −− ii xfx  y 

( )( )ii xfx , , utilice la “fórmula para 

calcular la distancia entre dos puntos” y 

calcule la longitud de este segmento. 

e. Suponga que 1−−= iii xxx  y que 

( ) ( )1−−= iii xfxfy  y transforme la 

expresión obtenida en el inciso anterior. 

f. Ahora establezca la relación (que incluye 

una suma finita) que aproxima la suma de 

todos los segmentos de aproximación 

señalados en el inciso c. y obtenga 

( )i

n

i i

i x
x
y

l 













+

=1

2

1 . 

 

 g. Observe que la aproximación es mejor 

cuando +→n (es decir 0→x ) y 

recuerde que por el teorema del valor medio 

que en  ii xx ,1−  existe ic  tal que 

( )i
i

i cf
x
y

'=



, verifique que  

( )( ) ( )i

n

i
in

xcflíml += 
=

+→ 1

2'1  

h. ¿Por qué  ( )( ) dxxfl
b

a
 += 2'1 ? 

 

2. Longitudes de curvas 

Utilice la relación ( )( ) dxxfl
b

a
 += 2'1  

y calcule: 

a. La longitud de la curva definida por  

( ) 2
3

xxf =  sobre   4,0 . 

b. La longitud de la curva definida por  

( ) 2
3

61 xxf +=  sobre   2,1 . 

c. La longitud de la curva definida por  

( ) xxf =  sobre   2,2− . 

3. En cada caso utilice el teorema 

fundamental del cálculo y calcule  ( )xF ' : 

a.  ( ) 
+

=
12

0

2
x

dttxF .       

b.  ( ) 
+

=
12

2
x

x

dttxF . 

 c.  ( )
( )

=
xg

a

dttxF 2 .      

d.  ( )
( )

( )

=
xg

xh

dttxF 2 . 

 



UNIDAD   2    La integral definida 100 

4. Volumen de una esfera 

a. La figura muestra una esfera de radio a , 

sobre ella se encuentra un cilindro de altura  

dx , ¿cuál es el área de la base del cilindro? 

- a

a

a

r

xdx0

x

a r

     

b. ¿Cuál es el volumen del cilindro? 

c. De acuerdo con la figura de la derecha 

verifique que la relación entre a , x  y r  es 
222 xar −= . 

d. En consecuencia, ¿el volumen del cilindro 

en función de x  es? 

e. Verifique que el volumen de la esfera es 

( )dxxav
a

a

−

−= 22 , evalúe. 

 

  

 



APLICACIONES DE LA 

                      INTEGRAL DEFINIDA

                

2.3
 

 

APRENDIZAJES 

El alumno: 

12. Interpreta la solución de un problema, 

como el cálculo del área bajo una curva. 

 13. Aplica el teorema fundamental del cálculo. 

 

TEMÁTICA 

Aplicaciones de la integral definida: 

i. Área comprendida entre dos funciones.  

ii. Cálculo de la distancia a partir de la velocidad. 

iii. Cálculo de una población a partir de su tasa instantánea de crecimiento o decrecimiento. 

 

La integral definida  

( )dxxf
b

a  

se vincula con el área de regiones del plano cartesiano, sin embargo, tal interpretación requiere 

tener en cuenta el signo de la función f  sobre el intervalo de interés. 

i.  Si la función f  es positiva e integrable sobre el intervalo  ba , , entonces el número  

( )dxxf
b

a  
Coincide con el número de unidades de área de la región limitada por las rectas de ecuaciones 

ax = , bx = , el eje de las x  y la curva asociada a f , figura 2.46.a. 

ii. Por otra parte, si f  es negativa e integrable sobre el intervalo  

 ba , , entonces 

 el número  

( )dxxf
b

a  
es negativo y, por tanto, ( )dxxf

b

a−  

es positivo, y es el número de unidades cuadradas de la región, del plano cartesiano limitada por las 

líneas rectas de ecuaciones ax = , bx = , el eje de las x  y la curva asociada a f− , vea la figura 

2.46.b. 

iii. Si la función f  es en parte positiva y en parte negativa sobre  

 ba , , 

de modo que existe el número 0x  donde la curva de f  corta al eje, figura 2.46.c., el número  

( )dxxf
b

a  
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es la diferencia entre el área definida por la parte positiva de f  y su parte negativa, entonces para 

obtener el área de una región con estas características debemos determinar 0xx =  y posteriormente 

calcular las integrales  

 
( )dxxf

x

a
0

 
y ( )dxxf

b

x 0
 

para posteriormente sumar los valores absolutos resultantes. 

x

x

xx0
+

+-

-

f

f

f

y y y

0

0

0

x = a

x = a

x = a

x = b

x = b

x = b

 
                         a.                                                         b.                                                             c. 

 

FIGURA 2.46 

 

EJEMPLO 2.33 (ÁREA DE UNA REGIÓN) 

a. La región del plano cartesiano R  definida por ( ) 4−= xxf  y el intervalo  4,2−  se 

encuentra por abajo del eje x  figura 2.47, entonces 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 222

4

2

24

2

18242
2
1444

2
1

4
2
14

u

xxdxxRA

=















 −−−−






 −−=








 −−=−−=
−

−
. 

x
R

- 4

4- 2

2

y

0

 f ( x ) = x - 4

 
FIGURA 2.47 

 

b. El área de la región del plano cartesiano R  definida por la curva asociada a ( ) 3

3
1 xxf =

 
sobre 

el intervalo  2,1− , se calcula dividiendo la región R  en las subregiones 1R  y 2R , vea la figura 

2.48 y observe que a la izquierda de 00 =x  la función f  es negativa y que a su derecha es 

positiva. 
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x2

- 1

- 1

1

2

y

0

 
 

FIGURA 2.48 

 

Esto implica ( ) dxxdxxRA  +−=
−

2

0

30

1

3

3
1

3
1 2u . 

Dado que 

12
1

12
10

12
1

3
1 0

1

40

1

3 −=−=






−=
−

− xdxx  y 
12
160

12
16

12
1

3
1 2

0

42

0

3 =−=






= xdxx ,  

entonces 

( )
12
17

12
16

12
1

=+=RA 2u . 

c. Para determinar el área de la región R  del plano cartesiano definida por la curva asociada a 

( ) 24 xxf −=  sobre el intervalo  3,3− , notemos que ( ) 04 2 =−= xxf  sí 201 −=x  y 

202 −=x . Dividamos la región R  en las subregiones 1R , 2R  y 3R , (la figura 2.49 muestra que las 

regiones 1R  y 3R  se encuentran por abajo del eje x ), por tanto, 

( ) ( ) ( ) ( )dxxdxxdxxRA  −−−+−−=
−

−

−

3

2

22

2

22

3

2 444 . 

Puesto que 

( )  
3
7912

3
88

3
144

2

3

32

3

2 −=+−−






 +−=






 −=−
−

−

−

− xxdxx  

( )
3

32
3
88

3
88

3
144

2

2

32

2

2 =






 +−−






 −=






 −=−
−

− xxdxx  

( )  
3
7

3
88912

3
144

3

2

33

2

2 −=






 −−−=






 −=− xxdxx , 

entonces 

( )
3

46
3
7

3
32

3
7

=






 −−+






 −−=RA 2u . 

 



UNIDAD   2       La integral definida 104 

x
- 4

- 4

R

R

R

4- 2 2

4

3

2

1

y

0

 
FIGURA 2.49 

 

 

Es posible calcular el área de regiones del plano cartesiano de mayor complejidad que las 

tratadas hasta ahora, por ejemplo, determinar el área de una región encerrada por dos curvas no 

rectas, situación que trataremos a continuación. Para este efecto, el proceso a seguir consiste en 

trazar un “rectángulo generatriz” iR , vea la figura 2.50, en la región de interés y luego utilizar la 

integral definida para “sumar” las áreas de todos los rectángulos que componen la región de interés. 

Sean f  y g  funciones tales que gf   e integrables sobre el intervalo  ba , , vea la figura 

2.50.  Sea R  la región limitada por las líneas rectas de ecuaciones ax = , bx =  y las curvas 

asociadas f  y g . La base del rectángulo generatriz es x  y su altura mide infsup yyh −= , por 

tanto, su área es  

( ) ( )  xxgxf − . 

La “suma” de las áreas de todos los rectángulos entre ax =  y bx =  está dada por 

( ) ( ) ( ) dxxgxfRA
b

a −= . 

x x

f f

g g

Δx

y y

0 0
x = a x = ax = b x = b

 sup

 inf

 (  x , y    )

 (  x , y    ) 

 
 

FIGURA 2.50 
 

Al desplazar horizontalmente el rectángulo generatriz iR  sobre  ba ,  se “barre” toda la 

región R , por tanto, la relación  

( ) ( ) ( ) dxxgxfRA
b

a −=  



UNIDAD   2.3   APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 105 

es válida; sin importar si las curvas asociadas a f  y g están por encima o por debajo del eje x . 

 

f

f f

g

g
g

R

R R

x

x

x

y y y

0

0

0

x = a

x = a

a

x = b

x = b

b

 
                             a.                                             b.                                                            c. 

FIGURA 2.51 

 

Para determinar el área limitada por dos curvas, es necesario verificar que se cumple la relación 

gf   sobre el intervalo  ba , , geométricamente se observa que la curva asociada a f  se 

encuentra “por encima” de la curva asociada a g . 

 

EJEMPLO 2.34 (ÁREA ENTRE DOS CURVAS) 

a. Las curvas asociadas a  

( ) xxf = , ( ) 12 −= xxg , 0=x  y 1=x  

definen la región mostrada en la figura 2.52, note que se cumple gf   sobre el intervalo  1,0 , 

por tanto,  

( ) ( )  ( )
3
211

3
2

3
21212

1

0

231

0

1

0
=+−=







 +−=+−=−−=  xxxdxxxdxxxRA 2u . 

 

 f ( x ) =   x

x

R

- 1

1

1

2

y

0

 g ( x ) =  2x - 1

 
 

FIGURA 2.52 

 

b. La figura 253 muestra la región del plano limitada por las curvas asociadas a ( ) 12 += xxf , 

( ) xxg = , 0=x  y 2=x . 
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x

R

2

1

5

y
 f ( x ) =  x + 1

 x  = 2

 g ( x ) =  x

 
 

FIGURA 2.53 

 

Note que sobre el intervalo  2,0  la curva asociada a  ( ) 12 += xxf  se encuentra encima 

de la curva asociada a ( ) xxg = , por tanto, 

( )   ( )
3
80

2
10

3
022

3
8

2
1

3
11

2

0

232

0

2 =






 −+−






 −+==






 −+=−+=  xxxdxxxRA 2u . 

 
 

Cuando el desplazamiento horizontal del rectángulo iR  sobre  

 ba ,  
no “barre” toda la región R , el método antes descrito no se aplica, sin embargo, en ocasiones es 

posible determinar el área de la región R  utilizando rectángulos horizontales. Si la región del plano 

cartesiano está acotada por dos curvas (de manera que una de ellas se encuentre a la derecha de la 

otra) vea la figura 2.54, el rectángulo generatriz tiene área  

( ) ( )  yygyf − , 

por tanto, la suma de las áreas de todos los elementos entre c  y d  es 

( ) ( ) ( ) dxygyfRA
d

c −=  

 

x = y f (  )

x = y f (  )

x = y f (  )

x = g y  (  ) x = g y  (  ) x = g y  (  )
x x x

y y y

Δy Δy ΔyΔy Δy Δy

c c c

d d d

 
 

FIGURA 2.54 
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EJEMPLO 2.35 (ÁREA ENTRE DOS CURVAS) 

Las curvas asociadas a xy =2  y 2=− yx  se intersecan cuando 

22 += yy  , es decir, sí 022 =−− yy , 

lo cual implica 1−=y  y 2=y . En la figura 2.55, la curva asociada a 2=− yx  se encuentra a la 

derecha de la curva asociada a xy =2 , por tanto, conviene rescribir las funciones en términos de la 

variable y , obtenemos 

( ) 2+= yyf  y también ( ) 2yyg = ,  

entonces 

( ) ( ) 
2
9

3
2

2
2

2

1

322

1

2 =







−+=−+=

−
−

yyydxyyRA 2u . 

 

 x = y

 x - y = 2

x
R

- 1

2

2 2

4

y

0

 
 

FIGURA 2.55 
 

 

 

Si se conoce la función que describe el movimiento de un objeto, utilizando los elementos del 

cálculo diferencial es posible determinar su velocidad (o en su caso la rapidez), basta con obtener la 

derivada (o razón de cambio instantáneo) de la función movimiento y evaluarla en un tiempo 

específico. En cálculo integral, se opera de manera inversa, es decir, a partir de la función que 

describe la velocidad del objeto en movimiento, es posible analizar el comportamiento de su posición 

o el cambio en ella; sin embargo, es necesario tener en cuenta que términos distancia y 

desplazamiento (aunque en el lenguaje ordinario se utilizan como sinónimos), tienen distinto 

significado. En Matemáticas y Física la distancia se refiere a cuanto espacio (longitud) recorre un 

objeto durante el tiempo en que se mueve.  Por ejemplo, en la figura 2.56 un móvil parte del punto 

A ,  se mueve sobre la trayectoria: 8  metros al norte, 14  metros al este y finalmente 8  metros al sur, 

entonces la distancia total que ha recorrido es 30  metros, sin embargo, el móvil únicamente se ha 

desplazado 14  metros en dirección al este. 
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A

8 metros

14 metros

8 metros

B 
 

FIGURA 2.56 

 

EJEMPLO 2.36 (DISTANCIA RECORRIDA Y DESPLAZAMIENTO) 

Los objetos A , B , C  y D  se mueven de acuerdo con las trayectorias mostradas en la figura 2.57. 

 

0 10 40 7020 50 8030 60 90

A
B

metros
D

C

 
 

FIGURA 2.57 

 

a. El objeto A  recorre una distancia de 60  metros, también se desplaza 60  metros en dirección 

positiva. 

b. El objeto B  recorre una distancia de 50  metros, sin embargo, se desplaza 509040 −=−  metros 

en dirección negativa. 

c. El objeto C  recorre una distancia de 902070 =+  metros, pero se desplaza 502070 =−  metros 

en dirección positiva. 

d. El objeto D  recorre una distancia de 100302050 =++  metros, pero solo se desplazado 60  

metros en dirección positiva. 
 

 

 

EJEMPLO 2.37 (DESPLAZAMIENTO E INTEGRACIÓN) 

Un objeto se mueve en una línea recta con velocidad ( ) ttv −= 6  metros por segundo, t  

representa el tiempo en segundos, vea la figura 2.58. Si la velocidad del objeto es positiva significa 

que se mueve hacia la derecha, en caso contrario se mueve a la izquierda. 
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0

 (  ) =  v t 6 - t
 6

 - 6

 6

 v

 t

 
FIGURA 2.58 

a. Su desplazamiento (es decir, el cambio en su posición) entre los 0  y los 6  segundos es  

( ) 181836
2

66
6

0

26

0
=−=








−=−

ttdtt  metros. 

La distancia que ha recorrido entre los 0  y los 6  segundos es  

( ) 181836
2

66
6

0

26

0
=−=








−=−

ttdtt  metros. 

b. Su desplazamiento (el cambio en su posición) entre los 0  y los 12  segundos es  

( ) 0
2

66
12

0

212

0
=








−=−

ttdtt  metros. 

La distancia que ha recorrido entre los 0  y los 12  segundos es  

( ) ( ) 3666
12

6

12

0
=−−−  dttdtt  metros (verifíquelo). 

c. Su desplazamiento (el cambio en su posición) entre los 0  y los 10  segundos es  

( ) 105060
2

66
10

0

210

0
=−=








−=−

ttdtt  metros. 

La distancia que ha recorrido entre los 0  y los 10  segundos es  

( ) ( ) 44836
2

6
2

666
10

6

26

0

210

6

6

0
=+=








−−








−=−−− 

ttttdttdtt  metros. 

d. Su desplazamiento (es decir, el cambio en su posición) entre los 2  y los 8  segundos es  

( ) 6
2

66
8

2

28

2
=








−=−

ttdtt  metros. 

La distancia que ha recorrido entre los 2  y los 8  segundos es  

( ) ( ) 1028
2

6
2

666
8

6

26

2

28

6

6

2
=+=








−−








−=−−− 

ttttdttdtt  metros. 
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EJEMPLO 2.38 (INTEGRACIÓN Y CRECIMIENTO) 

a. El modelo ( ) tetP 2877.0155.43= , t  en horas, proporciona el crecimiento de una población de 

bacterias al tiempo t . 

Las unidades de la función ( ) tetP 2877.0155.43=  son “bacterias / horas”, por tanto, el producto 

( )tPt   tiene unidades de bacterias, es decir, para obtener el número de bacterias es necesario 

integrar. 

i. El total de baterías estimadas pasando las 3  horas son  

( )   206150155.43
3

0

2877.03

0

2877.0 =
tt edte  bacterias. 

ii. El número de bacterias en el cultivo entre las 2  y las 5  horas es 

( )   366150155.43
5

2

2877.05

2

2877.0 =
tt edte  bacterias.  

b. Si el modelo ( ) tetM 64025.0564.2= , describe la rapidez de desintegración de la masa (en 

gramos) de cierto material radiactivo por año, entonces sus unidades son “gramos / año”. Por tanto, 

el producto ( )tMt   tiene como unidades los gramos, es decir, para conocer  la cantidad de masa 

del material radiactivo a los t  años se requiere integrar la función ( ) tetM 64025.0564.2= . 

i. La cantidad de masa del elemento radiactivo a los dos años es  

( )   262.5100564.2
2

0

02564.02

0

64025.0 =
tt edte  gramos. 

ii. La cantidad de masa del elemento radiactivo entre los dos y los cuatro años es  

( )   539.5100564.2
4

20

02564.04

2

64025.0 = −


tt edte  gramos. 

c. La función ( ) tetX 366.036.693=  modela la rapidez de crecimiento de cierta familia de bacterias 

en términos del tiempo ( t  en horas). 

i. ¿Cuál es el tamaño de la familia a los 90  minutos? 

( )   13865.189436.693
5.1

0

366.05.1

0

366.0 =
tt edte  bacterias. 

ii. ¿Cuál es el número de bacterias en la familia entre la primera y la tercera hora? 

( )   29485.189436.693
3

01

366.03

1

366.0 =
tt edte  bacterias. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS   2.3
 

 

1. Trace la región y determine su área. 

a. ( ) 4+= xxf , ( ) 2=xg , y las líneas 

rectas de ecuaciones 0=x  y 4=x . 

b. ( ) 32 += xxf , ( ) 1=xg , y las líneas 

rectas de ecuaciones 2−=x  y 3=x . 

c. ( ) 4=xf , ( ) 21 xxg −= , y las líneas 

rectas de ecuaciones 1=x  y 3=x . 

d. ( ) xxf 2= , ( ) 21 xxg −= , y las líneas 

rectas de ecuaciones 1=x  y 3=x . 

 

2. Trace la región y determine su área. 

a. ( ) xxf = , el eje x , y las líneas rectas de 

ecuaciones 2−=x  y 2=x . 

b. ( ) 22 += xxf , el eje x , y las líneas 

rectas de ecuaciones 4−=x  y 3=x . 

c. ( ) 42 −= xxf , el eje x , y las líneas 

rectas de ecuaciones 4−=x  y 3=x . 

d. ( ) 31 xxf += , el eje x , y las líneas 

rectas de ecuaciones 2−=x  y 2=x . 

 

3. Trace la región y determine su área. 

a. ( ) xsenxf = , el eje x , y las líneas 

rectas de ecuaciones 0=x  y =x . 

b. ( ) xsenxf = , el eje x , y las líneas 

rectas de ecuaciones 2
−=x  y 2

=x . 

c. ( ) xcosxf = , el eje x , y las líneas 

rectas de ecuaciones 2
−=x  y 2

=x . 

d. ( ) xcosxf +=1 , el eje x , y las líneas 

rectas de ecuaciones 0=x  y 2=x . 

 

4. Trace la región y determine su área. 

a. ( ) 2xxf =  y ( ) 6+= xxg . 

b. ( ) xxf 2=  y ( ) 2xxg = . 

 c. ( ) xxf 2=  y ( ) xxxg −= 2 . 

d. ( ) xxf =  y ( ) ( )2−= xxxg . 

 

5. Trace la región y determine su área. 

a. 2yx =  y 2=− yx . 

b. 24 yx −=  y 2−= yx . 

c. xy =2  y 123 =− yx . 

d. 3xy =  y xy = . 

 

6. Un objeto se mueve en línea recta (de 

izquierda a derecha) con la velocidad 

( ) 24 ttv −=  metros por segundo, si t  

representa el tiempo, determine: 

a. El desplazamiento y la distancia 3  

segundos después.  

b. El desplazamiento y la distancia a los 4  

segundos.  

c. El desplazamiento y la distancia entre los 

4  y los 6  segundos. 

 

7. Un objeto se mueve en línea recta (de 

izquierda a derecha) con la velocidad 

( ) 225 ttv −=  metros por segundo, si t  

representa el tiempo, determine: 

a. El desplazamiento y la distancia a los 3  

segundos.  

b. El desplazamiento y la distancia a los 4  

segundos.  

c. El desplazamiento y la distancia entre los 

4  y los 6  segundos. 

 

8. Una partícula se mueve a lo largo de una 

recta, de modo que su velocidad es

( ) 822 −−= tttv  metros por segundo. 
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a. Determine el desplazamiento de la 

partícula entre los 1 y los 6 segundos. 

b. Determine la distancia recorrida en el 

lapso de 1  y los 6  segundos. 

 

9. La función ( ) tetp 229.0916= ,  describe la 

rapidez de crecimiento del número de 

anfibios en cierto lago en el mes t . 

a. Calcule la cantidad de individuos a los 6  

meses.  

b. Calcule la cantidad de individuos entre los 

6 meses y un año. 

 

10. El modelo ( ) tetp 15.02250= , describe 

la rapidez de crecimiento de una inversión a 

los t  años. 

a. Determine el valor de la inversión a los 5  

años.  

b. Determine el valor de la inversión entre los 

3  y los 6  años.  

 11. La función ( ) tetp 01.000001=  describe 

la rapidez de cambio del valor de un 

inmueble con el transcurso del tiempo, t  

representa el número de años transcurridos. 

a. Determine el valor del inmueble a los 10
años.  

b. Determine el valor del inmueble entre los 

4  y los 5  años.  

 
 



 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROPÓSITOS 
 

Establecerá mediante el análisis de situaciones de 
variación la integral de diversas funciones, utilizará 
las fórmulas inmediatas y algunos métodos de 
integración. 

 
 
 
 

CONTENIDO 
 
1. Métodos de integración 
2. Problemas contextualizados 
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MÉTODOS DE  

                INTEGRACIÓN3.1
 

 

APRENDIZAJES 
El alumno: 

1. Explica el carácter inverso de las 
operaciones de derivación e integración para 
obtener las fórmulas inmediatas de integración. 
2. Reconoce la relación existente entre la 
antiderivada y la integral indefinida, así como 
su notación. 
3. Utiliza la condición inicial para encontrar el 
valor de la constante de integración. Reconoce 
que al modificarse la condición inicial las 
funciones difieren. 
5. Identifica la fórmula de la integral inmediata 
que requiere utilizar para resolver una integral 
dada. 

 6. Construye una tabla de integrales 
inmediatas que incluyan funciones 
trigonométricas y exponenciales. 
7. Realiza las simplificaciones algebraicas 
pertinentes para convertir una integral a una 
forma inmediata.  
Identifica y realiza el cambio de variable 
apropiado para resolver una integral más 
sencilla.  
8. Reconoce que el método de integración por 
partes amplía las posibilidades para integrar 
algunos productos de funciones. 

 

TEMÁTICA 

i. Fórmulas inmediatas de integración. 

ii. Relación entre la condición inicial y la constante de integración. 

iii. Métodos de integración:  

Cambio de variable.  

Integración por partes. 

 

En la unidad 2 deducimos, formalizamos y justificamos la propiedad más importante del Cálculo, 

propiedad que vincula al Cálculo Integral y el Cálculo Diferencial, esta propiedad es el “TEOREMA 

FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO”, nuevamente la reproducimos puesto que será fundamental en el 

desarrollo de la presente sección. 

 

PROPOSICIÓN 2.7 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO, PRIMERA PARTE) 

Si la función f  es integrable sobre el intervalo  ba , , entonces la función ( ) ( )dttfxF
x

a=  

definida sobre  ba ,  es derivable en cada punto del intervalo ( )ba ,  y ( ) ( )xfxF = ”. 

 

Informalmente, el Teorema Fundamental del Cálculo, afirma: el “operador derivada” y el 

“operador integral” son inversos entre sí, es decir, ( ) ( )xfdttf
dx
d x

a
=








 . La expresión 

anterior indica que si se integra la función f  y posteriormente se deriva la función resultante, se 
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obtiene la función original f , así, el propósito que engloba a todos los aprendizajes a cubrir en la 

presente sección es  

 

a partir de la función derivada f , determinar la función f   

(función primitiva o función antiderivada) 

 

Para reflexionar 

¿La antiderivada de una función es única? Explique. 

 

La derivada (concretamente la función derivada) suele interpretarse en términos de la razón de 

cambio instantáneo de la función f  al cambiar la variable x ; situación en la que resulta más 

conveniente el uso de la notación de Leibniz: 

( )xf
dx
df = , se interpreta “de f  en de x ”. 

El proceso de obtención de una función a partir de su función derivada se denomina 

antiderivación o integración y a la función obtenida se le llama: integral, antiderivada o primitiva. 

 

DEFINICIÓN 3.1 (INTEGRAL ANTIDERIVADA O PRIMITIVA) 

Si ( ) ( )xfxF =  para toda x  en el intervalo I , entonces la función F  es la antiderivada o 

primitiva de la función f , sobre el intervalo I ,  

 

La figura 2.1 muestra la relación entre los procesos de integración y derivación. 

 

f ( x ) f ’ ( x )

f ’ ( x )dx

a
a

f ( x + Δx ) - f ( x ) lím
Δx  0   Δx

al aplicar al aplicar

se obtiene

se obtiene

→ ∫

∫
 

 

FIGURA 3.1 
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EJEMPLO 3.1 (ANTIDERIVADAS) 

a. Antiderivadas de la función ( ) 8=xf  son las funciones: 

( ) 581 += xxF , ( ) 1282 −= xxF , ( )
8
583 += xxF  y ( ) −= xxF 84 , 

entre otras, en general, si C  es “una constante”, entonces ( ) CxxF += 8  es la función 

antiderivada de ( ) 8=xf , puesto que  

( ) 88 =+Cx
dx
d

. 

b. Antiderivadas de la función ( ) 52 −= xxf  son las funciones 

( ) 452
1 +−= xxxF , ( ) 652

2 −−= xxxF  y ( )
4
352

3 +−= xxxF , 

entre otras, en general, para cualquier constante C , ( ) CxxxF +−= 52  es antiderivada de 

( ) 52 −= xxf , puesto que  ( ) 5252 −=+− xCxx
dx
d

. 

c. Antiderivadas de la función 

( ) xexf =  son las funciones ( )
2
1

1 += xexF , ( ) 3002 −= xexF  y ( ) aexF x 63 += , 

entre otras. En general, si  C  es una “constante”, entonces ( ) CexF x +=  es antiderivada de 

( ) xexf = , puesto que  

( ) xx eCe
dx
d

=+ . 

 
 

Para Reflexionar 

¿Puede generalizar los resultados señalados en el ejemplo 3.1? 

 

Observe que una función, antiderivable, tiene asociada un gran número de funciones 

antiderivadas, mismas que difieren en una constante. 

 

PROPIEDAD 3.1 (ANTIDERIVADA O PRIMITIVA) 

F  y G  son (funciones) antiderivadas o primitivas de f  en el intervalo I  si y sólo si 

( ) ( ) CxFxG +=  para toda x  en el intervalo I , donde C  es una constante. 

 

EJEMPLO 3.2 (FUNCIONES CON LA MISMA DERIVADA)  

Si F  y  G  son (funciones) antiderivadas o primitivas de f , entonces ( ) ( ) CxFxG += . 

1. Sea la función  

( ) ( ) ( )xGxFxH −=  

derivable en el intervalo I . 
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2. Puesto que ( )xF  y ( )xG  tienen la misma derivada, entonces 

( ) ( ) ( ) 0=−= xGxFxH , 

3. Esto significa ( ) 0= xH  y como consecuencia ( ) CxH = . 

4. De las observaciones hechas en los incisos 1. y 3. concluimos ( ) ( )xGxFC −= . 

5. Es decir,  

( ) ( ) CxGxF += , 

las funciones ( )xF  y ( )xG  difieren en la constante C . 
 

 

El teorema 3.1 afirma: si la función f  es antiderivable, entonces tiene asociado un conjunto de 

antiderivadas (llamado familia de antiderivadas), que se obtiene al agregar una constante C  a una 

antiderivada conocida; la constante C  se llama constante de integración. 

 

EJEMPLO 3.3 (FAMILIA DE FUNCIONES) 

a. Note que  

( ) 23 3xx
dx
d

= , 

entonces la familia de antiderivadas de la función es ( ) 23xxf =  es 

( ) CxxF += 3 . 

b. Puesto que  

( ) xcosxsen
dx
d

= , 

entonces la familia de antiderivadas de la función ( ) xcosxf =  es  

( ) CxsenxF += . 

c. Si ( ) xx e
x

exln
dx
d

+=+
1

, la familia de antiderivadas de la función  

( ) xe
x

xf +=
1

 

es la función  

( ) CexlnxF x ++= . 
 

 

EJEMPLO 3.4 (FAMILIA DE FUNCIONES) 

a. Si ( ) aax
dx
d

= , entonces la familia de antiderivadas de la función 

( ) axf =  

es ( ) CaxxF += . 

b. Dado que  
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baxbxax
dx
d

+=










+

2

2

, 

entonces la familia de antiderivadas de la función ( ) baxxf +=  es ( ) CbxaxxF ++=
2

2

. 

 

 

Si la función ( )xf  es antiderivable y su antiderivada es la familia de funciones 

( ) ( ) CxFxG += , 

a cada valor específico asignado a la constante C , corresponde una función distinta a las otras, sin 

embargo, el trazo de las curvas asociadas que tienen asociadas se obtiene trasladando 

verticalmente una de ellas, vea la figura 3.2. 

 

G ( x ) = F ( x ) + C

C

C

G ( x ) = F ( x ) + C

G ( x ) = F ( x ) + C

xO

y

1

2
22

1 1

 
 

FIGURA 3.2   

 

En ocasiones es necesario, seleccionar una función específica de una familia de funciones 

antiderivadas, para ello se establece la condición que debe cumplirse y se dice que se resuelve un 

problema de condición inicial. 

 

EJEMPLO 3.5 (SELECCIÓN DE LA FUNCIÓN ESPECÍFICA) 

a. Si ( ) 3=xf  y su antiderivada contiene al punto ( )1,0p , entonces:  

i. Su antiderivada es ( ) CxxF += 3 . 

ii. El hecho de que la antiderivada incluya al punto ( )1,0p  significa: si 0=x , entonces 

( ) 1=xF , por tanto, ( ) C+= 031  y 1=C . 

La antiderivada correspondiente es  

( ) 13 += xxF . 

b. Determinemos la función ( )xF  que satisface ( ) 01 =F  y tiene como derivada ( )
4
3

−= xF . 
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i. La familia de antiderivadas es ( ) CxxF +−=
4
3

. 

ii. La condición ( ) 01 =F  indica: si ( ) 0=xF  y 1=x , por tanto, ( ) C+−= 1
4
30  y  

4
3

=C ,  

y como consecuencia ( )
4
3

4
3

+−= xxF . 

c. Si ( ) 5+= xxf  y su función antiderivada contiene al punto ( )2,1p , entonces 

( ) CxxxF ++= 5
2

2

. 

la condición “contiene al punto ( )2,1p ” significa: si 1=x , entonces ( ) 2=xF , por tanto, 

C++= 5
2
12  o 

2
7

−=C  y la antiderivada correspondiente es la función ( )
2
75

2

2

−+= xxxF . 

d. Sea ( ) 2
3
2

−= xxf  tal que su antiderivada contiene al punto ( )2,1p . Entonces la familia de 

antiderivadas es ( ) CxxxF +−= 2
3

2

. Que contenga al punto ( )2,1p  significa: si 1=x , 

entonces ( ) 2=xF , por tanto, ( ) C+−= 12
3

12
2

 o 
3

11
=C  y la antiderivada correspondiente es  

( )
3

112
3

2

+−= xxxF . 

 

 

Notación de antiderivada: 

En lo subsecuente utilizaremos el símbolo   para indicar la antiderivada (o integral indefinida) de 

una función, vea la figura 3.3. 

 

 

f ( x ) dx = F ( x ) + C

integrando

variable de
integración

      símbolo de
 integral indefinida
    o antiderivada

constante de
 integración

∫

 
 

FIGURA 3.3 
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EJEMPLO 3.6 (NOTACIÓN) 

a. La expresión  






 − dxx 2
3
2

 se interpreta como la “antiderivada de la función ( ) 2
3
2

−= xxf ”, 

por tanto,  

Cxxdxx +−=






 − 2
3
12

3
2 2  o ( ) CxxxF +−= 2

3
1 2 . 

b. La expresión ( ) + dxbax  denota la “antiderivada de la función ( ) baxxg += ”, por tanto, 

( ) Cbxaxdxbax ++=+
2

2
1

 o ( ) CbxaxxG ++= 2

2
1

. 

c. La expresión  dxk  se lee “antiderivada de la función ( ) kxg = ”, esto se escribe  

Ckxdxk +=  o ( ) CkxxG += . 

 

 

EJEMPLO 3.7 (VERIFICACIÓN DE ANTIDERIVADAS) 

a.  Si ( ) xxf = , entonces Cxdxx += 2

2

, puesto que xCx
dx
d

=










+

2

2

. 

b.  Si ( ) 2xxf = , entonces Cxdxx += 3

3
2 , puesto que 2

3

3
xCx

dx
d

=










+ , 

c.  Si ( ) 3xxf = , entonces Cxdxx += 4

4
3 , puesto que 3

4

4
xCx

dx
d

=










+  

d.  Si ( ) 4xxf = , entonces Cxdxx += 5

5
4 , puesto que 4

5

5
xCx

dx
d

=










+ . 

 

 

La tabla 3.1 resume los resultados del ejemplo 3.7. 

 

FUNCIÓN 

POTENCIA 
ANTIDERIVADA O INTEGRAL 

( ) xxf =  ( ) CxxF +=
2

2

 

( ) 2xxf =  ( ) CxxF +=
3

3

 

( ) 3xxf =  ( ) CxxF +=
4

4

 

( ) 4xxf =  ( ) CxxF +=
5

5

 

TABLA 3.1 
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La tabla 3.1, muestra que el grado de la función antiderivada ( )xF  es mayor que el grado de 

la función potencia ( )xf  en 1  unidad, y que el grado de la función potencia es divisor de ella 

misma.  

En general, si ( ) nxxf =  , entonces ( ) C
n
xxF

n

+
+

=
+

1

1

 o C
n
xdxx

n
n +

+
=

+

 1

1

, 

siempre que n  sea un número entero positivo. En realidad, la afirmación anterior se cumple para 

todo número real n  distinto de 1− . 

 

Para reflexionar 

¿Si  ( ) 1.−= xxf   cuál es su función antiderivada ( )xF ? 

 

Las observaciones anteriores se formalizan en la propiedad 3.2. 

 

PROPIEDAD 3.2 (ANTIDERIVADA DE LA FUNCIÓN ( ) nxxf = ) 

a. Si n  es cualquier número real, 1−n  y ( ) nxxf = , entonces C
n
xdxx

n
n +

+
=

+

 1

1

. 

b. Si ( )
x

xf 1
=  , entonces Cxlndx

x
+=

1
. 

 

EJEMPLO 3.8 (APLICACIÓN DEL TEOREMA 3.2) 

 REESCRIBIR ANTIDERIVADA SIMPLIFICACIÓN 

a. ( ) dxx8   ( ) CxxF +
+

=
+

18

18

 ( ) CxxF +=
9

9

 

b. ( )
− dxx 4   ( ) CxxF +

+−
=

+−

14

14

 ( ) C
x

CxxF +−=+
−

=
−

3

3

3
1

3
 

c.  dx
x3
1

 
− dxx 3  ( ) CxxF +

+−
=

+−

13

13

 ( ) C
x

CxxF +−=+
−

=
−

2

2

2
1

2
 

d.  − dx
x 5
1

  dxx5  ( ) CxxF +
+

=
+

18

18

 ( ) CxxF +=
9

9
 

e.  dxx   dxx 2
1

 ( ) CxxF +
+

=
+

12
1

1
2
1

 ( ) CxCxxF +=+= 2 3

2
3

2
3

3
2

 

f.  dxx6   dxx 6
1

 ( ) CxxF +
+

=
+

16
1

1
6
1

 ( ) CxCxxF +=+= 6 7

6
7

6
7

7
6

 

g.  dx
x3 4

1
 


−

dxx 3
4

 ( ) CxxF +
+−

=
+−

13
4

1
3
4

 ( ) C
x

CxxF +−=+
−

=
−

3
3
1

3
1

3  
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Para reflexionar 

¿Si  ( ) naxxf =   cuál es la función antiderivada ( )xF ? 

¿Cuáles son las propiedades de la función antiderivada? 

 

Puesto que la antiderivada es la función que resulta del proceso inverso de la derivación, las 

propiedades básicas de la función derivada justifican las propiedades de la función antiderivada. 

 

PROPIEDADES 3.3 (DE LA FUNCIÓN ANTIDERIVADA) 

Si f  y g  son funciones antiderivables con antiderivadas  

F  y G , 

respectivamente, y k  es cualquier número real, entonces: 

a. ( ) ( )( ) ( ) ( ) +=+ dxxgdxxfdxxgxf . 

b. ( ) ( ) = dxxfkdxxfk . 

 

La propiedad establecida en el inciso a. se denomina “propiedad de aditividad” y la 

establecida en el inciso b. se denomina “propiedad del producto por una constante”. 

 

EJEMPLO 3.9 

Del teorema 3.3 se concluye:  

sí 1−n , entonces C
n
xadxxadxax

n
nn +

+
==

+

 1

1

. 

 
 

Las propiedades antes señaladas permiten antiderivar (o equivalentemente integrar funciones 

polinomiales), por tanto, para integrar funciones polinomiales se debe integrar cada sumando. 

 

EJEMPLO 3.10 (APLICACIÓN DE LA PROPIEDAD 3.3) 

a. ( ) Cxxxxdxxxx +−+−=−+−
23423

2
1

3
4

4
3143 . 

b. ( ) Cxxxdxxx ++−=+− 95
6
1910 265 . 

c. Cxlnedx
x

e xx +−=






 − 8484 . 

 
 

En ocasiones es posible reducir funciones racionales a funciones polinomiales (de manera que 

sean iguales en casi todas partes, es decir, que sólo difieran en un número finito de puntos). Los 

integrandos del ejemplo 3.11 muestran esta situación. 

http://www.monografias.com/trabajos14/administ-procesos/administ-procesos.shtml#PROCE
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EJEMPLO 3.11 (INTEGRACIÓN DE FUNCIONES QUE DIFIEREN EN UN NÚMERO FINITO DE 

PUNTOS) 

a. 
( )( ) ( ) Cxxdxxdx

x
xxdx

x
xx

++=+=
+

++
=

+
++


2

2

2
11

1
11

1
12

. 

b. 
( )( ) ( ) Cxxdxxdx

x
xxdx

x
xx

+−=−=
−

−−
=

−
+−

 2
2
12

3
23

3
65 2

2

. 

c. 
( )( ) ( ) Cxxxdxxxdx

x
xxxdx

x
xxx

+++=++=
−

++−
=

−
−+−


232

223

2
1

3
11

1
11

1
133

. 

 

 

Ya tratamos la teoría y los métodos para determinar la antiderivada (o integral indefinida) de 

funciones polinomiales y de funciones que se reducen a ellas, ahora trataremos las técnicas para 

determinar la integral indefinida de otras.  

 

La tabla 3.2 presenta las integrales indefinidas o antiderivadas de las funciones básicas. 

 

INTEGRALES INMEDIATAS 

Ckxdxk += . 

C
n
xadxax

n
n +

+
=

+

 1

1

, siempre que 1−n . 

( ) Cxa
n
xa

n
xadxaxaxa

n
n

n
nn

n
n

n ++++
+

=+++
+

−
− 0

1

0
1

1 1
 ,  

siempre que  1−n . 

Cedxe xx += . 

C
aln

adxa
x

x += . 

Cxlndx
x

+=
1

, 0x . 

Cxcosdxxsen +−= . 

Cxsendxxcos += . 

Cxctgdxxcsc +−=
2 . 

Cxtgdxxsec2 += . 

 

TABLA 3.2  
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 Otras integrales (antiderivadas) verificables de forma inmediata son aquellas en que la variable 

independiente difiere en una constante de la variable x . 

 

EJEMPLO 3.12 (OTRAS INTEGRALES INMEDIATAS) 

a. Ce
a

dxe axax +=
1

, siempre que 0a . 

b. Caxcos
a

dxaxsen +−=
1

. 

c. Caxsen
a

dxaxcos +=
1

. 

d. Caxctg
a

dxaxcsc +−=
12 . 

e. Caxtg
a

dxaxsec 2 +=
1

. 

 
 

EJEMPLO 3.13 (INTEGRALES INMEDIATAS) 

Las siguientes integrales son inmediatas: 

a. Cedxe xx +−= −−


1010

10
1

. 

b. Cxcosdxxsen +−= 13
13
113 . 

c. Cxsendxxcos += 3
3
13 . 

d. Cxtgdxxsec 2 += 2
12

2
1

. 

e. Cxseclndxxcsc += 3
2

2
3

3
22 . 

 
 

No existe un método o algoritmo que permita obtenerlas absolutamente, sin embargo, en las 

siguientes líneas describiremos las estrategias y métodos básicos en su obtención. 

 

EL MÉTODO DE SUSTITUCIÓN 

El primer modelo o método de sustitución se fundamenta en la “regla de la cadena” y consiste en 

reconocer (o en su caso construir) la derivada de la función que compone a la función que se 

encuentra en el integrando. La regla de la cadena establece   

( )( )  ( )( ) ( )xgxgFxgF
dx
d = , 

de acuerdo con el teorema fundamental del cálculo se sigue: 
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( )( ) ( ) ( )( ) CxgFdxxgxgF +=
   

o  

( )( ) ( ) ( ) CuFdxxgxgF +=
  sí ( )xgu = . 

Los resultados anteriores los formaliza la propiedad 3.4. 

 

PROPIEDAD 3.4 (TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE) 

Si g  es una función cuyo recorrido es el intervalo I , sea f  integrable en I . Si  g  es derivable y 

F  es una antiderivada de f  en I , entonces: 

( )( ) ( ) ( )( ) CxgFdxxgxgf +=
 . 

Si ( )xgu = , entonces  

( )dxxgdu =  y  ( ) ( ) CuFduuf += . 

 

La figura 3.3 muestra el patrón a identificar cuando requiere utilizar el teorema del cambio de 

variable en la evaluación de una integral. 

 

∫ f ( g ( x ) ) g’ ( x ) dx = F ( g ( x ) ) + C

función externa 

función interna  erivada de la d
función interna 

 
 

FIGURA 3.3 

 

El ejemplo 3.14 muestra la aplicación del teorema del cambio de variable; mismo que reconoce 

la existencia de los elementos: ( )xg , ( )( )xgf  y ( )xg . 

 

EJEMPLO 3.14 (IDENTIFICACIÓN DE COMPONENTES) 

a. En  

( ) ( ) ++ dxxxxx 23 2823 , 

 el integrando puede interpretarse como  

( )( ) ( )xgxgf   en donde ( ) 23 xxxg +=  y ( ) 8xxf = , 

 por tanto,  

( ) xxxg 23 2 +=  y ( )( ) ( ) ( ) ( )xxxxxgxgf 23 2823 ++= . 
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Entonces ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cxxdxxxxxdxxgxgf ++=++=


9232823

9
123 . 

b. El integrando de  dxe x1010  es de la forma ( )( ) ( )xgxgf '  donde ( ) xxg 10=  y 

( ) xexf = , entonces  ( ) 10= xg  y  ( )( ) ( ) ( )1010xexgxgf = . 

Luego Cedxe xx +=
101010 . 

c. En  dxxsen 44 , el integrando es de la forma ( )( ) ( )xgxgf  . 

Sean ( ) xsenxf =  y ( ) xxg 4= , entonces  

( ) 4= xg  y  ( )( ) ( ) ( ) ( ) xsenxsenxgxgf 4444 == . 

Entonces  

C4xcosdxxsen +−= 44 . 

 

 

El teorema del cambio de variable incrementa su utilidad en términos de “variable u ” y de du  (o 

de cualquier otra variable conveniente). Este cambio de variable resulta útil para integrandos en los 

que no se observa de manera evidente el patrón ( )( ) ( )xgxgf  . El cambio de la variable 

original por la variable u se basa en la notación de Leibniz para la diferencial. Sean ( )xgu = , 

entonces  ( )xg
dx
du =  y ( )dxxgdu =  por lo que la propiedad 3.4 es equivalente a: 

 

PROPIEDAD 3.4. a.  (TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE) 

Si ( )xgu =  y ( ) dxxgdu =  en  ( )( ) ( )
 dxxgxgf , entonces ( ) ( ) CuFduuf +=   

o 

( )( ) ( ) ( ) ( ) CuFduufdxxgxgf +==
 . 

 

 La tabla de integrales 3.2 presenta mayor utilidad si se rescribe (parte de ella) en términos de la 

variable u , así: 

C
n
uduu

n
n +

+
=

+

 1

1

, sí  1−n . Culndu
u

+=
1

 , 0u . 

Cedue uu += . C
aln

adxa
u

u += . 

Cucosduusen +−= . Cusenduucos += . 

Cutgduusec2 += . Cuctgduucsc +−=
2 . 

TABLA 3.3 
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EJEMPLO 3.15 (CAMBIOS DE VARIABLE) 

a. En ( ) ( ) dxcosxxsen 3 , sea xsenu = , entonces dxxcosdu = , en consecuencia   

( ) ( ) Cuduudxcosxxsen +== 
433

4
1

, 

regresando a la variable x :  

( ) ( ) ( ) Cxsendxcosxxsen +=
43

4
1

. 

b. En  +
+ dx

xx
x
2

12
, sea xxu += 2 , entonces  

Culn
u
dudx

xx
x

+==
+
+

 2
12

, 

regresando a la variable x  

Cxxlndx
xx

x
++=

+
+


2

2
12

. 

 

 

Los integrandos en los ejemplos 3.15 y 3.16 presentan la forma ( )( ) ( )xgxgf  , sin 

embargo, es posible que el integrando sea distinto en un factor constante del patrón  

( )( ) ( )xgxgf  , 

en tal caso se multiplica por 
k
k

=1  para obtener la forma ( )( ) ( )xgxgfk  , posteriormente se 

utiliza la propiedad  

( ) ( ) = dxxfkdxxfk . 

 

EJEMPLO 3.16 (AGREGANDO UN FACTOR CONSTANTE) 

a. En ( ) + dxxx
3258 , sea 258 xu += , luego dxxdu 10= , así al integrando le falta el factor 10 , 

conviene multiplicar  

la integral por 
10
101= , así 

( ) ( ) +=+ dxxxdxxx 1058
10
158

3232 . 

En consecuencia 

( ) ( ) ( )
C

x
Cuduudxxxdxxx +

+
=+==+=+  40

58
4010

11058
10
158

424
33232 . 

b. En ( ) ( ) +++ dxxxsenx 121 2 , si 122 ++= xxu , entonces ( ) ( )dxxdxxdu 1222 +=+= , 

por lo que conviene multiplicar la integral por 
2
21 = , así  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )



+++=

+++=+++

dxxxsenx

dxxxsenxdxxxsenx

1222
2
1

1212
2
1121

2

22

. 

En términos de la variable u , ( ) ( ) Cucosduusendxxxsenx +−==+++  2
1

2
1121 2 ,  

Finalmente ( ) ( ) ( ) Cxxcosdxxxsenx +++−=+++ 12
2
1121 22 . 

c. En  dxexsen x5cos , sea cosxu 5= , entonces xsendu 5−= , y por tanto conviene multiplicar la 

integral por 
5
51

−
−

= , así 

Ceceduedxexsendxexsen xcos5uux5cosxcos5 +−=+−=−=−−=  5
1

5
1

5
15

5
1

. 

d. Si  dxxcosxsen 445 , puesto que ( )55 44 xsenxsen = , sea xsenu 4= , luego 

 dxxcosdu 44= , conviene multiplicar la integral por 
4
41 = , así  

( ) ( ) ( ) Cxsencuduudxxcosxsendxxcosxsen +=+===  24
4

244
1444

4
144

66
555 . 

e. En 
+

dx
x

x
3

2

8
, sea 38 xu += , entonces dxxdu 23=  por lo que la integral original debe 

multiplicarse por 
3
31= , así  

Cxcuduu
u

dudx
x

xdx
x

x
++=+===

+
=

+  
− 32

1
2
1

3

2

3

2

8
3
2

3
2

3
1

3
1

8
3

3
1

8
. 

f. En  = dx
xcos
xsen

dxxtg , sea xcosu = , entonces xdxsendu −= , la integral debe multiplicarse 

por 
1
11

−
−

= , luego,  

Cxseclncxcoslnculn
u
dudx

xcos
xsen

dx
xcos
xsen

dxxtg +=+−=+−=−=
−

−==  . 

g. Si en las integrales  

 dxeax , dxaxsen , dxaxcos ,  dxaxtg , dxaxsec2
  y dxaxcsc

2  

efectuamos el cambio de variable xau = obtenemos: 

Ce
a

dxe axax +=
1

, Caxcos
a

dxaxsen +−=
1

, Caxsen
a

dxaxcos +=
1

,  

Caxsecln
a

dxaxtg +=
1

, Caxtg
a

dxaxsec 2 +=
1

 y Caxctg
a

dxaxcsc +−=
12 . 
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En ocasiones el integrando no sigue el patrón ( )( ) ( )xgxgf  , sin embargo, un cambio de 

variable apropiado simplifica la integral. 

 

EJEMPLO 3.17 (OTROS CAMBIOS DE VARIABLE) 

a. En  +
dx

x
x

1
, sea 1+= xu , entonces dxdu = . Puesto que el integrando contiene el factor x  

es necesario escribir x  en términos de u , de 1+= xu  obtenemos 1−= ux . La integral en términos 

de la variable u  es 

( ) ( ) Cxx

Cuucuuduuudu
u

udx
x
x

++−+=

+−=+−=







−=

−
=

+ 
−

2
1

2
3

2
1

2
3

2
1

2
1

2
3

2
3

2
1

2
1

121
3
2

2
3
21

1 . 

b. En  + dxxx 43 , sea 43 += xu , entonces dxdu 3=  y dudx
3
1

= . Puesto que el integrando 

contiene el factor x  es necesario escribir x  en términos de la variable u , entonces 43 += xu  

obtenemos 
3

4−
=

ux . Rescribiendo la integral en términos de la variable u  obtenemos 

( ) ( ) Cxx

Cuucuu

duuuduuudxxx

+−−−=

+






 −=+
















−=









−=

−
=+ 

55

35

2
3

2
3

2
5

2
5

2
1

2
3

43
27
843

45
2

3
8

5
2

9
14

9
1

4
9
1

33
443

 

c. Para integrar  +
− dx

x
x

3
12

, sea 3+= xu , luego 3−= ux , dudx = . El numerador del integrando 

en términos de la variable u  es ( ) 7213212 −=−−=− uux .  

Así, la integral en términos de la variable u  es  


−

=
+
− du

u
udx

x
x 72

2
1

3
12

, Culnudu
u

du
u

u
+−=







 −=
−

 727272
. 

Por tanto, 

( ) Cxlnxdx
x
x

++−+=
+
−

 3732
3
12

. 

 

 

Los ejemplos anteriores sugieren la siguiente estrategia para determinar una integral indefinida 

por medio de una sustitución. 
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ESTRATEGIA A SEGUIR PARA DETERMINAR UNA INTEGRAL 

UTILIZANDO UN CAMBIO DE VARIABLE 

• Simplifique el integrando tanto como le sea posible. 

• Elija la sustitución ( )xgu =  a la función interna de la función compuesta del integrando. 

• Calcule ( )dxxgdu = , si observa que es proporcional al factor de la función externa del 

integrando, el método es el adecuado. 

• Reescriba el integrando en términos de la variable u . 

• Determine la integral en términos de la variable u . 

• Reemplace u  por ( )xg  para obtener la integral en términos de la variable x . 

 

El método de integración por cambio de variable (o sustitución) tiene sus limitantes, por lo que 

es necesario tratar otros métodos, en particular. 

 

EL MÉTODO DE INTEGRACIÓN POR PARTES 

El método de integración por partes se puede aplicar a una gran diversidad de funciones, en 

particular es útil si el integrando es un producto de una función algebraica y una función 

trascendente y se fundamenta en la relación (fórmula) para derivar un producto de funciones.  

Si  

( )xuu =  y ( )xvv =  

son funciones derivables, u  y v  son continuas, entonces  

( )
dx
duv

dx
dvu

dx
uvd

+=  o ( ) += vuuvuv . 

Observe que al integrar ambos lados de la última ecuación obtenemos 

dxvudxvuuv 
+=  o duvdvuuv  += ,  

de donde 

duvuvdvu  −=  o dvuuvduv  −= . 

 

El proceso anterior lo formaliza la propiedad 3.5. 

 

PROPIEDAD 3.5 (TEOREMA DE INTEGRACIÓN POR PARTES) 

Si u  y v  son funciones de la variable x  y tienen derivadas continuas, entonces  

duvuvdvu  −= . 

 

La forma  

duvuvdvu  −=  
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expresa la integral original en términos de una segunda integral, que dependiendo de la forma de 

selección de las funciones u  y a dv , debe ser la más fácil de evaluar que la integral inicial. La 

integración por partes es una técnica útil en la integración de productos de dos funciones, donde uno 

de los factores es de fácil integración y el otro se simplifica cuando se deriva. 

Las siguientes líneas describen una estrategia del uso del método de integración por partes. 

 

ESTRATEGIA A SEGUIR PARA DETERMINAR UNA INTEGRAL 

UTILIZANDO INTEGRACIÓN POR PARTES 

• Seleccione uno de los factores del producto, el que sea relativamente más sencillo de 

integrar, denomínelo dv  e intégrelo para obtener v ; el otro factor es u . 

• Determine el producto uv . 

• Derive el factor u . 

• Obtenga vdu . 

• Forme la expresión duvuvdvu  −=  y simplifíquela. 

 

El ejemplo 3.18 muestra la forma en que se aplica el teorema de integración por partes. 

 

EJEMPLO 3.18 (INTEGRACIÓN POR PARTES) 

a. En  dxxe x3 , ambos factores x  y xe 3  son fáciles de integrar y derivar, sin embargo, el proceso 

de derivación simplifica a x  y deja a xe3  prácticamente igual, entonces 

xu =  y dxedv x3= , luego dxdu =  y xx edxev 33

3
1

==  , 

consecuentemente 

Cexecexedxexeduvuvdvudxxe xxxxxxx +−=+






−=−=−== 
3333333

9
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

. 

b. En  dxxcosx , ambos factores x  y xcos  son fáciles de integrar y derivar, sin embargo, el 

proceso de derivación simplifica a x  y conserva la dificultad de xcos  prácticamente igual, sean 

xu =  y dxxcosdv = , entonces dxdu =  y xsendxxcosv ==  , 

entonces 

Cxcosxsenxdxxsenxsenxduvuvdvudxxcosx ++=−=−==  . 

 

 

Al aplicar método una primera vez el proceso de integración por partes, éste debe conducirnos a  

una integral de menor complejidad que la inicial, así en ejemplo 3.18. a. el nombrar los factores de 

manera contraria, a la forma como se hizo, nos conduce a 

 dxxe x3 , sean xeu 3=  y xdxdv = , entonces dxedu x33=  y 
2

2xv = ,  
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luego 

 −= dxexexdxxe xxx 32323

2
3

2
1

, se complica. 

También, si en  dxxcosx , hacemos xcosu =  y dxxdv = , obtenemos 

dxxsendu −=  y 
2

2xv = , la integral  += dxxsenxxcosxdxxcosx 22

2
1

2
1

, 

se ha complicado. 

 

EJEMPLO 3.19 (INTEGRACIÓN DE LA FUNCIÓN LOGARITMO NATURAL) 

En  dxxln , dado que aún no conocemos la integral de ( ) xlnxf = , la única elección posible es 

xlnu =  y dxdv = , luego dx
x

du 1
=  y xv = ,  

así  

Cxxlnxdx
x

xxxlndxxln +−=−= 
1

. 

 

 

En ciertas integrales, la integración por partes conduce a otra integral que también debe 

integrarse por partes. 

 

EJEMPLO 3.20 (APLICANDO VARIAS VECES EL METODO DE INTEGRACIÓN POR PARTES)  

a. En  dxxsenx2 , sean 2
1 xu =  y dxxsendv =1 , entonces xdxdu 21 =  y 

xcosdxxsenv −== 1 , por tanto, 

 +−=−== dxxcosxxcosxduvuvdvudxxsenx 222 , 

la integral de la derecha también se obtiene integrando por partes, sean:  

xu =2  y dxxcosdv =2 , luego dxdu =2  y xsendxxcosv == 2 , 

por tanto, 

( ) −+−= dxxsenxsenxxcosxdxxsenx 222     

o   

Cxcosxsenxxcosxdxxsenx +++−= 2222 . 

b. En  dxex x2 , sean 2
1 xu =  y dxedv x=1 , luego xdxdu 21 =  y xx edxev == 1 , 

así 

 −= dxxeexdxex xxx 222 , 

la integral de la derecha también se obtiene integrando por partes, sean 
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xu =2  y dxedv x=2 , entonces dxdu =2  y xx edxev == 2 , 

 
  Cexeexexeex

dxexeexdxxeexdxex
xxxxxx

xxxxxx

++−=−−=

−−=−= 
222

22
22

222

. 

  

En otras integrales, una primera integración por partes conduce a una integral que difiere en 

una constante de la integral original, luego deben reducirse términos semejantes. 

 

EJEMPLO 3.21 

a. En  dxxsene x 2 , sean xeu =1  y dxxsendv 21 = , entonces dxedu x=1  y xcosv 2
2
1

1 −= , 

luego 

 +−= dxxcosexcosedxxsene xxx 2
2
12

2
12  

la integral de la derecha presenta la misma dificultad que la original, integremos nuevamente por 

partes, sean xeu =2  y dxxcosdv 22 = , entonces dxedu x=2  y xsenv 2
2
1

2 = , luego  

12
2
12

2
1

2
12

2
12 Cdxxsenexsenexcosedxxsene xxxx +







 −+−=  , 

el desarrollo de los productos da 

12
4
12

4
12

2
12 Cdxxsenexsenexcosedxxsene xxxx +−+−=   

si reagrupamos términos semejantes obtenemos 

12
4
12

2
12

4
5 cxsenexcosedxxsene xxx ++−= ,  

entonces Cxsenexcosedxxsene xxx +






 +−= 2
4
12

2
1

5
42 . 

b. En  dxxcose x4 , sean xeu 4
1 =  y dxxcosdv =1 , entonces dxedu x41 =  y xsenv =1 ,  

por tanto,  −= dxxsenexsenedxxcose xxx 444 4 , la integral de la derecha presenta la misma 

dificultad que la original, integremos de nuevo por partes, sean: 
xeu 4

2 =  y dxxsendv =2 ,  entonces dxedu x4
2 4=  y xcosv −=2 ,  

luego  

  1
4444 44 Cdxxcosexcosexsenedxxcose xxxx ++−−=  , 

el desarrollo de los productos da  

1
4444 164 Cdxxcosexcosexsenedxxcose xxxx +−+=   

si reagrupamos términos semejantes obtenemos 
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1
444 417 Cxcosexsenedxxcose xxx ++=  o   2

444 4
17
1 Cxcosexsenedxxcose xxx ++= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EJERCICIOS   3.1

 

1. Determine la antiderivada en su forma 

general y verifique el resultado utilizando 

derivación. 

a. ( ) 52 −= xxf . 

b. ( ) 42
4
1 2 +−= xxxf . 

c. ( ) 32 231 xxxf +−= . 

d. ( ) 369 38 xxxxf +−= . 

e. ( ) ( )( )13 +−= xxxf . 

f. ( ) ( )12 += xxxf . 

g. ( ) xxxf 53
2
+= . 

h. ( ) 2
1

43 xxxf −= . 

i. ( ) xxxf 7−= . 

j. ( ) 14 −+= xxxf . 

 k. ( ) 4 37 5 xxxf += .  

l. ( )
5

6
x

xf = . 

 

2. Determine la antiderivada en su forma 

general y verifique el resultado utilizando 

derivación. 

a. ( ) xcosxxf += 23 . 

b. ( ) xcosxsenxf 43 −= . 

c. ( ) xsenexf x += 3 . 

d. ( ) xxxf 23 += . 

e. ( ) xe
x

xf 54
+= . 

f. ( ) x

x
xf 31

+−= . 
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3. “Reduzca”, luego determine la antiderivada 

en su forma general y verifique el resultado 

utilizando derivación. 

a. ( )
6

42 23
x

xxxf −−
= . 

b. ( )
2

4
1

2
1

v
vvvvf −−

= . 

c. ( )
3

2

u
uuuf −

= .       

 d. ( )
2
42

+
−

=
z

zzf .              

e. ( )
2

652

+
++

=
z

zzzf .            

f. ( )
1

133 23

+
+++

=
x

xxxxf .  

g. ( )
xsen

xcosxf
21−

= .            

h. ( )
xcos

xsenxf
21−

= .  

i. ( ) x

x

e
exf 4+

= .  

j. ( ) x

x

e
exf

−

− +
=

3
. 

k . ( )
4
162

+
−

= x

x

e
exf . 

 

4.  Determine la función antiderivada  

( )xF   

que satisface la condición específica. 

a. ( ) 54 −= xxf , ( ) 10 =F . 

b. ( ) xxxf 42 −= , ( ) 20 =F . 

c. ( ) 221 xxf −= , ( ) 11 =F . 

d. ( ) 26 xxxf −= , ( ) 04 =F . 

e. ( ) 58 3 += xxf , ( ) 41 −=F . 

f. ( ) 55 4 +−= xxf , ( ) 20 −=F  

 5.  Determine una función antiderivada 

( )xF  que satisfaga la (las) condición 

(condiciones) dada (dadas). 

a. ( ) 14 2 += xxf , ( ) 20 =F . 

b. ( ) 14 += xcosxf , ( ) 30 =F . 

c. ( ) 22 −= xsenxf , ( )  =2F . 

d. ( ) xexf x += 3 , ( ) 40 =F . 

e. ( ) 1+= xexf , ( ) 10 =F .  

f. ( ) xx eexf −+= , ( ) 10 =F . 

g. ( ) 26 xxf −= , ( ) 20 =F  y ( ) 30 =F . 

h. ( ) xxf 4= , ( ) 30 −=F  y ( ) 20 =F . 

i. ( ) xexf = ,  

( ) 10 =F  y ( ) 10 =F . 

 

6. Determine la función ( )xF  (antiderivada) 

cuya curva contiene al punto señalado. 

a. ( ) 23 += xxf , ( )2,0p . 

b. ( ) xxxf 44 2 −= , ( )1,0p . 

c. ( )
2

1
x

xf −= , ( )2,1p . 

d. ( ) 2xxxf −= , ( )1,1p . 

e. ( ) 124 2 ++= xxxf , ( )1,1p . 

f. ( ) xxxf 103 −= , ( )1,2p . 

 

7. Evalúe la integral utilizando la sustitución 

indicada. 

a. 
−− dxe x44 , xu 4−= . 

b.  +
dx

x
x

21
2

, 21 xu += . 

c.  +

+ dx
xx

xx
23

2 23
, 32 xxu += . 

d. ( ) dxxcosxsen 45 , xsenu = . 

e. ( ) − xdxlnsen
x
1

, xlnu = . 
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8. Evalúe la integral utilizando la sustitución 

indicada. 

a.  xdexsec xtg2 , xtgu = . 

b. ( ) −−− dxxcosxsenxsenxcos
2
3

,  

xsenxcosu −= . 

c. ( ) ( ) ++ dxxxx 43411 2103 ,  

xxu 43 +=  

d. ( ) 







++ dx

x
xx

2
114

3
,  

xxu += . 

 

9. Evalúe la integral. 

a. ( ) − xdx 385 .  

b. ( ) + xxdx
5281 .  

c. ( ) ++ dxxxx 3232 .  

d. ( ) ++ dtttt 13 23 .  

e. ( ) ( ) ++ dttttt 24 3424 . 

 

10. Evalúe la integral. 

a. ( ) ++ dtttt 122 .     

b.  






 +






 − dt
tt

t 2

4 111
.  

c.  













+
ds

s
s

52
.  

d.  













++

+ ds
ss

s

42

1
2

. 

 

11. Evalúe la integral. 

a. ( ) xdxsenx 43 .  

b. ( ) xdecose xx5 . 

 c. ( ) tdtcose tsen 23 . 

d.  dt
t

tsen
.  

e. 
( )

 td
t

tlncos
.  

f.  







+ dttsent 2

3
6 .  

 

12. Evalúe la integral. 

a.  dsessec stg2 .  

b.  dsssene scos5 .  

c.  +
ds

scos
ssen

41
.   

d.  dz
zsen
zcos

3

2

.  

e.  +
 ds

scos
ssenscos

25
.  

f.  +
ds

scos
ssen

41
. 

 

13. Evalúe la integral. 

a. 
+

dt
t

tln4
.   

b. 
( ) +

dt
tlnt 43
8

.  

c.  dt
lntt
4

.  

d.  −
dx

e
esen
x

x

.  

e. 
( )


+ dt

t
tln 61

. 
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14. Evalúe la integral. 

a. 
( )


++ dt
t

tlntln
231

. 

b. ( )
++ dxesene xlnx

x
x 1 .  

c. 
+

dx
x

xln 51
.  

d. 
( )


+

dx
x

xlncos
10
3

. 

 

15. Evalúe la integral. 

a. 
+ dt

e
e

t

t 1
.  

b. 
+ xdex x 1032 .   

c.  −
dx

e

x
x2

.  

d. ( ) tdetsen tcos3 .  

e.  tdeln t2
.  

 

16. Evalúe la integral. 

a.  +
dx

e
e

x

x

1
.  

b. ( ) + dte t1 .  

c.  −

− + dt
e

ee
t

tt

.  

d. 
( )

 −

+ dt
e
ecos

t

t 5
.  

 

17. Evalúe la integral utilizando la sustitución 

indicada. 

a.  +
+ dx

x
x

1
2

, 1+= xu . 

b.  +
+ dx

x
x

6
32

, 6+= xu .  

c.  +
+ xd

x
x

12
4

, 12 += xu .  

 

 d.  − xdxx 41 , xu 41−= .  

e. ( ) ++ xdxx 35 , 3+= xu .  

 

18. Evalúe la integral utilizando la sustitución 

indicada. 

a. ( ) ++ xdxx 131 , 13 += xu .  

b.  +
xd

x21
1

, xu 21+= .   

c.  +
xd

x
x

3
, xu += 3 .  

d.  +
dt

t
t

13

3
, 13 += tu . 

 

19. Evalúe la integral utilizando la sustitución 

indicada. 

a.  +
+ dx

x
x

1
42

, 1+= xu . 

b.  +
dx

x
x

13
2

,  

13 += xu . 

c.  −
− dx

x
x

32
2

,  

32 −= xu . 

d.  + dxxx 52 ,  

52 += xu . 

e. ( ) −+ dxxx 2332 ,  

23 −= xu . 

 

20. La funciones seno y coseno hiperbólicos 

se definen por 

2

xx eetsenh
−−

=  y 
2

xx eetcosh
−+

= , 

 demuestre 

a. Cthsentdthcos += . 

b. Cthcostdtsenh += . 
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 21. Evalúe la integral utilizando integración 

por partes.  

a. 
+ dxex x 2 . 

b.  dx
e
x
x

3
.  

c.  dxx x8 .  

d.  dxxlnx2 .  

e.  dxxlnx4 .  

f.  dx
x
lnx

2 . 

 

22. Evalúe la integral utilizando integración 

por partes.  

a.  + dttt 2 .              

b.  +
ds

s
s

24
.            

c.  +
ds

s
s

1
.               

d.  dttcost . 

e.  dxxsenx . 

f.  dxxsenx 2 . 

 

23. Evalúe la integral utilizando integración 

por partes. 

a. ( ) dzzln 2 . 

b.  dxxsenxsen 2 . 

c.  dxxcosxcos 2 .  

d. ( ) + dxxx 81 .  

e. ( )( ) ++ dxxx 421 .  

f.  dxex x23 . 

 24. Evalúe la integral utilizando integración 

por partes.  

a. 
+ dxex x 32 .               

b.  dx
e
x

x

2

.                   

c.  xdex x3 .                

d.  dxxlnx5 . 

e.  dxxlnx8 .  

f.  dttcost 2 . 

 

25. Evalúe la integral utilizando integración 

por partes.  

a.  dxxcosx 82 .            

b.  dxxcosx3 .             

c.  dxxsenx3 .               

d.  dsss 23 . 

e.  dsss 32 . 

f.  dxx x32 . 

g. 
− dxx x42 . 

 

26. Evalúe la integral. 

a.  dxex x10 .                 

b.  −
dx

e
x

x4

3
.                  

c. ( ) + xdex x24 .  

d. ( ) + dxxlnx 42 . 

e. ( ) + dxxlnx 122 . 

f. ( ) + dxxlogx 32
3 . 
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27. Evalúe la integral. 

a. 
( )


+

dx
x
xln

2

1
. 

b. ( ) ++ dttt 21 . 

c.  +
dz

z
z

3
.  

d. ( ) + dttcost 4 .   

e.  dttcost 4 . 

 

28. Evalúe la integral. 

a.  dzzsenz 10 .  

b. ( ) ( ) ++ dzzsenz 1323 .  

c. ( ) + dxxx 4
12 1 . 

d.  dzzcos . 

 

29. Evalúe la integral. 

a.  dzzsen .                      

e.  xde x4 . 

b. ( ) dxexcos xsen2 .         

 f. ( ) dzzlncos . 

 c. ( ) dxxlnsen .                 

g. ( ) + dzzln 2 . 

d. ( ) + dxxln 34 . 

 

30. Evalúe la integral. 

a.  + dsss 544 .            

b.  + dttt 2 .                

c. 
+

dz
z

z

12

3

. 

d.  + dxxx 4 . 

 

31. Evalúe la integral. 

a.  dxxsec3 . 

b.  dxxcose x2 .  

c.  dxxsene x4 .  

d. ( ) + dxxlnx 42 .  

e.  dz
z

zln
.                                      

f.  dzzlnz3 . 

 

 

ACTIVIDADES   3.1
 

 

1. Se define las funciones hiperbólicas 

 ( )
2

xx eexsenhxf
−−

==  

 (seno hiperbólico) y  

( )
2

xx eexcoshxg
−−

==  

 (coseno hiperbólico). 

 a. Descompóngalas en dos sumandos. 

b. Anti derive los dos sumandos. 

c. Obtenga sus antiderivadas. 

d. Obtenga relación entre las dos funciones 

hiperbólicas antes definidas y sus 

antiderivadas. 
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2. La velocidad de un objeto que se desplaza 

con aceleración constante está dada por  

a
dt
dv

= . 

a. Si inicialmente (en 0=t ),  ( ) 00 vv =  , 

verifique que la velocidad del objeto es 

( ) atvtv += 0 . 

b. Si el desplazamiento del móvil sigue la 

relación v
dt
dx

=  e inicialmente (en 0=t ), 

( ) 00 xx = , verifique que su desplazamiento 

es ( ) 2
00 2

1 attvxtx ++= . 

 

3. Suponga que F  y C  representan las 

temperaturas en grados Fahrenheit y grados 

Celsius respectivamente. 

a. Si  
5
9

=
dC
dF

, ¿quién es ( )CF ? 

b. Si  ( ) 320 =F , determine la función que 

describe la temperatura en grados Fahrenheit 

en función de los grados Celsius. 

c. Determine la función que describe la 

temperatura en grados Celsius en función de 

los grados Fahrenheit. 

 4. Suponga que una población de bacterias 

( )
td
tPd

 crece de manera que en todo 

momento t  es directamente proporcional a 

la población total de bacterias ( )tP . 

a. Si ( )tP  representa la población total de 

bacterias en el tiempo t  establezca el 

modelo que describe esta situación. 

b. Si ( )tP  representa la población total de 

bacterias, obtenga la antiderivada de la 

expresión obtenida en el inciso anterior. 

c. Si inicialmente (en 0=t , ( ) 00 PP = ) la 

población cuenta con 0P  bacterias 

demuestre que ( ) tkePtP 0= , donde k  es 

la constante de proporcionalidad. 
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APLICACIONES 

                 CONTEXTUALIZADAS3.2
 

 

APRENDIZAJES 

El alumno: 

7. Selecciona el método de integración 

apropiado para calcular integrales que resultan 

de modelar problemas en diferentes contextos. 

  

 

TEMÁTICA 

iv. Problemas de aplicación en diferentes contextos. 

 

En el ejemplo 3.1 presentamos situaciones en las que se conoce la función que describe la 

razón de cambio instantáneo de una función (es decir la función derivada de la función), sin embargo, 

en ocasiones es de interés conocer o determinar la función ( )xf  a partir de la que se determinó la 

función ( )xf  . Si este es el caso, el proceso se denomina antiderivación, y en este contexto la 

función ( )xf  se denomina integral de ( )xf  . 

 

EJEMPLO 3.21 

a. En el plano cartesiano  

( ) ( )xmxf t=  

describe el comportamiento de la pendiente de la línea recta que es tangente a la curva asociada a 

la función ( )xf , así  

( )xf  

 es la antiderivada de la función ( )xf  , es decir,  

( ) ( )dxxmxf t= . 

b. El cambio instantáneo de posición de un cuerpo en el instante t  se representa por  

( ) ( ) tx
dt
dtv =  

y se le llama velocidad, así la función  

( )tx  

representa la posición del cuerpo al instante t  y es la función antiderivada de 

( ) ( )= dttvtx . 

c. El cambio instantáneo de la velocidad de un cuerpo se le llama aceleración y se representa por  
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( ) tv
dt
da = . 

Así la función  

( )tv  

 representa la velocidad del cuerpo al instante t  y es la función antiderivada de 

( ) ( )= dttatv . 

d. La ley de enfriamiento de Newton establece que, la variación de la temperatura superficial 

( )tT  que experimenta un cuerpo es proporcional a la diferencia entre su temperatura y la 

temperatura mT  del medio que lo rodea (o contiene), por tanto, el modelo matemático 

correspondiente a esta ley es  

( )mTTk
dt
dT

−= . 

e. La Ley de Torricelli afirma: “la razón de cambio del volumen de agua con respecto al tiempo en un 

tanque que se está vaciando, es proporcional a la raíz cuadrada de la profundidad del agua”. La 

formulación matemática de esta ley es  

hk
dt
dV

=  

en donde h  representa la profundidad del agua y V  el volumen del tanque. 

 

f. La ley de Malthus, respecto al crecimiento de de una población P , afirma que el crecimiento de 

una población es directamente proporcional al tamaño de la población, es decir,  

( )  kPtP
dt
d

= . 

 

 

EJEMPLO 3.22 (IDENTIFICACIÓN DE UNA FUNCIÓN A PARTIR DEL COMPORTAMIENTO DE 

SU PENDIENTE) 

Suponga que la curva asociada a una función f  contiene al punto  

( )1,1p  

y que las pendientes, de las líneas rectas que son tangentes a ella en cualquiera de los puntos, se 

comportan de acuerdo con la función  

( ) 13 −= xxmT . 

Para determinar la función es necesario calcular  

( ) ( )dxxmxf T= , es decir, ( ) ( )dxxxf  −= 13 ,  

entonces  

( ) Cxxxf +−= 23 . 

Calculemos C  considerando que ( ) 1=xf , sí 1=x , de donde 

( ) ( ) C+−= 1131 2  o 1−=C . 
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Por tanto, la función buscada es  

( ) 13 2 −−= xxxf . 
 

 

EJEMPLO 3.23 (DESPLAZAMIENTO DE UN MÓVIL) 

Suponga que un móvil se desplaza horizontalmente con velocidad dada por la función 

( ) ( )  581.9 −== ttx
dt
dtv , a partir 2=x . 

Para determinar la función  

( )tx  

 que describe su posición del móvil en cualquier instante se requiere integrar la función  

( ) ( )  581.9 −== ttx
dt
dtv , 

por tanto,  

( ) ( ) Cttdtttx +−=−=  5
2
81.9581.9 2 . 

Si 2=x   cuando 0=t , entonces  

( ) ( ) C+−= 050
2
81.92 2

, de donde obtenemos 2=C , 

por tanto, la función que describe el desplazamiento del móvil es  

( ) 25
2
81.9 2 +−= tttx . 

 

 

EJEMPLO 3.24 (MOVIMIENTO DE UN OBJETO) 

Una partícula se desplaza a lo largo de un eje coordenado del plano cartesiano y su aceleración está 

descrita por la función  

( ) ( ) 34 −+= tta  metros sobre segundo al cuadrado.  

La partícula tiene una velocidad inicial de 8  metros sobre segundo. Para determinar la función que 

describe su velocidad, utilizamos el hecho de que su aceleración es  

( ) tv
dt
da = , 

por tanto, 

( )  ( ) 34 −+= ttv
dt
d

 , bajo la condición ( ) 80 =v  

integrando  

( ) ( )
−+= dtttv 34  o ( ) ( ) Cttv ++−= −24

2
1

. 

De  

( ) ( ) Cttv ++−= −24
2
1

 y la condición ( ) 80 =v  
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obtenemos  

( ) 840
2
1 2 =++− − C , de donde 

32
257

=C . 

La función que describe el desplazamiento de la partícula es  

( ) ( )
32
2574

2
1 2 ++−= −ttv . 

 

 

EJEMPLO 3.25 (LANZAMIENTO DE UN PAQUETE) 

Suponga que un helicóptero se eleva a una rapidez constante de 4  metros por segundo. Cuando 

alcanza la altura de 48  metros (sobre la horizontal) desde el se deja caer un paquete.  

a. Para determinar la función que describe la velocidad del paquete consideremos que la aceleración 

de la gravedad cerca de la superficie de la Tierra es 81.9  metros sobre segundo al cuadrado. Por 

tanto, se debe integrar la ecuación  

( )  81.9−== tv
dt
da  o ( ) −= dttv 81.9 ,  

considerando que 

 ( ) 40 =v . 

Por tanto,  

( ) Cttv +−= 81.9 . 

De  

( ) Cttv +−= 81.9  y la condición ( ) 40 =v  

obtenemos  

( ) C+−= 081.94  y 4=C . 

La velocidad de caída del paquete está descrita por la función  

( ) 481.9 +−= ttv . 

b.  Determinemos la función que describe la altura ( )ty  del paquete una vez que se ha dejado 

caer, puesto que  

( ) ( ) ty
dt
dtv =  

Es necesario que integremos la ecuación 

( )  481.9 +−= tty
dt
d

, sujeta a la condición ( ) 480 =y . 

Entonces 

( ) ( )dttty  +−= 481.9  o ( ) Cttty ++−= 4
2
81.9 2 . 

De  

( ) Cttty ++−= 4
2
81.9 2  

y de ( ) 480 =y  obtenemos  
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( ) ( ) C++−= 040
3
81.948 2

, de donde obtenemos 48=C . 

Finalmente  

( ) 484
2
81.9 2 ++−= ttty . 

 

 

EJEMPLO 3.26 (LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON) 

Suponga que un recipiente contiene agua que inicialmente se encuentra a temperatura de 100  

grados centígrados, posteriormente se traslada a un cuarto con temperatura constante de 15  

grados centígrados. Transcurridos 20  minutos se enfriado a 20  grados centígrados. Para 

determinar la función ( )tT  que describe el comportamiento de la temperatura en función del 

tiempo se utiliza la forma matemática de la ley de enfriamiento de Newton:  

( )  ( )( )mTtTktT
dt
d

−= . 

De acuerdo con los datos del enunciado 

  ( )15−= TkT
dt
d

, bajo las condiciones ( ) 1000 =T  y ( ) 2020 =T . 

Para integrar la ecuación anterior, separamos las variables involucradas, entonces 

kdt
T

dT
=

−15
,   

Integrando obtenemos  

 =
−

kdt
T

dT
15

 o bien, ( ) CktTln +=−15 . 

Si aplicamos las propiedades de las funciones exponenciales y logarítmicas obtenemos 

( ) kteTT 015 =− , de donde ( ) kteTtT 015+= . 

 De la condición ( ) 1000 =T  obtenemos el valor de 0T  cómo sigue 

( )0
015100 keT+=  o bien 850 =T ,  

de donde  

( ) ktetT 8515+= . 

Utilizando ( ) ktetT 8515 +=  y la condición  

( ) 2020 =T  

obtenemos el valor de k , entonces  

( )ke 20851520 +=  es decir, ( )
17
120 =ke  y 4167.1

17
1

20
1

−=






= lnk . 

Por tanto,  

( ) 4167.18515 −+= etT .
 

 



UNIDAD   3   LA INTEGRAL DEFINIDA 146 

EJEMPLO 3.27 (LEY DE CRECIMIENTO EXPONENCIAL) 

Supongamos que una población de bacterias en un cultivo se incrementó de acuerdo con la ley de 

crecimiento exponencial. Inicialmente se tienen 125  bacterias en el cultivo y 375  bacterias después 

de 4  horas. ¿Cuál es la función que describe el comportamiento de la población de bacterias? 

Sea  

( )tN  

 el número de bacterias en el tiempo t . De acuerdo con los datos en el enunciado se cumple: 

kN
dt
dN

= ,   

bajo las condiciones  

( ) 1250 =N  y ( ) 3754 =N . 

Es decir, debemos integrar  

kN
dt
dN

=  

bajo las condiciones  

( ) 1250 =N  y ( ) 3754 =N . 

De  

kN
dt
dN

=  

obtenemos  

kdt
N

dN
= , 

integrando  

 = kdt
N

dN
 o CktNln += , 

si escogemos  

0NlnC =  

obtenemos 

ktNlnNln =− 0 o kt
N
Nln =

0
, 

 esto implica  

kte
N
N

=
0

, por tanto, ( ) kteNtN 0= . 

De la condición ( ) 1250 =N  y de ( ) kteNtN 0= , se obtiene ( ) ktetN 125= . 

De la condición ( ) 3754 =N  y de ( ) ktetN 125= , se obtiene ke4125375 =  o ke43 = . 

Aplicando la función logaritmo natural y despejando da  

3
4
1 lnk = . 

La función que describe el comportamiento de la población de bacterias es 
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( )
tln

etN









=
3

4
1

125 o ( ) t
tN 4

1
3125 = . 

 

 

EJEMPLO 3.28 (LEY DE TORRICELLI) 

La Ley de Torricelli afirma:”la razón de cambio del volumen de agua con respecto al tiempo en un 

tanque que se está vaciando, es proporcional a la raíz cuadrada de la profundidad del agua”.  

Suponga que un tanque cilíndrico de radio 


10 centímetros y 16  centímetros de altura, inicialmente 

lleno, tarda 40  segundos en vaciarse.  Para obtener la función que describe el volumen en el 

tanque, aplicamos la ley de Torricelli  

hk
dt
dV

= , 

por otra parte, el volumen del cilindro es  

hhhrV 10010 2
2 =








==


 , entonces 

100
Vh = . 

De las ecuaciones  

hk
dt
dV

=  y 
100
Vh =  

 obtenemos  

10
Vk

dt
dV

=  o equivalentemente dtkdVV 1
2
1

=
−

 con 
101
kk = . 

Integrando 

dtkdVV  =
−

1
2
1

,  

esto implica  

CtkV += 1
2
1

2 , si 
2
1

2
kk =  y 

21
CC = , entonces ( ) ( )212 CtktV += . 

De la condición  

( ) 160 =V  obtenemos ( )( )212016 Ck +=  o 41 =C , 

por tanto,  

( ) ( )22 4+= tktV . 

De la condición  

( ) 040 =V , obtenemos ( )22 4400 += k , 

de donde 
10
1

2 −=k . La función es  

( )
2

4
10
1








 +−= ttV . 
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EJERCICIOS PROPUESTOS   3.2
 

 

1. La curva asociada a f  contiene el punto 

( )2,1−p  y las pendientes de sus líneas 

rectas tangentes en sus puntos se comportan 

de acuerdo con la función  

( ) xxxmT 23 2 += , determine ( )xf . 

 

2. La curva asociada a ( )xf  contiene el 

punto ( )1,1−p  y las pendientes de sus 

líneas rectas tangentes en sus puntos se 

comportan de acuerdo con la función  

( ) xxxmT 22 +−= , determine ( )xf . 

 

3. La curva asociada a ( )xf  contiene el 

punto ( )6,1p  y las pendientes de sus 

líneas rectas tangentes en sus puntos se 

comportan de acuerdo con la función  

( ) 22
2

3 +−=
x

xxmT , determine ( )xf . 

 

4. Un objeto se desplaza de modo que su 

velocidad después de t  minutos es 

( ) 243 tttv ++=  metros por minuto. ¿Qué 

distancia recorre el objeto durante el segundo 

minuto? (suponga que parte del reposo). 

 

5. Un objeto se desplaza de modo que su 

velocidad después de t  minutos es 

( ) 281 ttv += metros por minuto. ¿Qué 

distancia recorre el objeto durante el cuarto 

minuto? (suponga que parte del reposo). 

 

6. Se lanza un objeto verticalmente hacia 

arriba con una velocidad inicial de 60  metros 

por segundo.  

 ¿Cuál es su velocidad en cualquier instante 

si se supone que se desacelera a 

aproximadamente 8.9 metros por segundo 

cuadrado? 

 

7. Desde una torre de 100  metros de altura 

se lanza un objeto verticalmente y hacia 

arriba con una velocidad constante de 98  

metros por segundo, Determine: 

a. La máxima altura alcanzada por el objeto 

respecto al suelo y el tiempo requerido para 

ello. 

b. El tiempo transcurrido hasta que el objeto 

llega al suelo. 

c. La velocidad con que llega al suelo. 

 

8. Un objeto que inicialmente tiene 

temperatura de 70  grados centígrados, se 

coloca un medio a 40  grados centígrados. 

Transcurridos tres minutos, la temperatura 

del objeto es 60  grados centígrados. De 

acuerdo con el modelo de enfriamiento de 

Newton, ¿cuál es la función que describe 

la temperatura del objeto? 

 

9. A las 00:16  horas se encontró el cadáver 

de un gato. El veterinario llegó a las 

30:16 horas y le tomó la temperatura, 

siendo esta de 28  grados centígrados. Dos 

horas después la temperatura del gato que 

registró el veterinario fue 22  grados 

centígrados. Si la temperatura del lugar 

donde fue encontrado el cadáver del gato era 

16  grados centígrados (constante), 

determine la función que describe la 

temperatura del cuerpo del gato. ¿A qué 

hora murió el gato? 
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10. Supongamos que una población de 

bacterias incrementa su número 

continuamente en una tasa que es 

proporcional a su número actual.  

Que la población inicial de bacterias es 140 ; 

que aumentó a 720  bacterias en 4 horas. 

¿Cuál es la función que describe el 

comportamiento de la población de 

bacterias? 

 11. Supongamos que una población de 

moscas se incrementa conforme a la ley de 

crecimiento exponencial. Inicialmente había 

100  moscas antes del segundo día del 

experimento y 300  moscas después del 

cuarto día. ¿Cuál es la función que describe 

el comportamiento de la población de 

moscas? 

 

 

 

 

 

 

 

ACTIVIDADES   3.2
 

 

1. Se definen las funciones hiperbólicas: 

 ( )
2

xx eexsenhxf
−−

==   

(seno hiperbólico) y 

 ( )
2

xx eexcoshxg
−+

==   

(coseno hiperbólico). 

a. Descompóngalas en dos sumandos. 

b. Antiderive los dos sumandos. 

c. Obtenga sus antiderivadas. 

d. Obtenga la relación entre las dos 

funciones hiperbólicas (antes definidas) y sus 

antiderivadas. 

 

2. La velocidad de un objeto que se desplaza 

con aceleración constante está dada por  

a
dt
dv

= . 

a. Si inicialmente (en 0=t ), ( ) 00 vv =  , 

verifique que la velocidad del objeto es 

( ) atvtv += 0 . 

 b. Si el desplazamiento del móvil sigue la 

relación v
dt
dx

=  e inicialmente (en 0=t ), 

( ) 00 xx = , verifique que su 

desplazamiento es 

( ) 2
00 2

1 attvxtx ++= . 

 

3. Suponga que F  y C  representan las 

temperaturas en grados Fahrenheit y 

grados Celsius respectivamente. 

a. Si  
5
9

=
dC
dF

, ¿quién es ( )CF ? 

b. Si ( ) 320 =F , determine la función que 

describe la temperatura en grados 

Fahrenheit en función de los grados 

Celsius. 

c. Determine la función que describe la 

temperatura en grados Celsius en función 

de los grados Fahrenheit. 
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4. Suponga que una población de bacterias 

( )
td
tdP

 crece de manera que en todo 

momento t  es directamente proporcional a la 

población total de bacterias ( )tP . 

a. Si ( )tP  representa la población total de 

bacterias en el tiempo t  establezca el 

modelo que describe esta situación. 

b. Si ( )tP  representa la población total de 

bacterias, obtenga la antiderivada de la 

expresión obtenida en el inciso anterior. 

c. Si inicialmente (en 0=t , ( ) 00 PP = ) la 

población cuenta con 0P  bacterias 

demuestre que ( ) tkePtP 0= , donde k  es 

la constante de proporcionalidad. 

  

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 
 
 
 
 
PROPÓSITOS 
 
Concluirá el estudio de la derivada y la integral, 
con la construcción de un modelo que las 
relacione para hacer predicciones sobre el 
comportamiento de situaciones planteadas. 

 
 

 
 
 
 
CONTENIDO 
1. Antecedentes y términos 
2. Un modelo de crecimiento y predicción 
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ANTECEDENTES 

                Y TÉRMINOS4.1
 

 
 
APRENDIZAJES 

El alumno: 

1. Identifica que cuando la rapidez de cambio 

de una función es proporcional a la misma, 

se puede modelar a través de la ecuación 

( ) ( )tkp
dt

tdp
= .  

2. Emplea el método de separación de 

variables para resolver la ecuación 

( ) ( )tkp
dt

tdp
= y lo aplica en algunos 

ejemplos. 

3. Identifica que la solución general del 

modelo 
( ) ( )tkp

dt
tdp

=  es una familia de 

funciones definida por los valores de C . 

 4. Considera las condiciones iniciales para 

obtener una solución particular que 

representa a la situación dada y llega a un 

modelo del tipo ( ) kteptp 0= . 

5. Utiliza el modelo para hacer predicciones 

sobre el comportamiento general y puntual de 

la situación. 

6. Distingue la diferencia en el 

comportamiento del modelo ( ) kteptp 0=  

dependiendo del signo de k  y lo que esto 

significa en las situaciones modeladas. 

7. Reconoce la importancia del modelo 

( ) kteptp 0= . 

 
TEMÁTICA 
ii. Método de separación de variables. 
 

Las leyes que regulan el comportamiento de los fenómenos que ocurren en nuestro entorno 

están, en una buena parte, escritas en el lenguaje de las matemáticas; el álgebra suele utilizarse 

para tratar problemas estáticos (que no dependen explícitamente del tiempo), sin embargo, los 

fenómenos naturales y sociales más interesantes cambian al transcurrir el tiempo y gran variedad de 

ellos pueden ser modelados por ecuaciones que relacionen una de sus cantidades variables con el 

transcurso del tiempo (que es también variable). En el estudio de un fenómeno, una vez que se ha 

formulado un modelo matemático el siguiente paso consiste en resolverlo, si podemos resolverlo 

debemos verificar que tan buena es la descripción que proporciona sobre el comportamiento real de 

la situación en estudio, en caso de que las estimaciones y predicciones no concuerden o sean 

deficientes el modelo debe refinarse o ser desechado, indudablemente que un mayor “refinamiento” 

de un problema implica un mayor número de hipótesis en su formulación y como consecuencia una 

mayor dificultad en la obtención de su solución. 

En la presente sección trataremos situaciones u objetos en las que dos de sus características 

están relacionadas, son variables y también son medibles. Por otra parte, recordemos que entre los 

propósitos básicos de los cursos de cálculo diferencial se encuentra el estudio y comprensión del 
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comportamiento del cambio de las funciones, en particular, se responde la pregunta ¿si en una 

función (real de variable real) el valor de la variable independiente cambió “instantáneamente”, 

¿cuánto y cómo cambió la variable dependiente? La respuesta a la pregunta anterior conduce al 

concepto de derivada y su posterior estudio.  

 

EJEMPLO 4.1 (RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS) 

a. El cambio instantáneo de la temperatura ( )tT  de un objeto, que se enfría o se calienta, con el 

transcurso del tiempo, en términos de la función derivada, se representa con la ecuación  

( ) ( )
dt

tTdtT = . 

b. Si ( )tx  representa la posición de una partícula en el tiempo t , entonces el cambio de su 

posición se denomina desplazamiento, el cambio de posición al transcurrir el tiempo se denomina 

velocidad o rapidez y se representa por 
( ) ( )tx

dt
txd =  . 

c. Si ( )tv  representa la velocidad de una partícula en el tiempo t , entonces el cambio de su 

velocidad al transcurrir el tiempo se denomina aceleración y se representa por  

( )
dt
dvtv = , o también por 

dt
dva = . 

d. Si la función ( )tm  representa la masa de una sustancia en el tiempo t , entonces = m
dt
dm

 

describe el cambio de la masa en el tiempo t . 

e. Si la función ( )qc  describe el costo total de producir y comercializar q  gramos de un producto, 

entonces la función ( )
dq
dcqc =  se denomina costo marginal y describe el comportamiento 

instantáneo del costo marginal, es decir, de producir y comercializar q  gramos del producto 

f. Si la función ( )tp  describe el tamaño de la población total de cierta región en el tiempo t , 

entonces la función ( ) ( )tc
dt
dptp ==  describe es cambio instantáneo de la población en el 

tiempo t . 
 

 

Los modelos de las situaciones planteadas en el ejemplo 4.1 pueden representarse por la 

ecuación ( )tF
dt
dy

=  que recibe el nombre de ecuación diferencial, en ella la incógnita es la función 

y .  

 

DEFINICIÓN 4.1 (ECUACIÓN DIFERENCIAL) 

a. Una ecuación diferencial es una ecuación que involucra a una función y su(s) derivada(s). 

b. Cualquier función que satisfaga a una ecuación diferencial se denomina solución de la ecuación 

diferencial. 
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En general, el modelo de una ecuación diferencial ordinaria de primer orden es ( )yxFy ,= . 

La incógnita no es el valor de la función en uno o varios puntos, sino la función en sí misma. 

 

EJEMPLO 4.2 (ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS) 

Son ecuaciones diferenciales:  

24 2 −= t
dt
dy

, también kF
dt
dF

= , asimismo RR
dt
dR 22 −= . 

En esta sección únicamente trataremos ecuaciones diferenciales en donde la derivada de la 

función involucrada depende explícitamente de la variable independiente, es decir, ecuaciones 

diferenciales de la forma  

( )tf
dt
dy

= , 

y cuyo método de solución consiste en aplicar el teorema fundamental del cálculo, para determinar la 

función ( )tf , por tanto, es decir,  ( ) ( ) Cdxxfty
t

+=  . 

El lector debe tener en cuenta que el proceso de determinación de la función ( )tf  puede ser 

engorroso e incluso resultar imposible, por tanto, sólo trataremos ecuaciones diferenciales en las 

que la función ( )xf  acepta una “integración inmediata”.  
 

 

EJEMPLO 4.3 (RESOLUCIÓN DIRECTA DE ECUACIONES DIFERENCIALES) 

a. Si  
tdt

dy 1
= , entonces dt

t
dy 1

= , integrando obtenemos ( ) Ctlndt
t

ty +== 
1

, siempre que 

0t . 

b. Si  tcos
dt
dy

+= 3 , entonces ( )dttcosdy += 3 , luego ( ) ( ) += dttcosty 3  y al integrar 

obtenemos  

( ) Ctsentty ++= 3 . 

c. Si  2tt
dt
dy

−= , entonces ( )dtttdy 2−= , al integrar obtenemos ( ) ( ) −= dtttty 2 , por tanto,  

( ) Cttty +−= 32

3
1

2
1

. 

 

 

DEFINICIÓN 4.2 (SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL) 

Si se sustituye la función ( )ty  (junto con su derivada) en la ecuación diferencial ( )tf
dt
dy

=  y se 

obtiene una identidad, entonces ( )ty  es solución de ella. 
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EJEMPLO 4.4 (VERIFICACIÓN DE LA SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL) 

a. La función ( ) Ctlnty +=  es solución de la ecuación diferencial 
tdt

dy 1
= , puesto que 

tdt
dy 1

= . 

b. La función ( ) Ctsentty ++= 3  es solución de tcos
dt
dy

+= 3  puesto que tcos
dt
dy

+= 3 . 

c. La función ( ) Cttty +−= 32

3
1

2
1

 es solución de 2tt
dt
dy

−= , puesto que 2tt
dt
dy

−= . 

 

 

Note que una ecuación diferencial tiene una infinidad de soluciones (no tiene solución única), 

por ejemplo, la ecuación diferencial 5=
dt
dy

 admite como soluciones a las funciones:  

( ) 851 += tty ,     ( ) 352 −= tty , o bien a la función ( )
3
153 −= tty , 

y muchas otras. La forma genérica de las funciones solución anteriores es ( ) Ctty += 5 , por lo 

que se dice que:  

i. La solución general de la ecuación diferencial 5=
dt
dy

 es la función ( ) Ctty += 5 . 

ii. Las funciones  

( ) 851 += tty , también ( ) 352 −= tty , ( )
3
153 −= tty , 

entre otras, son soluciones particulares de la ecuación diferencial 5=
dt
dy

. 

La solución general de la ecuación diferencial ( )tf
dt
dy

=  es la función ( ) Cty +  (función 

que esta función incluye la constante C ), y tiene asociada una familia de funciones solución, una 

solución (particular) para cada valor de C . La figura 4.1 muestra a la curva asociada a la función 

( ) Cty +  y una curva específica para cada valor de C . 

         

y ( t ) + C

y ( t ) + C

y ( t ) + C

1

3

2

y ( t ) + C
y ( t ) +C

( t   ,  y  )

t tt t

y y

y y

0 00 0

0 0

0 0

 
FIGURA 4.1   
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Si en una ecuación diferencial se agrega una condición, que debe satisfacer su solución general, 

al resolverla se obtiene una solución particular, y en este caso decimos que se tiene un “problema de 

condición inicial”. 

 

DEFINICIÓN 4.3 (PROBLEMA DE VALOR INICIAL) 

La ecuación diferencial ( )tf
dt
dy

=  sujeta a la condición ( ) 00 yty =  se conoce como problema 

de valor inicial. 

 

Un primer método en la resolución de una ecuación diferencial ordinaria de primer orden 

consiste en “separar las variables”, cada variable en un miembro de la ecuación, y posteriormente 

integrar (por esta razón el método se llama “separación de variables”). 

 

DEFINICIÓN 4.4 (ECUACIÓN DIFERENCIAL SEPARABLE) 

La ecuación diferencial ( )ytF
dt
dy ,=  se denomina separable si puede escribirse en la forma 

( ) ( )dttgdyyf  = . 

 

EJEMPLO 4.5 (SEPARANDO VARIABLES) 

Para resolver la ecuación diferencial yy 4= , se rescribe  y  en términos de la notación de Leibniz, 

es decir, en la forma  y
dt
dy 4=  y se consideran 

dt
dy

 como una división de cantidades “infinitamente 

pequeñas”, con estas suposiciones podemos escribir  

dt
y

dy 4= ,  

en donde las variables t  y y  se encuentran separadas (variables iguales en cada miembro de la 

ecuación), si integramos ambos miembros obtenemos  

dt
y

dy
 = 4 , entonces 21 4 CtCyln +=+  

donde 1C  y 2C  son constantes (números), sin embargo, la ecuación se puede escribir en forma más 

sencilla utilizando una sola constante de integración, así 

34 Ctyln +=  cuando 123 CCC −= . 

Si despejamos y  obtenemos 34 ctey += , o bien 34 cteey = ; haciendo 3ceC =  y sustituyendo en la 

última ecuación obtenemos  

( ) tCety 4= . 
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EJEMPLO 4.6 (SEPARANDO VARIABLES) 

a. Para determinar la solución de la ecuación 

043 2 =−
dt
dyyt , 

separamos las variables involucradas, dttdyy 234 = , posteriormente al integrar obtenemos   

 = dttdyy 2

4
3

,  

por tanto, 

Cty
+=

42

32

, o bien ( ) Ctty +=
2

3

. 

b. La ecuación  

( ) 0292 =−+ dttydyt  

es separable y se puede reescribir como  

( )dt
t

t
y

dy
9

2
2 +

= , 

Al integrar obtenemos  

( ) dt
t

t
y

dy
 +

=
9

2
2 , o bien ( ) Ktlnyln ++= 92 .  

Si hacemos ClnK = , entonces 

( ) ( )99 22 +=++= tClnClntlnyln , 

al aplicamos la función exponencial natural obtenemos  

( )92 += tCy , o bien en forma explícita ( ) ( )92 += tCty . 
 

 

EJEMPLO 4.7 (SEPARANDO VARIABLES) 

Para resolver tseny 3=  primero escribimos y en notación de Leibniz como 
dt
dy

, así  

tsen
dt
dy 3= . 

Al separar variables obtenemos 

tdtsendy = 3 . 

Si integramos ambos miembros obtenemos  

dttsendy  = 3 , o bien ( ) Ccos3tty +−=
3
1

. 

 

 

 

EJEMPLO 4.8 (PROBLEMA DE VALOR INICIAL) 

a. Para determinar la solución del problema de valor inicial  
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( )






=

=+

20

042 2

y
dt
dyyt

, 

separamos las variables y obtenemos  

dttdyy 224 −= , 

 integrando obtenemos  

 −= dttdyy 2

2
1

,  

 por tanto,  

Cty
+−=

62

32

, o bien  ( ) Ctty +−=
3

3

. 

La condición ( ) 20 =y  significa: “si 0=t , entonces 2=y ”, por tanto  

C+−=
3

02
3

, o bien 4=C . 

La solución del problema de valor inicial 
( )






=

=+

20

042 2

y
dt
dyyt

 es ( ) 4
3

3

+−=
tty . 

b. Para determinar la solución (particular) del problema de valor inicial 
( )





=
=

11
2 2

y
xyy

 debemos 

separar las variables x  y y  de ella. Rescribimos 22xyy =  con diferenciales 22xy
dx
dy

= , de donde 

xdx
y
dy 22 = , integrando obtenemos 

 = dxx
y
dy 22  o bien Cx

y
+=− 21

, por tanto,  

( )
Cx

ty
+

−= 2
1

. 

La condición ( ) 11 =y  indica: “si 1=t , entonces 1=y ”, por tanto,  

C+
−= 21

11  y 11 −=+C , o bien 2−=C . 

La solución del problema de valor inicial  

( )





=
=

11
2 2

y
xyy

  

es la función   

2
1

2 −
−=

x
y , o bien ( )

2
1

2 −
−=

x
xy . 
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EJEMPLO 4.9 (PROBLEMA DE VALOR INICIAL) 

a. Obtengamos la solución problema de valor inicial  

( )





=
−=

00
4

Ay
yy

. 

La ecuación yy 4−=  escrita en términos la notación de Leibniz es y
dt
dy 4−= , al separar las 

variables obtenemos  

dt
y

dy 4−= , o bien dt
y

dy
 −= 4 , integrando tclnyln 4−=− ,  luego t

C
yln 4−= , o bien 

te
C
y 4−= , 

Por tanto, la solución general es ( ) tCety 4−= . 

La condición ( ) 00 Ay =  significa: “si 0=t , entonces 0Ay = ”, por tanto, CeCA == 0
0  y. 

La solución del problema de valor inicial 
( )





=
−=

00
4

Ay
yy

es la función  ( ) teAty 4
0

−= . 

 

 

El modelo ky
dt
dy

=  lo trataremos detalladamente en la sección 4.2., por ser de gran interés y 

aplicabilidad (como una primera aproximación), en el estudio del crecimiento de poblaciones.  

 

 

EJERCICIOS PROPUESTOS   4.1
 

 

1.  En cada caso construya un modelo 

(ecuación). 

a. Cierta teoría relativa al aprendizaje afirma: 

“A mayor rapidez de aprendizaje de un tema 

mayor olvido del tema”. 

b. La rapidez con que cambia la temperatura 

de un cuerpo es proporcional a la diferencia 

entre la temperatura del medio que lo contiene 

y su propia temperatura.  

c. El cambio del “alargamiento” de un resorte 

es proporcional a dicho alargamiento. 

d. La fuerza F que actúa sobre un cuerpo de 

masa constante m  es proporcional a la razón 

de cambio en tiempo del “momentum” del  

 cuerpo.  

e. Se introduce aire a un globo esférico de 

radio r  a razón de 5  litros por minuto. 

¿Cuál es el modelo que describe el ritmo de 

cambio del radio r  del globo en función del 

tiempo?  

f. En un lago se deja caer un objeto, lo que 

genera ondas circulares que se propagan 

alrededor del lugar en que cayó el objeto. Si 

el radio r  de la onda circular exterior crece 

a ritmo constante de 10  centímetros por 

segundo, ¿cuál es el modelo que describe el 

crecimiento del área A  perturbada en 

función del tiempo?  
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g. En tinaco cilíndrico de radio 5  metros, se 

vierte agua a razón constante de 25  litros 

por segundo. Determine el modelo que 

describe la rapidez a la que aumenta el nivel 

del agua en función del tiempo. 

h. El valor V  neto de una compañía 

aumenta a una tasa continua del %2  anual. 

Sin embargo, al mismo tiempo sus 

obligaciones son de 5  millones de pesos 

anuales pagados en forma continua. ¿Cuál 

es el modelo que describe el valor de la 

compañía? 

i. Sea V  el volumen de agua salada en un 

tanque y ( )tS  la cantidad de sal en el 

tanque en cualquier tiempo t . ¿Cuál es la 

concentración de sal en cualquier tiempo t ? 

Suponga que la concentración de sal es 

uniforme en todo el tanque y que luego 

entra (al tanque) una solución salina con 

concentración s  a una razón r . Para 

mantener el volumen constante se drena 

solución del tanque a la misma razón r  a la 

que entra, ¿cuál es el modelo que 

representa cantidad de sal en cualquier 

instante? 

 

2. Construya un modelo para cada situación. 

a. El dinero en una cuenta bancaria crece 

proporcionalmente a una razón  r  anual. 

b. La rapidez con que aumenta el grosor de 

la capa de hielo (por ejemplo, en un 

refrigerador) es inversamente proporcional 

al grosor G . 

c. En cierta ciudad, el polvo P  se acumula a 

una razón de 2  gramos por centímetro 

cuadrado por año. Al mismo tiempo 

desaparece a una razón constante del %80  

por año. 

 d. La rapidez a la que disminuye la presión 

barométrica P  con la altitud es proporcional a 

la presión barométrica a esa altitud. 

e. La rapidez con que aumenta la temperatura 

T , de una botella de jugo extraída de un 

refrigerador a una temperatura de C−10   y 

puesta en una sala a C23  (suponga 

proporcionalidad). 

f. Inicialmente, un tanque contiene 100  litros 

de una mezcla al %20  de alcohol con agua. 

Se extrae la mezcla a razón constante de 10  

litros por hora y, al mismo tiempo se reemplaza 

por otra mezcla %30  de alcohol. 

g. Un joyero invierte comprando oro. El  valor 

V  neto del kilogramo de oro aumenta a una 

tasa continua del %20  anual y al mismo 

tiempo tiene que pagar 100  pesos por 

kilogramo, por el concepto de almacenamiento. 

¿Cuál es el modelo que describe el valor del 

oro adquirido? 

 

 

3. Separe variables y resuelva la ecuación 

diferencial. 

a. ( ) ( ) 0112 2 =+−+ dyxdxyx . 

b. 
y

t
dt
dy

4
42 +

= . 

c. yte
dt
dy 22 −= . 

d. 12 =
dt
dyty . 

e. 
t
y

dt
dy

= . 

f. t
dt
dy 8= . 

g. 0433 22 =−−+ dtytdyty . 

h. 0143 22 =+++ dyyydttt . 
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i. 0=− kydtdy . 

j. 
y
t

dt
dyyln = . 

k. ( ) 01243 322 =+−+ dyxydxyx . 

l. 25 += y
dt
dyt . 

m. 042

=
+

+ dt
y

tdyte y . 

n. tcosyy 4'= . 

 

4. Separe variables y resuelva la ecuación 

diferencial, verifique su solución. 

a. xye
dx
dyy 22−= .  

b. ( ) 010 =−− dtTkdT . 

c. 05'4 =− teyy .                 

d. 0=+ 


e
d
dr

. 

e. 
dx
dye

dx
dyy x +=+ 2 .        

 f. 


senycosy
d
dy

+= .  

g. 




 +
−

=
r

rr
d
dr

. 

h. ( ) ( )55 22 +=+ y
y
x

dx
dyx . 

i. ( ) 0834
22 =−+ xy

dx
dyx .  

j. ( )( )ysecxcos
dx
dy

= .      

k. 0'43 2 =+− ytt . 

l. 3

2 3
x

y
dx
dyy +

= . 

 5. Determine la solución del problema de 

valor inicial. 

a. ( ) 03 2 =+− dyxdxyx  con  ( ) 11 =y . 

b. ( ) 0112 =++− dyxydxy  y ( ) 12 =y . 

c. yte
dt
dy += 2 con ( ) 00 =y . 

d. 43 =
dt
dyyt  con ( ) 11 =y . 

e. tln
ydt

dy 3
=  con ( ) 21 =y . 

f. 0
3

12
2 =

−
+ dt

y
tdyte y  con ( ) 11 =y . 

g. 012 224 3 =−++ dtytdyty ,  

( ) 01 =y . 

h. 0943 2 =+++ dtydyty ,  ( ) 11 =y . 

i. 02 =− ydtdy  con ( ) 22
1 =y . 

j. 
t
y

dt
dy

=  con ( ) 24 =y . 

k. 
1
42

+
+

=
y

t
dt
dy

 con ( ) 22 =−y .  

l. t
dt
dy 6−=  con ( ) 08 =y . 

m. 42 += y
dt
dyt  con ( ) 12 =y . 

n. tcos
dt
dy 42=  con ( ) 1=y . 

o. 23 25 t
dt
dyt =+  con ( ) 11 =−y . 

p. 05'4 =− teyy  con ( ) 10 =y . 

q. 0'42 2 =++ ytt  con ( ) 12 =−y .  

r. ( ) 010 =−− dtTkdT  con ( ) 10 =T .  

s. ( ) dyyedxyx x 22
2
3

3 32 =+  y ( ) 00 =y . 

t. 23 31 t
dt
dyt =−  con ( ) 00 =y . 
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6. Utilice el cambio de variable señalado y 

resuelva la ecuación diferencial. 

a. 
x

yx
dx
dy +

= , 
x
yu = .          

b. yx
dx
dy

+= , yxu +=  

.c. 
x

xy
dx
dy −

= , ( )xvxy = . 

d. 22
2

xy
xy

dx
dy

−
= , ( )xvxy = . 

 

7. Factor integrante 

a. Multiplique xey
dx
dy

=+  por ( ) xexi =  y 

luego resuélvala (identifique la derivada de 

un producto). 

 
b. Multiplique xy

xdx
dy

=−
3

 por ( ) 3
1
x

xi =  

y luego resuélvala (identifique la derivada de 

un producto). 

 

8. Determine la función en la que la línea 

recta tangente tiene pendiente: 

a. 14 += xmt  para todo valor de x , y su 

curva contiene al punto ( )2,1 . 

b. 263 2 −+= xxmt  para cada valor de x , 

y su curva contiene al punto ( )6,0 . 

 

 

 

 

 

 

ACTIVIDADES   4.1
 

 

1. “Ecuación diferencial de una familia de 

parábolas” 

a. En el plano cartesiano, ¿cuál es la 

ecuación de la parábola con vértice en el 

origen, eje focal vertical y parámetro a ?, 

trace algunas de estas parábolas. 

b. Luego el cociente 
y

x 2

 es igual a: 

c. Suponga que  ( )xyy=  , utilice la “regla 

para derivar un cociente de funciones y derive 

la expresión obtenida en el inciso anterior. 

d. Verifique que la ecuación diferencial de la 

familia de parábolas es 02 =− xdyydx  

 2. Trayectorias “ortogonales” 

En el plano cartesiano, las trayectorias 

asociadas a 222 cyx =+  con 0c  son 

circunferencias con centro en el origen y 

radios 0c . 

a. En el plano cartesiano trace algunas de las 

curvas de la familia 222 cyx =+  con 0c . 

b. Suponga que ( )xyy=  y derive término 

a término la ecuación 222 cyx =+  (para 

derivar 2y  utilice la regla de la cadena). 

c. Haga los despejes adecuados y justifique 

que  
y
x

dx
dy

−= . 
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d. ¿Cuáles son las pendientes de las curvas 

que son perpendiculares a las rectas 

tangentes a las circunferencias (recuerde que 

1−= ⊥mm )? 

e. Resuelva la ecuación diferencial obtenida 

en el inciso c. e identifique la forma de las 

curvas solución. 

f. En el plano cartesiano que utilizó en el 

inciso a. trace algunas de las curvas 

solución. 

g. En términos de perpendicularidad, 

establezca la relación entre las curvas con 

ecuaciones de la forma 
222 cyx =+  

y las curvas obtenidas al resolver la ecuación 

del inciso b. 

 

3. Cambio lineal 

En la ecuación bay
dt
dy

+= , a  y b  son 

constantes. 

a. Considere el cambio de variable  

a
byv += . 

b. Calcule  
dt
dv

.c. Sustituya 
dt
dv

 y 
a
bvy −=  

en bay
dt
dy

+=  para obtener una ecuación 

diferencial en las variables v  y t . 

d. Utilice la solución del modelo de 

crecimiento y obtenga  

( )
a
bCety at −= . 

4. Ley de enfriamiento de Newton 

La ley de enfriamiento (o calentamiento) de 

Newton establece que la temperatura ( )t  

de un cuerpo cambia de forma que es 

proporcional a la diferencia entre su 

temperatura y la temperatura  A  del medio  

 que lo rodea. 

a. Explique por qué el modelo que describe 

la situación anterior es  

( )( )AtK
dt
d

−= 


. 

b. Suponga que  ( ) 0− At ,  ¿el 

cuerpo se está enfriando o calentando?, 

explique. 

c. Suponga que  ( ) 0− At ,  ¿el 

cuerpo se está enfriando o calentando?, 

explique. 

d. ¿Cuál es el signo de K ? 

e. Puesto que la solución de bay
dt
dy

+=  

es ( )
a
bCety at −= , utilice este hecho y 

obtenga  ( ) atCeAty += . 

f. ¿Qué ocurre si 0=t ?, explique. 

g. ¿Qué ocurre con ( )t  después de un 

largo periodo de tiempo?, explique. 

 

5. (Movimiento rectilíneo uniformemente 

acelerado). 

Un objeto móvil se desplaza con 

aceleración constante a , es decir su 

velocidad varía uniformemente durante su 

desplazamiento, bajo estas condiciones 

dt
dva = . 

a. Verifique que ( ) atvtv += 0 , ¿cómo 

interpreta 0v ? 

b. Si toma como origen de tiempos el 

instante correspondiente a 0v  , es 0t  , 

justifique que  

( ) 2
00 2

1 attvxtx ++= . 
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6. Lanzamiento vertical. 

a. Un objeto se lanza verticalmente hacia 

arriba en un tiempo inicial 0=t , con una 

velocidad inicial 0v   y con una posición inicial 

cuando 0=y . Por tanto, ( )ty  representa 

la posición del objeto en el tiempo t . ¿Cuáles 

son los valores iniciales de la situación 

descrita? 

b. La segunda ley de Newton indica que 

naceleraciómasafuerza = . La única 

fuerza que actúa sobre el objeto es la fuerza 

gravitacional hacia abajo, es decir el peso del 

objeto w− . Si la aceleración es la segunda 

derivada de la posición, ¿cuál es el modelo 

que describe la situación?  

c. Si el peso del objeto es proporcional a su 

masa y está dado por mgw =  el modelo 

determinado en el inciso b. se transforma en: 

d. Así, la velocidad ( )ty '  del objeto en 

cualquier instante t   es. 

e. ¿La posición ( )ty  del objeto en 

cualquier instante t  es? 

  

 

 

 

 



MODELOS DE CRECIMIENTO 

                            Y PREDICCIÓN4.2
 

 

APRENDIZAJES 

El alumno: 

1. Identifica que cuando la rapidez de cambio 

de una función es proporcional a la misma, 

se puede modelar a través de la ecuación 

( ) ( )tkp
dt

tpd
= . 

2. Emplea el método de separación de 

variables para resolver la ecuación 

( ) ( )tkp
dt

tpd
= . 

y lo aplica en algunos ejemplos. 

 

3. Identifica que la solución general del 

modelo 
( ) ( )tkp

dt
tpd

=  es una familia de 

funciones definida por los valores de C . 

 4. Considera las condiciones iniciares para 

obtener una solución particular que 

representa a la situación, dada y llega a un 

modelo del tipo ( ) kteptp 0= . 

5. Utiliza el modelo para hacer predicciones 

sobre el comportamiento general y puntual de 

la situación. 

6. Distingue la diferencia en el 

comportamiento del modelo ( ) kteptp 0=  

dependiendo del signo de k y lo que esto 

significa en las situaciones modeladas. 

7. Reconoce la importancia del modelo 

( ) kteptp 0= . 

 

 

TEMÁTICA 

i. Situaciones de variación cuya rapidez de cambio se comporta como 
( ) ( )tkp

dt
tpd

= . 

iii. Condiciones iniciales aplicadas al modelo ( ) kteptp 0= . 

 

Entre otras de sus aplicaciones, las ecuaciones diferenciales se utilizan como modelos para 

representar y analizar fenómenos relacionados con: 

i. La trasformación de una sustancia en otra. 

ii. El crecimiento y decrecimiento de poblaciones. 

iii. La determinación de la edad de objetos. 

iv. El cálculo de montos (cantidades de dinero) en plazos definidos. 

v. El cambio del valor de un objeto conforme transcurre el tiempo. 

vi. El comportamiento del aprendizaje de un sujeto. 

vii. El comportamiento de la temperatura de cuerpo inmerso en un medio que se encuentra a otra 

temperatura. 
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En la presente sección revisaremos algunas de las situaciones antes señaladas, en particular 

aquellas cuyo estudio conducen a la ecuación  

( ) ( )tkp
dt

tpd
= , 

es decir, situaciones en que la razón de cambio instantáneo de una función (la variable dependiente) 

es proporcional a ella misma. 

 

DEFINICIÓN 4.5 (RELACIÓN DE VARIACIÓN DIRECTA) 

Se dice que la variable p  es directamente proporcional a la variable t , si la razón entre dos valores 

correspondientes cualesquiera es constante, es decir, sí k
t
p
=  o bien ktp = , siempre que 0k  

(también se dice que p  varía directamente con t ). 

 

El problema de valor inicial kp
dt
dp

= , sujeto a la condición ( ) 00 pp = , llamado modelo de 

crecimiento de Malthus o modelo de crecimiento exponencial supone que la rapidez de crecimiento 

de una población, en el instante t , es directamente proporcional al tamaño de la población; también 

presupone que la población: se desarrolla en un ambiente sin restricciones, que es continuo y que 

los recursos para mantener dicha población existen.  

 

Posteriormente justificaremos que bajo las condiciones señaladas en el párrafo anterior, el 

crecimiento de la población se modela con una función exponencial.  

 

DEFINICIÓN 4.6 (MODELO EXPONENCIAL) 

El problema de valor inicial valor inicial kp
dt
dp

=  sujeto a ( ) 00 pp =  recibe el nombre de modelo 

exponencial. 

 

= k p
d  p
d t

    constante de
proporcionalidad

proporcional
        a  p

razón de cambio
instantáneo de  p

 
 

FIGURA 4.3  
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La solución del problema de valor inicial kp
dt
dp

=  sujeto a la condición ( ) 00 pp =  se obtiene 

utilizando el “método de separación de variables”.  

Si  kp
dt
dp

= , entonces tkd
p

dp
= , al integrar  = tkd

p
dp

, obtenemos 

tklnClnp =−   

(note que la constante de integración ha sido escrita como lnC− ), 

por tanto,  

tk
C
pln =  o bien tke

C
p
=  y como consecuencia ( ) ktCetp = . 

Si ( ) 00 pp = , entonces ( ) ( ) CCepp k === 0
0 0  lo que implica que 0pC = ,  

es decir, ( ) tkeptp 0= . 

 

El resultado del proceso anterior lo formaliza el teorema 4.1. 

 

TEOREMA 4.1 (MODELO DE CRECIMIENTO Y DE DECRECIMIENTO EXPONENCIAL) 

Si ( )ty  es una función positiva y derivable tal que 

kp
dt
dp

= , sujeta a la condición ( ) 00 pp = , para alguna constante k , entonces ( ) tkeptp 0= . 

 

En la función ( ) tkeptp 0= : el número ( ) 00 py =  se conoce como valor inicial, k  es la 

constante de proporcionalidad y el comportamiento de la función ( ) tkeptp 0=  de denomina: 

i. “Crecimiento exponencial” cuando 0k , vea la figura 4.4.a.  

ii. “Decrecimiento exponencial” si 0k , vea la figura 4.4.b.  

 
p ( t )

p

p

t
0

0

0

p ( t )

t0
 

                          a.                                                                                           b.  

FIGURA 4.4   
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POBLACIONES    

Aún cuando el número de individuos que componen una población es discreto (tiene asociado 

un número natural) el modelo de crecimiento exponencial es una “buena aproximación” en el estudio 

del comportamiento de poblaciones.  

 

EJEMPLO 4.10 (CONSTRUCCIÓN DE MODELO) 

a. Construya un modelo de decrecimiento exponencial con constante de proporcionalidad 2−  y 

condición inicial 1500 =p . En este caso 2−=k  y también ( ) 1500 =p , por tanto, p
dt
dp 2−=  con 

solución ( ) tetp 2150 −= . 

b. Construya un modelo de crecimiento exponencial con constante de proporcionalidad 5  y 

condición inicial 8000 =p . 

En este caso 5=k  y ( ) 8000 =p , por tanto, p
dt
dp 5=  con solución ( ) tetp 5800 −= . 

 

 

EJEMPLO 4.11 (CRECIMIENTO DE UNA POBLACIÓN) 

Suponga que inicialmente un cultivo tiene 3000  bacterias y que éstas se reproducen en proporción 

directa, también suponga que su número se incrementa seis veces cada 10  horas.  

Dado que el número de bacterias crece de exponencialmente, entonces  

( ) 30000 =p  y kp
dt
dp

= , cuya solución es ( ) tketp 3000= . 

Si ( ) tketp 3000= , entonces ( ) 1800010 =p , por tanto, ke10300018000 = , lo que implica 

ke106 = , luego ( ) kln 106 = , es decir, ( )6
10
1 lnk = , 

por tanto, ( ) pln
dt
dp








= 6
10
1

 con solución  

( )
( )

( )10
6

10
1

630003000
t

t
ln

etp ==









, o bien ( ) ( )1063000
t

tp = . 
 

 

 

EJEMPLO 4.12 (CRECIMIENTO DE UNA POBLACIÓN) 

Suponga que el número de habitantes de cierta población aumenta de manera proporcional a su 

número actual. Después de dos años el número de habitantes se ha duplicado y después de tres 

años el número de habitantes es 00020 .  

Conocer el modelo que describe el comportamiento del tamaño de la población implica conocer los 

valores de 0p  y k . 

Si el número de habitantes de cierta población crece de manera proporcional a su número actual de 

pobladores, entonces se ajusta al modelo 
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kp
dt
dp

= , cuya solución es ( ) tkeptp 0= . 

Si 2=t , entonces ( ) 02 ptp =  (la población se ha duplicado), al sustituir en  

( ) tkepty 0=  obtenemos kepp 2
002 =  o bien ke22 = , 

 en consecuencia  

347.02
2
1

== lnk , como consecuencia ( ) teptp 347.0
0= . 

Si 3=t , entonces ( ) 00020=ty . Si sustituimos en ( ) teytp 347.0
0=  obtenemos  

( )( ) ( )832.200020 0
3347.0

0 pep == , de donde 70620 =p . 

El modelo que describe el crecimiento del número de habitantes en la población es 

p
dt
dp 347.0=  con solución ( ) tetp 347.07062= . 

 

 

EJEMPLO 4.13 (DUPLICACIÓN DEL NÚMERO DE INDIVIDUOS) 

La población del continente asiático al comienzo del año 0002  era de aproximadamente 0004  

millones. Al inicio de 0012  fue de 1304  millones, considerando aplicable a la ley de crecimiento 

exponencial. 

a. Para determinar la constante de crecimiento k  y el modelo de crecimiento exponencial 

consideremos: 

i. 0=t  corresponde al año 0002 , entonces ( ) 00040 =y . 

ii. 1=t  corresponde al año 0012 , entonces ( ) 13041 =y . 

El modelo que describe el comportamiento de la población es  

kp
dt
dp

=  sujeta a ( ) 00040 =p  y solución ( ) tketp 0004= . 

La segunda condición da ( )100044130 ke= , lo que implica  03198.0
4000
4130

== lnk . 

El modelo de crecimiento toma la forma p
dt
dp 03198.0=  con solución ( ) tetp 03198.00004= . 

b. La población en el año 0202  es ( ) ( )( ) 3447.7583000420 2003198.0 == ey  millones. 

c. La población será doble cuando alcance 0008  millones, por tanto,   

te 03198.000048000 =  o bien te 03198.02 = , de donde obtenemos 675.212
03198.0

1
== lnt  años. 

 

 

Para reflexionar 

¿Qué papel desempeña la constante de crecimiento k  en el comportamiento de la curva 

asociada a ( ) tkeptp 0= ? 
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DECAIMIENTO RADIACTIVO 

El modelo exponencial también proporciona resultados “bastante buenos” en situaciones de 

decaimiento radiactivo. Suponga que la rapidez a la que una sustancia radiactiva se desintegra 

(decae) en un objeto, es proporcional a la cantidad de ella presente en el objeto, y que N  representa 

la cantidad de la sustancia radiactiva en el tiempo t , entonces el modelo que describe la cantidad de 

la sustancia es  

N
dt
dN

−= , donde   es positiva y se denomina constante de decaimiento. 

La resolución del modelo N
dt
dN

−= , bajo la condición ( ) 00 NN = , se obtiene separando 

variables, ésta es ( ) teNtN −= 0 . 

 

Para reflexionar 

Obtenga la solución del modelo de decaimiento radiactivo. 

 

Un parámetro de gran utilidad en el estudio de las sustancias radiactivas es su “vida media”, 

misma que se define como el tiempo 21t  que toma en desintegrarse la mitad de su cantidad inicial, 

es decir, ( ) 02
1

21 NtN = . La tabla 4.1 incluye las vidas medias de los núclidos de algunas 

sustancias radiactivas. 

 

NÚCLIDO VIDA MEDIA RADIACIÓN 
23892 U 9105.4  años alfa 

23793 Np 6102.2  años alfa 

146 C 5568 años beta 

9038 Sr 9.19  años beta 

31 H 3.12 años beta 
14056 Ba 5.12 años beta 

14153 I 0.8 días beta 
14057 La 40  horas beta 
9436 Kr 4.1 segundos beta 

 

TABLA 4.1 

 

Para reflexionar 

¿Tiene sentido la condición ( ) 00 =N  en un modelo de decaimiento radiactivo? Explique. 

¿Qué papel desempeña la constante de decaimiento k  en el comportamiento de la curva 

asociada a ( ) tkeyty 0= ? 
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EJEMPLO 4.14 (DECAIMIENTO RADIACTIVO) 

Una sustancia radiactiva se desintegra de forma proporcional a su cantidad presente. Inicialmente 

hay 50  miligramos de la sustancia y después de cuatro horas se observa que sólo queda el %80  de 

ella. 

a. Sea ( )tN  la cantidad de la sustancia existente en el tiempo t . Dadas las condiciones del 

problema ( )tN  satisface el modelo 

N
dt
dN

−=  con solución ( ) teNtN −= 0 . 

Inicialmente 0=t  y 50=N , entonces 0
050 −= eN  o bien 500 =N , entonces ( ) tetN −= 50 . 

Después de 4=t  horas queda el %80  de la sustancia ( ( )( ) 405080.0 = miligramos), entonces 

45040 −= e , de donde obtenemos 05578.0
50
40

4
1

=−= ln . 

En consecuencia ( ) tetN 5578.050 −=  en donde t  representa el tiempo en horas. 

b. La cantidad de sustancia radiactiva después de seis horas es ( ) ( ) 7598.506 65578.0 == −eN  

miligramos. 

c. Para determinar el t  tiempo al cabo del cual la sustancia radiactiva es la mitad de la inicial, es 

decir, ( ) 25=tN , se resuelve la ecuación  

te 5578.05025 −= , en consecuencia te 5578.0

2
1 −= , o bien 

2
15578.0 lnt =− , 

de donde obtenemos 

426.12
2
1

5578.0
1

=−= lnt  horas. 

 

 

 EJEMPLO 4.15 (DECAIMIENTO RADIACTIVO) 

A causa del accidente nuclear ocurrido en Japón, en marzo de 2011 , quedó en la atmósfera cesio 

radiactivo 137 , suponga que la vida media del Cs137  es 28  años. 

a. Para determinar la constante   de desintegración del Cs137  y luego las características del 

modelo exponencial 

N
dt
dN

−=  sujeto a las condiciones: ( ) 00 NN =   y ( ) teNtN −= 0 , 

es necesario determinar  . Puesto que la vida media del Cs137  es 28  años, entonces  

( ) 02
128 NN = , es decir, 28

002
1 −= eNN ,  o bien 28

2
1 −= e  

en consecuencia  

28
2
1

−=ln , por tanto, 02476.0
2
1

28
1

=−= ln . 

El modelo de decaimiento es  
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N
dt
dN 02476.0−= , siempre que ( ) 00 NN =  y solución ( ) teNtN 02476.0

0
−= . 

b. Para determinar el tiempo 0t  en que solamente un quinto de la cantidad inicial de Cs137 , es decir, 

( ) 00 5
1 NtN = , por la última ecuación del inciso anterior: 002476.0

005
1 teNN −= ,  

al simplificarla da  

002476.0

5
1 te−=  o bien 002476.0

5
1 tln −= , entonces 0015.65

5
1

02476.0
1

0 =−= lnt  años. 

 

  

Para investigar 

¿En qué consiste el método del carbono 14 para fechado de objetos? ¿Cuándo se utiliza? 

 

* LEY ENFRIAMIENTO DE NEWTON 

Suponga que inicialmente un objeto se encuentra a la temperatura ( ) 00 TT =  y que es depositado 

en un contenedor a temperatura constante mT  ( 0TTC  ), la experiencia nos indica que, con el 

transcurso del tiempo, la temperatura del cuerpo tiende a ser igual a la temperatura del contenedor. 

Si  ( )tT  representa la temperatura del cuerpo en el tiempo t , entonces ( ) CTtT → . 

 

Bajo las condiciones antes señaladas y suponiendo que la rapidez de cambio de la temperatura 

T  de un objeto es directamente proporcional a la diferencia de las temperaturas del objeto 0T  y de 

su contenedor CT  (LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON) obtenemos el problema de valor inicial: 

( )( )CTtTk
dt
dT

−=  sujeto a la condición ( ) 00 TT = . 

Para determinar el signo de la constante de proporcionalidad k , note que: 

i. Si el objeto se enfría, entonces:  

0
dt
dT

 y también ( ) 0− CTtT  (¿por qué?) 

y como consecuencia la constante de proporcionalidad (necesariamente) es negativa ( 0k ). 

ii. Si el objeto se calienta, entonces:  

0
dt
dT

y ( ) 0− CTtT  (¿por qué?) 

y como consecuencia la constante de proporcionalidad (necesariamente) es positiva ( 0k ). Vea la 

figura 4.5. 

La resolución del problema de valor inicial  

( )( )CTtTk
dt
dT

−=  tal que ( ) 00 TT =  

es similar a la del modelo de crecimiento exponencial y conduce a la función 

( ) tk
C eTTtT −+= 0 . 
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O Ot t

T

TT

TC

C0

0

T ( t )

k < 0
k > 0

T ( t )

 
FIGURA 4.5 

 

 

Para reflexionar: 

Separe variables y verifique que la solución del problema de valor inicial ( )( )CTtTk
dt
dT

−=  

con ( ) 00 TT =  , es ( ) tk
C eTTtT −+= 0 . 

 

EJEMPLO 4.16 (ENFRIAMIENTO DE UN LÍQUIDO) 

Una bebida que inicialmente se encuentra a una temperatura de 30  grados centígrados se 

enfría en 25  minutos a 0  grados centígrados, en un refrigerador cuya temperatura es 10−  

grados centígrados. Construya el modelo que describe la situación y determine la temperatura 

de la bebida 20  minutos después de haber sido introducida al refrigerador.  

Sea ( )tT  la temperatura de la bebida en grados centígrados a los t  minutos, por tanto, el 

problema de valor inicial que modela la situación es  

( )10+= Tk
dt
dT

 con condición inicial ( ) 300 =T  y también ( ) 025 =T  grados centígrados. 

 De  

( )10+= Tk
dt
dT

, obtenemos ( ) dt
Tk
dT

=
+10

, 

integrando  

 =
+

kdt
T

dT
10

, es decir ( ) Ckttln +=+10 , 

entonces 
cktckt eeeT ==+ +10 , por tanto, ( ) 10−= tkCetT .  

Con las condiciones  

( ) 300 =T  y ( ) 10−= tkCetT  obtenemos 1030 0 −= kCe  y también 40=C . 

Por lo que  

( ) 1040 −= tketT . 

De la condición  
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( ) 025 =T  y ( ) 1040 −= tketT  obtenemos 10400 25 −= ke  o bien 
4
125 =ke , 

por lo que  

0555.0
4
1

25
1

−






= lnk ,  

así  

( ) ( ) 1040 0555.0 −= − tetT . 

La temperatura de la bebida 20  minutos después de haber sido introducida al refrigerador es 

( ) ( ) 1951.31040104020 090.1200555.0 =−=−= −− eeT  grados centígrados. 

 
 

EJEMPLO 4.17 (ENFRIAMIENTO) 

Al medio día se encontró el cuerpo de una persona (víctima de un crimen) en el interior de un cuarto 

cuya temperatura de 14  grados centígrados se conserva constante, a esa misma hora se tomó la 

temperatura del cuerpo el registro fue de 20  grados centígrados, una hora más tarde la temperatura 

del cuerpo descendió hasta los  10  grados centígrados. 

Considerando que la temperatura del cuerpo al morir es de 36  grados centígrados y que su 

temperatura disminuye de acuerdo la ley de enfriamiento de Newton determinaremos el modelo 

correspondiente y la hora en la que la persona fue asesinada. 

El cuarto (contenedor) permanece a temperatura constante de 14  grados, es decir, 14=CT , por 

tanto,  

( )14−= Tk
dt
dT

. 

Separando variables e integrando 

( ) kdt
T

dT
=

−14
 y  =

−
kdt

T
dT

14
 o bien ( ) Ckttln +=−14 .  

Al componer con la función exponencial natural y renombrando constantes obtenemos 

( ) 14+= tkCetT . 

De la condición  

( ) 360 =T  y ( ) 14+= tkCetT  obtenemos 1436 += C , lo que implica 

 22=C  y también ( ) 1422 += tketT . 

De la condición ( ) 2011 =T  y la función  

( ) 1422 += tketT   obtenemos 142220 += ke , es decir, 
11
3

=ke . 

Por tanto, la función que proporciona la temperatura en cualquier tiempo es  

( ) 1422 11
3

+=
t

etT . 
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* Una corrección al modelo de crecimiento exponencial (Modelo logístico de Verhulst) 

El modelo de crecimiento exponencial pronostica que una población podría llegar a ser infinita 

con el paso del tiempo, sin embargo, la realidad muestra que el tamaño de una población está 

restringido por factores limitantes como: la falta de alimento, los depredadores, las enfermedades 

mortales, entre otros. Por tanto, es razonable suponer que el tamaño ( )tp  de una población se 

limita a un valor máximo M , es decir, ( ) Mtp 0  y que cuando ( )tP  se aproxima a M , 

entonces 
dt
dp

 se aproxima a 0 ; esto significa que el tamaño de la población tiende a ser estable. 

Estas observaciones quedan incluidas cuando en el miembro derecho del modelo exponencial se 

incluye el factor  

M
pM −

, es decir, 






 −
=

M
pMkp

dt
dp

. 

En la razón 
M

pM −
, si p  “es muy pequeña” comparada con M , entonces 

M
pM −

 es próximo a 1  

y la rapidez de crecimiento es casi exponencial. Cuando M  y F  tienen valores cercanos, el modelo  








 −
=

M
pMkp

dt
dp

 

toma la forma 0
dt
dp

, es decir la rapidez del crecimiento de la población se estabiliza (es 

constante).  

El modelo  








 −
=

M
pMkp

dt
dp

  puede rescribirse como ( )pMKp
dt
dp

−=  si 
M
kK =  

es constante; observe que la ecuación  

( )pMKp
dt
dp

−=  

indica que la razón de crecimiento de la población es proporcional al producto del: tamaño de la 

población con la diferencia entre el tamaño máximo y el tamaño de la población.  

 

= k p ( M - p )
dp
dt

    constante de
proporcionalidad

diferencia entre la población
máxima y el tamaño de la 
población en el tiempo t

proporcional
        a  p

razón de cambio
instantáneo de  p

 
FIGURA 4.5   
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El modelo  

( )pMKp
dt
dp

−=  

se resuelve utilizando el método de separación de variables, así  

( ) kdt
pMp

dp
=

−
, o bien ( )  =

−
kdt

pMp
dp

. 

La integral del lado izquierdo se resuelve, por ejemplo, utilizando tablas (o fracciones parciales, 

investigue en qué consiste este método), entonces  

Ckt
pM

pln
M

+=
−

1
,  

c  es la constante de integración, en consecuencia   

MCMkt
pM

pln +=
−

.  

Si componemos con la función exponencial natural obtenemos 

McMkte
pM

p +=
−

, o bien MktAe
pM

p
=

−
 dónde MceA = . 

Al despejar p  de   

MktAe
pM

p
=

−
 

da 

Mkt
Mkt

Mkt

e
A

M
Ae
MAep

−+
=

+
=

111
, 

Por último, si reemplazamos 
A
1

 por b  obtenemos ( ) Mktbe
Mtp −+

=
1

. 

 

TEOREMA 4.2 (Modelo logístico) 

a. La ecuación diferencial  








 −
=

M
pMkp

dt
dp

 

se denomina modelo logístico. 

b. La función ( ) tkbe
Mtp −+

=
1

, solución del modelo logístico, se denomina ecuación logística. 

 

La curva correspondiente a ( ) tkbe
Mtp −+

=
1

 se presenta en la figura 4.6, observe  

M
be
Mlím tkt

=
+ −→ 1

. 
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O t

p ( t )

M

 dedisminución  la
tasa de crecimiento

 deaumento  la 
tasa de crecimiento  

 

FIGURA 4.6 

 

EJEMPLO 4.18 

La matrícula de una escuela es 00012  alumnos, debido a la limitación de recursos, la escuela abrió 

sus puertas, hace un año, con 1000  alumnos y ahora tiene 2500 . Suponga que la rapidez de 

crecimiento de la población de alumnos está descrita por el modelo logístico. 

a. Determine el modelo logístico. 

b. ¿Cuántos alumnos habrá en cuatro años? 

Solución 

a. En este caso 00012=M , inicialmente 0=t  y también 1000=p . 








 −
=

12000
12000 pkp

dt
dp

 y ( ) bbe k +
=

+
=

− 1
12000

1
120001000 0 , 

de donde obtenemos 

121 =+ b , o bien 11=b . 

Cuando 1=t  año, 2500=p  matriculados, entonces ke111
120002500
+

=  o 8.4
2500

12000111 ==+ −ke , 

por tanto, 
11

8.3
=−ke  y 0629.1

11
8.3
=−= lnk , lo que implica 








 −
=

12000
120000629.1 pp

dt
dp

 y también ( )
( ) te

tp 0629.1111
12000

−+
= . 

b. Dentro de tres años 4=t  el número de matriculados será de aproximadamente 

( )
( ) ( ) 7380.10374
111

120004 40629.1 =
+

=
−e

p . 
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EJERCICIOS PROPUESTOS   4.2
 

 

1. En cada caso proporcione el modelo de 

crecimiento o decrecimiento exponencial de la 

forma kp
dt
dp

= , ( ) tkeptp 0= . 

a. 2−=k , ( ) 20 =p . 

b. 3=k , ( ) 2
10 =p . 

c. 4=k , ( ) 60 =p . 

d. ( ) 10 =p  y ( ) 42 =p . 

 

2. ¿En cuántos años, aproximadamente, se 

triplicará una población que se duplicó en 50  

años? Suponga crecimiento exponencial.  

 

3. Un pueblo tenía en 1930  fue 2000  

habitantes, y en 1960  de 3000  habitantes.  

 

Suponga válida la ley de crecimiento 

exponencial, ¿cuál es la población esperada 

en 2020 ?   

 

4. En las cárceles mexicanas la población de 

delincuentes crece de manera proporcional al 

número de delincuentes encarcelados 

actualmente. Si después de 10  años la 

población de delincuentes se ha triplicado y 

después de 20  la población es de 

000150 delincuentes, determine el número 

de delincuentes que había inicialmente en las 

cárceles mexicanas. 

 

5. En cierta ciudad la población crece de 

forma proporcional al tamaño de la población, 

si la población era de 000125  habitantes en 

1990  y  de 000140  en 2010 , ¿cuál es la 

población esperada en 2030 ? 

  6. Un cultivo de bacterias crece 

proporcionalmente a la cantidad de bacterias 

presente. Después de un día se cuentan 

1000  familias de bacterias y después de 

cuatro horas 3000  familias. Determine: 

a. El número inicial de familias de bacterias 

presentes en el cultivo. 

b. El modelo que describe el número de 

familias de bacterias presentes en el cultivo 

en el momento t . 

 

7. En un cultivo de bacterias la rapidez de 

crecimiento del número de bacterias es 

proporcional a las bacterias presentes. 

a. Si el número de bacterias se triplica en 5  

horas, ¿cuántas habrá en 10  horas? 

b. ¿En qué tiempo el número de bacterias 

será 12  veces mayor al número inicial? 

 

8. En una gran ciudad ocurre un brote de 

influenza AH1N1, cuando la Secretaría de 

Salud comienza a registrar casos encuentra 

200  personas infectadas y una semana 

después detecta 1500  afectados. Suponga un 

crecimiento exponencial y determine el 

modelo que describe la situación y el número 

de personas infectadas cuatro semanas 

después de que comenzó el registro. 

 

Decaimiento radiactivo 

9. El radón tiene una vida media de 82.3  

días. 

a. Determine la constante de decaimiento en 

términos de 2ln . 

b. Qué fracción de cantidad de radón original 

queda después de 82.3  días. 
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10. Suponga que en un objeto, después de 

50  días queda el %60  de cierto elemento 

radiactivo, determine la constante de 

decaimiento radiactivo así como su vida 

media. Suponga un modelo de decaimiento 

exponencial. 

 

11. Una sustancia radiactiva, con vida media 

de 10  días, va a implantarse temporalmente a 

un caballo sujeto a tratamiento médico, hasta 

que queden dos quintas partes de la cantidad 

inicialmente implantada. ¿Cuánto tiempo 

permanecerá la sustancia radiactiva en el 

caballo? 

 

12. La rapidez con que se desintegran ciertos 

núcleos radiactivos es proporcional al número 

de núcleos presentes en una muestra 

específica. La mitad del número original de 

núcleos radiactivos se ha desintegrado en un 

periodo de 5001  años. 

a. Determine la proporción de núcleos 

radiactivos que habrá después de 5004  

años. 

b. ¿En cuántos años quedará la décima parte 

del número inicial de núcleos radiactivos? 

 

13. La rapidez con que se desintegra un 

núcleo radiactivo es proporcional al número 

de núcleos presentes en una muestra 

específica. En cierta muestra %8  del número 

original de núcleos radiactivos se han 

desintegrado en un periodo de 200  años. 

a. Determine la proporción de núcleos 

radiactivos que habrá después de 500  años. 

b. ¿En cuántos años quedará la cuarta parte 

del número inicial de núcleos radiactivos? 

 14. La rapidez con que se desintegra cierto 

material radiactivo es proporcional a la 

cantidad presente. Inicialmente hay 500  

gramos de material y después de dos meses 

se observa que el material ha perdido el 

%20  de su masa original. 

a. Determine el modelo de la masa de 

material remanente en un tiempo t . 

b. La masa del material luego de 4  meses. 

c. El tiempo en el que el material se ha 

desintegrado la mitad de su masa inicial. 

 

Problemas varios 

15. Una inversión de 000400  pesos crece 

con una rapidez proporcional a su valor inicial 

a una taza de %9  anual. 

a. ¿Qué cantidad de dinero habrá diez años 

después de que la cantidad inicial de dinero 

se invirtió? 

b. ¿En qué tiempo se triplicará la cantidad 

inicial de dinero invertida? 

 

16. Un principal de 000100  pesos son 

invertidos un interés compuesto continuo del 

%6  anual. La cantidad invertida crece con 

una rapidez proporcional a su valor inicial. 

a. Si la cantidad de dinero se duplica en dos 

años, ¿cuál es la tasa de interés anual? 

b. Si la cantidad de dinero crece %50  en 

nueve meses, ¿en cuánto tiempo se 

duplicará la cantidad inicial? 

 

17. Una persona tiene actualmente 0008  

pesos y los invierte en una cuenta que paga 

interés compuesto continuo a una tasa 

constante de %25.6 . ¿Cuánto tiempo deberá 

esperar para recibir 50013  pesos? 
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18. Cierta clase de hongos se reproducen a 

una rapidez proporcional a la cantidad 

presente. Inicialmente hay 4  miligramos de 

ese hongo y cuatro días después hay 6  

miligramos. 

a. ¿Qué cantidad de hongos había después 

de un día? 

b. ¿Qué cantidad de hongos habrá a la 

semana? 

 

19. En cada caso determine la vida media del 

material radiactivo. 

a. Después de una hora se observa sólo el 

%15  del material. 

b. Después de tres años se observa sólo el 

%80  del material. 

c. Después de tres años se ha desintegrado 

el %40  del material. 

d. Después de tres años se ha desintegrado 

el %10  del material. 

 

Modelo logístico 

20. Verifique que ( ) tkbe
Mtp
+

=
1

 es 

solución de 
M

pMkp
dt
dp −

= . 

 

21. Si ( ) te
tp 26.01

000500
−+

=  determine la 

ecuación diferencial del modelo logístico 

correspondiente. 

 

22. En una ciudad, con población de 

000200 , habitantes ocurre un brote de 

influenza AH1N1. Cuando la Secretaría de 

Salud comienza a registrar casos encuentra 

200  personas infectadas y una semana 

después detecta 1500  afectados. Suponga 

un crecimiento logístico. 

 a. Determine el modelo que describe el  

b. Determine el número de personas 

infectadas cuatro semanas después de que 

comenzó el registro. 

 

23. En una ciudad con 000450  habitantes, 

inicialmente 300  personas propagan el 

rumor “pronto vendrán los Zetas”, después de 

seis días 1200  personas de esa ciudad 

conoce el rumor. Suponga crecimiento 

logístico. 

a. Determine el modelo logístico. 

b. ¿Cuántas personas conocerán el rumor a 

los quince días? 

 

24. Suponga que en un lago específico, el 

número de carpas sigue el modelo logístico 

con razón de crecimiento k  , capacidad de 

soporte N  y el tiempo t  se mide en años. 

Construya el modelo específico para cada 

situación. 

a. 100  carpas son cultivadas anualmente. 

b. Un tercio de la población de carpas es 

cultivada anualmente. 

 

25. Una persona es portador del virus del 

SIDA y regresa a su comunidad, donde hay 

1000  habitantes. 

Si la rapidez con que se propaga el virus es 

proporcional, no sólo a la cantidad x  de 

personas infectadas sino también a la 

cantidad de personas no infectadas, 

determine el número de personas infectadas 

seis días después si se observa que a los 

cuatro días hay 50  personas infectadas. 

 

26. En una reserva ecológica son liberados 

100  animales de cierta especie que se  
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encuentra en peligro de extinción. La reserva 

tiene una capacidad para 1500  animales y 

después de 4  años existen 400  animales. 

Suponga que el crecimiento de la manada 

sigue el modelo un modelo logístico. 

a. Determine el modelo logístico (ecuación 

diferencial y solución). 

b. Determine el número aproximado de 

animales a los 12  años. 

 

27. Una reacción química transforma a 

sustancia en otra, y la rapidez con la que la 

primera sustancia se transforma es 

proporcional a la cantidad de esta sustancia 

presente en cualquier tiempo. Después de 

una hora quedan 40  gramos de la primera 

sustancia, pero después de tres horas 

quedan sólo 15  gramos. 

 a. ¿Cuántos gramos de la sustancia había 

inicialmente? 

b. ¿Cuántos gramos de primera sustancia 

quedarán después de 5.4  horas? 

c. ¿En cuántas horas quedarán solamente 

5.1  gramos de la primera sustancia? 

 

28. Una reacción química transforma a una 

sustancia en otra, y la rapidez con la que la 

primera sustancia se convierte es 

proporcional a la cantidad de esta sustancia 

presente en cualquier tiempo. Después de 

una hora quedan dos quintos de la primera 

sustancia, pero después de 5  horas quedan 

sólo cuatro veintiunavos. 

a. ¿Qué fracción de la primera sustancia 

quedará en 8  horas? 

b. ¿En qué tiempo quedará un doceavo de la 

primera sustancia? 
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ACTIVIDADES   4.2

 

1. Mezcla 

Un tanque de 400  litros de capacidad 

contiene una mezcla de %20   de alcohol con 

agua en el tiempo 0=t . Si ( )tm  

representa la cantidad de alcohol en el tanque 

en un tiempo t  cualquiera, de forma que 

medido en litros ( ) 800 =m . Suponga que 

se bombea la mezcla hacia afuera a una 

razón constante de 40  litros por hora, y al 

mismo tiempo, se reemplaza por una cantidad 

igual de mezcla con %30  de alcohol, 

entonces la razón de cambio es 

( ) ( )tmtm
10
112' −=  

a. ¿Qué cantidad de alcohol se bombea hacia 
adentro? 
b. ¿Qué cantidad de la mezcla de alcohol 
sale?  

c. Pruebe que ( ) t
etm






−

−= 10
1

10300 . 

 

2. Drogas 

Algunas de las drogas, en el cuerpo humano, 

se eliminan de la corriente sanguínea con una 

rapidez proporcional a la cantidad de droga 

presente. 

a. Construya un modelo que describa la 

cantidad presente de droga ( )tD , en el 

cuerpo humano. 

b. ¿Qué cantidad de droga permanece en el 

cuero humano en un tiempo cualquiera t ? 

c. Calcule ( )tDlím
t +→

 y explique el 

significado. 

 

3. Drogas 

Si una droga se introduce al cuerpo humano 

 por vía intravenosa a una razón de I  
1−minmg , la droga se elimina de acuerdo con 

( ) IkDtD +−=' . 

a. Si 0=D  cuando 0=t  determine ( )tD . 

b. Calcule ( )tDlím
t +→

 y explique el 

significado. 

c. La vida media de una droga en el cuerpo 

humano es de 4  horas. Estime la frecuencia 

con que se debe inyectar para a la larga haya 

mg100  de droga en la sangre. 

 

4. Absorción 

Una roca está inmersa en un líquido que 

contiene una solución de cloro con una 

concentración constante 0C , si ( )tC  

representa la concentración de cloro dentro 

de la roca al tiempo t  . 

a. Suponga que la rapidez con que varía la 

concentración de cloro en la roca es 

proporcional a ( )tCC −0 , y determine 

( )tC . 

b. Calcule ( )tClím
t +→

 y explique el 

significado. 

 

5. Crecimiento de un vegetal 

Cierto modelo de crecimiento de un vegetal 

establece que existe una cota superior de 

H centímetros para la longitud ( )tL  de un 

vegetal a los t  años. Si se supone que la 

tasa de crecimiento es proporcional a la 

longitud ya alcanzada: 

a. Construya un modelo que describa la 

longitud ( )tL , del vegetal. 

b. Obtenga la solución del modelo obtenido  
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en el inciso a. 

c. Calcule ( )tLlím
t +→

 y explique el 

significado. 

 

6. Acumulación de hojas 

Las hojas desprendidas de los árboles de un 

bosque se acumulan en el suelo razón de 4  

gramos por 2cm  por año. Al mismo tiempo 

las hojas se descomponen a razón constante 

del %80   por año. 

a. Construya un modelo que describa la 

cantidad de hojas en el suelo. 

b. Obtenga la solución del modelo obtenido 

en el inciso a. 

c. Trace la curva correspondiente a la 

solución obtenida en el inciso b. Interprétela. 

 

7. Memoria 

Cuando termina un curso, los estudiantes 

comienzan a olvidar los conocimientos que 

supuestamente aprendieron. Suponga que la 

rapidez con que un estudiante olvida lo que 

aprendió en un curso, es proporcional a la 

diferencia entre los conocimientos que posee 

y una constante positiva  a . Si  ( )tA  

representa es la fracción de conocimientos t  

semanas después de que terminó el curso: 

a. Construya un modelo que describa la 

cantidad de conocimientos del estudiante en 

el tiempo t . 

b. Obtenga la solución del modelo obtenido 

en el inciso a. 

c. Trace la curva correspondiente a la 

solución obtenida en el inciso b. Interprétela. 

 

 8. Crecimiento compuesto continuo 

Cuando los intereses r  que se abonan a un 

principal P  son continuos, el principal P  de 

una cuenta bancaria crece de manera 

proporcional al principal P . 

a. Construya un modelo que describa el 

principal  P  en el tiempo t . 

b. Obtenga la solución del modelo obtenido 

en el inciso a. 

c. Trace la curva correspondiente a la 

solución obtenida en el inciso b. Interprétela.  

 

9. Calorías 

De acuerdo con cierto modelo fisiológico, una 

persona necesita 40  calorías diarias por 

kilogramo de peso corporal para mantener su 

peso estable. Si consume más o menos de 

las calorías antes señaladas su peso 

cambiará a una razón de manera 

proporcional a la diferencia entre el número 

de calorías consumidas y el número 

necesario de calorías para mantener su peso 

actual. Suponga que una persona tiene la 

constante de proporcionalidad de 1800
1  

kilogramos por caloría y una ingestión 

calórica constante de calorías I . 

a. Construya un modelo que describa el peso 

( )tP  de la persona en el instante t  . 

b. Obtenga la solución del modelo obtenido 

en el inciso a. 

c. Trace la curva correspondiente a ( )tP  

para una persona que pese 78  kilogramos. 

Interprétela. 
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10. Cocimiento de un plátano 

Un plátano macho se pone en un horno a 

C200  y se calienta de acuerdo con la 

ecuación diferencial  

( )200−−= Tk
dt
dT

, en donde k  es 

positiva. 

a. Suponga que inicialmente, el plátano 

macho está a C25  cuando se pone en el 

horno, determine ( )tT . 

b. Determine k  suponiendo que después de 

10  minutos el plátano está a C120 . 

  

 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PROPÓSITOS 
 
Incluir los sustentos requeridos para una mejor 
comprensión de la obra. 
 
 

 
 
 
 

CONTENIDO 
A. Notación sigma 
B. Límites y continuidad 
C. Derivabilidad 
D. Soluciones a problemas seleccionados 
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SUMAS, NOTACIÓN SIGMA  

                            Y PROPIEDADESA
 

 

 
TEMÁTICA 

i. Notación sigma y propiedades. 

ii. Sumas de potencias de los primeros números naturales. 

 

El estudio del cálculo integral requiere del uso y del cálculo del total de sumas con una cantidad 

“muy grande de sumandos”, por tanto, es conveniente establecer una notación adecuada y como 

sus propiedades operativas.  

 

DEFINICIÓN  A.1 (NOTACIÓN SIGMA) 

a. Si n  representa un número entero positivo  y  

naaaaa ,,,,, 3321 
 

son números reales, entonces 

n

n

i
i aaaaa ++++=

=

321
1

. 

b. El símbolo 
=

n

i
ia

1  

se interpreta como “suma de ia  desde 1=i  hasta ni = . 

 

En la definición anterior: 

i. i  es el índice o variable (puede representarse por cualquier otra letra, en los textos de 

matemáticas frecuentemente se utilizan las letras k  y n ). 

ii. 1=i  es el límite inferior e indica el primer valor de i . 

iii. n  es el límite superior e indica el último valor de i . 

iv. ia  es el término i ésimo o función. 

 

i = 1 límite inferior
(primer valor del índice)

índice

 límite superior
(último valor del índice)

función del índiceia
n

Σ
 

 

FIGURA A.1 
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EJEMPLO A.1 (SUMAS DE POTENCIAS DE NÚMEROS NATURALES EN NOTACIÓN SIGMA) 

a. La suma de los primeros n  números naturales, se escribe  


=

=++++
n

i

in
1

321  . 

b. La suma de los cuadrados de los primeros n  números naturales se escribe en notación sigma 


=

=++++
n

i

in
1

22222 321  . 

c. La suma de los cubos de los primeros n  números naturales se escribe en notación sigma 


=

=++++
n

i

in
1

33333 321  . 

d. La suma  

   
vecesn

bbbb ++++  

se representa en notación sigma como  


=

n

i

b
1

. 

 

 

EJEMPLO A.2 (RESCRIBIENDO EXPLÍCITAMENTE) 

a. La forma explícita de 
=

5

1

4
i

 es 444444
5

1

++++=
=i

. 

b. El desarrollo de 
=

7

1

6
i

 es 66666666
7

1

++++++=
=i

. 

c. En forma explícita 
=

4

1i

i  equivale a 4321
4

1

+++=
=i

i . 

d. En forma explícita 
=

5

1

3

i

i  es 33333
5

1

3 54321 ++++=
=i

i . 

e. La forma explícita de 
=

8

1

2

i

i  es 22222222
8

1

2 87654321 +++++++=
=i

i . 

 
 

 

EJEMPLO A.3 (DESARROLLO Y CALCULO DE SUMAS) 

a. La suma  

( )
=

−
3

1

32
i

i  

representa la suma de los números que se obtienen reemplazando en expresión 32 −i , primero i  

por  1, luego por 2  y finalmente por 3 , por tanto,  
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 333232231232
3

1

=−+−+−=−
=i

i . 

b. En la suma 
=








 +6

3 2
3

k

k
  el índice (o variable) es k , comienza en 3  y termina en 6 , entonces 

15
2

36
2

35
2

34
2

33
2

36

3

=
+

+
+

+
+

+
+

=






 +

=k

k
. 

 

 

EJEMPLO A.4 

a. Si   

( ) 
=

−−
5

1

1
p

pp , 

entonces el índice es p , comienza en 1  y termina en 5 , lo que implica 

( )  ( )  ( )  ( )  ( )  ( ) 1551441331221111
5

1

−−+−−+−−+−−+−−=−−
=i

pp  

                                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 54534231201 =−+−+−+−+−= . 

b. Si   

( ) 
=

−−
5

1

22 1
i

ii , 

entonces  

( )  ( )  ( )  ( ) 

( )  ( ) 2222

222222
5

1

22

155144

1331221111

−−+−−+

+−−+−−+−−=−−
=i

ii
 

                                                        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 251625916491401 =−+−+−+−+−= . 

c. Si  

( ) 
=

−−
5

1

33 1
i

ii , 

entonces 

( )  ( )  ( )  ( ) 

( )  ( ) 3333

333333
5

1

33

155144

1331221111

−−+−−+

−−+−−+−−=−−
=i

ii
 

                                                        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1256412527648271801 =−+−+−+−+−= . 

d. La forma explícita de la suma  

( )
=

−−
5

1
1

i
ii aa  

es 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 054534231201

5

1
1 aaaaaaaaaaaaaa

i
ii −=−+−+−+−+−=−

=
− . 

 

 

NOTACIÓN SIGMA Y PROPIEDADES 
 

PROPIEDAD A.1 (SUMA DE n  VECES UNA CONSTANTE) 

Si c  es cualquier número, entonces  

ncc
n

i

=
=1

. 

 

 

EJEMPLO A.5 (SUMA DE n  VECES UNA CONSTANTE) 

a. ( )( ) 20554
5

1

==
=i

.  

b. ( )( ) 606106
10

1

==
=i

.  

c. ( ) ( )( ) 32484
8

1

−=−=−
=i

.  

d. ( )
5

18
5
36

5
36

1

=






=








=i

.  

 

 

 

Observe que si c  un número real, entonces    

( ) 
==

=++++=++++=
n

i
inn

n

i
i acaaaaccacacacaca

1
321321

1

 . 

También 

( ) ( ) ( ) ( )nn

n

i
ii babababa ++++++=+

=

2211
1

 

                                                             ( ) ( ) 
==

+=+++++++=
n

i
i

n

i
inn babbbaaa

11
2121  . 

y 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0134231201
1

1 aaaaaaaaaaaaaa nnn

n

i
ii −=−++−+−+−+−=− −

=
−  . 

 

Las observaciones anteriores se formalizan en la propiedad A.2. 
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PROPIEDAD A.2 (PROPIEDADES DE LAS SUMAS) 

Si c  es cualquier número real, entonces 

a. 
==

=
n

i
i

n

i
i acca

11

 (homogeneidad).  

b. ( ) 
===

+=+
n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba

111

 (aditividad). 

c. ( ) 0
1

1 aaaa n

n

i
ii −=−

=
−   (propiedad telescópica). 

 

Las propiedades C.1 y C.2 presentan gran utilidad en la deducción de las relaciones 

correspondientes a las sumas de las potencias de los primeros n  naturales. 

 

SUMA DE LAS POTENCIAS ENTERAS DE LOS PRIMEROS 

NATURALES 
 

Utilizando las propiedades anteriores, en particular, la propiedad telescópica 

( ) 0
1

1 aaaa n

n

i
ii −=−

=
−

, obtendremos las sumas  


=

=++++
n

i

in
1

321  , 
=

=++++
n

i

in
1

22222 321   y 
=

=++++
n

i

in
1

33333 321  . 

 

EJEMPLO A.6 (SUMAS DE LAS POTENCIAS DE LOS PRIMEROS N NÚMEROS NATURALES) 

a. Sea  2iai =  , entonces 002
0 ==a , ( )21 1−=− iai  y 2nan = ,  

al sustituir en  

( ) 0
1

1 aaaa n

n

i
ii −=−

=
−  obtenemos ( )( ) 2

1

22 1 nii
n

i

=−−
=

. 

Desarrollando 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) niiiiiin
n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

−=−+=−+=−=−−= 
======= 1111111

222 21212121 , 

en consecuencia 

nni
n

i

+=
=

2

1

2  y 
( )

2
1

1

+
=

=

nni
n

i

, es decir, 
( )

2
1321

1

+
==++++ 

=

nnin
n

i

 . 

b. Sea  3iai =  , entonces  

003
0 ==a , ( )31 1−=− iai  y 3nan = , si sustituimos en ( ) 0

1
1 aaaa n

n

i
ii −=−

=
−  

obtenemos 
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( )( ) 3

1

33 1 nii
n

i

=−−
=

. 

El desarrollo da 

( )( ) ( ) niiniiiiiin
n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

+−=+−=+−=−−= 
====== 11

2

11

2

1

2

1

333 33331331  

o 

3

11

2 33 nnii
n

i

n

i

=+− 
==

, luego 













−+= 

==

nini
n

i

n

i 1

3

1

2 3
3
1

. 

Así 

( ) ( )nnnnnnni
n

i

++=







−







 ++=
=

233

1

2 32
6
11

2
13

3
1

. 

Finalmente 

( )nnnin
n

i

++==++++ 
=

23

1

22222 32
6
1321  . 

c. Sea  4iai =  , entonces  

004
0 ==a , ( )41 1−=− iai  y 4nan = , la propiedad ( ) 0

1
1 aaaa n

n

i
ii −=−

=
−  

adquiere la forma  

( )( ) 4

1

44 1 nii
n

i

=−−
=

, desarrollando ( )( ) 4

1

44 1 nii
n

i

=−−
=

obtenemos 

( )( ) ( ) ( ) 
====

−+−=−+−=−−=
n

i

n

i

n

i

n

i

iiiiiiiin
11

23

1

23

1

444 146414641 , 

                         niii
n

i

n

i

n

i

−+−= 
=== 11

2

1

3 464 niii
n

i

n

i

n

i

−+−= 
=== 11

2

1

3 464  

así 

  
===

−++=
n

i

n

i

n

i

iinni
11

24

1

3 464 . 

Lo que implica 

( ) ( ) ( ) ( ) 






 +−++++=
=

1
2
1432

6
16

4
1 234

1

3 nnnnnnni
n

i

 

                                      ( )nnnnnnn 2232
4
1 2234 −−++++=  

                                      ( )234 2
4
1 nnn ++= ( )12

4
1 22 ++= nnn

( )22 1
4
1

+= nn
. 

La suma de los cubos de los primeros n  números naturales se escribe como: 
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( )
4

1321
22

1

33333 +
==++++ 

=

nnin
n

i

 . 

 

 

La formalización de los resultados anteriores es la propiedad A.3. 

 

PROPIEDAD A.3 (SUMAS DE LAS POTENCIAS DE LOS PRIMEROS n  NATURALES) 

a. 
( )

2
1321

1

+
==++++ 

=

nnin
n

i

 . 

b. ( )nnnin
n

i

++==++++ 
=

23

1

22222 32
6
1321  . 

c. 
( )

4
1321

22

1

33333 +
==++++ 

=

nnin
n

i

  . 

 

EJEMPLO A.7 (CÁLCULO DE SUMAS) 

a. 
( )

1275
2

1505050321
50

1

=
+

==++++ 
=i

i . 

b. ( ) ( ) ( )( ) 38510103102
6
110321 23

10

1

22222 =++==++++ 
=i

i . 

c. 
( ) 1296

4
1888321

228

1

33333 =
+

==++++ 
=i

i . 

 

 

 

EJEMPLO A.8 (CÁLCULO DE SUMAS BIS) 

a. ( ) ( ) ( ) 27060210203
2

1202033
20

1

20

1

20

1

=+=+
+

=+=+ 
=== iii

ii . 

b. ( )( ) ( ) 
=====

−+=−+=+−
6

1

6

1

6

1

2
6

1

2
6

1

6632
iiiii

iiiiii  

                                   ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 7666
2

16666362
6
1 23 =−

+
+++= . 

c. ( ) ( ) 
=====

++=++=+
8

1

8

1

8

1

2
8

1

2
8

1

2 96963
iiiii

iiiii . 

                          ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 51298
2

188688382
6
1 23 =+

+
+++= . 

d. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
330120450

2
1558155

4
128282 22

5

1

5

1

3
5

1

3 =−=
+

−+=−=− 
=== iii

iiii . 
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EJERCICIOS PROPUESTOS   A.A
 

 

1. Calcule 

a. ( )
=

+
30

1

23
i

i  . 

b. ( )
=

+
5

1

4
k

k . 

c. ( )
=

−
3

2

2 73
n

n . 

d. ( )
=

+
10

1

2 24
i

i . 

e. ( )
=

+
15

1

2 3
i

i . 

f. ( )
=

−
20

1

23
k

k . 

g. ( )
=

−
10

1

1
n

n . 

h. 
( ) ( )


=

+−4

3 2
11

n
n

n n
. 

i. 
( ) ( )


=

− −−3

3

21

2
11

n
n

n n
. 

 

2. Evalúe las sumas utilizando el teorema A.3. 

a. 
=

450

1i

i . 

b. 
=

6

1

4
p

p . 

c. 
=

100

1

12
p

. 

d.  
=

6

1

23
p

p . 

e. ( )
=

−
5

1

22
k

kk  . 

 
f.  ( )

=

+
4

1

32
k

k . 

g. ( )
=

−
10

1
3
13

2
1

k

kk . 

h. ( )
=

−−
12

1

122
p

pp . 

i. 
=








 −
+

n

k kk1

1
1

1
 . 

 

3. Evalúe las sumas. 

a. ( )
=

−
12

4

212
k

k . 

b. ( )
=

−+
12

4

32

k

kkk . 

c. ( )
=

−
12

4

2520
k

kk .     

d. ( )
=

−−
10

4

133
x

xx .   

 

4. Demuestre que  

( )122642
1

+==++++ 
=

nnin
n

i

 . 

5. Utilice la propiedad telescópica y 

verifique que 

( )( )( )
20

133121 2

1

4 −+++
=

=

nnnnni
n

i

. 
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A.B
 

 

TEMÁTICA 

i. Propiedades operativas de los límites. 

ii. Teoremas fuertes de Continuidad. 

 

PROPIEDADES OPERATIVAS DE LOS LÍMITES 

Un desarrollo adecuado de un cálculo integral requiere del conocimiento de los conceptos y 

operaciones relativos al cálculo diferencial, en particular, los conceptos y operatividad sobre límites, 

continuidad y derivación son imprescindibles para ello. Por esta las razones anteriores en esta 

sección trataremos las partes correspondientes a la temática antes señalada puesto que no se trata 

en los cursos ordinario de cálculo (en particular en el CCH). 

En los cursos ordinarios de cálculo diferencial, se dice que el límite de la función ( )xf  

es  L  cuando la variable x  tiende al número 0x  y se escribe ( )xflím
xx 0→

  para representar el hecho 

de que, ( )  −− Lxfxxquetal 0000  

Vea la figura B.1. 

 f  f  f 

0 0 0
0 00 00 0 0

x x x

L L L
L -  L - 

L +  L + 

x -  x - x +  x + x x x

y y y

 

FIGURA B.1 

 

Una vez estudiado el significado de la expresión ( )xflím
xx 0→

 el siguiente paso consiste en 

establecer sus propiedades.  

Pero ¿la función f  tiene solo un límite L  cuando x  tiende a 0x ?, ¿podría tener por ejemplo dos 

límites, L  y M ?, es decir,  ¿puede ocurrir que ( ) Lxflím
xx

=
→ 0

 y ( ) Mxflím
xx

=
→ 0

?  

Las respuestas de las preguntas anteriores las formaliza la propiedad B.1, cuya justificación 

puede consultarse en textos de cálculo de nivel superior.  
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PROPIEDAD B.1 (UNICIDAD DEL LÍMITE) 

Una función no puede tender a dos límites distintos cuando la variable tiende al mismo número 0x .  

Es decir, si ( ) Lxflím
xx

=
→ 0

 y ( ) Mxflím
xx

=
→ 0

, entonces ML = . 

 

El proceso de evaluación de límites incluye la aplicación de sus propiedades operativas que 

están expresamente construidas para ello y que formaliza la propiedad B.2. 

 

PROPIEDAD B.2 (PROPIEDADES DE EVALUACIÓN DE LÍMITE) 

Sean: n  un número entero positivo, k  una constante, f  y g  funciones con límite en 0x . 

Entonces 

a. kklím
xx

=
→ 0

. 

b.  0
0

xxlím
xx

=
→

 y  nn

xx
xxlím 0

0
=

→
. 

c.  ( ) ( )xflímkxkflím
xxxx 00 →→

= . 

d.  ( ) ( )  ( ) ( )xglímxflímxgxflím
xxxxxx 000 →→→

+=+ . 

e.  ( ) ( )  ( ) ( )xglímxflímxgxflím
xxxxxx 000 →→→

−=− . 

f.  ( ) ( )  ( ) ( )xglímxflímxgxflím
xxxxxx 000 →→→

= . 

g.  
( )
( )

( )
( )xglím

xflím

xg
xflím

xx

xx

xx
0

0

0
→

→

→
=








, siempre que ( ) 0

0


→
xglím

xx
. 

h.  ( )  ( )
n

xx

n

xx
xflímxflím






=
→→ 00

. 

i.  ( ) ( )n
xx

n
xx

xflímxflím
00 →→

= , siempre que ( ) 0
0


→

xflím
xx

 cuando n  es par. 

TABLA B.1 

 

EJEMPLO B.1 (USO DE LAS PROPIEDADES DE LOS LÍMITES) 

a.  En la evaluación de ( )20512 2

2
−+

→
xxlím

x
, se utilizan las propiedades c.,  d. y e., posteriormente 

la propiedad c.  y finalmente las propiedades a. y b.  

( ) ( )





 −+=−+=−+
→→→→→

205122051220512
22

2

2

2

2

2

2 xxxxx
límxlímxlímxxlímxxlím  

                                             62010412205412
22

−=−+=





 −+=
→→ xx

límxlím . 
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b.  En la evaluación de ( )( )12

2

1 ++
−+

→ xx
xxxlím

x
, inicialmente se utiliza la propiedad g., posteriormente 

las propiedades d., e. y f., y por último las propiedades b. 

( )( )
( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 6

1
1121

111
121212

11

11

2

1

1
1

2

1
2

1
=

++
−+

=
++

−+
=

++

−+
=

++
−+

→→

→→→

→
→

→

→ xlímxlím

xlímxlímxlím
lím

xxlím

xxxlím

xx
xxxlím

xx

xxx

x
x

x

x
 

c.  En la evaluación de ( )( )12

2

1 ++
−+

→ xx
xxxlím

x
, inicialmente se utiliza la propiedad g., a continuación las 

propiedades d., e. y f. Finalmente las propiedades a., b. y h. 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 6
1

23
111

1212
11

11

2

1
2

1
=

−+
=

++

−+
=

++
−+

→→

→→→

→ xlímxlím

xlímxlímxlím

xx
xxxlím

xx

xxx

x
. 

 

 

EL TEOREMA DEL ENCAJE 

En cálculo, el teorema del encaje (conocido también teorema de intercalación, teorema de 

estricción, teorema del enclaustramiento, teorema de compresión o teorema del sándwich) se aplica 

en el cálculo del límite de funciones. Este teorema afirma que, si dos funciones tienden al mismo 

límite en un punto, entonces cualquier otra función acotada por ellas tendrá el mismo límite en el 

punto, vea la figura B.2. Su formulación moderna se debe a Gauss. 

 

PROPIEDAD B.3 (TEOREMA DEL ENCAJE) 

Sean: f , g  y h  funciones tales que ( ) ( ) ( )xhxgxf   para toda x  cercana a 0x , excepto 

posiblemente en 0x . Si ( ) ( ) Lxhlímxflím
xxxx

==
→→ 00

, entonces ( ) Lxglím
xx

=
→ 0

. 

 

 f 

  h
g

0
0 00

x

L
L - 

L + 

x -  x + x

y

 
FIGURA B.2 

 

EJEMPLO B.2 (CALCULO DE LÍMITES QUE REQUIEREN DEL TEOREMA DEL ENCAJE) 

a. Para evaluar el límite 

















→ x
cosxlím

x

1
0

 utilizando el teorema del encaje recordemos que 
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( ) 11 − cos , en particular 111 







−

x
cos . 

i. Si x  es positivo, entonces  

x
x

cosxx 







−

1
.  

Dado que 

0
0

=
→

xlím
x

 y ( ) 0
0

=−
→

xlím
x

, por tanto, 010
0



















→ x
cosxlím

x
 

y por el teorema del encaje  

01
0

=

















→ x
cosxlím

x
. 

ii. Si x  es negativa, entonces 

x
x

cosxx 















−

1
, o bien x

x
cosxx −


















1
. 

Si ( ) 0
0

=−
→

xlím
x

 y ( ) 0
0

=
→

xlím
x

, entonces 010
0



















→ x
cosxlím

x
 

y por el teorema del encaje  

01
0

=

















→ x
cosxlím

x
. 

b. Para evaluar el límite 
( )
1

23
2

2

+
−

−→ x
xsenxlím

x
 utilizando el teorema del encaje recordemos que  

( ) 11 − sen , en particular ( ) 121 − xsen . 

Multiplicando por 1−  y sumando 23x obtenemos  

( ) 121 −− xsen  y ( ) 22 31231 xxsenx +−−+ . 

Dado que 12 +x  es positivo, podemos escribir 

( )
1

31
1

23
1

31
2

2

2

2

2

2

+
+−


+

−


+
+

x
x

x
xsenx

x
x

 o 
( )

1
31

1
23

1
31

2

2

2

2

2

2

+
+


+

−


+
+−

x
x

x
xsenx

x
x

. 

Pero  

3
1

31
2

2

=
+
+−

−→ x
xlím

x
 y también 3

1
31

2

2

=
+

+
−→ x

xlím
x

. 

Por el teorema del encaje 

( ) 3
1

23
2

2

=
+

−
−→ x

xsenxlím
x

. 

c. Para evaluar el límite 
( )
x

xsenlím
x −→

 utilizando el teorema del encaje recordemos que  

( ) 11 − xsen , entonces ( )
x

xsen
x

11
− . 
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Pero  

01
=







 −
−→ x

lím
x

 y 01
=









−→ x
lím

x
. 

Por el teorema del encaje 

( ) 0=
−→ x

xsenlím
x

. 

d. Para evaluar el límite 
( )








 +
+→ x

xcoslím
x

1  utilizando el teorema del encaje recordemos que  

( ) 11 − xcos , entonces 
( )

xx
xcos

x
11

−  y 
( )

xx
xcos

x
11111 ++− . 

Pero 111 =






 −
+→ x

lím
x

 y 111 =






 +
+→ x

lím
x

,  

Por el teorema del encaje 

( ) 11 =






 +
+→ x

xcoslím
x

. 

e. Para evaluar el límite 

















→ x
senxlím

x

1
0

 utilizando el teorema del encaje recordemos que  

( ) 11 − sen , en particular 111 







−

x
sen . 

i. Si x  es positivo, entonces x
x

senxx 















−

1
. Dado que 

0
0

=
→

xlím
x

 y ( ) 0
0

=−
→

xlím
x

, por tanto, 010
0



















→ x
senxlím

x
 

y por el teorema del encaje 01
0

=

















→ x
senxlím

x
. 

ii. Si x  es negativa, entonces x
x

senxx 















−

1
, o bien x

x
senxx −


















1
 . 

Dado que 

( ) 0
0

=−
→

xlím
x

 y ( ) 0
0

=
→

xlím
x

, entonces 

010
0



















→ x
senxlím

x
, y por el teorema del encaje 01

0
=


















→ x
senxlím

x
. 

 

 

CONTINUIDAD 

El estudio de las funciones que presentan la propiedad de ser continuas, así como sus 

propiedades son imprescindibles en el desarrollo de un curso de cálculo diferencial.  

Suponga: 
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i. Que la función f  relaciona los valores de la variable independiente x  con la variable dependiente 

y , es decir, ( ) yxf = . 

ii. Que Deseamos utilizar la función f  para determinar un valor de y ; por lo que primero debemos 

medimos un valor de x , cuya medida muy cercana a 0x , por lo que la medida presenta un 

“pequeño” error. 

iii. Que el pequeño error cometido al medir 0x  influye en el cálculo del correspondiente valor de y , y 

como consecuencia no podemos obtener el valor exacto de 0y . 

Surge la pregunta: ¿de qué forma el error cometido al medir 0x  afecta al valor resultante de 

0y ? Lógicamente, si para valores de x  “muy próximos” a 0x  obtenemos valores de y  muy 

diferentes entre sí, entonces la función f  que relaciona x  con y  no es útil. 

iv. Que en el proceso de medir los errores cometidos son inevitables y como consecuencia no es 

posible obtener “el valor exacto de 0y ”. 

v. Que es posible “acotar” el error aceptable en 0y  (y que esta cota se llama  ), es decir 

− 0yy . 

vi. Que es posible obtener una cota de error “  ”, de tal forma que siempre que midamos 0x  con un 

error menor que   tengamos la seguridad de que el valor resultante para y  difiere de 0y  en menos 

que  . 

Si − 0xx , entonces − 0yy . 

 

0 0
(  x - x -     )

0 0
(  x - x -     )

x
0

x0

x 0

0 0

0

0

0

x

δ > 0  es el error en la medida de   

x  representa las medidas alrededor x  
(puntos del intervalo) 

   x  es la medida (asignación) de la variable 
   es el valor real0

   y

y -  ε

y + ε

y 

 > 0,  es la precisión de la ε
             medida del valor real
                 

  y  representa las imágenes
 de los puntos del intervalo 

          bajo la función  f 

 significado de  |  y - y  | <  ε significado de |  x - x  | < δ

(

(

y

x + δx - δ
0

0

( )

 
FIGURA B.3 

 

Nota 

 

La cota de error   depende de la cota de error  , fijado anteriormente en cada caso. 

Intuitivamente, cuanto más pequeño sea el error permitido en las mediciones finales, 

tanto mejor tendremos que medir la variable independiente (los datos iniciales). 
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La conjunción de todas las observaciones anteriores se formaliza con la definición B.1. 

 

DEFINICIÓN B.1 (CONTINUIDAD PUNTUAL) 

Sea f  una función definida en todos los números de un intervalo abierto I , si Ix 0 , entonces se 

dice que f  es continua en el número Ix 0 , si y sólo si para todo número 0  existe un número 

0  (que por lo general depende de 0x  y de  ) tal que sí − 0xx , entonces − 0yy . 

 

La figura B.4 ilustra la definición A.1. Observe que al disminuir la cota de error   alrededor de 

0y  disminuye la cota de error   alrededor de 0x .  

0

0

0

0

0

0

0

0 0

0

y +  ε

y +  ε

y + ε

y - ε

y -  ε

y -  ε

y 

y y 

y 

 f  f 

 f  f 

x x

xx

x + δ

x + δx + δ

x - δ

x - δx - δ

0 0

00

0

00

0

00

0 0

00

y y

yy

x x

xx

 
FIGURA B.4 

 

Nota 

 

a. Para hacer referencia a la continuidad (o no continuidad) de una función en un punto, 

este punto debe pertenecer al dominio de la función.  

b. La continuidad de una función en un punto depende únicamente de su comportamiento 

en la “proximidad” de dicho punto. ¡La continuidad es una propiedad local! 

c. Intuitivamente, una función continua transforma “puntos cercanos entre sí en puntos 

cercanos entre sí”. 

 

EJEMPLO B.3 (CONTINUIDAD PUNTUAL DE FUNCIONES) 

a. La función ( ) 13 −= xxf  es continua en cada punto de su dominio. 

b. La función  
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( )
1

1
2 +

=
x

xf  

es continua en todos los puntos de su dominio. 

c. Las funciones polinomiales son continuas en cada punto 0x  de su dominio. 

d. Las funciones racionales son continuas en todo punto 0x  de su dominio. 
 

 

EJEMPLO B.4 (CONTINUIDAD PUNTUAL DE FUNCIONES) 

a. La función definida por intervalos  

( ) ( 
( )




+−
−

=
,21

2,1
x
x

xf   , 

no es continua en 20 =x . 

20 x

y

 
FIGURA B.5 

 

b. La función  

( ) ( 
( )




+−

−−−
=

,1
1,

2
1 xx

xx
xf  , 

no es continua en 10 −=x . 

0 x

y

 
 

FIGURA B.6 
 

 

EJEMPLO B.5 (ALCANCES DE LA DEFINICIÓN DE CONTINUIDAD PUNTUAL) 

a. Sea ( )
1

1
+

=
x

xf , puesto que ( ) ( ) ( )+−−−= ,11,fdom , 

no tiene sentido estudiar si tal función es o no es f  en 10 −=x . 
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b. La función  ( ) 1−= xxf  tiene dominio ( )  )+= ,1fdom  por lo que sólo tiene sentido 

estudiar la continuidad de f  en los puntos del intervalo  )+,1 . 

c. Si  

( )
4

1
2 −
−

=
x
xxf , 

entonces  

( ) ( ) ( ) ( )+−−−= ,22,22,fdom . 

Por tanto, no tiene sentido preguntarse si la función f  es o no es continua en los números   

201 −=x  y 202 =x . 
 

 

El ejemplo B.6 presenta una lista de funciones que son continuas en todos los puntos de su 

dominio. 

 

EJEMPLO B.6 (ALCANCES DE LA DEFINICIÓN DE CONTINUIDAD PUNTUAL II) 

a. La función constante ( ) cxf = , ( )+− ,c  es continua en todos los puntos de su 

dominio. 

b. La función lineal ( ) baxxf += , es continua en todos los puntos de su dominio. 

c. La función potencia ( ) nxxf = , INn   es continua en todos los puntos de su dominio. 
 

 

Una función que es continua en todos los puntos de un intervalo I  se denomina continua sobre 

el intervalo I , formalmente esto se expresa en la definición B.2. 

 

DEFINICIÓN B.2 (CONTINUIDAD EN UN INTERVALO) 

Una función f  es continua sobre un intervalo I , si es continua en todo punto (número) Ix 0 . 

 

EJEMPLO B.7 (CONTINUIDAD EN UN INTERVALO) 

a. Si ( )
1

1
+

=
x

xf , entonces ( ) ( ) ( )+−−−= ,11,fdom , por tanto, f es continua 

en todos los intervalos que no contengan el número  

10 −=x . 

b. Si ( )
4

1
2 −
−

=
x
xxf ,  

entonces  

( ) ( ) ( ) ( )+−−−= ,22,22,fdom ,  

por tanto, f  es continua en todos los intervalos que no contengan los números  

201 −=x  y 202 =x . 
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c. En ( ) 1−= xxf , ( )  )+= ,1fdom , por tanto, f  es continua en cualquier subintervalo de 

 )+,1 . 
 

 

Las propiedades “operativas” de las funciones continuas sobre un mismo intervalo I  son 

similares a las de los límites, es decir,  

Si f  y g  son funciones continuas sobre un intervalo I , entonces: 

i. Las funciones  

gf + , gf −  y gf   

también son continuas sobre el intervalo I . 

ii. Las funciones  

g
1

 y 
g
f

 

 también lo son, siempre y cuando 0g . 

Los elementos (conceptos y técnicas) sobre continuidad tratados garantizan que, tanto las 

funciones polinomiales como las funciones racionales, son continuas (en su dominio de definición), 

puesto que ambas clases de funciones pueden construirse a partir de sumas y productos de 

funciones constantes y funciones potencias. La similitud de las definiciones de continuidad puntual y 

de límite sugiere el siguiente criterio de continuidad puntual. 

 

PROPIEDAD B.4 (CRITERIO DE CONTINUIDAD PUNTUAL) 

Sean f  una función definida sobre un intervalo I  y Ix 0 , entonces  

f  es continua en 0x  si y sólo si ( ) ( )0
0

xfxflím
xx

=
→

. 

 

El ejemplo B.8 muestra el uso del  criterio de continuidad puntual. 

 

EJEMPLO B.8 (APLICANDO EL CRITERIO DE CONTINUIDAD) 

a. Si ( )
4
13

2 +
+

=
x

xxf , entonces ( ) ( )
( ) 5

4
41
1131 2 =

+
+

=f  y 
( )

( ) 5
4

41
113

4
13

221
=

+
+

=
+
+

→ x
xlím

x
, 

por tanto,  

( ) ( )
5
41

1
==

→
xflímf

x
. 

En consecuencia f  es continua en 10 =x . 

Note que ( )
4
13

2 +
+

=
x

xxf  es continua en cualquier otro punto 0xx =  de su dominio puesto que  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )02
0

0
2

0

0

00 4
13

4
13 xf

x
x

x
xlímxflím

xxxx
=

+

+
=

+

+
=

→→
. 
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b. Si ( )
 













=

−−
−

=
1

1

2

1
12

x

IRxx
x

xf ,  

entonces  

( ) 2
1

=
→

xflím
x

 y ( ) 21 =f , así ( ) ( )12
1

fxflím
x

==
→

  

y la función f  es continua en el  

10 =x . 

c. La función ( )
xx

xxf
+

= 2  cuyo dominio es ( ) ( ) ( ) ( )+−−−= ,00,11,fdom  

 no es continua (es discontinua) en cualquier intervalo que contenga a por lo menos uno de los 

números 101 −=x  y 002 =x  puesto que, en ambos casos, no está definida. 
 

 

PARA REFLEXIONAR 




 

¿Qué opina? 

a. “Una curva que se puede trazar sin despegar el lápiz del cuaderno pertenece a una 

función continua”.   

b. “Una curva que contiene huecos pertenece a una función que no es continua”. 

¿Puede dar un ejemplo de una función tal que?:  

a. EL trazo de su gráfica tenga un hueco salto y ésta corresponda a una función continua.   

b. EL trazo de su gráfica tenga un hueco y ésta no pertenezca a una continua.  

 

Como hemos visto, la curva que tiene asociada una función puede tener huecos o saltos sin ser 

esto una condición para no ser continua, ¡la característica de ser continua (o no serlo) depende del 

dominio de la función! 

 

EJEMPLO B.9 (EXTENSIÓN DE UNA FUNCIÓN NO CONTINUA A UNA FUNCIÓN CONTINUA) 

En la función 

( )
 













−=

−−
+

++

=
24

2
2

232

x

IRx
x

xx

xf , ( ) 1
2

−=
−→

xflím
x

 y ( ) 42 =−f , 

es decir,  

( ) ( )2
2

−
−→

fxflím
x

. 

Por tanto, es discontinua en todo intervalo que contiene al número 2−=x .  Si se redefine como 
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( )
 













−=−

−−
+

++

=
21

2
2

232

1

x

IRx
x

xx

xf . 

se obtiene una función continua. 
 

 

DEFINICIÓN B.3 (TIPOS DE DISCONTINUIDADES) 

a. La función f  tiene una discontinuidad removible en 0x  cuando ( ) ( )0
0

xfxflím
xx


→

. 

b. La función f  tiene una discontinuidad esencial (inevitable) en 0x  si no existe ( )
0xx

xflím
→

. 

 

Una discontinuidad esencial en una función se manifiesta como “un salto” en la curva que tiene 

asociada, mientras que una discontinuidad de tipo removible suele manifestarse como un “hueco” en 

la curva correspondiente (concretamente, un ponto se encuentra “fuera” de la curva 

correspondiente”, vea la figura B.7. 

 

 f  f 

xx 00 00

yy

xx
 

FIGURA B.7 

 

Revisemos el tipo de discontinuidad de funciones no continuas. 

 

EJEMPLO B.10 (TIPO DE DISCONTINUIDAD) 

a. En  

( )




−


=
223
25

xsix
xsi

xf  

( )xflím
x 2→

 no existe, por tanto, la función es discontinua (esencialmente) en 2=x . 

b. Si  

( )




=
+

=
13
11

xsi
xsix

xf  
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Entonces ( )xflím
x 1→

 no existe y la función es discontinua (esencialmente) en 2=x . 

c. En la función  

( )
 













−=

−−
+

++

=

11

1
1

232

x

IRx
x

xx

xf , 

se cumplen 

( ) ( )( ) 1
1

12
1

23
1

2

11
=

+
++

=
+

++
=

−→−→−→ x
xxlím

x
xxlímxflím

xxx
 y ( ) 11 =−f , 

por tanto, es continua en 1−=x . 

d. En la función  

( )











=



=

01

01

x

x
xxf , ( )xflím

x 0→
  no existe y ( ) 10 =f ,   

por tanto, presenta una discontinuidad cuando 0=x  es esencial. 
 

 

La importancia de la continuidad de función sobre 0x   es que proporciona información sobre su 

comportamiento a su alrededor. 

i. Si f  es una función continua en 0x  y ( ) 00 xf , entonces existe un intervalo que contiene al 

número 0x   de manera que f  es mayor que cero (sobre ese intervalo). 

ii. Si f  es una función continua en 0x  y ( ) 00 xf , entonces existe un intervalo que contiene al 

número 0x   de manera que f  es menor que cero (sobre ese intervalo). 

iii. Una de las consecuencias de mayor relevancia en el cálculo, de la continuidad de una función es 

la propiedad conocida como  

 

“TEOREMA DE LOS CEROS DE BOLZANO” 

que afirma: Toda función continua en un intervalo que toma valores positivos y negativos se anula en 

algún punto de dicho intervalo. 

 

PROPIEDAD B.5 (TEOREMA DE LOS CEROS DE BOLZANO) 

Sea f  una función continua sobre el intervalo cerrado  ba ,  y ( ) ( ) 0 afaf , entonces 

existe  bax ,0  , tal que ( ) 00 =xf . 

 

La figura B.8 ilustra el teorema de Bolzano, observe que la curva asociada a una función que es 

continua sobre el intervalo  ba ,  y que sus imágenes son tanto positivas como negativas, por el 
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teorema de los ceros de Bolzano existe un número 0x  del eje x . EL teorema de los ceros de 

Bolzano garantiza la existencia del número 0x . 

0 x

y

ba

 f

x
0

 
 

FIGURA B.8 

 

Un enunciado equivalente del teorema de Bolzano es el “TEOREMA DEL VALOR 

INTERMEDIO”, mismo que afirma: “la imagen de un intervalo bajo una función continua es un 

intervalo”, es decir, una función continua transforma un intervalo en otro intervalo. La figura B.9 

muestra la curva asociada a una función continua f  sobre el intervalo cerrado  ba , . Si 

seleccionamos el punto P  de la curva con ordenada 0y  y lo proyectamos sobre el eje de las 

abscisas, entonces existe una abscisa 0x  tal que ( )00 xfy = . 

 f  ( b )

 f  ( b )  f  ( b )

 f  ( b )

 f  ( a )

 f  ( a )  f  ( a )

 f  ( a )

0

0 0

0x

x x

x

y

y y

y

b

b b

ba

a a

a

 f

 p

 p
 f f

f

x

x

y

y

0

0

0

0  
FIGURA B.9 
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PROPIEDAD B.6 (TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO) 

Sea f  una función definida y continua sobre en el intervalo cerrado  ba ,  y 0y  un número 

comprendido entre los valores ( )af  y ( )bf , es decir ( ) ( )bfyaf  0 , entonces existe el 

número 0x  en intervalo ( )ba ,  tal que ( )00 xfy = . 

 

EJEMPLO B.11 (APLICACIÓN DEL TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO) 

a. La función con regla de correspondencia  

( ) 2

4
1 xxf =  definida sobre  4,4−  

es continua. Sea  10 =y , para determinar la abscisa que predice el teorema del valor intermedio 

necesitamos resolver la ecuación  

2
04

11 x= , luego 42
0 =x  y 20 =x  o 20 −=x . 

b. La función con regla de correspondencia  

( ) 24 −= xxf  definida sobre 






 5,
2
1

 

es continua. Si 30 =y  es una de sus imágenes, para determinar la abscisa que predice el teorema 

del valor intermedio es necesario resolver la ecuación 243 0 −= x ,  

entonces  

924 0 =−x  o 
4

11
0 =x . 

c. ¿Es 40 =y  el valor (o uno de los valores) que predice el teorema del valor intermedio para 

( ) xxxf 42 +=  en  1,2− ? 

Si suponemos que sí, se debe cumplir que la solución de la ecuación 442 =+ xx  se encuentra en el 

intervalo  1,2− .  

Si 442 =+ xx , entonces ( )( ) 022 =−− xx , cuya solución es 20 =x , misma que no pertenece al 

intervalo  1,2− . Luego 40 =y  no es uno de los valores que predice el teorema del valor 

intermedio en  

 1,2− . 
 

 

El teorema de Weierstrass es imprescindible en el desarrollo de las propiedades del cálculo 

integral, se refiere a los máximos y mínimos absolutos que alcanza una función continua cuando su 

recorrido o rango es la imagen de un intervalo cerrado y acotado. La figura B.10 muestra la curva 

asociada a la función f , que es continua y está definida sobre el intervalo cerrado  ba , . Observe 

que en  ba , , existen números: mx =01  y Mx =02  de manera que  ( )mf  es mínimo y 

( )Mf  es máximo.  
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 f

 f ( m )

 f ( M )

0 x

y

ba m M

 f 

 f ( m )

 f ( M )

0 x

y

ba mM
                       

FIGURA B.10 

 

Formalmente: 

 

PROPIEDAD B.7 (TEOREMA DE WEIERSTRASS) 

Sea f  una función definida y continua sobre en el intervalo cerrado  ba , , entonces existen 

números m  y M  en  ba ,  tales: ( )mf  es el valor mínimo de f  y ( )Mf  es el valor 

máximo de f . 

 

El ejemplo B.12 muestra el uso de la propiedad B.7. 

 

EJEMPLO B.12 (APLICANDO EL TEOREMA DE WEIERSTRASS) 

a. La función con regla de correspondencia ( ) 2
3

x
xxf +

= y definida sobre  5,1 , es decreciente 

y continua, en consecuencia ( ) 4
1

311 =
+

=f  es su valor máximo, además  

( )
25
8

5
355 2 =

+
=f  

es su valor mínimo. 

b. La función con regla de correspondencia  

( ) ( ) 13
4
1 2 +−= xxf  

y definida sobre  6,3 , es creciente, en consecuencia  

( ) ( ) 1133
4
13 2 =+−=f  es su valor mínimo y ( ) ( )

4
13163

4
16 2 =+−=f  

es su valor máximo. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS   A.B
 

 

 

1. Aplique el teorema del encaje en la 

evaluación de los límites. 

a. 









→ x
cosxlím

x

1
0

,  

sugerencia 11 − xcos . 

b. 









→ x
cosxlím

x

24

0
,  

sugerencia 11 − xcos . 

c. 









→ 3
4

0

2
x

cosxlím
x

,  

sugerencia 11 − xcos . 

d. 









→ x
senxlím

x

12

0
,  

sugerencia  11 − xsen . 

e. 









→ 3
2

0

1
x

senxlím
x

,  

sugerencia 11 − xsen . 

f. 









→ x
senxlím

x 2
14

0
,  

sugerencia 11 − xsen . 

 

2.  

a. El volumen de una esfera puede variar de 

14  a 16  decímetros cúbicos, ¿cuánto puede 

variar su radio? Explique. 

b. El volumen de un cubo puede variar de 

98.0  a 02.1  decímetros cúbicos, ¿cuánto 

puede variar la longitud de su lado? 

Explique. 

 

c. El radio interno de un aro puede variar 

entre 44  y 48 centímetros, ¿cuánto puede 

variar su perímetro? Explique. 

 3. Utilice la definición A.2 y 1.9 y muestre 

que la función es continua para el valor x  

indicado. 

a. ( ) 52 −= xxf  en 6=x .  

b. ( ) 52 −= xxf  en 2−=x . 

c. ( )
3
22

+
+

=
x
xxf  en 1=x . 

d. ( ) 3 8 xxf −=  en 0=x . 

 

4. Decida si la función es continua o no 

continua en los valores x indicados, justifique 

su afirmación. 

a. ( )
4−

=
x

xxf  en 1=x  y 4=x .  

b. ( )
9

3
2 +

=
x

xf   en 3−=x  y 1=x .  

c. ( ) xxf 34−=  en 3−=x .  

d. ( ) 2x
xxf =  en 0=x .  

e. ( )
1

2
+

=
x

xf  en 1−=x . 

 

5. Si es el caso, redefina las siguientes 

funciones de manera que sean continuas en 

todo IR . 

a. ( )
4
12

−
−

=
x
xxf .  

b. ( )
42 −

=
x

xxf . 

c. ( )
14
12

2 −
−

=
x
xxf . 

d. ( )
xx

xxf
32

2

−
= . 
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6. a. Utilice el teorema de los ceros de 

Bolzano y la función con regla de 

correspondencia ( ) 22 −= xxf  para 

justificar que el número 2  existe. 

b. Utilice el teorema de los ceros de Bolzano 

y una función continua para justificar que el 

número 3  existe. 

c. Utilice el teorema de los ceros de Bolzano 

y una función continua para justificar que el 

número 3 5  existe. 

e. ( )
23

2
2 ++

+
=

xx
xxf .  

f. ( )
45
56

2

2

++
+−

=
xx
xxxf .  

g. ( )
2

2
−
−

=
x

xxf . 

h. ( )
x
xxxf 562 +−

= . 

 

7. Determine el número 0x  (o los números 

0x ) que predice el teorema del valor 

intermedio. 

a. ( ) 32 += xxf  en  

 3,1−  y ( ) 50 =xf . 

b. ( ) 216 xxf −=  en  

 4,0  y ( ) 120 =xf  . 

c. ( ) 452 ++= xxxf  en  

 6,8−  y ( ) 00 =xf  . 

d. ( ) 83 −= xxf  en  

 2,2−  y ( ) 90 −=xf  . 

 8. a. ¿Existe algún número real tal que su 

cuadrado sea igual a  2− ?  

Explique. 

b. ¿Existe algún número real tal que sea 

igual a su cubo menos uno? Explique. 

 

9. Determine los valores máximo y mínimo 

que predice el teorema de Weierstrass. 

a. ( ) 24 −= xxf  en  3,1− . 

b. ( ) 29 xxf −=  en  3,1  . 

c. ( ) 762 ++= xxxf  en  3,4 −−  .  

d. ( ) 83 −= xxf  en  2,2− . 
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A.C
 

 

TEMÁTICA 

i. Teoremas fuertes de derivación. 

 

TEOREMAS FUERTES SOBRE DERIVACIÓN 

En un curso formal de Cálculo Diferencial e Integral (a nivel bachillerato) deben incluirse las 

propiedades de las funciones derivables sobre un intervalo cerrado (que forma parte de su dominio). 

Estas propiedades sustentan formalizan y los teoremas de mayor aplicabilidad y relevancia del 

Cálculo Integral.  

 f  f 

 f 

 f  f 

 f 

 T

T

 T

  T

T

  p

p

  p

  p  p

t

 0

  t

 t
 t

 f (  ) f (  )a  = b  f (  ) f (  )a  = b

 f (  ) f (  )a  = b

 f (  ) f (  )a  = b  f (  ) f (  )a  = b

 f (  ) f (  )a  = b

 (  )x  , y 

x

 (  )x , y

 (  )x , y

 (  )x , y
 (  )x , y

0 0

0

0 0

0

x x

x

x x

x

y y

y

y y

y

b b

b

b b

b

a a

a

a a

a

0 0

0

  
 

FIGURA C.1 

 

La figura C.1 muestra la curva asociada a una función f  que es continua sobre el intervalo 

cerrado  ba ,  y que cumple las condiciones: 

i. ( ) ( ) 0== bfaf . 
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ii. Es continua sobre el intervalo cerrado  ba , .  

iii. Es derivable sobre el intervalo abierto ( )ba , .  

iv. ( )yxpT ,  es el punto de tangencia (o contacto) de la recta tangente T  a la curva asociada a 

la función f . 

Note que al desplazar el punto de tangencia ( )yxpT ,  a lo largo de la curva asociada a f , 

se encuentra (por lo menos) la existencia de un punto  ( )000 , yxp  en el que la línea recta 

tangente T  es paralela al eje de las abscisas, lo que significa que su pendiente 0=Tm  

(equivalentemente, f  cuando 0xx =  ). 

Las observaciones anteriores fueron formalizadas por Michel Rolle en 1691, en su memoria la 

propiedad C.1 lleva su nombre.  

 

PROPIEDAD C.1 (TEOREMA DE ROLLE) 

Sea f  una función:  

i. Continua sobre el intervalo cerrado  ba , ,  

ii. Derivable sobre el intervalo abierto ( )ba ,   

iii. ( ) ( )bfaf = , entonces existe al menos un número  0x  en  ba ,  tal que ( ) 00 = xf . 

 

DEMOSTRACIÓN 

Dado que f  es una función continua sobre el intervalo cerrado  ba , , entonces alcanza valores 

máximo y mínimo absolutos sobre  ba , , es decir, existen números mx  y Mx  en  ba ,  tales 

que ( ) ( ) ( )Mm xfxfxf   para toda x  en  ba ,  (por el teorema del máximo y del mínimo 

de Weierstrass). 

i. Si mx  y Mx  coinciden con los extremos de  ba ,  respectivamente, entonces f  es una función 

constante y ( ) 00 = xf . 

ii. Si mx  ( Mx ) es diferente de los números a  y b , entonces f  alcanza el valor mínimo (o su valor 

máximo) sobre un número del intervalo ( )ba ,  , puesto que f  es derivable en mx  ( Mx ), 

entonces ( ) 0=
mxf  ( ( ) 0=

Mxf ). 

 

EJEMPLO C.3 (EL TEOREMA DE ROLLE) 

a. Determinemos el número 0x  de manera que la función ( ) 542 +−= xxxf  satisfaga las 

hipótesis del teorema de Rolle sobre el intervalo  3,1 .  

i. Dado que f  es una función polinomial, entonces es continua sobre  3,1 . 

ii. Derivable en ( )3,1 .  

iii. También ( ) ( ) 231 == ff .  

https://es.wikipedia.org/wiki/Michel_Rolle


A. APÉNDICES DE APOYO 

 

214 

Por tanto, se satisfacen todas las condiciones del teorema de Rolle en  3,1  y existe 

( )3,10 x  en el que la función derivada vale cero, ( ) 042 00 =−= xxf , el número que predice 

el teorema de Rolle es 20 =x . 

0
0

x

,
f  ( 2 ) = 0

x  = 21 

1 

3 

2 

y

 
FIGURA C.2 

 

b. Revisemos si la función ( ) 3xxxf −=  satisface las condiciones del teorema de Rolle en los 

intervalos  0,1−   y   1,0  y si es el caso determinaremos los valores de 0x  que predice esta 

propiedad. 

i. Puesto que ( ) 3xxxf −=  es una función polinomial, entonces es continua los intervalos 

 0,1−   y   1,0 . 

ii. Es derivable en todos los números de los intervalos abiertos ( )0,1−   y ( )1,0 . 

iii. Además ( ) ( ) ( ) 0101 ===− fff . 

Por tanto, se satisfacen las hipótesis del teorema de Rolle. Puesto que, ( ) 2
0 31 xxf −= , entonces 

031 2 =− x  cuyas soluciones son los números 
3

1
01 =x  y 

3
1

02 −=x , mismos que satisfacen las 

condiciones del teorema de Rolle. 

 

00
x

,

,

f  ( 0.5 ) = 0

f  ( - 0.5 ) = 0

xx

y

1 

1 

- 1 

- 1  
FIGURA C.3 

 

c. Determine el número b  de manera que la función ( ) 343 +−= xxxf  satisfaga las hipótesis del 

teorema de Rolle sobre el intervalo  b,0 . Dado que f  es una función polinomial es continua en 
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 b,0  y derivable en ( )b,0 . En el teorema de Rolle ( ) ( )bfaf = , por tanto, 

343 3 +−= bb  o 043 =− bb , las soluciones de esta ecuación son 0=b , 2−=b  y 2=b , pero 

sólo 2=b  satisface las condiciones del teorema de Rolle ¿por qué?  

También ( ) 43 2 −= xxf , si ( ) 0= xf , entonces 043 2 =−x , luego 
3

2
=x y 

3
2

−=x , pero 

sólo 
3

2
=x  es el número que predice el teorema de Rolle (note que el número 

3
2

−=x  no 

pertenece al intervalo  b,0 . 
 

 

PARA REFLEXIONAR 





 

Proporcione una función, definida sobre un intervalo cerrado, que no satisfaga las hipótesis 

del teorema de Rolle de: continuidad y derivabilidad. 

¿Qué significa omitir la hipótesis ( ) ( )bfaf =  en el teorema de Rolle? De una 

explicación geométrica. 

 

Si en el teorema Rolle se omite la hipótesis ( ) ( )bfaf =  y posteriormente se desplaza el 

punto de tangencia ( )yxpT ,  sobre la curva asociada a f , entonces se observa por lo menos un 

punto ( )00 , yx  en el que la línea recta tangente T  es paralela la línea recta (secante S) que 

definen los puntos ( )( )afa ,  y ( )( )bfb , , vea la figura C.4. Esta propiedad se conoce como 

“propiedad del valor medio”. 

 f  f 

 f 

 S  S S

  T  T   T

 f (  )a f (  )a  f (  )a

 f (  b ) f (  b )  f (  b )

 (  )x , y
 (  )x , y

 (  )x , y

00 xx x

yy y

bb baa a

0 0

 
FIGURA C.4 

 

PROPIEDAD C.2 (TEOREMA DEL VALOR MEDIO DE LAGRANGE) 

Sea f  una función continua sobre el intervalo cerrado  ba ,  y derivable sobre el intervalo 

abierto ( )ba , , entonces existe al menos un número 0x  en  ba ,  tal que 

( ) ( ) ( )
ab

afbfxf
−
−

=
0 . 

 

El teorema del valor medio afirma: 

i. La “función razón de cambio promedio” es igual a la razón de cambio instantáneo” en uno o 

más puntos. 



A. APÉNDICES DE APOYO 

 

216 

ii. Geométricamente, la línea recta tangente a la curva asociada a la función f  en algún 

número 0x  (comprendido entre los números a  y b ) es paralela a la línea recta secante que 

contiene a los puntos ( )( )afa ,  y ( )( )bfb , , vea la figura C.5 

 

 f 
  S

T

 f (  )a

 f ( b )

 (  )x , y

0 x

y

ba x

y 0 0

0

0  f 
S

 f (  )a

 f (  b )
 ( g x )

0 x

y

ba x
              

FIGURA C.5 

 

DEMOSTRACIÓN 

La demostración del teorema del valor medio se fundamente en el teorema de Rolle. 

i. Se construye la función ( )xg  que proporciona la longitud del segmento rectilíneo vertical con 

extremos en los puntos ( )( )xfx ,  y ( ) ( ) ( ) ( ) 






 −
−
−

+ ax
ab

afbfafx ,  (el segundo 

punto pertenece a la línea recta secante de que contiene a los puntos ( )( )afa ,  y 

( )( )bfb ,  y de ecuación  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ax
ab

afbfafxf −
−
−

=−   o bien ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 






 −
−
−

+= ax
ab

afbfafxf  ), 

vea la figura C.6. Por tanto, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ax
ab

afbfafxfxg −
−
−

−−= . 

 f 

S

 f (  )a

 f (  b )
  ( g x )

0 x

y

ba x

 (   (   (  g x ) = f x ) - t x )

 
FIGURA C.6 

 

ii. Sea la función ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ax
ab

afbfafxfxg −
−
−

−−= , entonces  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0=−
−
−

−−= aa
ab

afbfafafag   

y  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0=−
−
−

−−= ab
ab

afbf
afbfbg , 

por lo que ( )xg satisface las hipótesis del teorema de Rolle. 

iii. También ( ) ( ) ( ) ( )
ab

afbfxfxg
−
−

−= . 

iv. De acuerdo con el teorema de Rolle, existe un número 0x  en el intervalo  ba ,  tal que 

( ) 00 = xg , entonces ( ) ( ) ( ) ( )
000 =

−
−

−=

ab
afbf

xfxg ,  es decir  

( ) ( ) ( )
ab

afbfxf
−
−

=
0 . 

 

EJEMPLO C.4 (EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO) 

a. Determinemos el número 0x  en el intervalo  2,0  que predice el TVM, si ( ) xxxf −= 3 . 

i. Es continua sobre  2,0  puesto que es una función polinomial. 

ii. Es derivable sobre el intervalo ( )2,0 . 

iii. ( ) 62 =f  y ( ) 00 =f . 

Puesto que ( ) 13 2
00 −= xxf , entonces 13

02
06 2

0 −=
−
−

= xm , de donde 133 2
0 −= x  o 043 2

0 =−x , 

por lo que 
3

2
01 =x  y 

3
2

02 −=x . De ellos, sólo 
3

2
01 =x  pertenece al intervalo  2,0 . 

b. Justificaremos que ( ) 22 −= xxf  tiene al menos un cero en el intervalo  2,1 . 

i. Es continua sobre  2,1  puesto que es una función polinomial. 

ii. Es derivable sobre el intervalo ( )2,1 . 

iii. ( ) 11 −=f  y ( ) 22 =f , por tanto, existe un cambio de signo en el intervalo ( )2,1 . 

Por tanto, existe 0x  en ( )2,1  tal que ( ) 022
00 =−= xxf , entonces 20 =x  y 20 =x  es un 

cero de la función ( ) 22 −= xxf  sobre ( )2,1 . 
 

 

EJERCICIOS PROPUESTOS   A.C
 

 

1. ¿Satisface la función ( ) 342 +−= xxxf  

las condiciones del teorema de Rolle en el 

intervalo  3,1 ? Si es el caso, determine 

todos los números 0x  que predice. 

 2. Si ( ) 1074 23 −−+= xxxxf , determine 

el número 0x  en el intervalo  2,1−  que 

predice el Teorema de Rolle. 
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3. ¿Satisface la función ( ) xxf −=1  las 

condiciones del teorema de Rolle en el 

intervalo  1,1− ? 

 

4. ¿Satisface la función 

 ( ) 1142 +−= xxxf   

las condiciones del teorema de Rolle en el 

intervalo  3,1 ? Si es el caso, determine 

todos los números 0x  que predice. 

 

5. ¿Satisface la función 

( ) 22 23 +−−= xxxxf  

las condiciones del teorema de Rolle en el 

intervalo  1,1− ? Si es el caso, determine 

todos los números 0x  que predice el teorema 

de Rolle. 

 

6. Determine el valor de b  de manera que la 

función  

( ) 343 +−= xxxf  

satisfaga las condiciones del teorema de 

Rolle en el intervalo  b,0 ? Posteriormente 

determine el número 0x . 

 

7. Determine los intervalos de manera que la 

función  

( ) 6116 23 −+−= xxxxf  

satisfaga las condiciones del teorema de 

Rolle.  

 

8. Determine el número que predice el 

teorema del Valor Medio cuando 

( ) 154 2 +−= xxxf  

sobre el intervalo  2,0 . 

 9. Determine el número que predice el 

teorema del valor medio 

( ) 342 +−= xxxf  en el intervalo 

 1,2− . Si es el caso, determine todos los 

números 0x  . 

 

10. Determine el número que predice el 

teorema del Valor Medio cuando 

( ) 122 ++= xxxf  sobre el intervalo 

 1,0 .  

 

11. Determine los números que predice el 

teorema del Valor Medio cuando 

( ) xxxxf −+= 23  sobre el intervalo 

 1,2− .  

 

12. Determine el punto de la sección 

parabólica comprendida entre los puntos 

( )1,1A  y ( )0,3B , en el que la línea 

recta tangente es paralela a la línea recta 

secante que incluye a los puntos ( )1,1A  y 

( )0,3B . 

 

13. Determine el número 0x  en el intervalo 

 3,1  en el que la línea recta tangente a la 

curva asociada a ( ) 223 +−= xxxf  es 

paralela a la línea recta secante definida por 

los puntos ( )2,1A  y ( )20,3B . 

 

 
 



A.D
 

 
 
 

DERIVADA DE LAS FUNCIONES 

                               TRIGONOMÉTRICAS 

                

1.1
 

1.  a. ( ) 14 −= cosxf .  b. ( ) x2senxxf −= 34 . c. ( ) xtgxsecxsecxf −= 2 .  

d. ( ) xcosxf
x

73 23

1 −
.  e. ( ) xtg4secxx4secxf 23 +=

. 

2.  a. ( )   x6cscxctgxcsc2xf 2+−=
. b. ( ) 2

1

x

xcosxxsenxf −−=
.  c. ( ) 2

1

x

xcosxxsenxf −−=
.  

d. ( )  xctgxf xxsen
x −=

2
1 . e. ( )  

xx
x

xtg
xsec

xx

xtgxf
−

−

−
−=

2
122

2 .  

3.  a. ( ) xtgsecxxsenxf 58 −−=
. b. ( )  xxcos

xsen

x

xcosxf 3
13

1 −=
−

−
. 

c. ( ) tctgttcscttf 423 3 −− −−=
. d. ( ) wcscwsecwf 22 22 −=

. 

4.  a. ( ) 1= xf . b. ( ) ( )5+= xcosxf . c. ( ) ( )5xsenxf +−=
. d. ( ) ( )xcosxf 22=

.  

e. ( ) ( )−= xcosxf . f. ( ) xctgxcscxf −=
. g. ( ) xtgxsecxf =

. 

 

5.  a. ( ) ( ) ( )uucosuuf 443 32 ++= . b. ( ) ( )42 2 +−= zzsenzf . c. ( ) ( ) coszzsenzf 243 += .  

d.  ( ) 545 xcosxxf =
. e. ( ) ( )4234 tsecttf = . f. ( ) ( ) xsecxtgxf 234= . 

 

6.  a. ( )
( )

( )r
r

r
senrf −

−
−

−=
2

612
22

33 3 . b. ( ) 13 2

123

3 +−=

+
xsenxf

x

x . c. ( )
xxcos

xsenxf
−

+−=
2

1
.  

d. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )22

2222

1

2122221

++

−+−−−++=

xx

xxtgxxxsecxxxxf . e. ( ) ( ) ( ) ( ) 1414 33 −+−+= xtgxxsecxf .  

f. ( )
( )

( )12
12

212
4

+
−

+
=

x
x

x
cosxf . 

7.  a. ( ) ( )( ) ( )( )
( )24

435544

11

cos4511

−

−−−=

xsen

xxxcosxsenxxsenxf . b. ( ) ( )( ) ( )( )
( )22

2

12

22212

−+

+−+−+−=

xcosx

xcscxsenxxctgxcscxcosxxf . 

c. ( ) ( ) ( )tsentcostcostsentf −+= 34 . d. ( ) ( )
( ) 







=
+

−+
+
−

21

12
1
13

xsen

xcosxsen
xsen
xcosxf . 

 e.  ( )
( )

tsen

tsentcostsentcostsent
tf 4

22222 −







=
. 

8.  a. 01=+− yx . b. 01=−+ yx . c. ( ) 0313 6 =−+− yx . 

d. ( ) ( ) 01539633 2 =−−−−  yx . 

9.  a. 
( ) xsenay n =3

.  b. 
( ) xacosy n =4

.  
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10. a. 
( ) xcosy n −=3

.   b. 
( ) xseny n =4

. c. axseny = .
( ) axcosay nn 33 −= . d. 

axseny = .
( ) axsenay nn 44 −= . 

11.  a. ( ) xseny n =3 . b. ( ) xcosy n =4 . c. ( ) axsenay nn 33 = . d.
 

( ) axcosay nn 44 = . 

12.  a. ( ) ( ) ( )xucosxuxf '' = . b. ( ) ( ) ( )xusenxuxf '' = . c. ( ) ( ) ( )xusecxuxf 2'' = . 

17.  a. Identidad trigonométrica pitagórica. b. Identidad trigonométrica pitagórica. 

19.  a. Máximos ( )4,41
M , ( )4,4

5
2

M , mínimos ( )4,4
3

1 −m  y ( )4,4
7

2 −m .  b. Máximo ( )2,4
M , 

mínimo ( )2,4
5 −m  . c. Máximo ( )1,2

M , mínimo ( )1,2
3 −m  . 

20.  a. ( ) ( )( )xcosxsenxf 2' = . b. ( ) ( )xsenxcosxf 222'' −= . c. 0=x , =x  y 2=x . d.  No hay 

e. 2
=x , =x , 2

3=x . f. Máximo ( )1,21
M  y ( )1,2

3
2

M  , mínimo ( )0,1 m . g. Si 4
=x  y 4

5=x . 

h.  Crece ( ) ( )2
3

2 ,,0   , decrece ( ) ( )  2,, 2
3

2  . i. Cóncava hacia abajo ( ) ( )4
7

4
5

4
3

4 ,,   . 

23.  a. ( ) tsentF 44
1= . b. ( ) tcostF 55

1−= . 24. a. ( ) atsentF a
1= .  b. ( ) btcostF b

1−= . 

25.  ( ) 123
tcostT = . 26. ( ) ( ) tsentftv −== '  .  27.  ( ) ( ) ( ) 3

4
6
1

3
4

4
1 sencostf −=  y 

       
( ) ( ) ( ) 3

4
3
4 2123 costsentv −−=

. 
 

DERIVADA DE LAS FUNCIONES 

         LOGARÍTMICAS Y EXPONENCIALES

                

1.2
 

1.  a. ( ) 5xxf = . b. ( ) 3xxf = . c. ( ) 4
1

xxf = . d. ( ) xln
exf 4

5−
= . e. ( ) 3−= xxf . f. ( )

x
xf 







=
2
1

. 

2.  a. ( ) 4xxf = . b. ( ) 3xxf = . c. ( ) 3
1

xxf = . d. ( ) 4
1

−
= xxf .  e. ( ) 3

2

xxf = .  f. ( ) xlogxf 727−= . 

 

3.  a. ( )
t

tf 






=
4
1

. b. ( )
t

tf
−








=
3
2

. c. ( ) ( ) ttf 5
1

8 −= . d. ( )
x

xf
6

3
2 −








= .  

4.  a. ( ) 4xlnexf =  y ( ) 4lnexf x= . b. ( ) xxlnexf =  y ( ) ( ) xxxlnxf += 1 . c. ( ) ( )xsenlnxexf =  y 

( ) ( ) xsenxxsenln
xsen

cosxxxf 









+= . d. ( ) ( )xcosxlnexf =  y ( ) ( ) ( )xxcosxcosln

xcos
senxxxf 










+−= . 

e. ( ) 2lnxexf =  y ( ) ( )2
2
2' ln

x
xf

x
= . f. ( ) 32 xlnexxf =  y ( ) ( ) xxlnxf xx 2333 2 += . 

5.  a. ( ) xexf 4= . b. ( ) ( ) 322
22 +++= xxexxf . c. ( ) ( ) 332 33 xxexxf +−−= .  d. ( ) ( ) cosxexsenxf −= 1 .  

e. ( )
2

1

x
exf

x
−= . f. ( )

2

xx eexf
−−

= . 

6.  a. ( ) xx exexxf 2324 42 += . b.  ( ) xcosexsenexf xx 222 −− +−= . c. ( )
x

eexxf
x

x

2

−
− +−= .  

d.  ( ) ( ) ( )
( )24

34
x

xxxx

e

eeeexf
+

−−+
= . e. ( ) ( ) 2121 xexxxf −−−= . 

7.  a. ( ) xx exexxf 2324 42 += . b. ( ) xcosexsenexf xx 3233 22 +−= . c. ( ) ( ) 







−+−=

x
eexxxf xx

2
1332 22 . 
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d. ( )
x

x
exe

xf

x
x

2
2

2
2

−
− −−

= . e. ( )
x

x

ex
exxf

4
1

−

++
= . 

8. a. ( ) ( )









+
−

−+

−
=

3213

1
x

x

x

x

x

x

e
e

e
e

e

exf . b. ( )














−

+
−

−

−

−

−
=

−

−

− x

x

x

x

x

x

ex
e

xe
e

ex
xexf 11

2
1

.  

c.  ( ) ( ) ( )xecosexf xx 33 ++= . d. ( )












−
=

x
esec

x
exexf

x
2

xx

2
. e. ( ) ( )















+













++

−+
−=

112

1
2 x

esen
xx

eex
xf

xxx
. 

9.  a. ( )
22

143
23

2

−++

++
=

xxx
xxxf . b. ( )

1
2
2 −

−=
x

x

e
exf . c. ( )

xx
xf

63
2

2 +
= . d. ( )

21
2
x

xf
−

−= .  

e.  ( ) ( )( )122
15
−−

−
=

xx
xxf . f. ( )

xsen
2x6cosxf

231+
= . 10. a. ( )

xex
exxf

6
64

4

23

+

+
= . b. ( ) ( )xlnx

xf
+

=

3
1

.  

c.  ( )
xtg
3x3secxf

2

31−
−

= . d. ( )
1

4
4 −

=

x
xxf . e. ( )

1
1

2 −

+
−=

x

x

e
xexf .  

11.  a. ( ) ( )( ) ( ) ( )2258
22

14354 23
23

22
−++++

−++

+++
= xxxlnx

xxx
xxxx

xf .  

b.  ( ) ( ) ( )13
1

' 2
3

−+
−

= xlnxcosxsen
x

xsenxf . c. ( ) ( )xcosxlne
xcosx
xsenexf xx ++

+
−

= 55 51
. 

d.  ( ) ( )x
x

x
exlnx

ex
exxxf −
−

−
−+

−

+
= 65

6

611
66

. e. ( ) ( )
( ) ( ) 233

31
++

++
−=

xlnx
xlnxf . 

12.  a. ( )
( )

( ) 23

2
3

3

xcoslnx

xcoslnx
xcos

xsenx

xf
+

= . b. ( ) ( ) 






 ++=

x
xxlnxxf 133 223 . 

c. ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )xcosxxsenx

xcosxcosxxsenxxsenx
xf

−+

+−+++
=

2

2

2
124

. d. ( )
( ) ( )

( ) 2

2

2

1
1

1
1

12

+

+
−

−
−

+

−=

xln
x
xln

x
xxln

xf . 

e. ( )
( )( )( ) ( )( )

( )( )22

22
15

522

3

121523

xlne

x
exlneexlne

xf
x

xx
x

xx

−








 +++−+−
=

+
. 

13.  a. ( ) 03 =− yxe . b. 085 44 =−− eyxe . c. 0=−− eyex . d. 0=− yex . 

 
14. a. 03 =− yx . b. 0=− yx . c. 02 =−+ yx . d. 022 =−+ yx . 

15.  a. 0
3

13
327

3
=









−+−

ln
yx

ln
ln

. b. 02
2

1
24

11 =








−+−










−

ln
yx

ln
. 

16.  a. Máximo ( )eM 2
1

2
1 , , inflexión 







2
1,1
e

M . b. Máximo ( )2
1,1
e

M , mínimo ( )0,0m , inflexiones 




















 ++ −− 22

2

2
2

2
2

1 1,1 eI ,



















 −− +− 22

2

2
2

2
2

2 1,1 eI .c. ( )0,0m  mínimo relativo, 







−

2
4,2

e
M  

máximo relativo inflexiones en  22 −=x . 

d. ( )em 1,1 −−  mínimo relativo, inflexión en  







−−

21
2,2

e
I . 17. a. Decrece ( )1,0 , Crece ( ) ( )+ ,,1 ee , 

Mínimo ( )0,1m . Cóncava hacia arriba ( )e,0 , hacia abajo ( )+,e . Inflexión ( )1,ePI . b. Decrece ( )e
1,0 , 

crece ( )+,1
e , Mínimo ( )eem 11 , − .  Cóncava hacia arriba ( )+,0 . c. Crece ( )0,− , decrece ( )+,0 , 
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Máximo ( )0,0M . Cóncava hacia arriba ( ) ( )+−− ,11, , hacia abajo ( )1,1−  

inflexiones ( )( )2
1

1 ,1 lnI −  y ( )( )2
1

1 ,1 lnI . 18. ( ) ( ) 5
36

12
1

5
2

6
3518

ln
elnT = . 19. ( ) ( ) 3

20
15
1

3
14

ln
elntT = .20. 

( ) ( ) 3
1

15
1

3
12

ln
elntT = .21. ( ) tetC 08.08000= . 22. ( ) tetC 04.040000= . 

 

ÁREA BAJO UNA CURVA  E

                    INTEGRAL DEFINIDA

                

2.1
 

1.  a. 12 2u . b.12 2u .  c. 9 2u .  2. a.14 2u . b. 6 2u . 3. a. 5.12 2u . b. 9 2u . 4. a. 27 2u . b. 3 2u . 

 

5.  a. ( ) 4
252 5 +−= tttA . b. ( ) 5

82
2
5 4 +−= tttA . c. ( ) 2

212
2
3 −−= tttA . d. ( ) 1032 −+= tttA .  

e. ( ) 362
2
3 −+−= tttA . f. ( ) 12102 2 +−= tttA . 6. a. ( ) 2ttA = . b. ( ) tttA += 2 . c. ( ) ttA 2= . 

10.  a. ( ) 15=ns , ( ) 15=nS . b. ( ) 21=ns , ( ) 21=nS . c. ( ) nns 2
27

2
33 −= , ( ) nnS 2

27
2
33 += . 

d. ( ) nns 3248−= , ( ) nnS 3248+= . 12. a. 15 2u . b. 21 2u . c. 2
45 2u . d. 48 2u . 13.  a. 6 2u . b. 3

4 2u . c. 36 2u . 

d. 4
268 2u . 

 

FUNCIÓN ÁREA Y EL TEOREMA 

                          FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO2.2
 

1. a.  8,2.7,8.6,4.5,8.4,4,5.2,2,0=P . b. 2= .2. No, no se cumple la definición en cuanto a las 

desigualdades. 
 

3.  a.  4.1,2.0− ,  3.2,4.1 ,  1.4,3.2 ,  2.6,1.4 ,  3.7,2.6 ,  9,3.7 . b. 7.1= . 

5.  a. 2
1=x . b. Las amplitudes de los rectángulos disminuye. 

7.  a. 0 , 2
1

n
, 2

4
n

, 2
9

n
. b. 2

12
n
i −

2
12

n
i− . c. n

i . d. 3

23

6
34
n

nnn −+
36n

. e. 3
2 . 

8.  a. 0 , 2
1
n

, 2
8
n

, 2
27
n

.  b. 3

2 133
n

ii +−
. c. 

n
i

. d. 4

234

2
443

n
nnnn +−++

. e. 4
3 . 

9.  a. 12 . b. 80 . c. 0 . d. 2− . e. 72 . f. 2
21− . g. 0 . h. 30 .  

10.  a. ( )dxx +
1

0
42 . b. ( )dxx −

4

2
31 . c. ( )dxxx− −

1

1

33 . d. ( )dxx− −
3

2

2 2 . e. dx
x +

5

0 2 1
4

. f. dxxsen
4

0

2


. 

11.  a. dx
7

0
4 . b. ( )dxx− −

1

1

22 . c. ( )dxx +−
4

0 4
5 5 . d. dxx−

2

2

2 . e. dxx −
4

2
1 . 

13.  a. y e. 16. b., c. y d. son integrables en el intervalo indicado. 20.  a. 2
27 . b. 2

75− . c. 12 . d. 4
171− . e. 15 . f. 84 . 

22. a. ( )dxxf−
1

5
. b. ( )dxxf−

3

5
. c. ( )dxxf−

5

3
. d. ( )dxxf−

5

5
. 24.  a. 20 =x . b. 

9
46

0 =x . c. 101 =x  y  

102 −=x . d. 3710 −=x . 25. a. 3 . b. 1− . c. 7 . d. 3
25− . 27.  a. ( ) xlnexF x −= . b. ( ) 22 −−= xxxF .  

c.  ( )
x
xxF

+
+

=

2
1

. d. ( )
xsen
xcos4

xF
−
+

=

3
. 29. a. ( ) ( )12 2 += xxcosxF . b. ( ) ( )  xcosxsenxF 213 −+= .  

c.  ( ) ( )( )xxxxF xx 23383 238 2
+−+−= +− . d. ( ) ( )x

x

esen
exF
−−

=

13
4

. 30. a. ( ) 01 =−F , ( )
3
41 =F .   

b.  ( ) 91 −=−F . 
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APLICACIONES DE LA 

                      INTEGRAL DEFINIDA

                

2.3
 

1. a. 16 . b.  
3

65
. c. 

3
44

. d. 
3

44
. 2. a. 4 . b. 25 . c.

3
71

 . d. 
2

19
. 3.  a. 2 . b. 2 . c. 2 . d. 2 . 

4. a. 
6

125
. b. 

3
4

. c. 
2
9

. d. 
2
9

. 5. a. 
2
9

. b. 
6

125
. c. 

81
32

. d. 
12
5

. 

6. a. 3  metros y 
3

16
 metros. 

3
16

−  metros y 16  metros.
3
2

−  metros y 
3

128
 metros. 

7.  a. 66  metros y 66  metros. b. Ambos 
3

236
 metros. c. 

3
2

−  metro y 66  metros.  8. a. 
3

10
−  metros. b. 

3
26

 metros. 

9.  a. 15804  anfibios. b. 46641  anfibios.  10. a. 211700 . b. 89130 . 11.  a. 1105170 .  b. 31382 . 

 

MÉTODOS DE  

                INTEGRACIÓN3.1
 

 

1.  a. ( ) cxxxF +−= 52 . b. ( ) cxxxxF ++−= 423
12
1 . c. ( ) cxxxxF ++−= 4

2
13 .  

d. ( ) cxxxxF ++−= 4
4
17

7
310

5
4 . e. ( ) cxxxxF +−−= 323

3
1 . f. ( ) cxxxF ++= 3

3
14

4
1 .  

g. ( ) cxxxF ++= 2
2
5

5
3 3

5
. h. ( ) cxxxF +−= 2

3

3
82

2
3 . i. ( ) cxxxF +−= 2

2
7

3
2 2

3
.  j. ( ) cxlnxxF ++= 4

5

5
4 .  

k. ( ) cxxxF ++= 4
7

7
12

7
4

12
7 . l. ( ) cxF

x
+= 42

3 . 

2.  a. ( ) cxsenxxF ++= 3 . b. ( ) cxsenxcosxF +−−= 43 . c. ( ) cxcosexF x +−= 3 . d. ( ) cxF LnLn
xx
++= 2

2
3

3 . 

e. ( ) cexlnxF x ++= 54 . f. ( ) cxlnxF x
Ln ++−= 33

1 .  

3.  a. ( ) cxF xsx
+++−= 2

3
13

35 . b. ( ) culnuF
u

++=
33

2 . c. ( ) cvlnvF
vv
+++=

4 33
42 .  

d.  ( ) czzF z +−= 22
2

. e.  ( ) czzF z ++= 32
2

. f.  ( ) cxxxF x +++= 2
3
3

. g.  ( ) ccosxxF +−= . 

h.  ( ) cxsenxF += . i.  ( ) cexxF x +−= −4 . j.  ( ) cexxF x ++= 3 . k.  ( ) cxexF x +−= 4 . 

4.  a. ( ) 152 2 +−= xxxF . b. ( ) 22 2
3
3

+−= xxF x . c. ( ) 3
22

3
2 2

3
+−−= xxxF x . d. ( ) 3

802
3

2 23
3

−−−= xxxF x . 

e. ( ) 1152 4 −+= xxxF . f. ( ) 2455 ++−= xxxF .  

5.  a. ( ) 23
3
4 ++= xxxF . b. ( ) 34 ++= xxsenxF . c. ( ) 222 +−−= xxcosxF . d. ( ) 13 2

2
++= xxexF . 

e. ( ) xexF x += . f. ( ) 1+−= −xx eexF . g. ( ) 323 12
2 4

++−= xxxF x . h. ( ) 233
3
2 +−= xxxF .  

i. ( ) 1+= xexF . 

6.  a. ( ) 222
2
1 ++= xxxF . b. ( ) 12 23

3
4 +−= xxxF . c. ( ) 11 += xxF . d. ( ) 6

53
3
12

2
1 +−= xxxF .  

e. ( ) 3
723

3
4 −++= xxxxF . f. ( ) 754

4
1 +−= tttF . 

7.  a. ( ) cexF x += −4 . b. ( ) ( ) cxlnxF ++= 21 . c. ( ) ( ) cxxlnxF ++= 32 . d. ( ) ( ) cxsenxF += 5 .  

e. ( ) ( ) cxLncosxF += .  

8.  a. ( ) cexF xtg += .  b. ( ) ( ) cxsenxcosxF +−= 2
3

. c. ( ) ( ) cxxxF ++=
113 4 . d. ( ) ( ) cxxxF ++=

4
. 

9.  a. ( ) ( ) cxF x +−= −
32
85 4

. b. ( ) ( ) cxF x += −
16
81

62
. c. ( ) ( ) cxF xx += +

3
32 2

3
2

. d. ( ) ( ) ctF tt += +
3
32 2

3
2

.  

e.  ( ) ( ) ctF tt += +
5

524
. 
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10.  a. ( ) ( ) ctF tt += +
3
2 2

3
2

. b. ( ) ( )
ctF tt

+=
+

5

51
. c. ( ) cssF ++= 52 . d. ( ) csssF +++= 422 . 

11.  a. ( ) ( ) cxcosxF +−= 4 .  b. ( ) ( ) cesenxF x += 5 . c. ( ) ( ) cesentF x += 5 . d. ( ) ctcostF +−= 2 .  

e. ( ) ( ) ctlnsentF += . f. ( ) ctcostF +






 +−= 62
3

3
2 .  

12.  a. ( ) csF
scos
+−= 22

1 . b. ( ) cesF scos +−= 5 . c. ( ) cssF ++−= 1cos42
1 . d. 

( ) ( ) cscossF ++−= 142
1 . 

e. ( ) ( )( )
czF

zsen
zcostgln s

z
+−−= 222 . f. ( ) ( )  cscoslnsF 2 ++−= 52

1 . 

13.  a.  ( ) ( ) cxlntF ++= 2
3

43
2 . b. ( )

( )
ctF

xln
+−=

+ 333
8 . c. ( ) ( ) cxlnlntF += 4 . d. ( ) ( ) cecosxF x += .  

e. ( ) ( ) cxlntF ++= 7
7
1 1 . 

14.  a. ( ) ( ) ( ) ( )  cxlnxlnxlntF +++= 3
12

5
24

7
13 . b. ( ) cexF xlnex

+= + .  

c. ( ) ( ) ( )( ) cxlnlnxlnxF ++= 52
2
1 . d. ( ) ( ) cxlnsenxF ++= 310

1 . 

15.  a. ( ) C
e

ttF t +−=
1

. b.  ( ) CexF x += +1003

3
1

. c. ( ) CexF x +=
2

2
1

. d. ( ) CetF t3cos +−=
3
1

.  

e. ( ) CttF += 3
3
1

. 

16.  a. ( ) CelnxF x ++= 1 . b. ( ) CettF t ++= .  c. ( ) CettF t ++= 22 . d. ( ) ( ) CesentF t ++= 5 . 

17.  a. ( ) ( ) cxxLnxF +++= 1 . b. ( ) ( ) cxLnxxF ++−= 692 . c. ( ) ( ) cxLnxF x ++−= 124
7

2 .  

d. ( ) ( ) cxxxxF +−−−= 122441 2
60
1 . e. ( ) ( ) ( ) cxxxF +++= 1933 2

3

15
2 . 

18.  a. ( ) ( ) ( ) cxxxF +++= 13913 2
3

135
2 . b. ( ) ( ) cxLnxxF ++−= 122 .   

c. ( ) ( ) cxxxLnxF +−++= 6318 . d. ( ) ( ) cttxtLntF ++−++−= 33 2
2
33 313 . 

19.  a. ( ) ( ) cxxlnxF +++= 212 . b. ( ) ( ) cxlnxF x ++−= 139
2

3
2 . c. ( ) ( ) cxlnxF x +−−= 324

1
2 . 

d. ( ) ( ) cxxxxF +−++= 255652 2
15
1 . e. ( ) ( ) ( ) cxxxF ++−= 53823 3

135
1 . 

21.  a. ( ) ( ) cxexF x +−= + 12 . b. ( ) ( ) cxexF x ++−= − 3 . c. ( ) ( ) cxxF lnln
xx +−= 89

1
88 .  

d. ( ) cxlnxxxF +−= 3
9
13

3
1 . e. ( ) cxxlnxxF +−= 5

25
15

5
1 . f. ( ) cxlnxF xx +−−= 11 . 

22.  a. ( ) ( ) cttttF +−++= 8232 2
15
2 .  b. ( ) ( ) csssF ++−= 243

2 . c. ( ) ( ) csssF ++−= 123
2 . 

d. ( ) ctsentcosttF ++= . e. ( ) cxxcosxsenxF +−= . f. ( ) cxxcosxsenxF +−= 22 2
1

4
1 . 

23.  a. ( ) ( ) czzlnzzlnzzF ++−= 222 . b. ( ) cxsenxsenxF +−= 36
1

2
1 . c. ( ) cxsenxsenxF ++= 6

1
2
1 . 

d. ( ) ( ) ( ) cxxxF +−+= 191 9
90
1 . e. ( ) ( ) ( ) cxxxF +++= 452 5

30
1 . f. ( ) ( ) cxexF x +−= 2

12
2
12

. 

24.  a. ( ) ( ) cxxexF x ++−= + 2223 . b. ( ) ( ) cxxexF x ++−= + 2223 . c. ( ) ( ) cxxxexF x +−+−= 663 23 . 

d. ( ) cxlnxF xx +−= 366
66

. e. ( ) cxlnxF xx +−= 819
99

. f. ( ) ( ) ctsenttttF +−+= 2cos2 2 .  

25.  a. ( ) cxsenxcosxF xx +




 −+= 88 256

1
832
2

. b. ( ) ( ) ( ) cxcosxxsenxxxF +−+−= 236 23 . 

c. ( ) ( ) ( ) cxsenxxcosxxxF +−+−= 236 22 . d. ( ) csF
lnln

s
ln
ss +







 +−=
3

2
3

2
3 32
2

3 . 
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e. ( ) csF
lnln

s
ln

s
ln
ss +







 −+−=
2

6
2

6
2

3
2 432

23
2 . f. ( ) cxF

lnln
x

ln
xx +







 +−=
3

2
3

2
3 32
2

3 . 

26.  a. ( ) ( ) cxexF x ++= 100
1

10
110 . b. ( ) ( ) cxexF x ++= −

16
3

4
34 . c. ( ) ( ) cxexF x ++= 4 . 

d. ( ) ( ) ( ) ( ) cxxxxlnxxF ++−−++= 486464 2
9
13

3
1 .  

e. ( ) ( ) ( ) ( ) cxxxxlnxxF ++−−++= 3341218 2
36
13

24
1 . 

27.  a. ( ) ( ) ( ) cxlnxxlnxF x +++−= 111 . b. ( ) ( ) ( ) ctttF +++= 132 2
3

15
2 . c. ( ) ( ) czzzF ++−= 363

2 . 

d. ( ) ( ) ( ) ctsenttcostF ++++= 44 . e. ( ) ctsenttcostF ++= 44 16
1

16
1 . 

28. ( ) ( ) cssssF +−++= 25102454 2
15
1 . b. ( ) ( ) cttttF +−++= 8232 2

15
2 .  

c. ( ) ( ) czzzF ++−= 12 22
3
1 . d. ( ) ( ) cxxxxF +−++= 32434 2

15
2 . 

29.  a. ( ) csecxtgxlntgxsecxxF +++= 2
1

2
1 . b. ( ) ( ) cxsencosxexF x ++= 22

5
1 .  

c.  ( ) ( ) ccosxxsenexF x +−= 44
17
1 . d. ( ) ( ) ( ) ( ) cxxxxlnxxF ++−−++= 486464 23

9
13

3
1 . 

e.  ( ) czlnzF += 2
2
1 . f. ( ) czzlnzzF +−= 4

16
14

4
1 . 

 

APLICACIONES 

                 CONTEXTUALIZADAS3.2
 

1. ( ) 223 ++= xxxf . 2. ( )
3
1

3
2

3
−+−= xxxf .  3. ( )

4
722

4
1 4 +++= x

x
xxf   4. ( ) 3

622 =x  metros. 5. 

( ) 3
5244 =x  metros. 6. ( ) 608.9 +−= ttv 1−sm . 7. a. 590  metros en 96.20=t  segundos. b. ( ) 41.10796.20 −=v  

1−sm . 8. ( ) 4030 1352.0 += − tetT . 9. ( ) ( )
1612 2

1
2
1 ln

+=
t

etT , a las 30:15  horas. 10. ( ) tetN 409.0140= . 11. 

( ) tetM 5493.033= . 

 

ANTECEDENTES 

                Y TÉRMINOS4.1
 

1.  a. A
dt
dA

−=100 . b. ( )maTTk
dt
dT

−= . c. kA
dt
dA

= . d. F
dt
dvm = . e. 

24
5
rdt

dr


= . f. r
dt
dA

20= . g. 
100

1
=

dt
dh

. 

h. t
dt
dV 52,0 −= . i. 

( )
V

tS
,  

( )
V

trSrs
dt
dS

−= . 

 

2.  a. rD
dt
dD

= . b. 
G
k

dt
dG

= . c. p
dt
dP 8.02 −= . d. kP

dh
dP

= , con 0k . e. ( )Tk
dt
dT

−= 23 . ( ) 100 −=T . 

f. Q
dt
dQ

10
13−= , ( ) 200 =Q . g. Q

dt
dO

10
12,1 −= .  

 

3.  a. ( ) 112 −+= xky . b. Ctty ++= 2
6

3
. c. ( )Celny t += 2

2
1 . d. 

3
2

23 




 += ky t . e. kty = .  f. 44 2 += ty . 

g. 52 ++= kty . h. ( ) ( ) 031 2
3

2
3

22 =++++ kty . i. Cktey += .  j. 0
2

2
2

2 =+−− Ctylnyy . k. 4122 3
+= +xkey .      

l. ( )25
5
1 −= kty . m. ( ) 0

2
1 4

2
=








−+−

t
klntye y . n. ksenty += 8 . 

4. a. 022
=+− −− Cee xy . b. ( ) 10+= kTCetT . c. key t += 2

5 . d. ( ) ( ) ker +−= 12   .  



 A. APÉNDICES 226 

e. 02
2

2
=+−−+ Cxeyy x . f. ( ) cosθsenθkey −= . g. ( ) 0=+− Krθlnr  . h. ( ) 552 −+= xKy . i. 34

1
2+

−
= xkey .  

j. 0=+− Cxsenysen . k. kty ++= 46 2 . l. 032
1

2 =−−
−

xkey . 5. a. 32 +−= xy . c. 
te

lny
23

2
−

= .  

d. 
2
3

8
73

4

8
1

















+= ty . e.

 

( )3
46 +−= tlntty . i. 122 −= tey . k. 0

2
34

32

32
=−−−+ ttyy

. l. 1923 2 +−= ty .  

n. 14 += tseny . p. 2
3

2
5 −= tey . s. 

3 2
7

16
2






 +

=
−te

y . t. 212 3 −−= ty . 

6.  a. kxxlnxy += . b. 1−−= xkey x . c. Kxxy ln= . d. 03 32 =+− Kyyx .  

7.  a. 
x

x

e
key += 2

1 . b. 32 Kxxy +−= . 8.  a. 12 2 −+= xxy . b. 62
2
13

3
2 +−+= xxxy . 

 

MODELOS DE CRECIMIENTO 

                            Y PREDICCIÓN4.2
 

1.  a. p
dt
dp 2−= , ( ) tketp 2= . b. p

dt
dp 3= , ( ) tetp 3

2
1

= . c. p
dt
dp 4= , ( ) tetp 6

2
1

= .  d. ( )pln
dt
dp 2= , 

( ) 12 −= ttp . 2. 264.79  años. 3. 4500 . 4. 620160 =p . 5. 8001560 =p . 6. a. 694 . b. ( ) tetF 366.0694= . 7. a. 

09979.8 F .  b. 31.11 . 8. ( ) tetp 0149.2200= , 805632 . 9. a. 1814.0− .  b. 01252.0 N . 10. 
( )
50

6.0ln−= , 

aproximadamente 85.67  días. 11. Aproximadamente 4985  días. 12. a. %5.12 . b. Aproximadamente 4985  años. 13. a. 

081.0 N .  b. aproximadamente 24.3325  años. 14.  a. N
dt
dN 11157.0−= , ( ) tetN 11157.0500 −= . b. 0023.320  gramos. 

c. 2127.6  meses. 17. 38.8  años. 21. 




−= −

500000
5000002 p

dt
dp p . 22.  a. ( ) te

tp 0214.29991
200000

−+
= .  








 −
=

200000
2000000214.2 pp

dt
dp

. b. 153022 .  23. a. ( ) te
tp 2313.014991

450000
−+

= ,  






 −
=

450000
4500002313.0 pp

dt
dp

. b. 

10385 . 24. 276   personas. 26. a. ( )
te

tp 407.0141
1500

−+
= .  b. 1356 . 

 

A.B
 

 

1.  a. 1 . b. 1 . c. 1 . d. 1 . e. 1 . f. 1 . 

2. a. De 3
2
21


  a 3
2
24


. b. De 3 98.0   a 3 02.1 . c. De 88   a 96 . 

7. a. 10 =x . b. 20 =x . c. 40 −=x . d. 10 −=x . 

9. a. 6−=mín  y 10=máx . b. 0=mín  y 8=máx . c. 2−=mín  y 1−=máx . d. 16−=mín  y 

0=máx . 

 

A.C
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1. Sí. 20 =x . 2. 6
1488

0
−=x . 3. No. 4. Sí. 20 =x . 5.  Sí. 2

72
0

=x . 6. 2=b  y 3
32

0 =x . 7.  2,1  y 

 3,2 . 8.  10 =x . 9. 10 −=x . 10. 2
1

0 =x . 11.  3
71

0
−=x . 12. ( )2

1,2 − . 13.  6
1122

0
+=x . 

 
 


