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INTRODUCCION

El presente documento tiene el proposito de guiar al alumnado —en particular a los del plantel
Oriente— en la preparacion del examen extraordinario de la asignatura de Matematicas Ill (Ultima
modificacion: julio de 2024) del Colegio de Ciencias y Humanidades.
Esta guia ha sido elaborada por un grupo de profesores del Area de Matematicas del plantel Oriente
del CCH, quienes compartimos el interés de apoyar al alumnado alumnos que, por diversas razones,
adeudan dicha asignatura.
Su contenido se basa y cubre los aprendizajes y la tematica del programa vigente de la asignatura
antes sefialada. Asimismo, cumple con las caracteristicas que definen a una Guia para Examen
Extraordinario, segun el Glosario de Términos del Protocolo de Equivalencias del Colegio.
Cada unidad se subdivide en tres secciones:
La primera seccidn presenta los conceptos clave de la unidad, partiendo de los aprendizajes y la
tematica, e incluye el desarrollo disciplinario y didactico. Se utilizan explicaciones tedricas formales,
figuras (todas elaboradas por los autores), y una amplia variedad de ejemplos practicos resueltos,
con el fin de que el alumno se apropie de los conceptos y haga un uso correcto de los algoritmos y
conocimientos correspondientes. En el desarrollo disciplinario, también se propone un conjunto de
ejercicios para que el estudiante practique lo aprendido.
La segunda seccién continia con el refuerzo de los temas mediante ejercicios adicionales y
problemas de aplicacion.
La tercera seccion incluye las soluciones de todos los ejercicios propuestos en las secciones 1y 2.
La cuarta seccion propone un examen de autoevaluacion —con sus respectivas soluciones— para
que el alumnado pueda medir los conocimientos y habilidades adquiridos.
En la parte final de la obra se presentan las referencias bibliograficas que el alumnado puede
consultar para profundizar en los temas de su interés. Estas referencias también pueden servir de
apoyo a los profesores para enriquecer o incrementar la complejidad de los ejercicios y contenidos
abordados en la guia.

LOS AUTORES
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INSTRUCCIONES

Esta guia ha sido disefiada y escrita para que la utilices como apoyo y complemento

sustantivo en tu proceso de preparacion para presentar el examen extraordinario de la asignatura de
Matematicas IIl. Su propdésito central pretende proporcionarte un marco disciplinario preciso que te
permita, segun tus necesidades especificas, repasar y apropiarte de los conocimientos
necesarios, explorar y comprender los conceptos basicos que pudieron quedar pendientes,
y practicar de manera intensiva y profunda los algoritmos y procedimientos de mayor relevancia
dentro del estudio de la resolucién de triangulos y de la Geometria Analitica a nivel bachillerato. Para
aprovechar al maximo este recurso, debes seguir una metodologia de estudio activa y reflexiva.
Estrategia de Estudio y Enfoque en la Lectura
Se te recomienda que, antes de intentar resolver cualquier problema o actividad propuesta, leas con
atencion la seccion teorica correspondiente o la parte especifica de tu interés. Es imprecindible que
tengas presente que la lectura de textos matematicos difiere significativamente de la lectura de otros
materiales, como una novela, un periédico o incluso libros de otras disciplinas. Los textos
matematicos requieren un nivel de atencion y procesamiento distinto: las partes de interés suelen
leerse y releerse varias veces para lograr una comprension cabal. No se trata de una lectura pasiva,
sino de una interaccién constante con los conceptos.
Pon especial énfasis en el andlisis de los ejemplos totalmente resueltos. No los observes
simplemente; reconstruye activamente su resolucion. Utiliza lapiz y papel para seguir cada paso a
medida que lees, reconstruyendo los procedimientos. Acto seguido, intenta resolver por tu cuenta los
gjercicios propuestos en la seccion. Siguiendo esta metodologia, optimizaras tu tiempo de estudio e
incrementaras sustancialmente tu comprension conceptual y tu habilidad en la aplicacién de los
algoritmos.

Del Conocimiento Superficial a la Comprension Profunda.



En un primer acercamiento a cualquier unidad, es Util memorizar las definiciones y propiedades sin
olvidar los supuestos o hipétesis que los validan y esforzarse por captar la esencia de los conceptos.
Sin embargo, es un error comun y grave tratar los ejercicios resueltos que observes como simples
reglas o patrones fijos para memorizar. Las matematicas no se reducen a la memorizacion; son, en
esencia, el arte de modelar situaciones y, posteriormente, resolver problemas. Por tanto, jno se trata
de memorizar problemas resueltos!, pero si de comprender el por qué de su uso y forma de
aplicacion.

Para lograr una comprension significativa y duradera de una unidad o tema, es imprescindible que te
sumerjas en la practica de modelar y resolver problemas, tantos como te sea posible. Intenta escribir
tus soluciones de una forma ldgica, ordenada y detallada, paso a paso. Comprende que, por lo
general, resolver un problema matematico implica realizar varios intentos. No te desanimes ni te
rindas si no logras resolverlo en los primeros intentos. Estos intentos iniciales estan directamente
relacionados con la comprension profunda del problema, lo que a su vez requiere leer su enunciado
varias veces y relacionarlo inteligentemente con los conocimientos que ya posees de tus cursos
previos de matematicas, asi como con los ejemplos resueltos de esta guia.

Perseverancia y Desarrollo del Razonamiento

Lucha con cada problema hasta resolverlo. Esta perseverancia es formativa. Una vez que hayas
experimentado este proceso de lucha intelectual y éxito final varias veces, comenzaras a
comprender verdaderamente el papel fundamental de las matematicas en el desarrollo de tus
procesos mentales y de aprendizaje, fortaleciendo tu pensamiento l6gico, analitico y creativo.

Sobre las Respuestas y la Autoevaluacion

Las respuestas a todos los ejercicios y a las preguntas de los exdmenes de autoevaluacion
propuestos se encuentran en la tercera seccion de cada unidad. Es importante sefialar que, en caso
de que tu respuesta a un ejercicio difiera de la que te proporcionamos, no concluyas de inmediato
que estas en un error. Existe la posibilidad de que tu respuesta y la propuesta sean equivalentes,
estando vinculadas mediante ciertas transformaciones algebraicas, simplificaciones o0
consideraciones geométricas. Ambas podrian ser correctas. Te recomendamos contrastar
cuidadosamente tu procedimiento con el sugerido para identificar posibles desvios o confirmar la
validez de tu enfoque alternativo. Esta comparacién critica es en si misma una valiosa herramienta

de aprendizaje.



GUIA PARA EXAMEN EXTRAORDINARIO
Es el documento impreso o en linea elaborado para apoyar la preparacion de un examen
extraordinario, con base en el Programa de Estudio de la asignatura. Sera elaborado
colegiadamente y debera incluir: a) introduccion; b) instrucciones; c) presentaciéon de cada
unidad, indicando los conceptos clave; d) sugerencias de actividades de aprendizaje tedrico-
practicas; e) autoevaluacion del aprendizaje con base en problemas y preguntas
representativas de los aprendizajes y f) fuentes consultadas que deberan presentarse en
formato APA. Debe estar aprobada por una instancia de Direccion correspondiente y ser

utilizada, por lo menos, en un periodo de examenes.
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ELEMENTOS DE
«TRIGONOMETRIA

PROPOSITOS

Al finalizar la unidad, el alumnado:

Utilizara las razones e identidades trigonometricas, asi
como las leyes de senos y cosenos mediante la resolu-
cionde problemas en distintos contextos que involucren
triangulos con la finalidad de construir conocimientos
que seran empleados en asignaturas posteriores.

CONTENIDO

SECCION 1.1 Razones trigonométricas y triangulos
rectangulos.

SECCION 1.2 Resolucion de triangulos no rectangulos.
SECCION 1.3 Soluciones de los ejercicios propuestos.
SECCION 1.4 Evaluacion de la unidad.
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<22 0] GONCEPTOS GLAVE

Angulo. Figura plana formada por la “abertura” de dos semirrectas que se intersecan en un punto
que se denomina vértice, su amplitud o medida se mide en grados (o en radianes).

Triangulo. Figura geométrica formada por tres segmentos de recta determinados por tres puntos
(Ilamados vértices) no colineales.

Triangulo rectangulo. Triangulo con un angulo interior recto (de amplitud 90°.

Cateto opuesto. En un triangulo rectangulo y seleccionado uno de sus angulos agudos, el lado que
no forma parte de este angulo.

Cateto adyacente. En un triangulo rectangulo y seleccionado uno de sus angulos agudos, el lado
de menor longitud que forma parte del &ngulo que fue seleccionado.

Hipotenusa. En un triangulo rectangulo, el lado de mayor longitud.

Razén. Comparacion de dos cantidades por medio de una division.

Razén trigonométrica. Comparacion, por medio de una division, de las longitudes de dos lados de
un triangulo.

Razén trigonométrica inversa. El angulo que corresponde a la razén de las longitudes de dos
lados de un tridngulo.

Triangulo oblicuo. Triangulo que no tiene angulo recto.

Triangulo resuelto. Cuando se conocen las amplitudes de sus tres angulos interiores y las
longitudes de sus tres lados.

Angulo de elevacién. Angulo medido hacia arriba desde el rayo horizontal (la horizontal).

Angulo de depresion. El angulo medido hacia abajo desde el rayo horizontal.

Ley. Propiedad o norma que describe el comportamiento de la combinacion un grupo de elementos
en una estructura matematica.

Identidad. Igualdad algebraica que contiene variables y se verifica para cualquier valor que se
asigne a la(s) variable(s).

Teorema de Pitagoras. Propiedad que establece la relacién entre las longitudes de los lados de un
triangulo rectangulo.
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1.1 RAZONES TRIGONOMETRICAS
Y RESOLUCION DE
TRIANGULOS RECTANGULOS

APRENDIZAJES

EL ALUMNADO:

1. Reconoce que el concepto de razon trigonometrica se deriva
de la relacion de los lados de un

2. Infiere quelas razones trigonometricas son invariantes en
triangulos semejantes.

3. Calcula los valores de las razones trigonométricas para los
angulos de 30°, 45° y 60°.

4. Resuelve problemas gue involucren triangulos rectangulos.
5. Deduce algunas identidades trigonométricas fundamentales.
6. Emplea las identidades trigonométricas fundamentales para
mostrar la equivalencia de expresiones trigonométricas.
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Las razones trigonométricas se definen con base a las razones de dos los lados de un tridngulo
rectangulo. La figura 1. muestra los elementos de un triangulo rectangulo (lados y angulos) que se
vinculan en la definicion de las razones trigonométricas.

referencin

o c .I'H}S'Hi'l’.! de

cateto cateto

dingulo de apnesto adyacente
referencia )
B 4 B
citeto cialtelo
adyacente apuesto
FIGURA 1.

En la figura 1.
i. Las letras mayusculas representan los angulos interiores (0 a sus amplitudes o medidas) del
triangulo.
ii. Las letras minusculas representaremos a los lados (o a sus longitudes o medidas).
iii. Seleccionado un angulo (representado con cierta letra mayuscula), el lado que no forma parte de
él (se dice que se le opone) esta representado con la misma letra pero minuscula.
iv. Una vez seleccionado un angulo agudo, utilizaremos la notacion:

co al cateto opuesto, co al cateto adyacente y con h a la hipotenusa.

Observa la figura 2.

FIGURA 2.

DEFINICION 1. RAZONES TRIGONOMETRICAS

Sea A es la amplitud de un angulo agudo (interior y no recto) de un triangulo rectangulo, entonces
longitud del cateto opuesto longitud de la hipotenusa
= cosecante A=

seno A= i 8 ”
longitud de la hipotenusa longitud del cateto opuesto

longitud del cateto adyacente tangente A= longitud del cateto opuesto
longitud de la hipotenusa longitud del cateto adyacente

longitud del cateto adyacente secante A— longitud de la hipotenusa
longitud del cateto opuesto longitud del cateto adyacente

coseno A=

cotangente A=
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Compactemos la notacién empleada en definicion 1.

senA:9 cscA:1 cosA:9

h co h
secA:1 tgA:9 ctgA:E,
ca ca co

en donde los simbolos co, ca y h tienen un significado dual (con ellos nos referiremos tanto al
segmento de recta como a su longitud.

{% EJEMPLO1. CALCULO DE RAZONES TRIGONOMETRICAS

a. En la figura los valores de las razones trigonométricas son:

¢ senA:§:0.6 CoS A:ﬂ:0.8 tg A:§=O.75
5 5 4
ctgA:ﬂzl.é secA:§:1.25 cscA:§:1.B
39u 3 4 3
P R
FIGURA 3.
b. Para el triangulo rectangulo
5 cos 34° = 8 Csc56° = 9.65
4 9.65 8
6
sens56° = 8 sec34° = 9.65
C 9.65 8
5 A

FIGURA 4.

Con un valor especifico de una razén trigonométrica podemos calcular la amplitud del angulo
que la define, en este proceso se utiliza la razén trigonométrica inversa.

DEFINICION 2. RAZONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Sea un tridngulo rectangulo tal que r es la razon entre las longitudes de los lados que constituyen al
angulo agudo A con medida (o0 amplitud) mZA:

a.Si sen A=r, entonces mZA=ang senr,obien m/A=sen'r
b.Si cos A=r,entonces m£A=ang cosr,obien mZA=cos 'r

c.Sitg A=r, entonces m/A=ang tgr,obien m/A=tg'r
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Las otras tres razones trigonométricas también tiene asociada una razén trigonométrica inversa,
sin embargo, su utilidad es limitada.

El calculo de las razones trigonométricas inversa, se realiza utilizando una calculadora cientifica
0 alguna APP como Geogebra, Symbolab Calculator, entre otras. En el caso de una calculadora
cientifica el proceso se realiza digitando una de las tres opciones; ten en cuenta que digitar:

shift relacion angule exe inv relacion dangulo exe 2nd relacion dngulo exe

exe equivale a

G EJEMPLO 2. CALCULO DE RAZONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

1. Célculo de razones trigonométricas inversas
a.Si cos0” =1, entonces ang cos 1= 90°

12

b.Si sen45” = f entonces ang sen T 45°

¢. cuando cos60° = 0.5, entonces ang cos 0.5 = 60°

d. Si tg45° =1, entonces angtgl=45°

e.Si cos A=0.20, entonces m£A = ang cos 0.20 = 78.46
f.Si tg C =3.7, entonces mZA =angtg 3.7 = 74.88

Todo triangulo incluye tres lados y tres angulos interiores y se considera resuelto cuando son
conocidas las medidas de estos elementos y en su resolucion son utiles las propiedades:
i. La suma de las medidas de los angulos interiores de un triangulo es 180° (la suma de las
amplitudes de los dos angulos agudos de un tridngulo rectdngulo es 90°).
ii. El teorema de Pitagoras.

Por otra parte, el proceso de resolucion de un triangulo rectangulo se sustenta en relacionar
tres de sus elementos por medio de una razén trigonométrica (dos conocidos y uno desconocido).

{3 EJEMPLO3. RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

a. Resolucion del triangulo rectangulo de la figura 5.

24

FIGURA 5.
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i. 46°+m£C =90°, de donde m£C =34°
ii. La relacion seno vincula los elementos m~ZA=46° y ¢ =20 con b, entonces,
20 20
sen46°  0.7193

iii. La relacion coseno vincula los elementos m£A =46° y b =27.80 con ¢, entonces

=27.80

sen46° = 2b0 ,0bien b =

C0S46° =

Cso , obien, ¢ =( 27.80 )cos46° =19.31

iv. Resumen:
mZA=46°, mZB=90°, mZC=34°,a=20,b=2780y c=19.31
b. Resolucién del triangulo rectangulo de la figura 6.

10 10

F
FIGURA 6.

i. La relacion tangente vincula los elementos conocidos (lados) r =10 y p =8 con el elemento
(angulo) desconocido m£P, entonces,

tg P= 1% = 0.6, entonces m£P =angtg0.8 =30.96°

ii. 30.96°+m~R =90°, de donde m~/R =59.04°

iii. La relacion seno vincula los elementos conocidosmZP y p =6 con g, entonces
6

sen 30.96° = § obien q=———=11.663
q sen 30.96°

iv. Resumen:
m/P =30.96°, m£Q =90°, m/R =59.04°, p=6, q=11.663y r =10
c. Resolucion del triangulo rectangulo de la figura 7.

FIGURAT.

i. La amplitud del angulo ZB es
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m«£B =90° —28° =62°

. L , , b
ii. Con la relacién seno vincula el elemento desconocido ¢ y a =24, entonces sen 28° = o4’

luego
b=(24)sen28°=(24) 0532 )=11.26

iii. La relacién coseno vincula el lado desconocido ¢ y a = 24, entonces cos 28° = o1 luego

c=(24 )oos 28°=(24 ¥ 0.88 )=21.19
iv. Resumen:
mZA=90°, m/B=28°, m/C=62°,a=24,b=744y c=2119

& SECCION1.1
¢ EJERCICIOS 1

1. Calcula todas las razones trigonométricas (valores) del angulo B

c
§
3
4 g B
2. Resuelve los triangulos.
a. b. c.
C A
12
B
B
20 12
1 § €

La construccion de modelos basados en triangulos rectangulos apoya la resolucion de
problemas relacionados con “sitios” inaccesibles”, vinculado con ello se encuentran los conceptos de
“angulo de elevacion”y “angulo de depresion”. Si un angulo se mide “por debajo” de la horizontal del
punto de observacion se llama angulo de depresion, en caso de que se mida hacia arriba de la
horizontal se conoce como angulo de elevacion, observa la figura 8.
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angilo
obsevador die elevacien

rgeile

de depresion

J\K

FIGURA 8.

horizontal

9

{3 EJEMPLO4. APLICACIONES

a. ALTURA A LA QUE VUELA UN AGUILA

Una persona (O) sabe que el angulo de elevacion al
lugar donde se encuentra un gavildn (G ) es 48°, la
observacion la efectiia a 1.7 metros del piso. La sombra
(S) del gavilan se proyecta verticalmente sobre el suelo
a una distancia de 8 metros del observador, ja qué
altura se encuentra el aguila?

i. Trazamos una figura que muestre esta situacion.

ii. Sea h la longitud de la altura.

iii. La razdn trigonométrica que relaciona el angulo de
elevacion, la altura del aguila y la distancia entre la
sombra del aguila y el observador es la tangente, por

tanto tg48° = h_i

b. DISTANCIA A UN AUTOBUS

Un observador (O) se encuentra en la cima de una torre, a
una altura (visual) de 65 metros, observa un autobus (A)
con un angulo de depresion de 39°. ;A qué distancia se

encuentra el camion del pie de la torre (B )?
i. La figura ilustra la situacion.
ii. Sea d la distancia entre el camion y el pie de la torre.

entonces
h-17=(8 )tg 48° metros,
luego
h=17+(8 )tg 48°=1058

1

i

metros.
G

5G

a9 &g 5

FIGURA 9.

h

FIGURA 10.

iii. La razon trigonométrica que relaciona el angulo de depresidn, la distancia entre el camion y el pie

de la torre, y su altura es la tangente, entonces
d

tg 51° = o5 y d =65tg 51° =80.27 metros.
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c. AREA Y VOLUMEN DE UNA CASA DE CAMPANA PIRAMIDAL CON BASE CUADRADA
Calcularemos el volumen y el area de una casa de
campafia con forma de pirdmide regular y base
cuadrada. Cada lado de la base mide 10 unidades
y las caras forma un angulo de 75°respecto su la
base.

i. La figura 11. muestra la forma piramidal de la
casa de campania.

FIGURA 11.

ii. El volumen de una pirdmide se calcula con la relacion
1,
V= §( area de la base ) altura ),
por tanto, requerimos calcular la longitud de la altura. La base del triangulo mostrado en la figura

EF |

(color verde) mide | FG | =5 unidades; por tanto tg75° = R asi

h=| EF |=5-tg75°=18.66 y V = 110 )2(18.66 )= 62 unidades cbicas.
3

ii. El de una cara triangular es Ageg = 1( 10 > =96.59 unidades cuadradas.
2 Cos 75°

El area de la piramide es cuatro veces el area de una cara mas el area de la base, es decir
Ajiramige = 4( 96.59 )+10% =586.37 unidades cuadradas.

.4  SECCION1.1

EJERCICIOS 2
1. Calcula el perimetro de 2.Obtén el areay el perimetro 3. Calcula la amplitud del angulo
la circunferencia. del rombo. que forman: la diagonal de la

base y la diagonal del ortoedro.

D |

c
ﬂ /\ |
; D
b1/ i [
A . B 4 B I
U

10 12 e
{-40=
d Py

c

T~V
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4. Para subir un objeto a una carretera se utiliza una placa metélica como rampa, la longitud de esta
es 10 metros. El angulo que forma la placa con la carretera es 25° ;A qué altura se encuentra la
carretera respecto al objeto?

5. Cuando los rayos del Sol tienen una inclinacion de 52° sobre la horizontal, un arbol proyecta un
sombra de 4 metros de longitud sobre el piso desde su base. Calcula la altura del arbol.

6. Una persona, cuyos 0jos se encuentran a 1.7 metros de sus pies determina que la medida del
angulo de elevacion del asta bandera de San Angel es 58°, la medicion la efectia desde una loma
de 4 metros de altura y a una distancia de 15metros del pie del asta. Determina la altura del asta
bandera.

7. Dos lanchas A y B parten de la misma bahia situada en un punto o. Sus desplazamientos
tienen direcciones “rectilineas” perpendiculares. La lancha A se desplaza al norte a una velocidad
de 11 kilometros por hora, mientras la lancha B se desplaza al oeste a una velocidad de 18
kilbmetros por hora. ;Qué angulos forma la trayectoria (respecto a la direccién de sus
desplazamientos) que los une después de transcurrida media hora? (distancia es igual a la
velocidad por tiempo).

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

En matematicas, una identidad es una relacion de igualdad entre dos expresiones que es verdadera
para todos los valores asignados a las variables para los cuales estan definidas ambas expresiones.

DEFINICION 3. IDENTIDAD TRIGONOMETRICA

Una “igualdad” de dos expresiones que involucran razones trigonométricas que es valida para todas
las asignaciones posibles al angulo que dependen, recibe el nombre de identidad trigonométrica.

Antes definimos:
senA:E, cosAzﬁ, tg A:Q, ctgA:E , secA:1 y cscA:E,donde:
h h ca co ca co
coy ca representan las longitud del cateto opuesto y adyacente respectivamente, y h la longitud
de la hipotenusa.

DEFINICION 4. IDENTIDADES RECIPROCAS

a.Si csc A= 0, entonces sen A = i 0 bien csc A=

, siempre que sen A= 0
csc A sen A

b. Si sec A= 0, entonces cos A = 1A 0 bien sec A=

1 :
, siempre que cos A =0
sec A

c.Si ctg A= 0,entonces tg A= ! , 0 bien ctgA:i,si tgA=0
ctg A tg A
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co ca
Observa: 1. tgAzgz h _senA y 2. ctgA:E:L: cos A
ca Ca cosA co CO senA
h h
DEFINICION 4. IDENTIDADES DE COCIENTE
a.tgA= sen A , Siempre que cos A= 0 b. ctg A= cos A , Siempre que sen A= 0
cos A en A
Las longitudes de los lados de un tridngulo ¢
rectangulo se relacionan con el teorema de Pitagoras; en
b
el triangulo de la figura 1. sen A= ;, cos Azg, 0 ¢
bien, a=b-sen Ay c=Db-cos A;asimismo, d - B
b? =a? +c? (Teorema de Pitagoras). FIGURA 12.
Por tanto,

b? =b?-sen’A+b?-cos®A, o bien 1=sen’?A+cos?A
Si dividimos 1=sen?A+cos?A por sen’A o por cos’A obtenemos las otras dos
identidades trigonométricas de la definicion 5.

DEFINICION 5. IDENTIDADES PITAGORICAS

a. sen?A+cos’A=1 b.1+tg?A=sec’A  c.1l+ctg’A=csc’A

En lo sucesivo se utiliza indistintamente:
sen’A=(senA ), cos?’A=(cosA ), tg2A=(tgA )*, etcétera.

Otro grupo de identidades trigonométricas, cuya deduccion requiere del uso de aspectos
geométricos un poco mas elaborados, pero de gran importancia se encuentran en la definicion 6.

DEFINICION 6. IDENTIDADES DE SUMA DE ANGULOS

a. sen( A+B )=sen AcosB+cos AsenB
b. cos( A+B )=cos AcosB¥sen AsenB
)_ tgA+th

c.tg(A+B)=""""="
1+tgAtgB
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Aplicando las identidades trigonométricas de las definiciones 1. a 5. es posible deducir y/o

simplificar otras identidades trigonométricas.

{3 EJEMPLO 5. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

a.l1+tgA-ctgA=2

Verificacion:
AFIRMACION
1+tgA-ctgA=1+ sen A cos A
COSA sen A
=1+1
=2
1
b.tgA+secA=— —
sec A-tg A
Verificacion.
AFIRMACION
tg A+sec A=(tgA+secA )(tgA—secA)
(tgA-secA)
_tg°A-sec® A
tg A—sec A
_sec®A-tg° A
sec A—tg A
.
secA-tg A

c. (sen2 A )(1+ ctg? A )zlverificacién.
AFIRMACION

:(senzAXcsczA)

—sen? A .
sen” A

=1

RAZON

Rescribiendo en términos de seno y coseno.

Simplificando
RAZON
Multiplicando y dividiendo por el binomio
conjugado.

Operando algebraicamente.

Multiplicando y dividiendo por menos uno.

Identidad pitagorica

RAZON

Identidad pitagorica.
Identidad reciproca.

Simplificacion.
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d. tng—senZA:(senzA thzA )

AFIRMACION RAZON
2
tg?A—sen’A= sen2 A_cen?A Identidad de cociente.
cos?A
, 1 .y
= ( sen”A { 1 j Factorizacion
cos“A
= ( sen?A X secix—1 ) ldentidad reciproca.
= ( sen?A thzA ) Identidad pitagérica.

COS A sen A

e. Verificaremos la identidad: + =cos A+senA
1-tgA 1-ctgA
AFIRMACION RAZON
cos A sen A cos A sen A |dentidades de cociente
* - sen A * Cos A sen A COs A
1-tgA 1l-ctgA 1 1- tg A= y Ctg A=
COS A sen A cos A sen A
_ COsA L sen A
CosA—senA  senA—COsA Ejecucion de “quebrados”.
COs A sen A
cos? A sen’ A o
= + Simplificacion.
co0sA—-sen A senA—cosA
_ cos® A—sen” A Simplificacion
cos A—sen A P '
(cosA—senA ) cosA+senA ) o o .
= Factorizacion en binomios conjugados.
cosA—-sen A
=Cos A+senA Simplificacion.
f.1-cos*A=sen’A (1+ cos?A ) verificacion:
AFIRMACION RAZON
1-cos*A= (1— cos?A X1+ cos?A ) Factorizacién como binomios conjugados.
= senzA( 1+cos?A ) ldentidad pitagérica.
2
.—— =csc“A—(cscA )(ctgA
g 1+cos A ( ) ( J )
AFIRMACION RAZON
1 1 (1-cosA)

Lt cosA = (1+cosA )(1—cosA) Neutro multiplicativo
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_1-cosA
 1-cos?A
_1-cosA

~ sen?A

1 cosA 1
" sen?A  senA sen A

= csc?A—( ctgA ) cscA )

h. sec’A +csc?A= ( sec’A XCSCZA )
AFIRMACION
1
sen2A+coszA
_ cos’A+sen®A
- (senZAXcoszA)
1
(senZAXCoszA)
:(seczAXcsczA)

sec?A +csc?A=

i. Verifiquemos: sen2A=2sen Acos A
AFIRMACION
sen2A=sen( A+A)

=(sen A Ycos A )+( cosA X sen A )
=2('sen A YcosA )
j. Verifiquemos: cos 2A=1—2sen?A

AFIRMACION
cos 2A=cos( A+A)

=(cos A ) cosA)—(senA)(senA)

=cos’A—sen’A

Producto de binomios conjugados
Identidad pitagdrica

Operaciones aritméticas.

Identidades: reciprocas, identidades de cociente.

RAZON
Identidades reciprocas.
Aritmética.
Identidad pitagdrica
Identidades reciprocas.
RAZON

Suma de términos semejantes.

Identidades de suma de angulos:

sen( A+B )=sen AcosB+cos AsenB

Suma de términos semejantes.

RAZON

Propiedad de la suma.

Identidades de suma de angulos
cos( A+B )=cos AcosB—sen AsenB

Simplificacion.
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=1-sen’A—sen’A

=1-2sen’A
2tg A

k. Verifiguemos: tqg2A =
| J 1-tg? A

AFIRMACION

)_ tg A+tg A
1-tg Atg A

2tgA
tg( 2A )=
9(2A) 1+tg2A

tg( A+ A

& SECCION 1.1
EJERCICIOS 3

1. Verifica las identidades.
a.senAsecA=tgA

b. cos A ( tg A+ctg A)=csc A
c.sen’A (1+(ctgA)2 )zl
d.tgA+ctgA=secAcscA

1

e.cCSCA+ctg A=—— ————
cscA—ctg A

f. cscA—sen A=cos Actg A

g. sen*A—cos*A=sen’A —cos?A
h. tg A+ctg A=sec A-cscA

i. tgA+ctg A=sec A-csc A

j. tg?A—sen?A=tg?A- sen’A
cos A—sen A

k.l-tgA=
Cos A

ldentidad pitagérica sen®A+cos?A=1

Simplificacion.

RAZON

tgA+tgB

dentidad tg( A+B )= —~— >
l1+tgAtgB

Simplificacion.



1.2 RESOLUCION DE
TIIIﬂNliII].IIS
NO RECTANGULOS

APRENDIZAJES

EL ALUMNADO:

6. Deduce la ley de senos. Deduce la ley de cosenos. Resuelve
problemas que involucren la ley de senos, la ley de cosenos o
ambas sobre triangulos oblicuangulos.
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Las razones trigonométricas también son aplicables en la resolucion de triangulos no
rectangulos, sin embargo, su uso en la resolucion de este tipo de tridangulos requiere de trazos
auxiliares lo que puede ser engorroso y complicado. El proceso utilizado en la resolucion de
triangulos no rectangulos se basa en las propiedades llamadas: ley de senos y ley de cosenos, estas
propiedades pueden deducirse utilizando el teorema de C
Pitdgoras, las razones trigonométricas y las alturas del

triangulo de interés. La resolucion de un fridngulo no b !
rectangulo se facilitas con un uso adecuado de las

propiedades 1., 2., y 3., propiedades que se refieren a la A = B
figura 1. FIGURA 1.

PROPIEDAD 1. SUMA DE LOS ANGULOS INTERIORES DE UN TRIANGULO

La suma de las amplitudes de los &ngulos interiores de un tridngulo es 180°

La ley de los senos garantiza que, en un tridngulo, los lados son proporcionales a los senos de
los angulos opuestos.

PROPIEDAD 2. LEY DE LOS SENOS

En el triangulo no rectangulo

c se cumple la relacion:
b a a b ¢
senA senB senC
1 B
FIGURA 2.

La ley de los cosenos afirma: “el cuadrado de la longitud de un lado es igual a la suma de los
cuadrados de las longitudes de los otros dos lados, menos el doble producto de la longitud de uno
de ellos por la longitud de la proyeccidn del otro lado sobre él.

PROPIEDAD 3. LEY DE LOS COSENOS

En el triangulo
C se cumplen las relaciones:
a’ =b?+c®—2bc-cos A
b?=a?+c?—-2ac-cosB
A B c® =a%+b%-2ab-cosC

e

FIGURA 3.
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En la resolucion de triangulos, la ley de los senos es Util si se conocen:

i. La amplitudes de dos de los angulos interiores y la longitud de un lado.

ii. Las longitudes de dos lados y la amplitud de un angulo opuesto a uno de los lados conocidos.
La ley de los cosenos es aplicable si se conocen:

i. La amplitud de un angulo y las longitudes de los lados que lo forman.

ii. Las longitudes de los tres lados.

En el ejemplo 1. presentamos la forma de el uso de las propiedades anteriores.

{3 EJEMPLO1. USO DELALEY DE SENOS Y DE LA LEY DE COSENOS

Resuelve los tridngulos.
a.

FIGURA 4.

La suma de las amplitudes de sus angulos interiores es 180°, entonces
35°+ms/B +62°=180° < m«B=83°

Sustituimos los valores de los elementos conocidos en la ley de los senos, obtenemos
8 b c

sen35° sen83° sen62°’

por tanto:
i.con la parte 8 = b obtenemos b =8 sen8s =8 0.9925 =13.84
sen35°  sen83° sen35°  0.5736
ii. con la parte 8 I obtenemos ¢ =8 sen 62 =8 0.8829 =12.31
sen35° sen62° sen 35° 0.5736
La tabla anexa sintetiza los resultados obtenidos.
Longitudes de los lados a=8 b=13.84 c=1231

Amplitudes de los angulos m/A =35° m«/B =83° m£C =62°
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FIGURAS.

Sustituimos los valores de los elementos conocidos en la ley de los senos, obtenemos
10 12 c

senA  sen28° senCe’
por tanto,

Con la parte o _ 12 obtenemos sen A = 105(228 =0.3912, por tanto,

sen A sen28°

m~A = angsen( 0.3912 )= 23.03°

Por otra parte, con
23.03°+28°+m~C =180°

obtenemos
m~ZC =180° —23.03° - 28° =128.97°
Con 12 c oblenemos € 125en128.97° _ 12(0.7771) _10.86
sen28° senl28.97° sen 28° 0.4695
La tabla sistematiza los resultados obtenidos.
Longitudes de los lados a=10 b=12 c=19.86
Amplitudes de los angulos mZ£A = 23.03° m«B = 28° m«£C =128.97°

c. En el tridngulo de la figura 6. se conocen las longitudes de los tres lados (inicialmente la ley de
los senos carece de utilidad).

i

FIGURA 6.
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En su resolucién, primero aplicamos la ley de los cosenos para calcular m£ A, obtenemos:

b?+c”-a® 20°+15°-8° 561

cos A= = = =0.935,
2bc 2(20)15) 600
entonces
mZA = cos ' 0.935 = 20.77°
La amplitud del #B se calcula de la misma forma:
0SB a’®+c’-b® 8% +15°-20° “111_ 4605,

2ac  2(8)15) 240
por tanto,
m.B =cos ' ( —0.4625 )=117.54°

Dado que la suma las amplitudes de los angulos interiores de un triangulo 180° obtenemos:
20.77°+117.54° + m«£C =180°,

entonces
m~C =41.68°
La siguiente tabla sintetiza los resultados obtenidos.
Longitudes de los lados a=38 b=20 c=15
Amplitudes de los angulos mLA=20.77° m«B =117.55° m£C = 41.68°

d. En el triangulo de la figura 7., inicialmente no es aplicable la ley de los senos (no se completa una
razon), sin embargo, con la ley de los cosenos es posible determinar los valores de los elementos
desconocidos.

FIGURAT.
La longitud del lado BC es

a’ = 252 +40% —2( 25 ) 40 )cos32° =528.904, 0 bien a = 22.998

La medida de ZC la obtenemos con la ley de los cosenos,
a’+b*-c*> 529+625-1600 —446

= = =-0.388
2ab 2(22.998 ) 25) 1150

cosC =
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m/C =cos*( -0.388 )=112.8°
Puesto que

32°+ms/B+112.8°=180° < m«B =35.2°
En la tabla anexamos los resultados obtenidos.

Longitudes de los lados a=232.998 b=25 c=40

Amplitudes de los angulos mZA =32° m«B =35.2° m«C =112.8°

) 'Ld‘ SECCION 1.2

EJERCICIOS 1

1. Resolver aplicando la ley de senos y/o la ley de los cosenos 0 ambas.
a. b.

bk
L)

£20

ag 40

El calculo de longitudes en estructuras arquitectdnicas (piramides, edificios, puentes, ventanas)
suele realizarse resolviendo uno o mas triangulos oblicuangulos; los problemas que requieren el
calculo de distancias o longitudes de caracter inaccesible, por ejemplo, distancia a nubes, distancias
entre cuerpos celestes suelen requerir en su estudio la resolucién de tridngulos oblicuangulos. En
fisica es fundamental en la medicién de distancias geograficas y establecimiento rutas, elementos de
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trafico, limites de velocidad, etcétera y esto puede requerir de la resolucién de un triangulo
oblicuangulo.

{3 EJEMPLO2. APLICACIONES DE LOS TRIANGULOS RECTANGULOS

Construye un modelo que describa la situacidn y dé respuesta a la pregunta.
a. Calcula la distancia que recorrio un estibador al subir y bajar una rampa con seccién transversal
triangular si su base mide 32 metros, el &ngulo de inclinacion de la subida es 40° y el de bajada es
30°
i. Modelamos la rampa con un tridngulo no rectangulo.
ii. La figura 8. representa la rampa; la distancia recorrida por el estibador es la suma de las
longitudes de los lados no horizontales de la rampa, es decir D=a+b.

C

40° £l
32

FIGURA 8.

iii. Con la propiedad m£A + m«B + m£C =180° y los datos del problema obtenemos

m/C =110°
Calculemos a aplicando la ley de los senos, entonces
a__ 32 ,0bien a= sen40° =21.89
sen40° senll0° sen110°
Calculemos b utilizando la ley de los senos, de
21.89 _ b obtenemos b = sen30° 2189 =17.027
sen40°  sen30° sen40°

iv . Por tanto, el estibador recorre D =21.89 +17.027 =38.917 metros.

b. Dos policias A y B observan un asalto en el punto ¢ con angulos de 45°y 65° respecto al
segmento de linea recta que los. El policia A se encuentra a 8 metros del asalto. ;A qué distancia
se encuentran los policias?, ;a qué distancia se encuentra el policia B del asalto?

La figura 9. es una imagen del modelo

FIGURA 9.
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i. Con la propiedad mZA+ m.~B + m£C =180° obtenemos 45°+65°+m«C =180°
m«£C =70°

ii. En el calculo de la distancia entre los dos policias utilizamos la ley de los senos
c 8

sen70° sen65°

por tanto,
c= 8 sen70°:8%:8.294
sen 65° 0.906

Los policias se encuentran a ¢ =8.294 metros.

iii. Calculemos la distancia entre el policia B y el sitio del asalto. Con la ley de los senos obtenemos

a 8
= , entonces a =
sen45°  sen65° sen 65°

sen45°

0 bien
a= LO.?O?lz 6.243
0.9063

El policia B se encuentraa a=6.243 metros del asalto.

¢. Una paloma vuela de la copa del &rbol A ala copa del arbol B (en linea recta) y posteriormente
gira 60° y se dirige hacia el arbol C (en linea recta), que se encuentra a una distancia de 300
metros del arbol B . Silos arboles A y B se encuentran a una distancia de 700 metros.

¢ Cual es la distancia entre los arboles A y C? ;Cual es la amplitud del angulo que debe girar la
paloma en el arbol para retornar a su punto de inicio?

i. La figura 10. es un esquema de la situacién.

* = 60° ‘

300

"
FIGURA 10.
ii. Con la ley de los cosenos calculamos la longitud del lado b
b? =700% +300% —2( 700 ) 300 )cos 60° = 37000
luego
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b =-/37000 = 608.276 metros.
iii. Para calcular m~ZC, aplicamos la ley de los senos,

608.276 700 700
= , por tanto, senC =

= sen 60°
sen60° senC 608.276

Luego
senC =0.9969 y m£C = angsen 0.9969 = 85.5° (respectoa AB).
iv. La paloma recorre

b =-/37000 = 608.276 metros,
gira en C
m~C =85.5° (respectoa AB).

d. Una torre tiene altura de 76 metros y el piso a su derecha tiene esta inclinado positivamente 8°.

¢ Cual es la longitud de un cable de soporte si une el punto méas alto de la torre con un punto que se
encuentra a 10 metros a la derecha de su base y sobre el piso inclinado? ¢ Cual es la longitud de
otro cable de soporte, si este se fija a la mitad de la torre y se asegura en un punto a 15 metros a la
izquierda de su base?

i. Los cables de soporte y el eje de la torre forman dos triangulos, uno es rectangulo y el otro no es
rectangulo.

ii. La figura 11. muestra los cables de soporte de la torre y los tridngulos que generan.

: E
n E }\
\ 1\
\ 1\
. D gil [
[ D Y
4 A 7
7 \ 7 1\
/ AN VAR \
i \ = 7 Voo
WA g AT SR U0 W
4 15 B 10 ¢ R B 19
a b.

FIGURA 11.

iii. Sea b la longitud del cable que va del punto C al punto E, con la ley de los cosenos
obtenemos:
b? =10% + 76% — 2(10 ) 76 )cos 82° =5876 — 211.54 = 5664.46 ,
entonces
b = /5664.46 = 75.26 metros.
iv. La longitud | del cable que va del punto A al punto D, se calcula aplicando el teorema de
Pitagoras,
12 =152 +38% =1669, de donde | = 40.85 metros.
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v. Las longitudes de los cables son
b =75.26 metros y | = 40.85 metros.

.4 SECCION1.2
EJERCICIOS 2

1. La envergadura (distancia entre los puntos extremos de las alas delanteras) de un avién es 30
metros. Las alas delanteras de un avion forman angulos de 30° respecto a la linea de la
envergadura (linea media del fuselaje). Calcula la longitud méxima de cada ala.

2. Para medir la altura de la base de las nubes que cubren un helipuerto, un trabajador dirige un
reflector hacia arriba a un angulo de 85° respecto a la horizontal. Un observador a 600 metros (del
trabajador) mide el angulo de elevacion hasta el punto de luz y observa que tiene amplitud de 70°.
Calcula la altura de la base de las nubes.

3. Un autobus se desplaza por una carretera (recta) en direccion “este” durante una hora, luego gira
60° y toma una carretera hacia el noreste por la que se desplaza durante 20 minutos. Si el
autobus se desplaza a velocidad constante de 45 kildmetros por hora, ¢qué tan lejos esta de su
posicion de inicio?

4. Un dron es observado simultaneamente por dos personas, una de ellas se encuentra en
Iztapalapa y lo observa con un angulo de elevacion de 75°, la otra persona lo observa en Iztacalco
con un angulo de elevacién 62°. Suponiendo que los puntos de observacion se encuentran a 2.5
kilometros, ¢a qué distancia se encuentra el dron de los puntos de observacidn?

5. Un jardinero planea construir una cerca triangular, si dos de los lados deben medir 30 y 40
metros, también, deben formar un angulo de medida 70°. Calcula la longitud de la cerca.

6. Una persona observa la parte méas alta de un cedro con un angulo de 40°, si avanza en linea
recta 2 metros hacia el cedro y vuelve a observar su punto mas alto, el angulo tiene amplitud de
60°. ¢ Qué altura tiene el cedro?



1.3 sOLUCIONES DE
LOS
EJERCICIOS PROPUESTOS
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SECCION 1.1

1‘ SOLUCIONES £ ,epeicios 1

1.

4 3 4

3 5 5
a.sen B=—,cosB=—,tgB=—, ctgB=—, secB=—y ctgB = —
5 5 g 4 g 4y g 3

2,

a.a=12,b=8,c=4.5, mzA=90°, m/B=41.81° y m/C =48.19°

b. a=20, b=23.835, c=31.114, m£A=40°, m/B =50° y m£C =90°

c. a=5,b=-/119, c =12, ms/A=24.62°, m/B =65.38° y m/C =90°
|

SECCION 1.1

fl SOLUCIONES EJERCICIOS 2

. p =98.44 unidades.

. A=28.87 unidades cuadradas y p = 23.09 unidades cuadradas.
25.24°

h = 4.23 metros.

h =5.12 metros.

. h=29.70 metros.

. 121.43° y 148.49

Noose N

SECCION 1.1
1‘ SOLUCIONES ¢ \epeicios 3

Varias.
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SECCION 1.2
?‘ SOLUCIONES g ,epcicios 1

M6

SECCION 1.2
f sowciones  Ernt s,

1. 10-/3 metros.
2. 2170 metros.
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3. 56.6 kilometros.

4. 3236 y 3541 kilometros.
5. 110.977 metros.

6. 3.25 metros.
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== UNIDAD 1 EXAMEN

CONCEPTOS

1. ¢ Como se denominan los lados de un triangulo rectangulo?

2. En un triangulo rectangulo, ;como se identifica el cateto opuesto?

3. En un triangulo rectangulo, ;qué nombre recibe la razén hipotenusa a cateto adyacente?

4. ; Qué significa resolver un triangulo?

5. ¢ Cudl es el significado de la razén inversa del seno?

6. ; Qué es un angulo de elevacién?

7. ¢ Para qué amplitud de &ngulo coinciden las razones seno y coseno ?

8. ;Qué condicidon debe cumplirse para que la ley de los cosenos coincida con el teorema de
Pitdgoras?




UNIDAD 1.4 Evaluacion de la unidad 33

DESARROLLOS OPERATIVOS
9. Resuelve. 10. Resuelve. 11. Resuelve.
C r C
25 10 b
i T B A B B 1

12. Verifica la identidad

PARA PENSAR

13. Dos personas A y B observan la parte mas alta de una antena con angulos de elevacion de
60° y 50° respectivamente. La longitud de la visual de la persona A mide 12 metros. Si la altura
de los ojos de las personas es la misma, ¢a qué distancia se encuentran las personas?

14. Dos avenidas rectas se intersecan formando un éngulo de amplitud 40°. Sobre la primera de las
avenidas se encuentra un edificio a 35 metros del punto de interseccion de las avenidas, en la otra
avenida esta una tienda a 42 metros del punto de cruce de las avenidas. Calcula la distancia entre
el edificio y la tienda.

15. Una antena esta situada en la parte superior de un edificio de altura 45 metros. Desde un punto
en el mismo plano horizontal de la base del edificio los angulos de elevacion a los extremos superior
e inferior de la antena son 65° y 48°. Calcula la longitud de la antena.

o
Preguntas 1 a 8., un punto cada una.
Problemas 9. a 11. tres puntos cada uno.

Problemas 13. a 15. cuatro puntos cada uno.
Para acreditar se necesita un minimo de 19 puntos
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UNIDAD 1 SOLUCIONES AL EXAMEN =

CONCEPTOS

1. Hipotenusa y catetos.

2. Es el lado del triangulo que no forma parte del angulo al que es opuesto.

3. secante.

4. Conocer las amplitudes de sus tres angulos interiores y las longitudes de sus tres lados.

5. Es la amplitud del angulo al cual corresponde la razén seno.

6. Aquel angulo que tiene como lado inicial la horizontal y se abre en forma positiva (hacia arriba).
7. Una ecuacion que incluye razones trigonométricas y que es valida para cualquier angulo.

7. 45°

8. El angulo que incluye debe medir 90°

DESARROLLOS OPERATIVOS
1.

_1-cos®A _sen®A

14. Una forma es ;——1= 5 = 5
COS“A COs“A Cos“A

=tg2A

PARA PENSAR

13. 13.021 metros.
14. 27.14 metros.
15. 10.778 metros.



S €) ELEMENTOS BASICOS
= &« DE GEOMETRIA ANALITICA

PROPOSITOS

Al finalizarla unidad, el alumnado:

Utilizara algunos conceptos basicos de la geometria euc-
lidiana y algunos lugares geométricos a través del meto-
do analitico, para representar y analizag@ las curvas y los
objetos geometricos que, nto de vista euclidi-
ano, solo admiten formas particulares de construccion,
estudio y analisis de sus elementos.

CONTENIDO

SECCION 2.1 Puntos y segmentos de recta en el plano
cartesiano.

SECCION 2.2 Lugares geométricos en el plano cartesiano.
SECCION 2.3 Soluciones de los ejercicios propuestos.
SECCION 2.4 Evaluacion de la unidad.



36 UNIDAD 2 ELEMENTOS BASICOS DE GEOMETRIA ANALITICA

<2 0] GONCEPTOS GLAVE

Geometria Analitica. Estudia y establece las propiedades que vinculan la geometria plana y el
algebra.

Plano cartesiano. Esta formado por dos lineas rectas numéricas tales que: son perpendiculares
(horizontal y vertical) se intersecan en el nimero O y que generan cuatro cuadrantes.

Ejes coordenados. Las lineas rectas que generan el plano cartesiano.

Cuadrante. Las partes en que los ejes coordenados separan al plano cartesiano.

Punto. Se representa por el par ordenado ( X,y ) en donde (los numeros) x e y se denominan

coordenadas; abscisa y ordenada, respectivamente.

Segmento rectilineo. La seccion de una linea limitada por dos de sus puntos.

Segmento rectilineo dirigido. Cuando en un segmento rectilineo se distingue el punto inicial del
punto final.

Pendiente. Razén constituida por la diferencia de ordenadas y la diferencia de abscisas de los
puntos que definen un segmento rectilineo.

Angulo de inclinacién. Angulo con lado inicial en el eje de las abscisas y lado final en el segmento
rectilineo o su prolongacion.

Razon. Comparacién de las longitudes de dos segmentos rectilineos utilizando una division.

Punto p, (X, , Y, ) de divisién de un segmento rectilineo dirigido la razén r . Indica que un

segmento rectilineo ha sido dividido en a+b partes. a partes hacia el punto inicial y b partes
hacia el al punto final.
Lugar geométrico. Conjunto de puntos del plano cartesiano que satisfacen una condicion

especifica.



UNIDAD 2.1 Puntosy segmento de recta en el plano cartesiano

2.1 PUNTOS Y SEGMENTOS
DE RECTA
EN EL PLANO CARTESIANO

APRENDIZAJES
EL ALUMNADO:
1. Ubica un punto en li 5

rtesiano dadas sus coordenadas.
2. Obtiene las coordenatas punto dado en el plano cartesiano.
3. Identifica las ah nadas como distancias dirigidas
en el plano l:art 2
4.Traza un seg

9. Describe lag
estudiante p

6. Deduce l3/f
7. Resuelvg

plano.

cia entre dos puntos.
e/optener la distancia
entre dos/p

8. Calcula’e o/apartir de las
coordenads
9.Cal rti 7f//é|}adas

de sus

10. Looaliza ndiciones necesarias y sufi-
cient Inacion por sus puntos extremos
11./0k rdenadas del punto que divide a un segmento en

dada.
. Obtiene las coordenadas de los extremos de un segmento, a par-
tir de las coordenadas del punto que lo divide en una razon dada.

37
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LONGITUD DE UN SEGMENTO RECTILINEO EN IR?

El plano cartesiano (representado por IR?) se utiliza para referir la posicion de objetos
geométricos constituidos por puntos; se compone por dos lineas rectas perpendiculares (los ejes
cartesianos), su punto de interseccion se conoce como origen (se representa por O ( 0,0 ) ). En

el plano cartesiano IR? ( “erre dos” o “erre cruz erre’):

i. La linea recta vertical es el “eje de las ordenadas” y ¥
suele representarse por la letra “Y ”. § gedeles
ii. La linea recta horizontal es el eje “X ” 0 “eje de las cuadrante cundrante
abscisas”. f !
iii. Los ejes coordenados generan cuatro cuadrantes, que .
se enumeran como lo muestra la figura 1. arigen _‘}‘ [ e delas
iv. Cada punto del plano cartesiano tiene asociado un “par cuadrante cundramts
ordenado de numeros” representado por p( x,y ), en i v
donde x eslaabscisa e y laordenada. FIGURA 1.
La representacion del punto p, (X, , Y, ) en el plano cartesiano, se consigue:

i. Localizamos el nimero x, en el eje horizontal y el ¥,

numero Yy, en el eje vertical. . %)

ii. Imaginamos dos lineas rectas perpendiculares a los
ejes coordenados que contengan a los numeros antes _
sefialados, entonces el punto p, ( X, , Y, ) se localiza o X
en la interseccion de las lineas rectas observa la figura 2.

FIGURA 2.
¥

1.i. p, (4,2 ):abscisa x, = 4, ordenada _4__4'______‘:

y, =2, se encuentra en el cuadrante | 533 i ? ' p(4,2)
ii. p, (—3,5):abscisa x, =3, ordenada i - S

Y, =5, se ubica en el cuadrante Il t ! ! | >
iii. p;(—4,-3):abscisa x;=—4, ‘ {i I f ! P *
ordenada y; =—3, pertenece al cuadrante Il pr-%-ﬂ_i""-“_“ i

iv. p, (3,-5):abscisa x, =3, ordenada ’ ‘1 if;”* )

y; =—5, se encuentra en el cuadrante 1V 6 !

FIGURA 3.
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Un “segmento rectilineo” se interpreta como la parte 1 , linearecta
de la linea recta limitada por dos de sus puntos, /Q«""
observa la figura 4. También, todo segmento de — /M”’ >\
recta tiene asociada una longitud (medida) que ,ﬂ 4.'.'.1"1':{1.1‘-
corresponde a la distancia entre los dos puntos que ” pe
lo definen.

FIGURA 4.

La aplicacion directa del teorema de Pitagoras justifica la propiedad 1.

PROPIEDAD 1. LONGITUD (MEDIDA) DE UN SEGMENTO RECTILINEO O DISTANCIA ENTRE
DOS PUNTOS

Sean

P Y)Y P2 (%Y, )
dos puntos en el plano cartesiano, entonces, su distancia (o longitud del segmento rectilineo que
definen) es el nimero real no negativo

d(p,. p, ):\/(Xl_XZ )2+(Y1_Y2 )2

La propiedad (férmula)

d(pr.p )= /(=% P+(yi-y, )
es equivalente a:

d(py, Py )=o(xg—x P +(yo =y . obiend (py.py )=+/(ya—ys P +(x—% )

{3 EJEMPLO2 LONGITUDES DE SEGMENTOS RECTILINEOS

a. Tracemos el segmento rectilineo y calcula su longitud (medida).
pl(_211)y p2(115) T

es: /o B

d(py.p, ):\/(1_(_2 ))2 +(1-5 )2

J(3)+(4)

A, 9+16 P,

5

L J

-2 v 27X
FIGURA 5.

unidades.
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b. Calculemos la distancia entre los puntos P, ( -=3,-2 )y P, (4,3)

b. Calculemos Ila distancia entre los puntos g
P (-3,-2)yP,(4,3) ;

d (propp )=+(3-(-2) )P +(4-(-3))
5 7

/B 7 X
\J25+49 = .[74 12 2

\
unidades. FIGURA 6.

—_
N—
N
+
—
~—
)

c. La longitud del segmento de recta AB es 2 unidades, sus extremos son los puntos A (1,2 )y
P, ( x,3), entonces la coordenada desconocida x se calcula como sigue.

d ( =2=)(x-1)?+(3-2)
(x-1 ) +12
Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacién anterior obtenemos
4=(x=1) +1,luego ( x—1)* =3, entonces x+1=-/3 0 x+1=—/3,

por tanto
3-1,0bien x=—/3-1
d. Las proyecciones perpendiculares del punto p ( -3,4 ) sobre los ejes coordenados son los

puntos tiene longitudes:
Sobre el eje x, longitud 3, sus extremos son p(—-3,0)y p(0,0)

Sobre el eje x, longitud 4, sus extremosson p (0,4 )y p(0,0)

SECCION 2.1
lﬁ EJERCICIOS 1

1.

a. Calcula la distancia entre los puntos A(-1,2 )y B(2,6)

b. Obtén la longitud del segmento de recta con extremos en los puntos R(—4,1)y S(-2,5)
c. Un triangulo tiene vértices en los puntos A(0,1), B(4,2)y C(5,~-2), trazaloy calcula
su perimetro.
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d. Un segmento de recta mide 10 unidades, sus extremos son los puntos R(—3,0) y
S(x,1), calcula la coordenada desconocida.
e. Un segmento de recta tiene longitud de 3 unidades, sus extremos son los puntos A(1,y )y

B(—-2,5 ), calcula la coordenada desconocida.

f. Obtén los puntos de proyeccidn sobre los ejes coordenados.
i.p(4,2)ii.r(-3,-5)

INCLINACION DE UN SEGMENTO RECTILINEO EN IR?
En el plano cartesiano, el angulo asociado a un segmento rectilineo:
i. Tiene como lado inicial sobre eje de las abscisas.
ii. Su amplitud se mide en sentido “antihorario” (levégiro).
iii. Su lado terminal es el segmento rectilineo (o su prolongacion hasta el eje de las abscisas).
iv. Su lado terminal es el segmento rectilineo (o su prolongacion hasta el eje de las abscisas).

Para representarlo utilizaremos el simbolo £, por ejemplo, representaremos al angulo con
vértice en el punto A simbolicamente por ZA y nos referiremos a su amplitud (0 amplitud)
utilizando el simbolo m£A, observa la figura 7.

Y P, ¥ Ta I3
5 B
Gl ,i-;lﬂ:
o« R 1 o~ PP
y e A
. ) N A h
il X a X il X

FIGURA 7.
El angulo asociado a un segmento rectilineo se define en términos del concepto de “pendiente”.

DEFINICION 1. PENDIENTE Y ANGULO DE INCLINACION DE UN SEGMENTO DE RECTA

Sea el segmento de recta p,p, con extremos en los puntos P, (X, Y, )Y Py (Xy,Y, ),
entonces

Yo— %
X2 =%

b. Si x, =X, la pendiente del segmento de recta no esté definida (suele decirse que es infinita).

c. Si ZA representa su angulo de inclinacién, entonces m/A = tgl( Yo= N1 J grados.

Xy =X

a. Su pendiente es larazén: m=

, siempre que X; # X,
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La figura 8. muestra el segmento p, p, con relacion a su dngulo de inclinacion y el signo de la
pendiente.

¥ ¥ ¥ ¥
+ 4 pendiente + pendiente B, A
Py negativa negativa di

. rape P pendiente

P Pe"dm“m I?"" 90 < s A< 180 }i._ mA = Py indefinida

;_,-f"‘ posifiva . — one

0° =msd < 90° \ Py med=90
0 "y T 0 v T 0 > x 1 Ty
P
FIGURA 8.

{3‘ EJEMPLO 3. PENDIENTE Y ANGULO DE INCLINACION DE UN SEGMENTO DE RECTA

a. En el segmento de recta p,p, con extremos en los puntos p, (-2,1)y p,(4,5),
entonces

x=(-2), y,=1,%,=4yy,=5,
por tanto, la pendiente es

Yo=Y _ 5-1

ne X — X% 4_(_2)

wI| N

su angulo de inclinacion mide

mZA = tgl( 2 j =21.145°

ii. Si los extremos de RS son los puntos R(—3,6 )y S( 0,6 ), entonces
X, =(=3), y1=6,%=0yy, =6,

luego
m:06(_63):0 y mZA=tg~*(0)=0. Como consecuencia RS es paralelo al eje de las
abscisas.

c. Los vértices de un triangulo son los puntos R (1,0 ), S(3,6)yT(8,2).
v
¢ | s

4

[ 2 4 6 87X
FIGURA 9.



UNIDAD 2.1 Puntosy segmento de recta en el plano cartesiano 43

Si denotamos con mgg, Mg Y Mgy las pendientes de los lados RS, RT y ST, respectivamente,

los valores de las pendientes y las amplitudes de los lados respecto al eje de las abscisas son:
para mgs: X, =1, y; =0, x, =3y y, =6, luego la pendiente es

Mgs :2__2:3 y mZmgg =tg™3=71.57°,
para mgr: X, =1, y; =0, x, =8y y, =2, por tanto, la pendiente es
2-0 2 3
Mpr =——=—Vy MZM,; =tg— —=9.06°,
RT = g1 7 y rRT =0
para mgr: X, =3, ¥, =6, X, =8y Yy, =2, entonces
2-6_ 4 4

Mgr Y mZmg; = tgl( “ j =218.66°

8-3
d. Si el segmento de recta BC tiene un angulo de inclinacion (referido al eje de las abscisas) de
amplitud

ms/A = 45°,
entonces
m=tg( 45° )=1, su pendiente es uno.
e.Sea DE el segmento de recta DE con extremosen D(—2,4 ), E(x,8)y
con angulo de inclinacién con m~A = 45°, entonces

x=(-2)

m=tg (45° )=1, por tanto, 1= ,es decir x+2=4,0bien x=2

.4 SECCION 2.1
EJERCICIOS 2

1.
a. Calcula: la pendiente y el angulo de inclinacién, de los segmentos rectilineos.
i. Extremos en los puntos A( 0,2 )y B(1,-5)

ii. Extremos en los puntos P (2,-1)y Q(6,2)

b. Calcula la coordenada desconocida.

i. Extremos en los puntos A( x,3), B(2,4)y mzA=45°

ii. Extremos en los puntos M (—4,2 ), N(x,—6 )y msA=60°

iii. Extremos en los puntos R(—4,y ), S(-1,6 )y msA=30°

c.

i. Un segmento rectilineo tiene extremos en los puntos A( x,0), B( 6,3 ). ;Qué valor debe

tomar la coordenada x para que sea vertical?
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ii. Un segmento rectilineo tiene extremos en los puntos A(—2,2 ), B( 4,y ). ;Cual debe ser
la coordenada y para que sea horizontal?

iii. Un segmento rectilineo tiene extremos en los puntos A( 3,0 ), B( x, -3 ). ;Cual debe ser I
coordenada x para que sea vertical?

d. Un triangulo tiene vértices en los puntos A(1,-1), B(-3,3)y C (4,4 ), trazalo, calcula:

la pendiente de cada lado y las amplitudes de los angulos que forma cada lado respecto al eje de las
abscisas.

DIVISION DE UN SEGMENTO RECTILINEO EN EL PLANO CARTESIANO
Asignar una direccién a un segmento rectilineo implica establecer el punto de inicio y el punto

N
final, con los simbolos AB indicaremos que el segmento rectilineo dirigido tiene punto inicial A y
punto terminal B, observa la figura 10.

FIGURA 10.

_)
Si se selecciona un punto Pr( Xy Yy ) del segmento de rectan dirigido AB , este queda
dividido en los segmentos rectilineos AP, y P.B, consecuentemente es posible construir la razon

entre sus longitudes r = AR

‘ ‘ observa la figura 11.
r

Y ¥

A A
Tﬁ B B
P P
— = /A S — -
— r __— | P,

]

.. ~ ]
0 X i X, .‘){'

FIGURA 11.
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Elpunto P.( X, ,y, ), se conoce como “punto de division del segmento rectilineo en la razon r y

sus coordenadas se determinan utilizando un proceso algebraico basico y las propiedades de
semejanza de los triangulos.

PROPIEDAD 2. COORDENADAS DEL PUNTO p, DE DIVISION DE Pl_ls2 EN LARAZON r

S
a. Sea AB con extremos en A(x,,y; )y B(X,,Y, ), entonces las coordenadas del punto

ﬁ
p, (X, , y, )quedividea AB enlarazon r son:

_ X X ity

1+r

r r

1+r
. 1 . , -
b.Si r = =L entonces p, (% .Y )=pPw (Xy » Yu ) sedenomina punto medio de AB

sus coordenadas son
_KXtX _YitY

X
M 2 " 2

{3 EJEMPLO4. DIVISION DE UN SEGMENTO DIRIGIDO EN LA RAZON »

N
a. Sea el segmento rectilineo AB con
A(-2,2)yB(6,0)y rzzzi,

entonces el nimero de partes (congruentes) es 2 +1, observa la figura 12.

FIGURA 12.

R
b. Sea el segmento rectilineo dirigido VW tal que V (3,2 ) yW (—4,-2),yrazon r=1= i

entonces 1+1= 2 indica que fue dividido en dos partes congruentes por P, , que en este caso
recibe el nombre de punto medio.
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Ij-n [ _f-n T
/ P /
_7 y S B ‘/ . X
w / - 2
)
FIGURA 13.

El ejemplo 5. muestra la forma de uso de la propiedad 2.

{3 EJEMPLOS5. COORDENADAS DEL PUNTO DE DIVISION

N
a. El punto P, divide a ABcon A(—-2,-1)y B(4,3)enlarazon r=1, trazalo y obtén las
coordenadas de P.

Sean x, =-2, X, =4, y,=-1,y, =3,
sustituimos en:

X, + X +r
X, =1 "2yy = Y172 obtenemos,
1+r

1+r
Xr:—2+1(4):1e r:—1+1(3): |
1+1 1+1
entonces

P(1,1)

FIGURA 14.

b. El punto P, divide a CD con C(—2,4 )y D(5,0) enlarazén r = ; trazalo y obtén las

coordenadas de P,
Sean x;, =-2, X, =5, y; =4, Yy, =0,

¥
'y
sustituimos en: x, = X11+ Xz = y11+ VrYz , .
+r + ;
obtenemos ﬁ\\\\ﬁ
1 1 2|E
_2+7(5) 1 4_{_7(0) 8
r r ,
141 3 1+ 3 w — — 5y
2 2
8 FIGURA 15.
luego Pr[,j
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_)
c. El segmento rectilineo AB tiene un extremo en A(—6,—2 )y punto medio en P, (2,2 ),
calcula las coordenadas del punto B
Puesto que
X, =6, X, =2V Xy lezxz,
entonces

2:_6;)(2,obien 4=-6+X,,y X, =10

Similarmente, y, =-2, y, =2y 2=

— 2; Y2 ,entonces 4=-2+y,,portanto y, =6

N
El extremo solicitado del segmento rectilineo AB es B (10,6 )

.4 SECCION 2.1
v | EJERCICIOS 3

1.

5
a. Los extremos del segmento rectiineo MN son M (-6,2 )y N(2,-2), determina el
punto P.( X, ,y, ) quelodivide enlarazon r =1

.
b. Un segmento rectilineo AB tiene extremos en A(5,3) y B(—-2,8). Calcula las

coordenadas de P.( X, , y, ) que lo divide enlarazon r = 2

5
c. Los extremos del segmento rectilineo RS sonR(—6,2 )y S(4,-2 ), determina el punto

.
P.(x .y, ) quelodivide AB enlarazén r =2

2.

_)
a. El trayecto entre los puntos A(2,5)y B(8,—1) es el segmento rectilineo AB, si el punto
P.(x ,y, ) seencuentraa un tercio del trayecto, ;cuales son sus coordenadas?

N
b. Los puntos de un segmento rectilineo AB son A(2,5)y B(8,-1), si el punto
P.(x ,y, ) seencuentraal 25% del segmento rectilineo, ;cuéles son sus coordenadas?
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c.Si A(-1,1)y B(6,15), ;en qué razon divide el punto P, (2,7 ) a AB?
d.5i A(=3,-2),B(6,1)y P.(3,0) calcula r en AB
e. El punto P (5,9 ) divide al segmento rectilineo AB en la razon rzg, si A(1,3)

determina las coordenadas del punto en B
I [



2.2 LUGARES GEOMETRICOS
ENEL

PLANO CARTESIANO

APRENDIZAJES
EL ALUMNADO:

13. Obtiene la expresion algebraica y la grafica de un lugar geome-
trico.
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La Geometria Analitica tiene como proposito establecer vinculos entre una ecuacién algebraica
y un conjunto de puntos en el plano cartesiano, es decir, asociar a una figura en el plano cartesiano
una “ecuacion algebraica” con las variables x e y y viceversa para una “ecuacion” en las variables

x ey identificar la figura que le corresponde en el plano cartesiano.

DEFINICION 1. (LUGAR GEOMETRICO)

Un “lugar geométrico” es el conjunto de todos los puntos en el plano cartesiano que cumplen una
condicion (generalmente dada por una ecuacion algebraica con dos variables) especifica.

Con la expresion

LG:{(x,y)eIR2 | p(x,y)zo}
indicaremos formalmente un lugar geométrico del plano cartesiano, significa
“el conjunto de los puntos en el plano cartesiano que satisfacen la condicion p ( X,V )= 0",

0 bien,
“el conjunto de los puntos en el plano cartesiano, tales que, satisfacen la condicién

p(x,y)=0"

{3 EJEMPLO1. EXPRESION ALGEBRAICA DE UN LUGAR GEOMETRICO

1. Analiza la curva en el plano cartesiano y obtén una relacion (viable) entre las variables x e y
a. Notemos que
r, Pr(X ¥ ) P (%0 Y2 )Y Pia(%e,¥s ),

i ——————— se encuentran en el primer cuadrante de IR®y a la misma
distancia de los ejes coordenados, por tanto, x =y, con x, Yy

no negativas. Formalmente,
LG:{ (x,y)elIR? | x—y=0 con X, y no negativas }

.

o e o e s e

 J

e ——
[

o] u % X
FIGURA 1.
b. Los puntos p( x,y ) se encuentran a tres unidades, del

" punto O( 0,0 ), asi
- plx,y) ; .

I d(p.0)=/(x-0F +(y-0F =3

=1 ] T =.1' 0 bien

\_/ x?+y?-9=0,

? formalmente

FIGURA 2. LG={(x,y)eR? | x*+y?-9=0 |
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c. Los puntos de la “curva’ son de la forma p (1,0 ), por
o tanto
3 x=1,
2 formalmente,

L

-1 il I 2 X

FIGURA 3.

LG=1{(x,y)elR? | x-1=0 |

{3 EJEMPLO2. LUGAR GEOMETRICO EN EL PLANO CARTESIANO

a.En
LG={(x,y)eR? | y-x? =0},
de la condicién
y—x2=0
obtenemos
y=x*
y tiene asignada la representacion en el
plano cartesiano mostrada en la figura 4.

b. Un punto p( x,y ) que se desplaza de

manera contiene que incluye al punto
P, (0,0)y que genera un segmento de
recta con pendiente constante m =2
cumple la condicion
, Y0
x-0
0 bien
2Xx=Y,luego y—2x=0

Formalmente

LG:{ (x,y)elR? | y—2x:0}

¥

'y
4
2
ER F] 2 l':_'{
FIGURA 4.
¥
.r‘i
pilx,vh
-2 7 I "X
FIGURA 5.

c. Para determinar la expresion formal del lugar geométrico cuando el punto p(x, y) se

encuentra a la misma distancia (equidista) de los puntos A( 2,0 ), B( 0,2 ) observemos:

d(P,A)=d(P,B),obien [ (x+2 ) +(y-0) =/ (x=0Y+(y-2)
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De(x+2 V+y?=x?+(y-2Y Y
obtenemos

X2 +4x+4+y? =x*+y*—4y+4 ; a
simplificarda x+ y =0, asi

LGz{(x,y)eIR2 | y=—x}

FIGURA 6.

.4 SECCION22
EJERCICIOS 1
1. Traza y escribe formalmente el lugar geométrico de los puntos p ( X,Y ) en el plano cartesiano:

a. p(x,y ) sedesplaza de manera que la pendiente que determina con el punto fijo B (—2,3)
se mantiene constante con valor m=1

b. p(x,y ) que equidistan del punto fijo C (0,1 ) en 1 unidad.

c. p(x,y ) se encuentran a la misma distancia de los extremos del segmento rectilineo definido
por los puntos A(—2,0)y B(0,2)

d p ( X,Y ) se encuentran en los cuadrantes 1l y IV, y equidista de los ejes cartesianos.
e. p(x,y ) tales que, la ordenada es variable y la abscisa tiene valor 4

f. La ordenada es el doble de la abscisa.

g. Define un segmento rectilineo con pendiente m =2 con el punto p, ( 1,0 )
I I |



2.3 SOLUCIONES DE
LOS
EJERCICIOS PROPUESTOS




54 UNIDAD 2 ELEMENTOS BASICOS DE GEOMETRIA ANALITICA

I‘ SOLUCIONES SEEERcé?glég 1
1.
a. d =5 unidades. b. d = /20 unidades. c. d =217 + /34 unidades.
d x=-3+3/11y x=-3-3.11 e.y=5

f.i.p,(4,0)yp,(0,2) ii.p,(-3,0)yp,(0,-5)
|

SECCION 2.1
}‘ SOLUCIONES EJERCICIOS 2
1.a i. m=-7 m 0 =98.13° i, m:f1 m~6 = 36.87°
b. i. x=1 i x:—4—8f iii. y=6--/3
c.i. x=6 ii. x=2 i, x=3
d. 135°, 8.13° y 59.04°
SECCION 2.1
4 28 2 2
1.2 p(-2,0 b.p| =, pl .-
o p(-2,0) (5% ep(2-2]
2.2.p(4,3) o 3.9 ] cr-?
dr=2 e. B(11,18)
SECCION 2.2
f soLuciones SECCION22.
1. a. LG:{(x,y)eIR2|x—y+5:O} b. LG:{(x,y)eIR2|x2+y2—2y:O}
c LG:{(x,y)eIR2|x+y:O}
d LG:{(x,y)eIR2 |Xx+y=0 o0 x—y:O}
e.LG={(x,y)eIR? |[x-4=0} f.LG={(x,y)eIR? |[x-4=0]
g. LG:{(x,y)eIR2|2x—y—2:O}



2.4 EVALUACION

DE LA

UNIDAD

7874

a4
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== UNIDAD 2 EXAMEN

CONCEPTOS
1. ; Como se interpreta un punto en el plano cartesiano?

2. Define el angulo de inclinacion de un segmento rectilineo en el plano cartesiano.

3. ¢ Cual es la interpretacion de la pendiente de un segmento rectilineo?

4. ; Qué valor tiene la pendiente de un segmento rectilineo vertical?

5. ¢Si un segmento rectilineo dirigido se divide en tres partes congruentes, entonces las razones
entre los segmentos asi generados son?

6. Define formalmente lugar geométrico del plano cartesiano.

DESARROLLOS OPERATIVOS

7. Calcula la longitud del perimetro del triangulo con vértices en los puntos
A(0,0),B(2,4),C(6,-6),

también calcula las pendientes de los lados.
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8. Un triangulo con vértices en los puntos
A(-2,0),B(1,4),c(0,6),
calcula los angulos de inclinacion de los lados asi y como los puntos que trisecan el lado AB

9. Traza y escribe formalmente el lugar geométrico de los puntos que satisfacen la condicion:
Sea A( 4, —1) , €l punto P ( X,y ) se desplaza de manera que todos los segmentos rectilineos
que definen tienen pendiente m = -2

PARA PENSAR

10. El perimetro de un cuadrado es 4-/8 unidades, si sus diagonales se encuentran sobre los ejes
coordenados, ¢jcuales son sus vértices?

11. Determina la condicién que satisface el lugar geométrico del plano cartesiano tal que: el
desplazamiento del punto p ( x, y ) forma segmentos rectilineos con inclinaciones de —30° con

elpunto p, (%, Y, ). Supdn que uno de estos segmentos rectilineos incluye al punto (1, —1)

Preguntas 1 a 6., un punto cada una.
Problemas 7. a 9. tres puntos cada uno.
Problemas 10. a 11. cuatro puntos cada uno.
Para acreditar se requieren un minimo de 14 puntos
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UNIDAD 2 SOLUCIONES AL EXAMEN =

CONCEPTOS
1. Un par ordenado (de numeros reales).
2. Angulo con lado inicial el eje de las abscisas, lado final: segmento rectilineo y vértice el punto
donde se interseca el eje de las abscisas y el segmento rectilineo (o su prolongacién).
3. Se relaciona con el angulo de inclinacién del segmento rectilineo y proporciona una idea sobre su
inclinacion.
4. Esta indefinida (o es infinita).

1 2
21

6. LG={(x,y)eIR2\ p(x,y)zo}

DESARROLLOS OPERATIVOS
7.d =-/20 +/72 + /116 unidades. Mg =2, My =—1y My = —g indefinida.
8. m/AB =53.13°, m«/BC =116.57°, m£AC =71.57°

s(24)0)

9. LG:{(x,y)eIR2 | 2x—y—7:0}

PARA PENSAR
10.(2,0),(-2,0),(0,2)y(0,-2)

1. LG:{(x,y)ele ‘ x+\@y+\ﬁ—1:0}



LA LINEA RECTA Y SU
= ECURCION CARTESIANA

PROPOSITOS

Al finalizar la unidad, el alumnado:

Transitara entre las representaciones grafica y algebraica
de la recta dados los diversos elementos que la definen,
utilizando el método analitico que, en conjunto, le permitira
resolver problemas geométricos en diversos contextos.

CONTENIDO

SECCION 3.1 Ecuaciones y formas de la linea recta en el plano
cartesiano.

SECCION 3.2 Lineas rectas el plano cartesiano.

SECCION 3.3 Soluciones de los ejercicios propuestos.
SECCION 3.4 Evaluacion de la unidad.
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g:] CONCEPTOS CLAVE

Lugar geométrico. Conjunto de puntos en el plano cartesiano que satisfacen cierta condicion.
Linea recta. Lugar geométrico generado por dos puntos, uno fijo y otro que desplaza de manera
que la pendiente que definen permanece constante.

Pendiente. Dados dos puntos, ranzdn entre la diferencia de ordenadas y la diferencia de abscisas.
Formas de una linea recta. Su representacion algebraica.

Angulo formado por dos lineas rectas. El angulo agudo que definen las dos lineas rectas.
Distancia minima entre una linea recta y un punto exterior. Longitud del segmento rectilineo

perpendicular a la linea recta, sus extremos: el punto exterior y un punto de la linea recta.
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3.1 ECUACIONES Y FORMAS DE
LA LINEA RECTA
EN EL PLANO CARTESIANO

APRENDIZAJES

EL ALUMNADO:

1. Conoce el origen del estudio de las secciones conicas y su impor-
tancia.

2. Identifica los elementos que definen la linea recta.

3. Describe a la recta como un lugar geomeétrico, utilizando el con-
cepto de pendiente.

4. Obtiene la ecuacion de una linea recta, dadas dos condiciones.

8. Identifica los elementos que conforman la estructura de las
diferentes ecuaciones de la linea recta (ordinaria o canonica, gene-
ral y simetrica) y su importancia.

9. Transita en las diferentes formas de la ecuacion de la linea recta
(ordinaria o canonica, general y simétrica).

61
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En geometria analitica la linea recta se trata como un lugar geométrico, para definirla se
utilizan: un punto fijo, un punto que se desplaza y la pendiente que generan los puntos antes
sefialados.

DEFINICION 1. (LINEA RECTA)

La linea recta es el lugar geométrico generado por un punto fijo y un punto que se desplaza, de
manera que la pendiente (de todos los segmentos de recta que generan) permanece constante.

Bajo las condiciones de la definicién 1., con p, ( X, , Y, ) como punto fijo, p ( x,y ) como
punto variable y m pendiente constante (invariante) se obtienen las ecuaciones de la propiedad 1.

PROPIEDAD 1. (ECUACIONES DE UNA LINEA RECTA)

ay-y,= m( X —Xg ) es la “ecuacion de la linea recta dado uno de sus puntos y su pendiente”.

b. y—y, = Y1~ Yo ( x—x, ) es la “ecuacion de la linea recta dados dos de sus puntos’”.

X1 =X

{3 EJEMPLO1. FORMAS DE LA LINEARECTA

a. Sean los puntos:
Po(2,-1)y p(-2,7),

entonces
Xy =2, Yo =-1, X, =2, y, =7, los sustituimos en y —y, = 22 Y0 (x_x, )
X1 —Xo
y obtenemos
+1= 7+12(x—2),obien y+1=-2(x-2)
b. Si
1 3
11* 712 ’
po( 4jy pl( 4 j
entonces
1 3 _ Y1 —Yo
Xo =1, Vo=, X, =—, Y; =2.Los sustituimosen y—y, = = ( X=X
0 Yo 4Ty Y1 Y—=Yo X1—Xo( o)
y obtenemos
1
2=
1 4 , 1 3
- = x—1),esdecir y——=—X
y-, 3_1( ) V==
4

c. La pendiente m = —3 y el punto p, ( 2,-4 ) determinan la linea recta de ecuacion
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3
4=-"(x-2
y+ 7(>< )

d. La pendiente m=—2 yelpunto p, ( —3,1 ) determinan la linea recta de ecuacion
y—1=-2(x+3)

Y1—Yo (
X1 —Xo
(aplicando un proceso algebraico adecuado) en las formas que sefiala la propiedad 2, éstas formas
reciben un nombre especifico.

Podemos rescribir las ecuaciones y—y,=m(x-X, ) ¥ y-Y, = X=Xy )

PROPIEDAD 2. (FORMAS DE UNA LINEA RECTA)

a. Si Ay B no son cero simultaneamente, entonces Ax+ By +C =0 es la “forma general de la
linea recta”.
b. y=mx+b es la “forma pendiente ordenada al origen de la linea recta”.

. . . ‘s X 13 H r H 4 »
c.Si a y b son distintos de cero, la ecuacién — + Z =1 es la “forma simétrica de la linea recta”.
a

El ejemplo 2. muestra el “transito2 entre las distintas formas de la linea recta”.

{3 EJEMPLO2 FORMAS DE LA LINEA RECTA

Obtengamos las formas de la linea recta solicitada.

a.Lospuntos p, (1,4 )y p, (—1,2 ) determinan la linea recta con ecuacion
2-4
-1-1

i. Para rescribirla en la forma general (Ax+ By + C =0):

y—4= (x-1),0bien y—4=2(x-1)

Desarrollamos y —4 =2( x—1 ) y reacomodamos términos, obtenemos:
y—4=2x—-2,0bien 0=2x—-y—6, entonces
2x—y—-6=0,con A=2,B=-1yC=-6

ii. Forma pendiente ordenada al origen (y = mx+b)

Reacomodando 2x —y —6 =0 y obtenemos la forma pendiente ordenada al origen:

y=2Xx—-6,endonde m=2yb=-6

iii. Forma simétrica ( —+ Z =1).

Q| <
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Con 2x—y—6=0 obtenemos 2x—y =6, 0 bien 26X—él=1 y también §+y6=1

b. La pendiente m = z yelpunto p, (2,2 ) determinan la linea recta de ecuacion

y—2:§( x—2 ), por tanto:

i. Forma general.
Desarrollando y—2 = 2( X—2 ) da 3y —6 =2x—4, portanto, 2x -3y +2=0 con

A=2,B-3yC=2
ii. Forma pendiente ordenada al origen.

De 2x -3y +2 =0 obtenemos 3y = 2x+ 2, 0 bien y:§x+§,luego

iii. Forma simétrica:
Si 2x—-3y+2=0,entonces 2x —3y = -2, dividimos cada término por — 2, da

3 Xy 2
—-X+_-y=1,esdecir —+ 2 =1,ya=-1lyb=_
2y -1 Y Y 3

W N

c.Si 5+X:1, entonces:
2 4

i. Forma general:
Multiplicamos los términos de la ecuacion por ( 2 ) 4 )=8, obtenemos

4x+2y=8 < 2x+2y-8=0
ii. Forma pendiente ordenada al origen:

5+X:l = X:—5+l & y=-2x+4
2 4 2

4

.2 SECCION 3.4
@ EJERCICIOS 1

1. Obtén las tres formas de las lineas rectas con las caracteristicas indicadas.
a. Contiene los puntos p, (1,2 )y p,(—-4,4)
b. Contiene los puntos p, (3,-2 )y p, (4,0)
c. Contiene los puntos p, (0,-4)y p,(2,6)
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d. Tiene pendiente m =1y contiene el punto p, (-2,1)

e. La pendiente m = _2 y contiene el punto p, (—4,-3)

El trazo de una linea recta (en el plano cartesiano) se efectua utilizando cualquiera de sus
formas algunos procesos para ello son los siguientes:
1. Forma general: Se seleccionan dos abscisas y se evaluan en la ecuacion, se obtienen asi dos de
sus puntos.
2. Forma pendiente ordenada al origen: Se utiliza una abscisa, se evalla en la ecuacion para
generar un punto, se utiliza la ordenada al origen y un punto antes obtenido.
3. Forma simétrica: Los divisores se localizan en los ejes coordenados y por los puntos que definen
se traza la linea recta.

{3 EJEMPLO3. TRAZO DE UNA LINEA RECTA

a. Trazo de la linea recta utilizando su forma general.
X-2y+4=0

i. Sea x =0, entonces, 0—2y+4=0
-2y+4=0 < y =2, por tanto la linea recta
contiene al punto A(0,2)

ii. Sea y =0, entonces x—2( 0 )+4=0,

es decir,

X+4=0 x=-4 2
La linea recta contiene al punto B (—4,0) FIGURA 1

b. Trazo de una linea recta utilizando su forma pendiente ordenada al origen y = —;x -1

i. Contiene al punto (revisa la ordenada al ¥

origen) 4
A(0,-1) 2

ii. Sea y = 0, entonces - . —

0= —;x—l, es decir x=-3

La linea recta contiene al punto
B(-3,0) FIGURA 2.
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¢. Trazo de una linea recta utilizando su forma simétrica )2(+ % =1
2

XY ¥
Si —+ =1,

| 5 + 1 |

2
’ . A
entonces linea recta contiene a los puntos — "y
1
A(2,O)yB(O,2j r

FIGURA 3.

. 4  SECCION 3.1
U]

EJERCICIOS 2

1. Traza la linea recta.
a. x+2y+4=0

b. XY
-2 3

Cc. 2x—-y+2=0
3
dy=-x-1
y 2

2
e.y=——X+2
Y 3

. Xy Y
1 3

Con el eje de las abscisas y una linea recta podemos construir un angulo en el plano
cartesiano, este angulo tiene lado inicial al eje de las abscisas y lado terminal a la linea recta.

DEFINICION 2. (ANGULO ASOCIADO A UNA LINEA RECTA)

El angulo asociado a una linea recta tiene:

Lado inicial, el eje de las abscisas.

Lado terminal, la linea recta.

Se mide en sentido levagiro (giro en sentido opuesto a las manecillas de un reloj) y es positivo.
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A
Y
y

/ﬂ X [

FIGURA 4.

El &ngulo asociado a una linea recta se relaciona con su pendiente m; puede justificarse

facilmente la afirmacién:

Si £ 0 representa el angulo de inclinacién de una linea recta, entonces su amplitud (medida

M£@) es el numero ML :tgfl( m )grados; cabe sefialar que una linea recta vertical tiene

asociado un angulo de inclinacion de 90° y a una linea recta paralela al eje de las abscisas un

angulo de medida 0° grados.

PROPIEDAD 3. (MEDIDA DEL ANGULO ASOCIADO A UNA LINEA RECTA)

La linea recta con pendiente m tiene asociado un angulo de amplitud M£68 =tg *1( m ) grados.

{3 EJEMPLO 4. ANGULO DE INCLINACION DE UNA LINEA RECTA

a.Lapendientede y = x—4 es m=1, por tanto
Ms6O=tg*(1)=45°
b.En y=—x+ j la pendientees m=-1vy
Ms6@=tg(-1)=135°
c.Si RS A 1, entonces m = 1 (verificalo) y
-2 4 2

MZ6 = tgl( ; J = 63.435°

d. 3x—4y+4 =0 tiene pendiente m = — (verificalo), luego

Nw

MZ6 = tgl( i j =36.869°
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.4 SECCION 3.1
|

EJERCICIOS 3

1.
Calcula la medida del &ngulo de inclinacion de la linea recta con ecuacion:
1. x-4y-3=0

2. X4 Y g
2 3

3. Contiene a los puntos A( 3,0 ) y B(O,:j



3.2 LINEAS RECTAS
ENEL
PLANO CARTESIANO

APRENDIZAJES

EL ALUMNADO:

5. Determina el angulo que se forma cuando dos lineas rectas se
cortan, en términos de sus pendientes.

6. Identifica cuando dos lineas rectas son paralelas, perpendicu-
lares|o ninguna de las dos, a partir de sus ecuaciones.

7. Determina las ecuaciones de lineas rectas paralelas o perpen-
diculares a otra dada.

10. Calcula la distancia de un punto a una linea recta.

11. Resuelve problemas en diferentes contextos, que involucran
las distintas formas de la ecuacion de la linea recta.
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Cuando dos lineas rectas se cortan (y no son paralelas), forman dos pares de angulos
"opuestos por el vértice", es decir, se crean dos angulos agudos iguales entre si y dos angulos
obtusos también iguales entre si. De estos pares de angulos, se define como el "angulo entre las
lineas rectas" al angulo agudo, observa la figura 1.

¥ ¥

=¥

7 q ﬁ \ >y

FIGURA 1.

Si dos lineas rectas L, y L, forman angulos de medidas (amplitudes) m£6, y m£6, ,
respectivamente, con respecto al eje X de manera que

0<msLE, <msb, y 0<m492—m491<%,

el angulo generado por las dos rectas tiene medida: m£6 =m«£6, —m£@,, observa la figura 2.

AN

-~ 0 \ X
FIGURA 2.

Con la identidad trigonométrica referente a la “tangente de la diferencia de dos angulos”,
obtenemos la proposicion 1.

PROPIEDAD 1. (MEDIDA DEL ANGULO FORMADO POR DOS LINEAS RECTAS)

Sean las lineas rectas L, y L, (no perpendiculares) con pendientes m, y m,, respectivamente, y
Z 6 el angulo agudo que generan.
m; —m
1+m;-m, J

a. Si m; #m,, entonces m£ 6 = tg‘l(

b. Si m; =m,, entonces m£&=0°y,
c.Si m;-m, = -1, entonces m£@ =90°
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{:} EJEMPLO 1. MEDIDA DEL ANGULO FORMADO POR DOS LINEAS RECTAS

1. Las lineas rectas con ecuaciones y=-x-3 Yy y:—‘;’x—S tienen pendiente m, =-1y

m, =—3/2, respectivamente, por tanto, generan un angulo con amplitud,

FIGURA 3.

2. Las pendientes de las lineas rectas con ecuaciones y =2x+6 y x—3y—-4=0son 2 y 1/3,

por tanto, la amplitud del angulo que definen es:

1, 1,
m/6=tg™ 3—1 =g 372
1+(2{3j 1+ =

=tg*(1)=45°

.4 SECCION 3.2
EJERCICIOS 1

FIGURA 4.

1. Calcula la medida del angulo que forman las lineas rectas con ecuaciones:

a.Xx+y—-2=0y x-4y=0
X_Yy
b. -2 =1y2x-3y-3=0
6 5 y y

3 Xy
C.y=_-x+3y-—+>-=1
y 2 y4 2

d 2x+y-2=0y y=-3X
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Con la propiedad 3. se generan generar nuevas lineas rectas.

{3 EJENPLO2. LINEAS RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES

1. Obtén la ecuacion: de la linea recta paralela y de la linea recta perpendicular que contiene al
punto indicado. Trazalas.
a.A 2x—3y—-6=0ypasanpor p, (-1, -3)

La pendiente de 2x -3y —-6=0 es m::zs, ") .
por tanto: 5 /
i. La linea recta paralela a ella tiene la misma » /'

, 1 >
pendiente m =§ y pasa por p, (—1 , —3 ) / ; X
luego
y+3:§( x+1 ), entonces 2x—3y -7 =0

FIGURA 5.

ii. Pendiente de lalinea recta perpendicular m, = —:23 y pasa por p, (—1 , —3 ) asi

y+3:—2(x+1) o bien 3x+2y+9=0

b. A la linea recta de ecuacion )2(+ 23/ =1 y contiene al punto p, (-1,1)

Si )2(+ 25/ =1, entonces m=-3, por tanto: ¥

i. La linea recta paralela tiene ecuacion
y—1=-3(x+1),0bien.3x+y=-2,

luego + Y o

X
~2/3 -2 — >
(&, =1)
ii. Para perpendicular m =é Y Po (—1 , 1 ) ‘T\\

su ecuacion es y —1= ;( x+1), 0bien FIGURA 6

3y—-3=x+1y x-3y=-4,

C X
en la forma simétrica — + L

=1
~4 43
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.4 SECCION 3.2
EJERCICIOS 2

1. Obtén las ecuaciones (generales) de: la linea recta paralela y de la linea recta perpendicular (en la
forma en que se te presenta).

a. A la linea recta con ecuacion )2(+ ;’ =1y contiene al punto p, (0, —2 )

b. Ala linea recta con ecuacion 2x +4y —3 =0 y contiene al punto p, ( 2,1 )

c. A lalinea recta con ecuacion y = gx —1 y contiene al punto p, ( 1,1 )

INTERSECCION DE DOS LINEAS RECTAS

En un contexto algebraico, las ecuaciones de un par de lineas rectas equivalen a un sistema de
ecuaciones lineales, su solucion (en caso de existir) corresponde al punto (puntos) de interseccion
de las lineas rectas.

{3‘ EJEMPLO 3. INTERSECCION DE DOS LINEAS RECTAS

En caso de existir obtén el punto de interseccion.
a. De las lineas rectas con ecuaciones y =-2x—-3y y=4x-2

Algebraicamente equivalen al sistema de ecuaciones lineales:

y=-2X+6
y=4x-2
Igualandolas obtenemos la ecuacion

—2X+6=4x—-2,entonces 8=6x y X ::
- 4 -, 4 . 10
La sustitucion de x = 3 en la segunda ecuacién da y = 4 3 ) 2,0bien y = 3

Las lineas rectas con ecuaciones y =—-2x—-3y y =4x—2 seintersecanen I, (

w| s

w5
N—

. : X
b. De las lineas rectas con ecuaciones 3 + y2 =lyx+y=1

Algebraicamente equivalen al sistema de ecuaciones
2x—-3y—-6=0
{ X+y-1=0
Sustituimos y =—x+1 en 2x—3y —6 =0 obtenemos
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2x—3(—x+1)-6=0, entonces 5x=9y x:g

Si sustituimos x = 2 en y=-x+1 obtenemosy = —2+1: —g
. . 9 4
Las lineas rectas se intersecan en |, 3’ 5

c. De las lineas rectas con ecuaciones x+y+1=0y 3x+3y—-1=0

, . . X+y+1=0
Podemos tratarlas como sistema de ecuaciones lineales
3x+3y—-1=0
X+y+1=0 -3{ x 1=0 -3x-3y-3=0
Si y , entonces Y , 0 bien y
3x+3y-1=0 1| 3x+3y-1=0 3x+3y—-1=0

La suma de las ecuaciones conduce a la contradiccion —4 =0, entonces

‘las lineas rectas con ecuaciones x+y+1=0y 2x+2y—-1=0 no se intersecan”.
d. Obtén el punto de interseccion de las lineas rectas con ecuaciones

3X+3y-3=0y 2x+2y-2=0

Con ambas ecuaciones formamos el sistema

{ 3x+3y-3=0 2 { 3x+3y-3=0 | { 6X+6y—6=0

, entonces , 0 bien
2X+2y—-2=0 -3 | 2x+2y-2=0 —-6Xx—-6y+6=0

La suma de las dos ultimas ecuaciones conduce a la identidad 0 =0, esto significa que ambas
ecuaciones representan a la misma linea recta.

. SECCION 3.2
@  EJERcicios 3

1. En caso de existir obtén el punto de interseccion.
a. x+y+4=0con x-3y—-2=0

b. L+X=1 con y=-2x+1
2 2

c. y=;x+2 con x—2y—-3=0

Xy
d x-3y+1=0y —+-°=1
Y y 2 4
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DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UNA LINEA RECTA
La distancia entre la linea recta de ecuacion Ax+By+C =0 y un punto Py ( X, , Y, ), (no

perteneciente a ella) se interpreta como: la longitud del segmento rectilineo perpendicular a ella y
que tiene sus extremos en Py ( X, , Y, ) v ella.

FIGURA 7.

La propiedad 4. contiene los elementos necesarios en el calculo de la distancia entre un punto
y una linea recta.

PROPIEDAD 4. (DISTANCIA MINIMA ENTRE UNA LINEA RECTA Y UN PUNTO)

La distancia minima entre la linea recta R con ecuacion
Ax+By+C =0 yelpunto Py ( Xy, Yo ),
es
AX, + By, +C
a24B2

el signo del numerador se toma de manera que d sea positiva.

d =| RP, |=

{3 EJEMPLOS. LINEAS Y PUNTOS NOTABLES EN UN TRIANGULO

a. La distancia entre la linea recta con ecuacion 4x+3y +8 =0 y el punto p, ( 0,4 ) es

(4)0)+(3)(4)+(8)]

d= 2 . =4 unidades.
J(4)+(3)
b. Para calcular la distancia entre la linea recta de ecuacion y = -2x y el punto P, (-2, -2 ) ;

rescribimos y =—-2x+3 en la forma general 2x+y =0, por tanto

(2)-2)+(1)-2)+(0)

d= = i unidades.

J2 P +(1) 5
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@ SECCION3.2
l

EJERCICIOS 4

1. Calcula la distancia entre la linea recta y el punto.
a. 2x+5y+5=0yelpunto p,(2, 2)
b. 2x+3y+1=0 yelpunto p,(0, —-2)

Xy
o+ ==1 | t 1,3
c 3 y el punto po( )

d. yzéllx+4 yelpunto py (4, -1)
| |

Los segmentos de recta (o lineas rectas) notables asociadas a triangulos estan definidas en
términos de los puntos medios de los lados o de intersecciones de lineas rectas que los contienen.

Altura. Segmentos de linea recta perpendicular a un lados (0 a su prolongacién) de un triangulo
con extremos en un vértice y el lado opuesto. Las alturas concurren en un punto llamado ortocentro.

" ortocenire
M o #

N g

arfacenig

altura

\
PTG
\

altura arfecenne

FIGURA 8.

Medianas. Segmento de recta con extremos en un vértice y el punto medio del lado opuesto al
vértice; las medianas de un triangulo concurren en punto llamado baricentro.

JMJ F
CENIrE

bartcentre

baricentre

FIGURA 9.

Mediatriz. Linea recta que tienen un extremo en el punto medio a un lado y es perpendicular a este.
Las mediatrices de un triangulo concurren en el punto llamado circuncentro.
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miedwng

CIrCin

CEnITE i
. eIy

mediamz 1'

” wiEda s

* migdiariy

wredian:

rediamiz

-
i

FIGURA 10.

{3 EJEMPLO4, LINEASYPUNTOS NOTABLES EN UN TRIANGULO

Los vértices de un triangulo son los puntos A(-4,0), B(0,6)y C(6,4), obsera la

figura 11.
a. Las pendientes de los lados son:
6-0 3 —— 0-4 2
0-(-4) 2° % —4-6 5
e =461 5
6-0 3
Los lados tiene puntos medios B

-4+0 0+6
PMAB(2'2}=PMAB(_2’3) 2

Mpg =

%

L J

6-4 4+0
PMAC(Z,ZJ:PMAC(LZ)

'
£

2 5 2 4 6 X

FIGURA 11.

0+6 6+4

PMBC(Z, ) j:PMBC(3,5)

b. Las ecuaciones de las lineas rectas de las que forman parte las alturas perpendiculares a los
lados AB y AC (o a sus prolongaciones) y el ortocentro.
Altura perpendiculara AB

: 3 2
Si Mg =E,entonces Miae =5
Con
M ag = —; C(6,4)ylaecuacion punto pendiente y —4 = —2( x—6),
0 bien

3y —12=-2x+12 en laforma general 2x+3y —-24=0
Altura perpendiculara AC
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Sim,. = 2 entonces m _0
AC — 1AB — 5
5 2

Con m, pg = —2, B ( 0,6 ) y la ecuacion pendiente ordenada al origen obtenemos
5 5 Y F'y
y—6:—E(X—0), y—BZ—EX, ej'mr.'wm':*.\

A

0 bien Set 1220 Y
5x+2y-12=0
La solucidn del sistema de ecuaciones
2X+3y—-24=0
{ 5x+2y-12=0
es el punto llamado ortocentro

o[ 12 %
11 11

c. Las ecuaciones de las lineas rectas que forman parte de las medianas y que contienen a los

It t M =0

FIGURA 12.

puntos medios de los lados AB y AC Yy el baricentro.
Con PM s (—2,3), el vértice C(6,4 )y la ecuacién de la linea recta que pasa por dos

puntos:

4-3 1
y_4_m( x—6 ), luego y—4—§( X-6),

0 bien

8y —32=x-6,enlaformagenerales x—8y+26=0

PMc (1,2), el vértice B( 0,6 ) y la ecuacion

de la linea recta que pasa por dos puntos obtenemos

y—6:i_§( x-0),luego y—6=—4(x-0)

0 bien
4x+y-6=0.
La solucion del sistema de ecuaciones
X—-8y+26=0
4x+y—-6=0

es el punto baricentro (centroide)
BA[ 2 10 j FIGURA 13.

3'3
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d. Ecuaciones de las dos mediatrices que contienen a los vértices B y C . El circuncentro.
Con
—— 3
AB 2
obtenemos

2
M ag = T3

Utilizamos

2
PMug (—2,3), mpg =—=

y la ecuacion punto pendiente de la linea recta obtenemos

y—3:—§(x+2)

entonces
3y-9=-2x-4
y la forma general es
2Xx+3y—-5=0
Con
2
Mpc = 5
obtenemos
5
Miac =~
De

5
PM 5c (1’2): M, ac =75

y la ecuacion punto pendiente de la linea recta
obtenemos la ecuacion general

y—2:—g(x+1),

2y —4=-5x+5,

5x+2y-9=0

La solucién del sistema de ecuaciones lineales FIGURA 14.
2X+3y—-5=0
{ 5X+2y-9=0

5
"3

es el circuncentro

o

w|N

79
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& SECCION3.2
EJERCICIOS 5

1. Los vértices de un triangulo son los puntos
A(-2,0),B(0,4)ycCc(6,0)

obtén.

a. Puntos medios y pendientes de los lados
b. Alturas (forma general) y ortocentro

¢. Medianas (forma general) y baricentro.

d. Mediatrices (forma general) y circuncentro.



3.3 SOLUCIONES DE
LOS
EJERCICIOS PROPUESTOS
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SECCION 3.1

l‘ SOLUCIONES EJERCICIOS 1

1. a. 6x+7y—-4=0, L+L=1, y:_gx+ﬂ
2/3 4/7 7 7

Xy
b.2x—y-8=0, ~+ 2 =1, y=2x-8
y 2T og=hY

X Yy
c. Xx—y+3=0, —+==1, y=x+3
y 373 y
d.5x—y—4:0,i+i=1,y:5x_4
4/5 -4
e 2x+3y+17-0, X 4+ Y g yo_2, 17
-17/2  -17/3 3 3

SECCION 3.1
1‘ SOLUCIONES £ oo 2
a. b.
¥ ¥
& 'y

2

-

2

] [ 7 X
\ f z —> ¥
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SECCION 3.1

W soLuciones SSCCON3

—

a. MO =14.04° b. M0 =123.69° ¢. M0 =156.04°
| |
SECCION 3.2
1‘ SOLUCIONES g ,eccicios 1
1
a. M0 =59.04° b. M0 = 6.12° 6 M O=8287°  d. m O0=813°

SECCION 3.2
1‘ SOLUCIONES £ ronicio8 2

—

X LY , perpendicular Xy Y g
3 -2 3 2

a. Paralela

b. Paralela x+2y—4 =0, perpendicular2x —y—-3=0

3 2 5 8
c. AParalela y = —x+ — , perpendiculary = — — X+ —
y 5 5 perp y 3 3

SECCION 3.2

eI

-
N | w

j c.No seintersecan. d. |, ( 1 , 6)
7 7

w| o

W/
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SECCION 3.2

1‘ SOLUCIONES g ,epcicios 4

a.d= £ unidades. b.d= S unidades. c.d= E unidades. d.d= 24
29 13 5 17

SECCION 3.2

1‘ SOLUCIONES £ ;epeicios 5

1.
2
a. mAB:ZmAC:Ochz—g. PMus (=1,2), PMAc(2,0)y PMy: (3,2)

b.3x-2y+6=0, x+2y—-6=0, x+0y+0=0,
OR(0,3)
C. 2X—5y+4=0, 2x+7y-12=0y 2x+y—-4=0

d. x+2y-3=0,3x-2y-5=0y x-2=0

cr( 2.5
2
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= UNIDAD 3 EXAMEN

CONCEPTOS

1. ¢ Como se interpreta una linea recta en el plano cartesiano?

2. ; En qué formar puede representarse una linea recta?

3. ¢ Qué pares de elementos definen una linea recta?

4. ; Como se define el angulo de inclinacidn asociado a una linea recta?

5. ;Como se define el angulo que determinan dos lineas rectas?

6. ¢ Qué condiciones cumple una linea recta vertical?

7. $ Como se define la distancia minima entre una linea recta y un punto?

DESARROLLOS OPERATIVOS
Sea el triangulo con vértices en los puntos
A(-4,0),B(0,2),C(2,-4).
8. Calcula la ecuacion de la linea recta (forma simétrica) que contiene al lado BC
9. Calcula la ecuacion de la linea recta (forma pendiente ordenada al origen) que contiene a la altura
de la que forma parte al vértice A(—4,0)
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10. Calcula la amplitud del angulo que forman las lineas rectas que contienen a los lados AB y
AC
11. Calcula la distancia minima entre el lado AB vy el vértice C (2, -4 )

12. Una linea recta contiene a los puntos A( —1,2 ), B(1, -2 ), otra linea recta tiene ecuacion

2x+3y+8=0,
$en queé punto se intersecan?
PARA PENSAR
13. Obtén la forma general de la linea recta perpendicular a
Ax+By+C=0

que contiene al punto R( pP,q )

14. Obtén la distancia entre las lineas rectas con ecuaciones
3X—-4y+4=0y 9x-12y-4=0

Preguntas 1 a 6., un punto cada una.
Problemas 7. a 9. tres puntos cada uno.
Problemas 10. a 11. cuatro puntos cada uno.
Para acreditar se requieren un minimo de 12 puntos

UNIDAD 3 SOLUCIONES AL EXAMEN =

CONCEPTOS

1. El lugar geométrico que definen dos puntos, uno fijo y uno que se desplaza sin que cambie la
pendiente

2. General, simétrica, pendiente-ordenada al origen.

3. Pueden ser dos puntos o puede ser un punto fijo y una pendiente.

4. Tiene lado inicial en el eje de las abscisas, su lado terminal es la linea recta, su vértice son las
lineas rectas antes sefialadas.

5. El angulo positivo y agudo que determinan.

6. ¢ Qué condiciones cumple una linea recta vertical?

Tiene pendiente “indefinida”.

7. Longitud del segmento rectilineo perpendicular a la linea recta y con extremos en el punto y la
linea recta.
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DESARROLLOS OPERATIVOS

Xy
8.?+§_

3

1 4

9. y="X+—

Y 3 3
10. 60.26°
11. 14 unidades.

5
12.1(2,-4)

PARA PENSAR
13. Bx—Ay+gA—pB =0

14, ﬁ unidades.
15



LA PARABOLA Y SU
= ECUACION CARTESIANA

UNIDAD

PROPOSITOS

Al finalizar la-unidad, el-alumnado:

Identificara a la parabola en sus representaciones algebrai-
ca y geométrica, y transitara entre estas formas‘de repre-
sentacion. Resolvera problemas en el ambito matematico y
de contexto que involucren a la parabola'y sus propiedades.

CONTENIDO

SECCION 4.1 Ecuaciones y elementos de la parabola en el plano
cartesiano.

SECCION 4.2 Parabolas en el plano cartesiano.

SECCION 4.3 Soluciones de-los ejercicios propuestos.
SECCION 4.4 Evaluacion de la unidad.
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<= 0) GONGEPTOS GLAVE

Lugar geométrico. Conjunto de puntos en el plano cartesiano que satisfacen cierta condicion.
Parabola. Lugar geométrico generado por el desplazamiento de un punto de forma que su distancia
a una linea recta fija (directriz) y a un punto fijo (foco) se mantiene constante.

Eje de simetria. Linea recta que divide a una curva en dos partes congruentes.

Linea recta tangente a una curva. Linea recta que tiene un solo punto en comun con la curva, el
punto comun se llama “punto de tangencia” o punto de contacto.
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91

4.1 ECUACIONES Y ELEMENTOS
DE LA PARABOLA
EN EL PLANO CARTESIANO

APRENDIZAJES
EL ALUMNADO:

1. Identificara a la parabola en sus representaciones algebraica y geo-
métrica, y transitara entre estas formas de representacion.

3. Determina la ecuacion de una parabola con vertice en el origen con
base en su definicion.

4. Determina la ecuacion de una parabola con vértice fuera del origen,
con base en su definicion.

5. Determina que un punto pertenece a una parabola si y solo si, sus
coordenadas satisfacen la ecuacion correspondiente.

6. Traza la grafica de una parabola a partir de dos dates: foco-vértice,
vértice directriz, etcétera, y determina su ecuacion.ordinaria.

7. Obtiene la ecuacion general de una parabola.a partir de la ecuacion
ordinaria.

8. Transita de la representacion algebraica a la geométrica de una pa-
rabola.

9. Transita de la representacion geometrica a la algebraica de una pa-
rabola.

10. Transforma la ecuacion general-a-la-ordinaria para determinar sus
elementos.
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En el plano cartesiano el término parabola se vincula con el concepto de lugar geométrico.
En la figura 1., el punto P ( X,y ) se desplaza equidistando (se encuentra a la misma distancia)

del puto fijo F ( h,k ) llamado foco y de la linea recta (fija D) conocida como directriz. Por tanto,
se cumplen las igualdades d =dp, e =ep, fr = fy, g =0y (entre distancias) etcétera.

Divectiiz ;P

FIGURA 1.

DEFINICION 1. (PARABOLA)

a. La parabola es el lugar geométrico formado por el conjunto de todos los puntos p en el plano
cartesiano que equidistan de la linea recta fija D y del punto fijo F (que no esta sobre la recta fija),
simbélicamente, { (x,y)elR?| d(p,F)=d(p,D) }

b. El punto fijo F se llama foco y la linea recta fija D se llama directriz.

c. El punto medio V del segmento rectilineo (perpendicular a la directriz) con extremos en el punto

F yen D es el vértice.
d. La linea recta que contiene al vértice y al foco se llama “eje focal “.

Otros elementos de una parabola se muestran en la figura 2.

direetrit

Jivectti=

Il.r
| cuerdn

!
.I'_rl_..;-u

FIGURA 2.
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a. El segmento rectilineo con extremos en dos puntos de la parabola se conoce como cuerda.
b. La cuerda paralela a la directriz y que contiene al foco se llama “lado recto’, su longitud se
representa por LR y se puede justificar LR =| 4a |

c. El segmento rectilineo dirigido V—|>: perpendicular a la directriz y extremos en el vértice y el foco se
denomina parametro, su longitud se representa por a y llamaremos distancia focal.

El pardmetro (magnitud) define la “abertura de la parabola”
i. Si a=0, el foco se encuentra en la directriz y todos los puntos de la parébola se encuentran
sobre el eje focal.
ii. Al incrementar el valor de a, el foco se aleja de la directriz y la parabola se “abre”.
iii. Si el niumero a es “extremadamente grande”, la pardbola es “casi” una linea recta perpendicular
al eje focal.
iv. Si el numero a es negativo, la parabola se “abre en sentido contrario” a lo sefialado en los
incisos anteriores.

Otras caracteristicas de la parabola imagen fisica
son: "”r‘ﬂri: f:r:::fﬂlflfbﬂi'ﬁ
1. Es una curva abierta. tferior
2. Se extiende indefinidamente.
3. Las semi parabolas generadas el eje
focal (de una parabola) son congruentes,
es decir una parabola es simétrica
respecto a su eje focal, figura 3.

eie focal
o simerria

inagen fisica
de ln
semiparibolin

FaEEToy

FIGURA 3.

Sélo trataremos parabolas con eje focal paralelo a uno de los ejes coordenados.

Obtengamos las ecuaciones de las parabolas en plano cartesiano.
a. Sus puntos que equidistan de F( 0, -1 ) y de la linea recta horizontal de ecuacion D:y =-5.
La distancia entre los puntos
P(x,y)yF(0,-1)
es

d(p,F ):\/( x—0 Y +(y+1)
La ecuacion general de la directriz es
D: 0-x+y+5=0y
0(x)+1(y )+(5)

4/0% +12

su distancia al punto P(x , y Jesd (p,D )= =y+5
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De la condicion por ultimo
d(p.F)=d(p,D) x2=8(y-3),
obtenemos ¥

S +(y+1f =y+5, 1
0 bien, \ /
2 2 2 Nl -
Clye1 ) =(y+5) N~G " x
Desarrollamos y simplificamos: I
| ¥
|

X2 +y2+2y+1=y? +10y+25

x> -8y —-24=0, FIGURA 4.

b. F( 4, 2) ydirectriz con ecuacién x = —2
Distancia entre

p(x,y)yF(4,2)es d(p,F):\/(x—4)2+(y—2)2
Ecuacion general de la directriz,
1-x+0y+2=0
Distancia entre p( x , y ) y la directriz,
U x )+0 2
ST TINES
/19 +0

=X+2

Cond(p,F)=d(p,D) obtenemos

J(x=4 P +(y-2) =x+2,0bien (x—4 P+(y-2 ) =(x+2 )
Desarrollamos y simplificamos,

X2 —8x+16+(y—2 ¥ =x? +4x+4, : 4 |
esdecr - L —— \f! (x,v)
(y—2 ) =12x-12=12( x-1), .
por tanto , s Fr4,2)
(y—2)=-12(x-1),
entonces 2 : : 4 l'-x
y°-12x-4y+16=0 \
x=-12

FIGURA 5.
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$  SECCION 4.1
EJERCICIOS 1

1. Obtén:
a. La ecuacion del lugar geométrico del conjunto de puntos que equidistan de F(O , 0 ) y de la

linea recta horizontal de ecuacién D : x =3
b. La ecuacion del lugar geométrico del conjunto de puntos que equidistan del punto fijo F( 2,0 )

y de la linea recta horizontal de ecuacién D:y =-1
c. La ecuacion del lugar geométrico del conjunto de puntos que equidistan de F( 0,-4 ) y de la
linea recta horizontal de ecuacién D:y =0

I I I

La formalizacién de los aspectos tratados en los problemas es la definicion 2.

DEFINICION 2. ECUACIONES Y ELEMENTOS DE LA PARABOLA

EJE FOCAL: VERTICAL x=h HORIZONTAL vy = k
VERTICE: Vih,k) V(h, k)
ECUACION CARTESIANA:  ( x—h )’ =4a( y—k ) (y-ky=4a(x-h)
ECUACION GENERAL x> +Dx+Ey+F =0 y2+Dx+Ey+F =0
APERTURA HACIA: Arriba a > 0, abajo a<0. Derecha a >0, izquierda a < 0.
FOCO: F(h,k+a) F(h+a, k)
DIRECTRIZ: y=k-a x=k-a
;gg;;gun DEL LADO LR=4a) LR=4a|

{3 EJEMPLO2. DEECUACIONES A ELEMENTOS

1. Obtengamos los elementos que constituyen a la parabola con ecuacion dada.
a. Ecuacion general x? —2x+4y —11=0. Para obtener la ecuacion cartesiana:
i. EI término x2 garantiza que la ecuacion pertenece a una parabola con eje focal vertical.

ii. Separamos variables x* —2x = -4y +11
iii. Completamos el trinomio cuadrado perfecto en la variable x,
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X2 —2x+1=-4y+11+1
factorizamos
(x—1) =—4y+12,esdecir (x-1) =—4( x+3),
De la comparacion de ( x—1)* =—4( x+3 ) con ( x—h * = 4a( y —k ) obtenemos
h=1,k=-3y4a=-4
Por tanto,
V(1, -3) ytambién a=—1 (la parabola se abre hacia abajo).
Sustituimos a=—1 en
F(h,k+a), y=k-aytambiénen LR=|4a |
obteniendo:
el foco ¥
F(h,k+a)=F(1, -3+(-1))=F(1, -4),
la directriz
y=k-a=-3-(-1)=-2,
la longitud del lado recto
LR=[4(-1)-1)|=4

FIGURA 6.

b. Ecuacion general y? +3y—3x=0
Para obtener la ecuacion cartesiana:
i. El término y? garantiza que la ecuacion pertenece a una parabola con eje focal horizontal.

ii. Separamos variables y? + 3y = 3x
iii. Completamos el trinomio cuadrado perfecto en la variable vy,

2 2
3 3
243 +(j =3x+()
y y 5 5
2 2
[y+3j :3x+9,esdecir(y+3j :3(x+3)
2 4 2 4

2
De la comparacion de ( y+‘;’j :3[ x+jj con ( y—k )* =4a( x—h ) obtenemos

factorizamos

3

k=——y4a=3
2

Por tanto,
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V( 3 —2) y también a =

23 4
4"’ 3

(la parabola se abre hacia la derecha).

)

Sustituimos a:g en F(h+a, k), x=h—aytambiénen LR=|4a

obteniendo:
el foco ¥
I 3
F(h+a,k)=F 3.3 3 ) gfo, -3 ,
4 4 2 2
la directriz 7 > 5
3 3 3 " b Erd, a2
X=————= -,
4 4 2
la longitud del lado recto \
LR = 4(3j -3 e
4 FIGURA 7.

c. Con ecuacién cartesiana ( x+2)* =8( y—1)
Para obtener la ecuacion general:

i. El término ( X+2 )2 garantiza que la ecuacion pertenece a una parabola con eje focal vertical.
ii. Desarrollamos el binomio cuadratico y el producto del miembro derecho

x> +4x+4=8y-8
iii. Ordenamos términos y simplificamos

x?+4x-8y+12=0

De la comparacion de ( x+2)* =8( y—1) con ( x—h }* = 4a( y—k ) obtenemos
h=-2,k=1y 4a=8
Por tanto V( -2, 1) y también a = 2 (la parabola se abre hacia arriba).
Sustituimos a=2 en
F(h,k+a), y=k-aytambiénen LR=|4a |
obtenemos
el foco
F(h,k+a)=F(-2,1+2)=F(-2, 3),
la directriz
y=k-a=1-2=-1,
la longitud del lado recto
LR=|4(2)|=8 ™ Co— =X

FIGURA 8.
| |
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.4 SECCION 4.1
d

EJERCICIOS 2
1. Obtén la ecuacion la ecuacion faltante (cartesiana o general), los elementos y traza.
a. (x—2)=4y-3)

b. (y+2) :—12( x—;j

c.(x-3)V=-8(y+2)
d. y?-6y+2x+11=0
e. x> +8x—4y+16=0

1
f.x2-3x+y-—-=0
y 4

| | |
{3 EJEMPLO 3. DE ELEMENTOS A ECUACIONES

1. Obtencion de las ecuaciones (cartesiana y general) a partir de elementos de la parabola.

a. F (3, 0), directriz con ecuacion x =—1

i. El foco esta a la derecha de la directriz, por tanto la ecuacion de la parabola es de la forma
(y—k ¥ =4a( x—h )y se abre ala derecha.

ii. La distancia (minima) entre la directriz y el foco es 4 unidades por tanto ,V (1 , 0 ) ya=2
iii. ConV (1,0),a=2y (y-k) =4a( x—h )obtenemos la ecuacién cartesiana

(y-0) =8(x-1)
iv. Desarrollamos, reacomodamos términos en

(y—0)>=8(x—1) y obtenemos la ecuacion
general
y2-8x+8=0
v. Otros elementos de la paréabola son >
LR=|4a|=8y
xm.]

F(h+a,k)=F(1+2,0)=F(3,0)
FIGURA 9.

b. F(-2,2), a=-3yseabrealaizquierda.

i. La forma de la ecuacion cartesianaes ( y —k )’ = 4a( x—h )
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ii. Vértice:
V(h+a,k)=V(-2-(-3),2)=V(1,2)

iii .Con los elementos anteriores obtenemos la ecuacion cartesiana (y—2 ) =—12( x-1)
iv. Desarrollamos y reacomodamos términos en ¥

xmg

(y-2) =-12(x-1), |
obtenemos ,
y? —4y+4=-12x+12, la ecuacion general es .

F '
y> +12x-4y+8=0 T

v. Otros elementos son:
Directriz: x=h—-a=1-(-3)=4 /

Lado recto: LR =| 4a |=| 4( -3 )|=12 FIGURA 10.

c.V (-1, 0), directriz con ecuacion y = —4
La distancia entre la directriz y el vértice es a=4
Lado recto: LR =| 4a |=16

Distancia entre vértice y foco: a=4, ¥
por tanto, F (~1, 4) .4
Forma cartesiana ( x+1 )* =12( y—0) z
] B R
Si (x+1)* =12( y—0), entonces 2 .
X2 +2x+1=12y—24, * :

o bien,
X% +2x-12y+4=0 FIGURA 11.

d. Eje focal vertical, V (2 , 3 )y a=-2

El foco es el punto 1"Il
F(2,3-2)=F(2,1)

La directriz tiene ecuacion y=3—(-2)=5 1 v

El lado recto mide LR =| 4a |=8 /f/;\
Forma cartesiana ( x—2 ¥ =-8( y—3) 7T a7 X
Si (x—2)=-8(y-3),

entonces FIGURA 12.

x? —4x+8y—-20=0
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.4 SECCION 4.1
EJERCICIOS 3

1. Obtén las ecuaciones (cartesiana y general) de la parabola, trazala.

a. F(6, 0), directriz con ecuacion x =—2

b. Eje focal horizontal, foco F (—3 , 2 ) lado recto de longitud 8 y se abre a la izquierda.
c. Eje focal horizontal, V (2, 4 )y a=-2

d. Eje focal vertical, foco F (0, 6 ), LR =12 y parametro positivo.

e. Eje focal vertical, vértice V (-2 , -2 ), LR =3 y parametro positivo.

f. Abertura abajo, vértice V (4 , 4 )y LR =12

| | |
{3 EJEMPLO 4. DEL PLANO A LAS ECUACIONES Y LOS ELEMENTOS

1. Obtén: las ecuaciones (cartesiana y general) y los elementos de la parabola.
a.

Vi-1,-1]

FIGURA 13.

En la figura observamos: V ( -1, —2 ) que contiene al punto p (3, 0 ) y su eje focal es vertical,
por lo que su ecuacion es de laforma ( x—h )’ =4a( y—k ).
Sustituimos las coordenadas de
V(-1,-2)yp(3,0)en(x-h)=4a(y—k)
obtenemos
(3-(-1)) =4a(0-(-1)),obien 16=4aya=4
Luego
F(h,k+a)=F(-1,-2+4)=F(-1,2)
LR=|4a|=|4(4)=16
directriz y=k-a=-2-4=-6
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Las ecuaciones son:
Cartesiana ( x+1)* =16( y+2 )

General x% +4x—-16y—-31=0
b.

L 4

FIGURA 14.

En la figura observamos: V (—3 , —1 ) que la parabola contiene al punto p[ —; , 0 ] y su eje

focal es horizontal (se abre a la derecha), por lo que su ecuacion es de la forma

(y—k ¥ =4a( x-h).
Sustituimos las coordenadas de

V(-3,-1)y p(— ,Ojen(y—k)2=4a(x—h)

N~

obtenemos

2
Asi,F(h+a,k):F(—BJ{—;),—lj:F(—;,2)

LR:4a:4(—;j
1

directriz x:h—az—S—( —Zj:

_2

5

2
Las ecuaciones son: cartesiana ( y+1 )° = —;( x+3)

General y? +;x+2y+2:0
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L‘ SECCION 4.1

EJERCICIOS 4

1. Obtén las ecuaciones y elementos de las parabolas.
a.

\
/




4.2 PARABOLAS
ENEL
PLANO CARTESIANO

APRENDIZAJES

EL ALUMNADO:

2. Resolvera problemas en el ambito matematico y de contexto que
involucren a la parabola y sus propiedades,

10. Resuelve problemas que,involucren la interseccion de una linea
recta con una parabola.

11. Resuelve problemas que involucren la interseccion de dos para-
bolas.

12. Resuelve prohlemas de aplicacion.
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Las intersecciones (en caso de existir) entre una parabola y una recta se obtienen resolviendo

un sistema de ecuaciones que generan, su resolucion generalmente conduce a una ecuacién de
segundo grado. Esto puede dar como resultado 2, 1 (tangente) o O puntos de interseccion,

observa la figura 1.

Dos puntos de interseccion Un punto de interseccion Sin punto de interseccion
{linea recta secante) {linea recta tangente)
FIGURA 1.

Por otra parte en el proceso de obtencién de los puntos de interseccion de parabolas, el
sistema que generan se resuelve igualando sus ecuaciones, lo que tipicamente resulta en una
ecuacion de hasta cuarto grado. Esta puede tener hasta 4 soluciones reales, representando los
puntos donde las dos curvas se cruzan.

{3 EJEMPLO 1. INTERSECCIONES

1. En caso de existir obtén los puntos de interseccion.
a. Entre la parabola (y—2 )* =4x ylalinearecta 2x—y—-2=0
(y-2)=4x -1

Generamos el sistema de ecuaciones
2X-y—-2=0 - 2

De la ecuacion ( 2 ) despejamos y , obtenemos Los puntos de interseccion son
y = 2x—2 ynombramos ( 3 ) a esta ecuacion. P.(1,0)yp,(4,6)
Sustituimos y = 2x—2 en la ecuacién

(y—2) =4x f

obtenemos
(2x-2-2)P =4x & (2x-4 )P =4x =
4x? —16X+16 =4x < 4x? —20x+16=0
o x2-5x+4=0s(x-4) x-1)=0, ’

portanto, X, =1y X, =4 T T f T X
Con y=2x-2,% =1, X, =4y y=2x-2 r//\
obtenemos

y;=2(1)-2=0yvy,=2(4)-2=6 FIGURA 2.
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b. Entre la parabola ( x—1)* =3( y+1) ylalinearecta x+y =0

(x-1y =3(y+1)

: . 1
Generamos el sistema de ecuaciones { ) y lo resolvemos.

X+y=0
De la ecuacion ( 2 ) despejamos y , obtenemos Los puntos de interseccion son
y =—x, nombramos ( 3 ) a esta ecuacién. p(-2,2)yp,(1,-1)
Sustituimos y = —x en la ecuacion (1) ¥

(x-1) =3(-x+1)
obtenemos
x> —2x+1=-3x+3 <= X2 +x-2=0
(x+2 ) x-1)=0 & x =-2yx, =1
Con

X, =2, X, =1y y=-X
obtenemos
y=—-2)=2yy,=+(1)=-1

FIGURA 3.

c. Entre la parébola ( y—1)° = 4x ylalinearecta x+2y +2=0

Generamos el sistema de ecuaciones { ( y-1 )2 = 4x . y lo resolvemos.
X+2y+2=0
De la ecuacién ( 2 ) despejamos X, obtenemos El Unico punto de interseccion es
x =—2y -2, nombramos ( 3 ) a esta ecuacion. p(4,-3)
Sustituimos
X=-2y-2 ¥

en la ecuacion (1) p

(y-1) =4(-2y-2), ;
desarrollamos y obtenemos 5

y?-2y+1=-8y-8
y2+6y+9=0 < (y+3) =0,

Luego
y=-3
Con FIGURA 4.
y=-3y x=-2y-2
obtenemos

x=-2(-3)-2=4
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d. De la parabola y? —4x+2y+9=0 ylalinearecta 2x—3y =0
Generamos el sistema de ecuaciones
y2—4x+2y+9=0 ---1
{ 2x—-3y=0 e 2
y lo resolvemos.

De la ecuacién (2)despejamos y , obtenemos Por tanto no existen puntos de

2 g interseccion.
Y = X, nombramos (3 ) aesta ecuacion.

Sustituimos y = §X en la ecuacion (1)

2
(Zx) —4x+2(2xj+9:0 !
3 3

vy

gx2—4x+:x+9:o & 4x% —24x+81=0, . !
-2
24+ /576 -4( 4 ) 81 +./-
Luego x = ] (4)81) _aty-12 y
8 8
24+./576-648 . .
entonces X = 8 , Sin solucion (real). FIGURA 5.
e. Con las parabolas x> —4y =0y x*> -8y +16 =0
Generamos el sistema de ecuaciones
x> -4y=0 -1
x> -8y+16=0 --- 2
su solucion es:
Multiplicamos la ecuacion (1) por Los puntos de interseccion son
—-1lyla p(-4.4)yp,(4,4)
sumamos a la ecuacion ( 2 ), ¥
I 3
obtenemos
-4y+16=0, ,
por tanto
y=4
Sustituimos y=4 en la ecuacion
( 1 )’ - g -1 ] b ) & > X
x2-4(4)=0 & x*-16=0
FIGURA 6.

X =—4, %X =4
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f. De las parabolas con ecuaciones ( y—3 ) =4xy (y+1 )" =—4(x-2)

En (y+1)" =—4( x—2 ) despejamos 4x, X=4<x=1
) El (Unico) punto de interseccidn es
4x=8—(y+1) A(l,l)
Con (y—3) =4xy4x=8-(y+1), ¥,
obtenemos, (y—3 ) =8—( y+1 Y y /

Desarrollamos (y—3 ) =8—( y+1 ),
y?-6y+9=8-y?-2y-1

™S

=
2y? —4y+2=0 < y>-2y+1=0 T N o~ X
(y-1¥ < y=1

Sustituimos y =1 en 4x=8—( y+1 ),
4x=8—(1+1) < 4x=8-4

FIGURA 7.

.4 SECCION 4.2
EJERCICIOS 1

1. Determina los puntos de interseccion de las curvas asociadas.

a. (x—1) =5y (parabola)y x+y—1=0 (linea recta).
b. y? +2x+2y—4=0 (parabola) y 2x+2y -3 =0 (linea recta).

. X2 +2x+2y—5=0 (pardbola) y x—y+4 =0 (linea recta).

2. Obtén los puntos de interseccion de las parabolas.
a y>—4x+4=0y y*+2x-2=0
b.(y—2)=-5(x-1)y(y-2)=x-1
c. X2 +2x+y=0y x* +6x—y=0

I
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Ecuacion de la linea recta tangente a una parabola. Para obtener la ecuacion de la linea recta
tangente a una parabola aplicaremos su propiedad geométrica:
“los puntos de una parabola equidistan de su foco y de su directriz”,
ademas:

1. El punto de tangencia T de una paradbola y una linea recta, pertenece a ambas curvas.

2. Los segmentos de recta FT y DT son congruentes, por tanto, el triangulo FTD es isosceles.
3. Si M representa el punto medio del lado DF , entonces, la mediatriz MT es tangente a la
parabola.

efe facal

Dila,y)

ere focal

direciiz

v =k-a

Filta, k)

direcrriz
v =g

FIGURA 8.

PARABOLA CON EJE FOCAL HORIZONTAL: ( y—k )* =4a( x—h)
a. Punto de tangencia T ( X; , y; )

b. Foco: F(h+a, k)

c. Proyeccion del punto de tangencia en la directriz D( h—a, y; )

o K
d. Punto medio M del segmento rectilineo FD M ( h, yT2+ j

k
e. La linea recta tangente contiene a los puntos M ( h, yT2+ j yT ( Xt Y7 )

PARABOLA CON EJE FOCAL VERTICAL: ( x—h ) =4a(y—k )
a. Punto de tangencia T (X, , y; )

b.Foco: F(h, k+a)

c. Proyeccion de punto de tangencia en la directriz D ( Xr , k—a )

S h
d. Punto medio M del segmento rectilineo FD M [ XT; , kj

h
e. La linea recta tangente contiene a los puntos M ( XT; k j yT ( Xt » Yt )
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{} EJEMPLO 2. LALINEA RECTA TANGENTE A UNA PARABOLA

Obtén la ecuacion general de la linea recta tangente a la parébola en el punto sefialado.
a. (x+1)f=—4(y+1)enT(3,-5)

EnestecasoV (-1, -1), h=—1, k=-1y a=-1, por tanto:

i. F(h,k+a)=F(-1, -1+(-1))=F(-1,-2)

i. D(% ,k-a)=D(3,-1-(-1))=D(3,0)

ii. M[XT;h kj:lvl(?”(z_l), —1j:M (1, -1)

1 D * i “\ D
7 0 X 7 X ; 7 X
3 < N
-6 P T p r
FIGURA 9.

iv. La ecuacion de la linea recta tangente contiene a los puntos M (1, -1) y T(3, -5),
entonces y—(—l):_S;(;l)(x—l) & y+1=-2(x-1) & y+1=-2x+2

La ecuacion general de la linea recta tangente es 2x+y—-1=0

b.Si (y-1)=4(x-2)enT(6,-3)

V(2,1), h=2,k=1y a=1, portanto:

i. F(h+a,k)=F(2+1,1)=F(3,1)

i. D(h-a,y; )=D(2-1,-3)=D(1, -3)

i M(h, yT2+k j:M(Z, _32+1J=|v| (2,-1)

T T Tk

FIGURA 10.
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iv. La ecuacion general de la linea recta tangente contiene a los puntos M (2, —1) vy
T (6, -3 ), entonces

y—(-1 ):_36_(2_1)( Xx-2) < y+1:—;( X—2) < 2y+2=—X+2
La linea recta tangente tiene ecuacion general x+2y =0

.4 SECCION 42
L‘ EJERCICIOS 2

1. Calcula la ecuacion general de la linea recta tangente.
a.x’-y-1=oenT(2,3)

b.(x-=2)f =y+1enT(3,0)
c.(y-2)P=x-2enT(3,3)

Parabolas, arcos parabdlicos, secciones de parabolas y superficies parabdlicas se utilizan en el
disefio de estructuras arquitectonicos y en el estudio de ciertos fenémenos naturales.

areo o secelon

parabola de pardabola

FIGURA 11.

En arquitectura:
Sostenes de puentes colgantes y techos con seccion transversal o longitudinal parabolica, también,
tuneles, puertas y ventanas presentan formas de seccion (longitudinales o transversales) parabdlica.
En ciencias e ingenieria:
Trayectorias de objetos, chorros de agua, pueden modelarse por medio de secciones de parabola.
Emisores y recetores (espejos, lentes, radares, reflectores, concentradores de energia etcétera)
incluyen secciones de parabola.
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{3 EJEMPLO3. CONSTRUCCIGN DE MODELOS RELACIONADOS CON LA PARABOLA

a. El cable de un puente colgante tiene forma de arco parabolico. La parte de la carretera sustituida
por el puente, es horizontal, mide 100 metros y estd suspendida por tirantes verticales unidos al
cable; el tirante mas largo mide 30 metros y el mas corto mide 8 metros. Calcula la longitud del
tirante que se encuentra a 20 metros del centro.

i. La figura 12. presenta un modelo del problema y lo relaciona con una parabola con eje focal

vertical (x—h )’ =4a( y—k ).

3
I I *
= - 50 0 0 50

1
parte de la carretera sustituida parte de la carretera sustituida
100 metros 100 metros

FIGURA 12.
ii. La parabola de la que forma parte la seccion transversal puente tiene vértice V (3, O),
contiene a los puntos
p(50,30)y r(20,h),eneste ulimo punto h,
representa la longitud del tirante.
ii. Si sustituimos V (3,0 )y p(50,30 ) en ( x—h )* =4a( y—k ), obtenemos el valor de a.
(50-0 ¥ =4a(30-4 ) < 2500=120a < a:lif

iv.Con (x—h )2 =4a( y—k ),V (3,0), a=1265y r(20,h)
obtenemos

(20-0 Y :520( h—0), 0 bien h:62008:4.8 metros.

b. La seccion longitudinal de un tunel es un arco parabdlico, su ancho mide 4 metros y su altura 3
metros. Calcula la altura maxima que debe tener un camién de 1.6 metros de ancho para no
atorarse al pasar.

i. La figura 13. muestra el arco parabdlico del tinel y el camion; lo relaciona con la parabola con eje

focal vertical ( x—0 )* =4a(y—3)



112 UNIDAD 4 LA PARABOLA Y SU ECUACION CARTESIANA

¥ya, 1)
"~

3 metros ;’F \‘.\
/ 2.0
| | 1 13 1 1 \:\ Flr - J

}Q ol ax ;'ll._lll X

4 metros 4'. \

FIGURA 13.

ii. Si p(2,0) pertenece a la parabola anterior,
(2—0)2:4a(0—3)c>a:—;

Por tanto, la ecuacion cartesiana de la seccién parabolica cumple

(x-0) ==3(y=3)

iii. Si x =2, entonces
(2-0)=-2(y-3) & -3=4(y-3)
y la altura del camién debe ser a lo méas

y=3+ j =3.75 metros

c. Una antena tiene forma de superficie parabélica con 30 centimetros de radio y altura de 20
centimetros. ¢ En qué posicion debe colocarse el receptor de ondas para que los rayos que recibe y
que refleja la cara plateada sean paralelos al eje focal?

i. La figura 14. muestra un arco parabdlico de la antena su relacién con la parabola con eje focal
vertical

(x-0)" =4a(y-0)

Al ems

FIGURA 14.
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ii. El p(30,20) pertenece a la parabola anterior ( x—0 )* =4a( y—0 ), por tanto
(30-0 )" =4a(20-0) y también a = 2 ,
el foco de la parabola es
Vv ( 30,0+9€?J:v (30,11.25)

iii. El receptor de ondas debe colocarse en el foco, es decir
h =11.25 metros arriba del vértice.

d Un tanque tiene forma de superficie parabdlica. Cuando el nivel de cierto liquido alcanza una altura
de 18 metros, su ancho mide 12 metros. Si el nivel del liquido desciende a 6 metros, calcula el
nuevo ancho del nivel del liquido.

i. La figura 15. muestra la superficie parabdlica y las alturas del liquido respecto a su vértice y la

parabola con eje focal vertical ( x—0 )* =4a(y-0)

I
I
I
I
18 mefros I
I
I
| I
3 matros 11
I !,
vl & X
12 matroa X matron
FIGURA 15.
ii. Con el punto
r(6,18) y (x-0) =4a(y-0)
obtenemos

(6—0 )* =4a(18-0 ) obien 6 =4a(18 ) y también a:i

iii. La ecuacion de la seccion parabdlica es
(x-0)=2(y-0)
Si y=6, entonces
x?=2(6)y x=-/12
iv. El ancho del nivel del liquido es 2./12 metros.
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.4 SECCION4.2
v

EJERCICIOS 3

1.

a. El limite entre dos bodegas es un arco parabdlico con base de longitud 2.5 metros y altura de 3
metros. Se pretende transportar una caja cubica de longitud de lado 2 metros de una de las
bodegas a la otra. ;Es posible transportar la caja de una bodega a la otra?, supon condiciones
normales (no se puede inclinar el bloque, romper el bloque, etcétera).

b. La seccion longitudinal de un puente tiene forma de arco parabdlico con eje focal vertical, su base
mide 18 metros y su punto mas alto se encuentra a 6 metros de su base. El puente se reforzara
con una viga paralela a la base del puente y a un metro de su punto de mayor altura, ;qué longitud
debe tener la viga?

c. Las dos torres que sostienen un puente colgante (con seccion longitudinal paraboélica) miden 20
metros y estan separadas 200 metros. El puntal de sostén del puente mas corto mide 2 metros,
calcula la altura de otro puntal que colocado a 50 metros del centro del puente.

d. Un reflector tiene forma de superficie parabdlica, su emisor esta colocado en su foco. La mayor de
las secciones longitudinales es 30 centimetros y profundidad 12 centimetros. Calcula la distancia
entre el punto mas profundo y el emisor del reflector.



4.3 SOLUCIONES DE
LOS
EJERCICIOS PROPUESTOS
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SECCION 4.1

7‘ SOLUCIONES £ \epcicios 1
1.

a. y> +6y+9=0 otambién y? =—6( x—zj

b. x* —4x—2y+3=0 otambién ( x—2 )’ =2( Y+;]

c. Xx* +8y+16 =0 otambién x* =-8( y+2)

SECCION 4.1

1‘ SOLUCIONES EJERCICIOS 2

1.
a. x> —4x-4y+16=0,V(2,3), F(2, 4),Directriz y=2, LR=4
v

F

b. y2+12x+4y—2=0,V(; , —2), F (—2 , —2j,directriz x=;, LR =12

-I5 -0 i
I E
/
x=72

c. x> -6x+8y-7=0,V(3,2),F(3,0),directiz y=4, LR=8
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d (y-3y=-2(x+1),v(-1,3), F(

--""f'f

r\J\oo

, 3j,directriz x=—;, LR=2

F

L
X
x=-31
e. (x+4 ) =4y,V(-4,0), F(- ), directriz y = -1, LR = 4
F
\ / )
y=-1
2 1 1
f. x :2( y+8j,v(0,—8j,F(0 3 ) directriz y =-5/8, LR =2
¥
A
\J
T >y
y=-548
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1‘ SOLUCIONES SECCION 4.1

EJERCICIOS 3
a. y?=16(x-2) y y? -16x+32=0, b. (y-2) =—8(x+1)y
V(2,0) a=4,LR=16 y2 +8x—4y+12=0,V (-1, 2),
}-u a=-2, LR=16 ydirectriz x =1
. / I‘h x=]
) 77 Ty ¥
5
x=-2 i

c. F(0,4) a=-2, LR=8ydirectriz x=4 d.x2=12(y-3) y x?—12y+36=0

(y-4) =-8(x-2)yy*+8x—8y=0 v(0,3), F(0,6), LR=12 y
" directriz y =0

i
4
x=4 v
g 4
b
F‘)- )
-3

A y=0@
-
N TR
e. (x+2 ) =3(y+2)yx?+4x-3y-2=0 f(x-4)V=-12(y-4)y
F(-2,-5/4), LR=3 ydirectiz y=-11/4 x2 —8x+12y—-32=0
Ty F(4,1), LR=12 ydirectriz y =7
.
-
: r > //-:R .
T ;W DX I [ 10 X
m—7
Ia
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SECCION 4.1
EJERCICIOS 4

f soLucionEs

—

a. (x+1)°=-8(y-3), x*+2x+8y-23=0, V(-1,3) F(-1,1), LR=8y
directriz y =5

b. (y+2 ) =—2(x+3) y? +2x+4y+10=0,V (-3, -2) F(-7/2,-2),LR=2
y directriz x =—5/2

SECCION 4.2

1 (-4,5)y1,(1,0)
-|1(1/211)y |2(5/21_1)
L, (-1,3)y1,(52-3,1)

o T o =

: 1(1,0) (tangente).
(1, 2)
1,(0,0)y1,(-4,-8)

O T 99D

SECCION 4.2

uf SOLUCIONES EJERCICIOS 2

1.

a.4x-y-5=0
b. 2x-y-6=0
c. x—2y+3=0

SECCION 4.2

Wl SoLUCIONES EJERCICIOS 3

1. a. La caja no pasa.
b. La longitud de la viga debe ser L = 2(1.84 )= 3.68 metros.
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c. 6.5 metros de altura.
d. 75/16 centimetros.



4.3 SOLUCIONES DE
LOS
EJERCICIOS PROPUESTOS
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SECCION 4.1

1‘ SOLUCIONES o \epeicios 1
1.

a. y2 +6y+9=0 otambién y? :—6( x—i)

b. x? —4x—2y+3=0 otambién ( x—-2 )’ =2( Y+;J

c. X +8y+16 =0 otambién x* =-8( y+2)

SECCION 4.1

ff soLuciones et

1.
a. x> —4x-4y+16=0,V(2,3), F(2, 4),Directiz y=2, LR=4
v

F

-3 [4

=
N
=
T
-
L )
=

5 - -
'Jlﬁ
x=72

c. x> —6x+8y-7=0,V(3,2),F(3,0),directrizy=4, LR=8
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d (y-3)=-2(x+1),v(-1,3), F(—

N | w

, 3j,directriz x:—;, LR=2

F

--"'f 3 'X

x=-32

e.(x+4 ) =4y,V(-4,0), F(-4,1) d|rectr|zy——1 LR =4

.

¥
&
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1‘ SOLUCIONES SECCION 4.1

EJERCICIOS 3

a. y2=16(x-2) y y>—16x+32=0, b. (y-2) =-8(x+1)y

V(2,0) a=4,LR=16 y2 +8x—4y+12=0,V (-1, 2),

¥ a=-2, LR=16 ydirectriz x =1

&
x=]

L J

x=-2

-1

c. F(0,4) a=-2, LR=8ydirectriz x=4 d.x2=12(y-3) y x> ~12y+36=0

(y-4)=-8(x-2)yy’+8x-8y=0 v(0,3), F(0,6), LR=12 y
\ directriz y =0

¥
r
x=4 ¥
Id t+
J
-§

X =0
-
o b it ] X
e (x+2 ) =3(y+2)yx?+4x-3y-2=0 f (x-4)V=-12(y-4)y
F(-2,-5/4), LR=3 ydirectiz y=—11/4 x? —8x+12y-32=0
T4 F(4,1), LR=12 ydirectriz y =7
-
.
T aw s IT] 4 i X

y=-114
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SECCION 4.1
EJERCICIOS 4

ff soLuciones

—

a. (x+1)>=-8(y-3), x*+2x+8y-23=0,V(-1,3) F(-1,1), LR=8y
directriz y =5

b. (y+2 ) =—2(x+3) y? +2x+4y+10=0,V (-3, -2) F(-7/2,-2),LR=2
y directriz x = —5/2

SECCION 4.2

:Il(_415)y|2(1’0)
1 (V2,1)y1,(52, 1)
1 (-1,3)y1,(52-3,1)

O T Q9 =

.1(1,0) (tangente).
1(1,2)
1,(0,0)y1,(-4,-8)

o T &N

SECCION 4.2

1‘ SOLUCIONES EJERCICIOS 2

1.

a.4x-y-5=0
b. 2x-y-6=0
c. Xx—2y+3=0

SECCION 4.2
EJERCICIOS 3

W soLUCioNES

1. a. La caja no pasa.
b. La longitud de la viga debe ser L = 2(1.84 ) =3.68 metros.
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c. 6.5 metros de altura.
d. 75/16 centimetros.



= UNIDAD 4 EXAMEN

CONCEPTOS (completa el espacio)

1. Proporciona la definicion de parabola como lugar geométrico.

2. ;Qué es un arco parabolico?

3. ¢ Una parabola es simétrica respecto a?

4. ; Cudl es el papel que desempefia el parametro de una parabola?

5. Define lado recto de una parabola, ;como se calcula su longitud?

6. Sefala la condicion que debe cumplir el sistema de ecuaciones determinado por la ecuacion de
una linea recta y de una parabola para que éstas curvas sean tangentes
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7. Sefiala la propiedad dptica de la parabola.

8. ; Qué condiciones geométricas cumple la linea recta tangente a una parabola?

DESARROLLOS OPERATIVOS
9. Determina todos los elementos de la parabola con ecuacién

y2+4x-2y+5=0
10. Calcula la ecuacion (general) del lugar geométrico formado por el conjunto de puntos que
equidistan de F ( 2,0 ) y lalinea recta con ecuacion x =0.
11. Obtén la ecuacion de la linea recta que es tangente a la parabola con ecuacion

x> +4x+4y—4=0
en el punto

P(2,-2)
12. Obtén los puntos de interseccion entre las parabolas con ecuaciones
y2+2x—6=0y y?-2x+4=0

PARA PENSAR
13. Los extremos del lado recto son los puntos P, (—1,2)y P,(3,2), su vértice es

V (1, -2 ) obtén su ecuacion general.

14. Una antena tiene forma de superficie parabdlica, su diametro mide 10 metros. Las sefiales que
recibe las concentra en su foco. Si la distancia focal es 2 metros, calcula la profundidad de la
superficie parabdlica.

T
Preguntas 1 a 8., un punto cada una.
Problemas 9. a 12., dos puntos cada uno.

Problemas 13. a 14., cuatro puntos cada uno.
Para acreditar se requieren un minimo de 13 puntos



https://www.ck12.org/c/measurement/meters
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UNIDAD 4 SOLUCIONES AL EXAMEN =

CONCEPTOS
1. Conjunto de puntos del plano cartesiano que se encuentran a la misma distancia de una linea
recta (fija) llamada directriz y un punto fijo llamado foco.

2. Parte de la parabola limitada por dos de sus puntos.
3. Respecto a su eje focal.

4. Si su magnitud aumenta la abertura de la parabola se incrementa y se aproxima a una linea recta
perpendicular a su eje focal.

5. La cuerda que contiene al foco y es perpendicular al eje focal de la parabola.
6. Tener una sola solucion.

7. “Los rayos emergentes del foco de una parabola se reflejan en ella paralelos a su eje de simetria.
Inversamente, los rayos provenientes de una fuente lejana y que son paralelos al eje de simetria de
una parabola, al incidir en ella se concentran en el foco”.

8. Es mediatriz del segmento rectilineo con extremos en el foco y la directriz y a la vez es
perpendicular a esta ultima linea.

DESARROLLOS OPERATIVOS

8. Forma ordinaria (y—1)* =4( x-1),
F(-2,1),V(-1,1),

Directriz x =0, eje de simetria y =1, lado recto LR =4
9. y?—4x+4=0

10. 2x+y—-2=0

we2a)ye(21)
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PARA PENSAR
12. x> —2x-8y-15=0

13. 285 metros.



LA CIRCUNFERENCIA LA
ELIPSEY SUS
" ECUACIONES CARTESIANAS

Al finalizar la unidad, el alumnado:

Obtendra las ecuaciones cartesianas de la circunferencia
y la elipse, asi como sus graficas, dado cualquier conjunto
de elementos definitorios y viceversa.

Resolvera problemas donde tales curvas se presenten,
con el fin de avanzar en la consolidacion del método ana-
litico y desarrollar su habilidad de reconocimiento de for-
mas y estructuras.

SECCION 5.1 Ecuaciones y elementos de la circunferencia en
el plano cartesiano.

SECCION 5.2 Ecuaciones y elementos de la elipse en el plano
cartesiano.

SECCION 5.3 Soluciones de los ejercicios propuestos.
SECCION 5.4 Evaluacion de la unidad.
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<= 0) CONGEPTOS CLAVE

Lugar geométrico. Conjunto de puntos en el plano que satisfacen cierta condicion.

Circunferencia. Conjunto de todos los puntos del plano cartesiano que equidistan de un punto fijo
(también del plano cartesiano).

Elipse. Conjunto de todos los puntos del plano cartesiano tales que la distancia a dos puntos fijos
es constante.

Eje focal. Segmento rectilineo con extremos en los vértices de la elipse.

Distancia focal. Longitud del segmento rectilineo que contiene a los focos y tiene extremos en los
vértices de la elipse.

Linea recta normal. Linea recta perpendicular a la linea recta tangente a una curva, contiene el
punto de tangencia.

Propiedad 6ptica de la elipse. Sefiala que todo rayo que emerge (incide) de uno de los focos de la
elipse se refleja (proviene) en ella en direccion al otro foco.

Excentricidad de la elipse. Numero que mide que tan “alargada” o proxima a una circunferencia,
se encuentra una elipse.
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9.1 ECUACIONES Y ELEMENTOS
DE LA GIRCUNFERENCIA
EN EL PLANO CARTESIANO.

APRENDIZAJES

EL ALUMNADO:

1. Obtiene la ecuacion general de la circunferencia a partir de:
La forma ordinaria.

Sus elementos (centro y radio).

Su grafica.

2. Obtiene la ecuacion ordinaria de la circunferencia a partir de
la ecuacion general.

3. Grafica una circunferencia a partir de su ecuacion general.
4. Resuelve problemas de corte geométrico.
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En el plano cartesiano, el lugar geométrico formado por el conjunto de todos los puntos que
equidistan de un punto fijo (llamado centro) se llama circunferencia.

DEFINICION 1. (CIRCUNFERENCIA)

a. Al lugar geométrico del conjunto de todos puntos p, en el plano cartesiano, que equidistan del

punto fijo (también en el plano cartesiano) C se llama circunferencia, formalmente
{(x,y)elR2: d(p,C)=r,r=0}

b. El punto fijo C se llama centro y la distancia r, entre el punto fijo C y los puntos p se llama

radio.

La circunferencia con centro en C('h, k ) y radio con longitud r tiene asociadas dos
ecuaciones.

DEFINICION 2. (ECUACIONES DE LA CIRCUNFERENCIA)

Sea una circunferencia con centro C( h, k ) yradio r >0, entonces:

a. Su ecuacion cartesiana ( x—h ) +(y—k )* =r?

2 2
. (D E
b. Su ecuacion general es x2+y2+Dx+Ey+F:O,S|(2) +(2J ~-F>0

{3‘ EJEMPLO 1. ECUACIONES Y ELEMENTOS DE LA CIRCUNFERENCIA

1. Ecuaciones (cartesiana y general) de circunferencias conocidos sus elementos.
a. Centro

C[—Z,i]yradior:l I‘

Su ecuacion cartesiana es m !
1 »

L J

(x+2)2+(y—j2:12 =

4 ¢ X
Ecuacion general, desarrollamos la anterior, -
X2 +4x+4+y? —Ey+i=l,
2" 16 FIGURA 1.
0 bien
1 49

2 2
X“+y +4x——y+-—=0
y 2y 16
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b. Centro en

C(2,-2)yradio r=2
Ecuacion cartesiana

(x—=2 ) +(y+2)* =22, desarrollamos
y obtenemos
X2 —Ax+4+y? +4y+4=4,

entonces

X2 +y?—4x+4y+4=0

2,
a. La circunferencia

(x+2 Y +(y-1)y=9
tiene centro

C(-2,1) yradio r=3
Si desarrollamos

(x+2 )P +(y-1)=9
obtenemos la ecuacion general,

X2 +4x+4+y?—2y+1=9,

0 bien

X2 +y? +4x-2y-5=0

b. En la circunferencia (con ecuacion cartesiana)

2
1
x2+( —] 4
y 3

Centro

Ecuacion general,

s o 2 1
X“+y" ——y+—-4=0,
d 3y 9

entonces

es su ecuacion general.
¥

FIGURA 2.

FIGURA 3.

%

FIGURA 4.
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c. Circunferencia con ecuacion general

X2 +y? +6x—4y-12=0 ¥
i. Reacomodamos términos

X2 +6x+y2—4y=12
ii. Completamos trinomios cuadrados perfectos
en las variables x y v,
X2 +6x+3%+y2—4y+22=12+3%+22,
iii. Factorizamos trinomios cuadrados perfectos, = 7 X
(x+3)+(y-2) =12+9+4=25, 4//f

por tanto

R

(x+3Y +(y-2) =25,
C(-3,2)yr=5 FIGURA 5.
|

Si en el proceso de transicion de la ecuacion ( x—h ) +( y—k )* =r? ala forma general

x> +y>+Dx+Ey+F =0 se obtiene r=0 la “circunferencia es un punto’, si r<O0 la
“circunferencia es imaginaria”.

{} EJEMPLO 2. CIRCUNFERENCIAS PUNTUALES Y CIRCUNFERENCIAS IMAGINARIAS

a.; x> +y? +4x+4y+12 = 0 representa una circunferencia?
i. Reacomodamos términos
X2 +4x+y%+4y=-12,
ii. Completamos trinomios cuadrados perfectos en las variables x y y,
X2 +4x+2% +y? +4y+2% =-12+2% + 27
iii. Factorizamos los trinomios cuadrados perfectos,
(x+2 )Y +(y+2) =4,
entonces
C(-2,-2)yr*=-4,
por tanto la ecuacion x% + y? +4x+4y +12 = 0 corresponde a una “circunferencia imaginaria”.
b. La ecuacion x% +y? +8y +16 =0 es equivalente a
(x=0)+(y-4)Y=0%
por tanto r =0, esta ecuacion corresponde a una “circunferencia puntual”.
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.4 SECCIONS.A
f

EJERCICIOS 1

1. Obtén la ecuacion cartesiana y la ecuacion general.

a. La circunferencia con centro en C( 0,0 ) yradio r = 3
b. La circunferencia con centroen C( 3, 1) yradio r =5

¢. La circunferencia con centro en C( 0, ; j yradio r = g

2. Obtén el centro, el radio y la ecuacion faltante.
a. (x=2)+(y-1)=2?

2 2
b. ( x+5] +£ y—3j =3?
2 2

c. X2 +y?—2x+6y—-54=0
1 10
d x*+y>—"x-y-"—=0
y 3 y 9
3. Identifica el “tipo de circunferencia’.
a. x?+y?—4x+12=0
b. x? +y® +2x-2y—2=0
c. X2 +y?+2x—6y+10=0
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Tratemos otros problemas que involucran a la circunferencia.

{3 EJEMPLO 3. INTERSECCIONES CON CIRCUNFERENCIAS

1. Obtén los puntos de interseccion.
a. La circunferencia asociada

(x+1 ) +(y+1)y =5
con la linea recta de ecuacién
2Xx—-y—-4=0
i. Ambas ecuaciones generan el sistema
(x+1 ) +(y+1) =5 - E
{ 2x—y =4 R =P
ii. De E, despejamos y,
y=2x—-4 --- E;
iii. Sustituimos
y=2x-4 --- E;en E},
luego
(x+1)+(2x-3) =5
iv. Su desarrollo y simplificacion da

b. La circunferencia y elipse,
(x—2)P+y*=4yx+y-4=0
i. Asociémosles el sistema de ecuaciones,
(x-2)f+y?=4 &
{ X+y=4 - By
ii. De E, obtenemos
y=-X+4 --- E;
iii. Sustituida en E, da
(x=2)P+(-x+4) =4
iv. Su desarrollo y simplificacién es
x* —6x+8=0,
0 bien
(x=2)x-4)=0yx =2y x,=4

da x> —2x+1=0, entonces x =1

v.Si x=1en y=2x—-4 --- E;,da
y=-2

Por tanto, el Unico punto comuln entre ambas

curvas es

1(1,-2)

f 3

. p

FIGURA 6.

L J

v. Sustituimos X, =2y x, =4
en
y=-X+4 --- E;
obtenemos
y1=2YY,=0
Los puntos de interseccion son
1,(2,2)y1,(4,0)

&

FIGURA7.
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c. La circunferencia y parabola asociadas a x* + y? = 2 y 4x? -12y-3=0

i. Multiplicamos la ecuacion de la circunferencia por — 4, obtenemos — 4x? —4y? = —10
ii. Sumamos la ecuacion obtenida con la ecuacion de la parabola,
—4y? —12y+7=0,0bien 4y* +12y-7=0
iii. 4y2 +12y—-7=0
tiene soluciones
1 7

ylZEy yzz—i

iv.Si y= _; , entonces
N (sin solucion). Yy .
4 | Cy o
: 1
Siy= > entonces

, 9 3 3 2
X“=20X=——yX=—
4 2 2 FIGURA 8.

v. Los puntos de interseccion son:

O IV
7)Y 2l g )

i
:

d. Entre las circunferencias con v. Los puntos de interseccion son

ecuaciones |1(1,—x@)y|2(1, x@)
x2ryl=4y(x=2)V+y*>=4

i. Si igualamos las ecuaciones obtenemos ¥

X2yt =(x-2 ) +y?

ii. Desarrollamos y simplificamos
—4x+4=0,
0 bien
x=1 ! ’
iii. Sustituimos x =1 en la primera

ecuacion

d
X

1 +y? =4, FIGURA 9.
luego

y=—/3yy=13
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.4 SECCION 5.1
7|

EJERCICIOS 2

1. En caso de existir, obtén los puntos de interseccion.

a. La circunferencia x®> + y?> =4 con lalinearectacon y=x-2

b. La circunferencia ( x—1 )* + y? =8 con lalinearectacon x+y-1=0

c. La circunferencia x* +y? =4 con la parabola x*> —2x+y—-1=0

d. La circunferencia ( x—1 )* +( y—2 )* =4 con la parabola x> —2x—4y+5=0

e. Las circunferencias (x -1 )" +(y—-2 ¥ =1y (x+1 ) +y* =1

{3 EJEMPLO 4. PROBLEMAS DIVERSOS CON CIRCUNFERENCIAS

1. Obtengamos las ecuaciones de las circunferencia.
a. Centro el punto C(3, —1) y contiene a

p(l ! _1) I-u
Su radio mide ?
r=d(p.F)=/[(1-3V+(-1-(-1))
=J4=2
Ecuacion cartesiana
(x=3) +(y+1)* =22
Ecuacion general 4
X2—9X+9+y2+2y+120 FIGURA 10.

£=1

0 bien
x?+y? -9x+2y+10=0
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b. Extremos del diametro en los puntos X2 —AX+4+y?+2y+1-1=0,
pl(Z,O)y p2(2'_2) 0 bien

El centro es el punto medio del segmento de recta X2 4+y2 —Ax+2y+4=0

que definen los puntos, ¥

F
c(m,o_zj:c(z,—l) B
2 2 , :

a

Radio

r=1/(2-2)+(-1-0)? =1 unidades.
Por tanto, su ecuacion cartesiana es
(x=2P+(y+1)y =1
Desarrollando  los binomios y reacomodando

términos, X2 —4x+4+y? +2y+1-1=0 FIGURA 11.

c. De radio con longitud 1 y concéntrica a la circunferencia ( x—2 )* +( y—0 )’ =3
Su centro es el punto C (2,0 ), por tanto la ¥
ecuacion cartesiana de la circunferencia

concéntrica a ella conradio r =1 p
es /:\
2 2 _ i » >
(x=2) +(y—0 ) =1, ecuacion general - U T
x> —4x+4+y?-1=0 U

x*+y?—4x+3=0 FIGURA 12.
d. Contiene los puntos p, (0, 0), p,(4,0)y ps(2,1)
Los puntos satisfacen las ecuaciones (cartesiana y general) de la circunferencia. Los sustituimos en

&

x> +y?+Dx+Ey+F =0

i.Si p (0, 0),entonces
(0P +(0f+D(0)+E(0)+F=0= F=0
ii. Si p, (4, 0),entonces
(4)+(0)+D(4)+E(0)+F=0= 4D+F+16=0
iii. Si ps( 2, 1), entonces
(2Y+(17+D(2)+E(1)+F=0 = 2D+E+F=-5
iv. Pori., F =0, sustituimos en la ecuacion del inciso ii.,
4D+(0)+16=0,0bien D =4
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v. Sustituimos D=-4y F =0 en la ecuacién del

inciso iii. 2( —4 )+E+0=-5,dedonde E =3

SiF=0,D=-4y E=3en
x*+y?+Dx+Ey+F=0 =

x?+y? —4x+3y=0
En la forma cartesiana
(x=2 )P +(y+32) =25/4

FIGURA 13.

.4 SECCIONS.1
v | EJERCICIOS 3

1. Obtén la ecuacioén general de la circunferencia.
a. Centroen el punto C(1, —3) y que contiene al punto P( 0, 3)
b. Diametro con extremos en los puntos P(1, 2 )y Q(-1, —4)
c. Contiene los puntos P(0,0),Q(4,0)yR(2, 2)

| | |
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Una circunferencia y una linea recta son tangentes si y solo si tienen un solo punto comun.

{3 EJEMPLO 5. LINEAS RECTAS TANGENTES CIRCUNFERENCIAS

1. Lineas rectas tangentes a circunferencias
a. La circunferencia con centro en
c(4,2)
tangente al eje de las ordenadas. "
La figura 12. muestra que su radio mide
r =4 unidades.
Ecuacion cartesiana es

(x-4)+(y-2) =42,
0 bien

(x—4)P+(y-2)Y=16
Ecuacion general,

x* —8x+16+y> -4y +4-16=0, FIGURA 14.
entonces
x> +y?—8x—4y+4=0

b. La circunferencia con centro en

C(1,1)
y tangente a la linea recta ecuacion
4x+3y+3=0
La longitud del radio es
r=d(F,, L), Yy

_14(1)+3(1)+3

\/42+32 C
10 p
~ 5 i W ™\

Ecuacion ordinaria \
(x=1)+(y-1) =22

Ecuacion general
x2+y?—2x-2y-2=0

FIGURA 15.

c. Linea recta tangente a la circunferencia
x? +y?—2x-2y—4=0enelpunto T (3, 1)
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La forma cartesiana de la circunferencia es
(x-1)+(y-1) =8,
el punto
c(1,1)
es el centro.
La ecuacion de la recta que contiene al radio
tiene pendiente
m= 171
1-3
por tanto, la linea recta tangente que contiene

al punto es
y—-(-1)=1(x-3);
forma general

X-y—-4=0

&  SECCION 54
v

EJERCICIOS 4

1. Obtén la ecuacién general de la circunferencia.
a.Centroen C (6, 4 ) y tangente al eje las abscisas.

‘ ]

FIGURA 16.

b.Centroen C (2, 0 ) y tangente a la linea recta con ecuacion x —y +2=0

c.Centroen C (4, 1) ytangente a la linea recta con ecuacion x+y+3=0



9.2 ECUACIONES Y ELEMENTOS
DE LA ELIPSE
EN EL PLANO CARTESIANO.

APRENDIZAJES

EL ALUMNADO:

5. Identifica los elementos y la propiedad de simetria de la elipse.
6. Obtiene la definicion de elipse como lugar geométrico.

7. Obtiene la ecuacion ordinaria de la elipse a partir de sus ele-
mentos, con ejes paralelos a los ejes cartesianos y con centro en
el arigen.

8. Obtiene la ecuacion ordinaria de la elipse a partir de sus ele-
mentos, con ejes paralelos a los ejes cartesianos con centro fue-
ra del origen.

9. Bosqueja la grafica de la elipse a partir de los parametros de
su ecuacion ordinaria.

10. Identifica la relacion entre la excentricidad y la forma de la e-
lipse.

11. Transforma la ecuacion general de la elipse a su forma ordi-
naria.

Bosqueja la grafica de la elipse a partir de la ecuacion general.
Resuelve problemas geométricos y en otros contextos.
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En el contexto de los lugares geométricos, una elipse es uno de ellos, en plano cartesiano
formado por el conjunto de puntos p tales que la suma de sus distancias a los puntos fijos F, y F,

es constante. La figura 1. muestra el trazo de una elipse.

FIGURA 1.

Formalmente:

DEFINICION 1. LA ELIPSE COMO LUGAR GEOMETRICO

a. El lugar geométrico formado por el conjunto de puntos en el plano cartesiano, tales que la suma
de sus distancias a dos puntos fijos (también en el plano cartesiano) es constante se conoce como
elipse.

b. Los puntos fijos se llaman focos.

c. Silos puntos F,, F, sonlos focosy p es un punto de la elipse, entonces

d(FR,p)+d(F,p)=k

Elementos de una elipse:
i. Los puntos p de la elipse.

ii. Focos, los puntos fijos F y F,

iii. Eje focal, la linea recta que contiene a los focos
iv. Vértices, los puntos comunes entre el eje focal y |a elipse, representados por V; y V,

v. Centro C, el punto medio de cualquiera de los segmentos rectilineos F,F, o V,V,

F
m eje focal
F, C F,

T

h

FIGURA 2.

vi. Eje mayor, segmento rectilineo con extremos en los vértices V, y V,, (se puede justificar que)
su longitud mide 2a
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vii. Eje menor, segmento rectilineo con extremos en la elipse, perpendicular al eje mayor y contiene
al centro, se le asigna longitud 2b

vi. El segmento rectilineo CF, (o CF, ) se llama parametro, su longitud es la semi distancia focal y

le asignaremos el valor de c. La distancia focal es la longitud del segmento rectilineo con extremos
en los focos, se le asigna longitud 2c

—, £]¢ MEnor

eje mayar

FIGURA 3.

Longitudes de los segmentos rectilineos vinculados a la elipse:
i. Semiejes mayores V,C y CV, , cada uno con
longitud

a

ii. Semi distancia focal c, longitud del segmento
CF, g
iii. Semiejes menores, cada uno con longitud b
Las longitudes de estos tres segmentos rectilineos
antes sefialados se vinculan con el teorema
de Pitagoras,

FIGURA 4.

a’ =b?+c?

{3 EJEMPLO1. DEFINICION Y ELIPSE

a. El punto p( X, y) se desplaza (en el plano cartesiano) de manera que la suma de sus
distancias a los puntos fijos F, (0,0)y F, (6,0 ) es 12 unidades, entonces,
i. La condicion que describe el desplazamiento del punto es

\/( x—0 ) +y? +\/( Xx—6 ) +y% =12
ii. La curva descrita es una elipse con eje focal horizontal (eje de las abscisas), la longitud del eje
mayor es 2a=12,0bien a=6

iii. La elipse tiene centro en el punto C ( 0;6 , O+20 J =C(3,0)

iv. La distancia focal es 2c =6 unidades, por tanto, ¢ =3
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v.Con
a’?=b%?+c?, a=6yc=3
obtenemos
62 =b? +37,
entonces
b=-/27

La figura 5. muestra las caracteristicas de los elementos de una elipse con eje focal horizontal
y la figura 6. muestra los elementos de una elipse con eje focal horizontal.
1.Centro C (h,k )

. 2. Focos
flhe.b) = = E(kte.k) F (h-c,k)yF,(h+c, k)
3. Vértices
W tirta, k) V, (h-a,k)yV,(h+a,k)
4. Longitud del semieje mayor
a
5. Longitud del semieje menor
> b
~ 6.Semi longitud focal
FIGURA 5. c
7. a®> =b? +c?
¥ 1.Centro C (h,k )
e T LR 2. Focos
| F (h,k=c)yF,(h, k+c)
3. Vértices
V,(h,k=a)yV,(h,k+a)
4. Longitud del semieje mayor
a
5. Longitud del semieje menor
b

6. Semi longitud focal
c

E(h k) —Nemm § |

Bil,ka)
/] h X

FIGURA 6. 7 a2 _p? 4 o2

La inclusion de los elementos de la elipse en la condicion que la define como lugar geométrico y
un desarrollo algebraico adecuado conducen a la propiedad:
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PROPIEDAD 1. ECUACION CARTESIANA DE LA ELIPSE

Sea una elipse con centro en C ( h, k ) eje mayor de longitud 2a, eje menor con longitud 2b

(donde a>b > 0), entonces:
a. Ecuacion cartesiana de la elipse con eje focal (mayor o de simetria) horizontal

(x-h )} (yk ) _,
a’ b?
b. Ecuacidn cartesiana de la elipse con eje focal (mayor o de simetria) vertical
(x-h )} (yk ) _,
b? a’

El desarrollo, reacomodo y renombramiento de los coeficientes de las variables x e y de las
ecuaciones cartesianas se simplifican en la ecuacion general de la elipse.

DEFINICION 2. ECUACION GENERAL DE LA ELIPSE

Ecuacién general de la elipse:

2 2
Ax? +By’ +Dx+Ey+F =0,talque, A>0, B>0, A=By é[l)AJrEB_F:O

Asi, una elipse puede representarse con su ecuacion cartesiana o su ecuacion general

’l:} EJEMPLO 2. TRANSITO ENTRE ECUACIONES DE LA ELIPSE

(x+1)" ¥

R

i. El denominador mayor pertenece a la variable x, por tanto, su eje focal es la linea recta horizontal
con ecuacion y =0

a. Obtengamos la forma general y orientacion del eje focal de

ii. Multiplicamos por 3% - 22 (producto de los denominadores) todos los términos de la ecuacion

(3 o2 )T (3 [ 22) = (5 2 )

22

Simplificamos,
4x+1f+(9)N4)y*=(9)4)
Desarrollamos el cuadrado del binomio y los productos correspondientes
a( X2 +2x+1 ) +36y° =36 < 4x2 +8x+4+36y® =36
Reacomodamos términos y simplificamos
4x% +36y? +8x—-32=0
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b. Obtengamos la forma cartesiana de la elipse con ecuacion x? +4y? —2x—24y —33=0
i. Reordenamos los términos de la ecuacion x* —2x+4y? —24y+33=0
ii. Factorizamos los coeficientes de los términos cuadréticos,
(x?—2x )+4( y2 -6y }+33=0
iii. Completamos trinomios cuadrados
((x-1)-12 J+a((y-3)-3? )+33=12+4.37
iv. Rescribimos y simplificamos
(x-1)+4(y-3) =4

2 2
(1F y-2F

v. Dividimos la Gltima ecuacién por 4 = 22,

Con un numero minimo de elementos (adecuados) podemos construir las ecuaciones de la
elipse.

{3‘ EJEMPLO 3. ECUACIONES DE LA ELIPSE A PARTIR DE ALGUNOS DE SUS ELEMENTOS

1. Obtengamos los elementos restantes y las ecuaciones de la elipse, luego la trazaremos.

a. Si una elipse tiene vértices v. Ecuacion cartesiana es

Vi(-3,0) ¥V, (3,0) XY
y semieje menor de longitud 32 xEZ -

b=-/3 vi. Ecuacion general, multiplicamos por 9 los
entonces: términos de la ecuacion anterior y los
i. Tiene eje focal horizontal. reacomodamos,
ii. Su centro es el punto x2+3y2-9=0
C( _3+3’0+0j:c(0,0)
2 2 .

i.a=d(C,V, )=3 ¢

v. Focos:

F(0-/6,0)=F(-6,0)

F

iv. Su semi longitud foca | ¢, se obtiene de /_
32— ./3° 42, éstaes c= /6 il B ¢ E\K

u

F, (0+6,0)=F,(/6,0) FIGURA 7.
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b.Si F, (0 2_J7 ) , F, (0 247 ) vi. Ecuacion general.
De la ecuacién cartesiana tenemos

y vértice
Vv, (0 ,-2) 9x® +16( y—2 )’ =144

i. El centro, punto medio de los focos 0 bien

_ Ox% +16y% —64y + 64 =144

cf 0+0 2 JT+2+47 _c(0.2)
2 2
ii. Longitud del semieje mayor, es la distancia 9x* +16y” —64y —128=0
entre C(0,2)yV,(0,-2), ¥
F 1

es decir I

a=4yV,(0,6)
iii. Distancia semi focal, distancia entre
c(0,2)yFR(2,2-47)
por tanto ¢ = /7
iv. Longitud del semieje menor

3

] K i i X
42 =p2+.7" yb=3
v. Ecuacion cartesiana =
2 2 !

x* (y-2)

2 g 1 FIGURA 8.
c.Cona=3,b=2,V,(-1,2)yeje vi. Ecuacion general, con la ecuacion cartesiana
mayor horizontal. obtenemos
i. Centro 4 x-2)Y+9(y-2) =36

C(h,k)=C(-1+3,2)=C(2,2) o
ii. Semi distancia focal 4( x2 _Ax+ 4 )+ 9( y2—4y+4 ): 36
32=2%24c’yc=.5 y

iii. Focos 4x? +9y? —16x—36y +16 =0

F(h-c.k)=F(2,2-5)

F,(h+c,k)=F, (2 ,2+.5)
iv. Vértices
V,(h+a,k)=V,(2+3,2)=V,(5,2)
v. Ecuacion cartesiana

(X_2)2 (y_2)2_1
2 92 FIGURA 9.
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d. C (1 ,—3 ) b=3yc=4 vi. Ecuacion general, con la ecuacion cartesiana
i. Longitud del semieje mayor obtenemos
a® =32+ 42 entonces a=5 o( x—1) +25(y+3 ) =225
ii. Vértices, V, (h—a,k )=V, (1-5,-3) o
vV, (-4,-3) 4( X% —2x+1 )+ 25( y2 —6y +9 )= 225
V, (h+a,k )=V, (1+5,-3) y
=V, (6,-3) 4x% +25y? —8x—-150y +4=0
iii. Focos, F, (h—c,k )=F (1-4,-3) £
=R (-3,-3) 5 X
y
F,(h+c,k )=F,(1+4,-3) € E\!

=F ( 5,-3 )
v. Ecuacion cartesiana

2 2
(X5_21) +(y;23) -1

FIGURA 10.

.4 SECCION52
@ Esercicios 1

1. Obtén la ecuacién cartesiana y luego la ecuacién general.

a. F(0,-1),F(0,1)ya=-3

b. V,(-3,-2),V,(3,-2)yb=2

C(3,0),V,(3,-4), F, (3,12

Eje focal horizontal, a=3, c=-/5y C(-1,1)

C(-4,-2), a=6, b=5, eje mayor vertical.

F(1,-2)yV,(-1,-2)ya=6

Extremos del eje menoren p, (-3,-5), p,(-3,3)y a=5
I I [

@ o o o
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{3 EJEMPLO4. OBTENCION DE ELEMENTOS DE LA ELIPSE

1. Obtén los elementos de la elipse (centro, longitud de los semiejes, semi longitud focal, focos,
vértices, ecuacion general y trézala.

o (x-1) (y-1)

FIGURA 11.
Comparandola con

2 2
Cen? L (okd
obtenemos:

2 2
p (e2f (=2
2 2
Comparamos con
2 2
(X_h) +(y_k) =1
b2 a’
obtenemos:
i. Centro, C(h,k )=C(-2,2)
ii. Longitud de los semiejes
a=2yb=-/2
iii. Parametro (semi longitud focal)
¢, 22=J2" 4+ c=2
vi. Con la ecuacion cartesiana obtenemos,
A x+2fV+2(y-2)=8
&

2x% +y? +8x—4y+6=0

i.Centro C(h,k )=C(1,1)
ii. De la posicidn de los denominadores:
a=7yb=-/24

iii. Pardmetro y semi longitud foca) c,
72 = [24° +¢?, = c=5

iv. Focos, F, (1-5,1)=F, (-4,1)
F,(1+5,1)=F,(6,1)

v. Vértices, V; (1-7,1)=V, (-6,1)
V,(1+7,1)=V,(8,1)

2 2
vi. Con ( X_zl) +( y—12) =1 obtenemos
7 24

24( x—1)* +49( y—-1 ) =1176,
0 bien
24x% +49y? +48x —98y —1103 =0

iv. Focos:

Fl(—2,2—x/§)y F (_2’2"'@)
v. Vértices:
V,(-2,2-2)=V,(-2,0)
V,(-2,2+2)=V,(-2,4)

k J

FIGURA 12.
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2 2
C(x-1P (ye2P
3 6

i

FIGURA 13.

Al comparar con

obtenemos:
i. Centro
C(h,k)=C(1,-2)

d. Si 3x* +9y% -27=0,
entonces,

x> +3y? =9,
dividimos todos los términos por 9 y
obtenemos

2 2
7+y7:]_,
3
0 bien
X2 2
=l
¥ 3
i. Centro
c(0,0)
ii. De los denominadores,
a=3yb=-3

iii. Luego obtenemos c,
3= 3+, e c=-/6

a=.6yb=3
iii. Por tanto

J6% =g +c?y c= 3
iv. Focos
F(1-2-5)
F(1,-2+3)
v. Vértices
v, (1,-2-/6 )=V, (1,-2-/6 )
V, (1,-2+6 )=V, (1,-2+/6 )
vi. De la ecuacién cartesiana obtenemos
6( x—1 Y +3(y+2 )* =18,
luego
2x% +y2 —4x+4y=0

iv. Focos
F,(0-/6,0)=F(-6,0)
F,(0+/6,0)=F,(/6,0)

v. Vértices
V,(0-3,0)=V,(-3,0)

V,(0+3,0)=V,(3,0)

I

&
1 y c \r;—
FIGURA 14.
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&  SECCIONS2
v

EJERCICIOS 2

1. Obtén los elementos de la elipse (centro, longitud de los semiejes, semi longitud focal, focos,
vértices, ecuacion cartesiana o general (segun corresponda).

2 2
a. L A |

9 3

x* (y-2)
et T
C(x+2) (y-3F _,
d (X+3)2 (y_1)2 1

52 7

e. 2x*+3y*-6=0

f. x?+9y? +4x-5=0

9. 4x%+y?-8x—2y+4=0
h. 2x? +5y% —4x-10y-13=0

Diversos “problemas” de la vida real han sido modelados con elipses, por ejemplo las orbitas de
los planetas alrededor del Sol, donde éste ocupa uno de los focos; aplicaciones practicas en la
arquitectura, como en arcos y cupulas. También se ocupan elipses en los instrumentos tecnoldgicos
relacionados con las transmisiones, en disefio de salas puentes y adornos. Asi, la elipse es esencial
para comprender y disefiar aspectos de nuestro entorno destacando de ella su propiedad optica.

PROPIEDAD 2. PROPIEDAD OPTICA DE LA ELIPSE

La linea recta tangente a una elipse en el punto p; genera angulos congruentes con los segmentos
de recta que contienena p; y a uno de los focos.
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linen recea Iinea recta
narmal rangente

eje focal

FIGURA 15.

En la figura 15., la linea recta tangente en el punto p; a la elipse biseca los &ngulos con
vértice en p;, lados en la tangente T y el rayo que emerge de uno de los focos de la elipse en
direccion del otro, es decir m£f = mZ«a

{3 EJEMPLOS. APLICACIONES BASICAS DE LA ELIPSE

a. Una mesa de billar tiene forma eliptica, su parte mas larga mide 2.8 metros y la mas ancha mide
1.8 metros. Calcula las coordenadas de los dos puntos en la mesa tales que: si en ambos puntos se
coloca una bola y luego una de ellas se golpea con la fuerza adecuada para que luego de golpear el
borde de la mesa golpee a la otra bola (considera valida la propiedad 6ptica de la elipse).

i. Referimos la mesa al plano cartesiano como lo ¥

muestra la figura 16. 4

1
ii. Con [
a=14,b=09y a?=b’+c?, s /
obtenemos metros ] ﬁ: i _/_ﬁ:‘__u > X

c=-/(14)-(09 ) =115

iii. Por tanto, los focos (posiciones de las bolas)
son los puntos

F(-115,0)y F,(-1.35,0)

-1

2.8 metros

FIGURA 16.

b. Una galeria de murmullos es un salén cuyo techo es un semi-elipsoide. Este disefio posee la
propiedad acustica: si dos personas se ubican en los puntos focales de la elipse (en el suelo) y una
de ellas susurra, la otra podra escuchar claramente el susurro, aunque estén separadas por cierta
distancia. Esto ocurre porque las ondas sonoras que parten de un foco se reflejan en el techo y
convergen al otro foco.

Se disefia una galeria de murmullos de dimensiones: largo total del salon 10 metros y altura del

techo 4 metros. ;A qué distancia de las paredes laterales deben colocarse los focos en el suelo
para que funcione la propiedad de la galeria de murmullos?
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i. Coloquemos la semi elipse al plano Los focos:
cartesiano de forma que el origen coincida F,(0-3,0)=F (-3,0)
con el centro de la elipse y el eje y
mayor coincida con el eje x F,(0+3,0)=F,(3,0)
ii. Notemos que iv. Por tanto, los focos deben ubicarse en el suelo del
. b=4y 2a=10, salon (galeria) a 2 metros de cada pared lateral.
0 bien v
a=5 r ¢
iii. Con a2 =b? +¢?, obtenemos
2 2 2 4
5 = 4 +C , eI s \
es decir >
— 7] - -
c =+/25-16 = 3 (semi distancia focal). g i | .

El centro de la galeria es ' 10 metros
c(0,0) FIGURA 17.

c. Se requiere transportar un bloque rectangular rigido en un camién especial cuyo vano de carga
tiene una seccion transversal con forma de semi elipse. Las dimensiones del vano del camion son
ancho 1.5 metros y alto 1 metro. Si las dimensiones del panel que desea transportarse son: ancho
2.6 metros y alto 1.6 metros. ¢ Es util el camidn?

i. Para que el panel pueda transportarse sus esquinas iii. Sustituyendo valores da
no deben tocar la semi elipse de (seccion transversal) 1.69 0.64
. ——+ ——=1391
del vano. Por tanto se debe cumplir 225 1
x? y? L iv. El nimero obtenido es mayor a 1 por
a2 * b2 < tanto no es posible transportarlo.
ii. En donde:

X representa la longitud del semi ancho del panel
y y lalongitud del semi alto del panel, luego

x=1.3y y = 0.8 metros,

a?=15>=225yb=1%=1
metros respectivamente.

FIGURA 18.

d. El arco de sostén de un puente es semieliptico, su longitud horizontal es 40 metros y su altura
mide 16 metros en su parte central. Calcula la altura que tiene el arco a 9 metros a la derecha o0 a
la izquierda del centro del arco.
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i. Por tanto, a=5, b=4y la ecuacion de la elipse | es decir
que forma parte el arco es y= 4 /21 metros.
X2 2 o5
4+ L =1
52 42 -
ii. Si x =2, entonces s
é + ﬁ =1
52 42 !
por tanto la altura del arco semieliptico es y
2
y© _, 4 -
2 R A
0 bien 10
) FIGURA 19.
y _q, 64
42 25°

. 4* SECCIONS5.2
T |

¢ EJERCICIOS 3

1. Se acondicion6 salén de 30 metros de largo como “galeria de murmullos®. Los focos se
encuentran a 5 metros del centro. ; Qué altura tiene el techo en su parte central?

2. La entrada a una bodega tiene forma de arco semieliptico, su base mide 8 metros y su altura
maxima 3 metros. A través de ella se pretenden introducir cajas de 1 metro de altura. ;Cuél es el
ancho maximo que puede tener la caja?

3. La drbita de Marte alrededor del Sol es eliptica, con el Sol en uno de sus focos. El eje mayor de su
trayectoria tiene una longitud aproximada de 456 millones de kildbmetrosy el eje menor
mide aproximadamente 455.4 millones de kilometros. Calcula la distancia minima y la distancia
maxima entre Marte y el Sol.

4. El arco de sostén de un puente es semieliptico, su longitud horizontal es 40 metros y su altura
mide 16 metros en su parte central. Calcula la altura que tiene el arco a 9 metros a la derecha o a
la izquierda del centro del arco.




5.3 SsoLUCIONES DE
LOS
EJERCICIOS PROPUESTOS
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SECCION 5.1

1‘ SOLUCIONES £ )rpcicios 1

1.a. x2+y> =3y x*+y?-3=0

b.

C.

o

o T w

(x=3)P+(y+1) =25y x> +y? —6x+2y—-15=0

2
X2+( y_;j :196 y 9x2+9y2—6y—15:0

C(2,1), r=2yx*+y*—4x-2y+1=0
C(—g 2) r=3y2x°+2y?+10x-6y-1=0
C(1,-3),r ~1¥ +(y+3) =64
2
1 1 25
C PR y - A =
(6 zj \F (X j+(y zj 18
r? = —8 imaginaria.
. r=4 real.
r =0 un punto.
SECCION 5.1
‘1‘ SOLUCIONES EJERCICIOS 2

1.a. 1,(0,-2)y1,(2,0)

b.
c.
d.

(3, -2)y1,(-1,2)
(3, -2)y1,(-1, -2)

1(1,1)

e. No se intersecan.

SECCION 5.1

a.
b.

C.

X2 +y? —2x+6y—27=0

x?+y?+2y-9=0
x> +y2—4x=0
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SECCION 5.2

1‘ SOLUCIONES £ \epcicios 1

2 2

1.a. Cartesiana X2+ ;:2 =1 ygeneral 3x? +2y*-6=0

2 2
b. Cartesiana L+M
9 4

(x-3)
4
(x+1)
9

=1 y general 4x* +9y? +36y =0

c. Cartesiana

=1 ygeneral 4x% +y? —24x+20=0

1)

4

L
16
Ly

d. Cartesiana =1y general 4x* +9y* —8x—18y—23=0

2 2
e. Cartesiana ( X;: ) +( y+2) =1 y general 36x” +25y? + 288x +100y — 224 =

36

(x=5) , (y+2)
36

0 =1y general 5x% +9y? —50x+36y—-19=0

f. Cartesiana

2 2
g. Cartesiana (X“ZLS?’) Lyet) y general 16x2 + 25y2 + 96x + 3650y —19231 =0

16
| |

SECCION 5.2
1‘ SOLUCIONES £ \epeicios 2

1.

a.a=3,b=-/3yc=-/6

C(0,0),F(-+6,0), F,(/6,0),v,(-3,0),V,(3,0)

3x%+9y? —27=0

b.a=4,b=3yc=-/7

c(0,2),F(0,2-47),F (0,2+7 ), v, (0,-2),V,(0,6)
16x? +9y* —36y —108 =0

c.a=4,b=2yc=12

c(-2,3),FR(-2,3-12), F(-2,2+A2 ), v, (-2,-1),V, (-2,7)
4% +y? +16x—6y+9=0

d.a=5b=2yc=+/21

c(-3,1), F(-3-21,1), F, (-3+21,1),v,(2,1),V,(-8,1)
4x? +25y? +24x—50y —39=0
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e. a=-3,b=-/2yc=1

c(0,0),F(-1,0), F(1,0)V,(-3.0),v,(3,0)
¢y

3 2

.a=3,b=1yc=.8

C( 2,0), F(-2-8,0), F, (-2+8,0),v,(~5,0),V,(1,0)
(x+2)° (y-0)° _,

+
9 1

1 J3
.a=1,b=-yc=""
g-a 2775

c(1,1), Fl(l,l—*fj, F2[1,1+fj,vl(l,o),vz(l,z)

(aF ()

4
h.a=-10,b=2yc=-/6
c(1.1),F(1-/6.1), F (1+6,1), v, (1--10,-1),V, (1+-10,1)

(x=1) (y-1) _,
10 4

SECCION 5.2

ff soLuciones EJERCICIOS 3

1. 9 metros.

2. 1;@ metros.

3. d,,;, = 216.3 millones de kilometros y d,, 4, = 239.7 millones de kilometros.
4. d =14.142 metros.



== UNIDAD 5 EXAMEN

CONCEPTOS
1. ;Qué condiciones deben cumplirse en la ecuacion x*+y? +Dx+Ey+F =0 para que
represente una circunferencia en el plano cartesiano?

2. Siuna linea recta es tangente a un circunferencia, entonces es perpendicular a:

3. 4 Como se define una elipse como lugar geométrico?

4. ; Qué es un arco de elipse?

5. En una elipse la distancia focal disminuye, entonces ¢ la elipse se aproxima a?

6. ; Qué relacion satisfacen los “parametros” a, b y ¢ de unaelipse?

7.Sea Ax? +By? + Dx+ Ey+ F =0 la ecuacion de una elipse con eje focal vertical, ; quién es
mayor, Ao B?
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DESARROLLOS OPERATIVOS

8. Obtén el centro, el radio y la ecuacion general de la circunferencia que contiene los puntos
R (0,0). P, (2,2)yP(0,4).

9. Obtén la ecuacién general de la circunferencia con centro C ( -2,3 ) y tangente a la linea recta
con ecuaciéon 4x+y—-20=0

10. Una elipse es tangente a los ejes coordenados en los puntos P, (5,0)y P, (0,2 ), obtén
su ecuacion general.

11. Determina todos los elementos de la elipse con ecuacion 3x? + y? +12x —2y —14 =0

PARA PENSAR
12. Una elipse tiene focos en los puntos F, (—3,0)y F, (3,0 ), un rayo emerge del primero

de ellos e incide en el punto interno de la elipse con abscisa x =1, calcula su longitud.
13. Calcula la ecuacién general de la circunferencia que es concéntrica e inscribe a la elipse

2 2
M_{_Lzl
16 9

Preguntas 1 a 7., un punto cada una.
Problemas 8. a 11., dos puntos cada uno.
Problemas 12. a 13. cuatro puntos cada uno.

Para acreditar se requieren un minimo de 13 puntos
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UNIDAD 5 SOLUCIONES AL EXAMEN

CONCEPTOS

[2](5)

2. Perpendicular al radio.

3. La curva formada por un punto (del plano cartesiano) que se desplaza de manera que su distancia
a dos puntos fijos (focos) del plano cartesiano es constante.

4. Seccion de la elipse limitada por dos de sus puntos

5. Una circunferencia.

6. a° =b? +¢?
7. A

DESARROLLOS OPERATIVOS
8.C(2,0)yr=2

9. x? +y%.2x+2y—-15=0
10. 4x% + 25y% —40x —100y +100 =0
11.C(-2,1),

a=3,

b=13,

c=4/6,

Vi (-2,-2),
V,(-2,4),
F(-2,1-/6)

y

F(-2,1+6 )

PARA PENSAR
12. 10 unidades.
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13. x? +y? —4x-12=0
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