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INTRODUCCION.

Quizas este sea la Ultima guia de estudio para preparar el examen extraordinario ya que en breve se tendran
los nuevos programas ajustados, antes un poco de historia. Desde el afio 2018 se inici6, en ese entonces,
con los nuevos programas de Calculo Diferencial e Integral | y Il, ahora son nuevamente ajustados y
esperamos que esta guia sirva de base para los nuevos programas ajustados, que al parecer es muy igual
al anterior.

La Universidad Nacional Autbnoma de México, tiene entre sus tareas fundamentales la docencia, la
investigacion y la difusion de la cultura. La tarea de docencia se lleva a cabo con la imparticion de educacion
superior para formar profesionistas, investigadores, profesores universitarios y técnicos Utiles a la sociedad;
también organiza y realiza investigaciones, principalmente acerca de las condiciones y problemas
nacionales, y extiende con la mayor amplitud posible los beneficios de la cultura

En las noticias nos informan que hay alumnos de bachillerato que al realizar su examen de admision a la
UNAM logran el examen perfecto, también hay alumnos que logran primeros lugares en los diversos
concursos de conocimientos, por ejemplo, la olimpiada de matematicas. Desafortunadamente también hay
alumnos que no logran acreditar sus cursos regulares, debido a muchos factores en los cuales no podemos
incidir, sin embargo, podemos elaborar materiales que los apoye a regularizar su situacion, pues sabemos
que muchos de ellos aspirar a convertirse en ingenieros, quimicos, fisicos, entre otras profesiones.

Por esta razon, nosotros los autores de la presenta guia para examen extraordinario de Cdlculo 11,
nos dimos a la tarea de elaborar un material que les sirva de base para su preparacion y estudio de esta
asignatura, este trabajo esta basado completamente en lo que marca el programa (de 2018), asi como su
contenido, la tematica y el tratamiento sugerido en el programa indicativo de estudio, contempla totalmente
el programa vigente de Calculo Diferencial e Integral Il. Cada unidad contiene teoria, ejemplos y un conjunto
de ejercicios y problemas semejantes a los que se preguntan en el examen extraordinario, con el plus que
se presenta la solucién a cada uno de los ejercicios o problemas totalmente explicado.

a) Instrucciones.

Las caracteristicas que tiene el presente material son: cada unidad muestra los Propdsitos generales que
se quiere que el alumno logre una vez que haya leido, haya practicado y resuelto los ejercicios, los cuales
se le invita a resolver, en cada unidad se dan de inicio los aprendizajes que se desea que el alumno logre,
asi como las estrategias para que alcance el fin deseado.

El presente trabajo fue el resultado de un afio de analisis, ensayos y errores, modificaciones, entre otras,
pero estamos seguros de que el presente material serd una base en la preparacion de tu examen
extraordinario de Calculo 1.

El alumno debe de seguir cuidadosamente los ejemplos y efectuar las actividades propuestas en cada
unidad y subunidad, también debe de realizar los ejercicios que se proponen después de los ejemplos,
asimismo es muy importante que no solo realice los ejercicios mediante los algoritmos que se presentan,
sino que estudie cuidadosamente los conceptos que dan origen al calculo, los cuales se presentan al inicio
de cada unidad.

Una forma de autoevaluacion es a través de la aplicacion del examen extraordinario que se presenta al final
(se han anexado dos examenes extraordinarios con el fin de que el alumno se autoevalie), estos examenes
tienen sus respuestas totalmente detalladas.



b) Presentacion de cada unidad.

En cada unidad hemos realizado una presentacion, esta presentacion esta basada en las estrategias que
el mismo programa sugiere, asi como en el sentido y orientacion del area de Matematicas. Cuando fue
posible, se da la flexibilidad con que pueden ser presentados algunos temas de esta asignatura.

En realidad, no es necesario llevar el orden propuesto, pero se sugiere que se estudie en el orden en que
se presenta, ya que algunos temas se basan en las unidades anteriores o bien algunos ejercicios se basan
en ejercicios que ya se han realizado anteriormente

El primer propdsito que nos planteamos es el tener un material de apoyo para nuestros alumnos que
desafortunadamente no acreditaron su curso normal, aunque puede ser empleado en un curso curricular
ya que cada unidad cuenta con las especificaciones de a) conocer, b) comprender y c) aplicar segun la
taxonomia de Bloom, asi si les interesa sélo la parte de conocimiento se puede dirigir directamente a este
tipo de ejercicios.

UNIDAD 1: DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES.

En esta primera unidad se tratan a partir de problemas propuestos las derivadas de las funciones
trigonométricas, iniciando con las derivadas de las funciones seno y coseno y conjeturando los dos limites

1lim 2™ = 1 y 1im <X~ = 0, el segundo limite se deduce de las propiedades geométricas de la

x>0 X x-0 x

derivada de una funcién, se continua con las derivadas de las demas funciones trigonométricas y se
realizan varios problemas de aplicacién, con el fin de que el alumno practique este tipo de derivadas. Se
recuerda la regla de la cadena para funciones trigonométricas, pues ahora es muy necesario para derivar
funciones compuestas con las derivadas trigonométricas.

Continuamos primero con la derivada de la funcién exponencial, como es costumbre iniciamos planteando
problemas que involucren cambios con esta funcién y luego ver la necesidad de conocer como calcular su

T . . - . X-1 . . .
variacion, en este caso se estudia el importante limite lm(}eT = 1, estudiar la derivada con funciones
X—

compuestas so6lo es una aplicacion de la regla de la cadena, pero para derivar la funcién f(x) = 10*,
requiere de la derivada de la funcion logaritmo que hasta este momento no se tiene.

Continuamos con la derivada de la funcién logaritmo, dando sus propiedades deducidas de las propiedades
de la funcidn exponencial basandonos en el hecho de que son funciones reciprocas, asi sus propiedades
son las propiedades reciprocas. Retomamos la derivada exponencial y se termina la unidad con la derivada
de funciones exponenciales con base diferente a la base e.

Palabras clave: Funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas, derivada, funciones
compuestas, regla de la cadena.

UNIDAD 2: LA INTEGRAL DEFINIDA.

En esta unidad, se le da sentido a esta nueva operacion a través de problemas de calculo de la distancia
cuando se conoce la velocidad, se construye a la integral paso a paso, con el método de exhaucion de
Eudoxio, se sigue la sugerencia del programa continuando con el calculo del area para regiones debajo de
polinomios del tipo kx™ y se da una interpretacion de la integral como el célculo del area debajo de la
grafica de una funcién, pero no es el unico significado que se le da, pues la integral se aplica en varias
ramas del conocimiento humano.

Se define a las sumas de Riemann asi como sus sumas, se deducen las propiedades mediante ejemplos
y se establece el importe teorema fundamental del célculo, se define a la integral definida como un nimero
y se trabaja a la integral definida en varios ejercicios aplicados, como son el calculo del area entre dos
graficas, calculo de velocidades, problemas de crecimiento o bien decrecimiento.



Palabras clave: area de un rectangulo, area bajo una curva, aproximacion numérica, suma infinita, integral,
funcion integrable, Teorema Fundamental del Célculo, antiderivada, primitiva.

UNIDAD 3: LA INTEGRAL INDEFINIDA.

Con las integrales definidas vistas en la unidad anterior se inicia la abstraccion a las integrales indefinidas,
se insiste en que esta es una funcién y se van construyendo las primeras “férmulas” de integracién, iniciando
con las funciones constantes, posteriormente con las funciones polinomiasles con base en las propiedades
que la integral tiene, continuamos con las funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas, teniendo
en cuaneta al teorema fundamental del calculo ya que deducir estas integrales por sumas de Riemann
serian muy complicadas de deducir, asi tenemos a lo que llamamos integrales inmediatas. Seguimos con
la funcién antiderivada y con ella la constante de integracion, asi se plantean ejercicios en donde se dan
condiciones para poder determinar a esta constante y hacer ver que la derivada e integral no
necesariamente son operaciones inverasas ya que existe una constante de integracion la cula nos da una
familia de funciones.

Con base en las integrales, que se han llamado inmediatas, se trabaja con el método de integracién llamado
cambio de variables, se les informa que la idea es encontrar en la funcién que se va a integrar (integrando)
una funcion y su derivada esaa funcion sera el cambio que se requiere para que la funcion se transforme
en una funcionmés sencilla de integrar.

Continuamos con la integracién por partes, se les deduce a partir de la derivada del producto de dos
funciones y se les da la sugerencia de que funcién se debe de elegir como u y cual como dv, se dan varios
ejemplos en ejercicios aplicados, se les da la regla tabular y se termina con una bateria de problemas
aplicados.

Palabras clave: Integral indefinida, antiderivada, constante de integracion, cambio de variable, integracion
por partes.

UNIDAD 4: MODELOS Y PREDICCION.

Iniciamos con el modelo exponencial propuesto por el matematico Malthus y se critica a este modelo pues
llega a la conclusion que la poblacion creceria sin limite alguno. Se plantea la ecuacion exponencial como
primer modelo y se les define lo que es una ecuacion diferencial, asi como que es una ecuacion diferencial
separable, ya que, para resolver a esta ecuacion, un método hace uso de la separacion de las variables.
Aunque no se resuelve, se les plantea la ecuacion logistica se les comenta que es una mejor modelo y se
les dan varios ejemplos de modelos exponenciales como: disoluciéon de un medicamento en el cuerpo,
interés compuesto continuamente, radioactividad, entre otros.

Palabras clave: razén de cambio, crecimiento exponencial, modelacidn, prediccion, condicion inicial

c) Sugerencias de actividades de aprendizaje tedrico practicas.

En la guia se presenta la teoria, algunos teoremas, las definiciones necesarias en cada unidad de
estudio, también se dan ejemplos que refuerzan la teoria que se expone, a continuacién se muestran
una conjunto de ejercicios y problemas sobre el tema que se esta tratando, posteriormente se presenta
un conjunto de ejercicios y problemas, asi que se sugiere primero, estudiar la teoria y posteriormente
ejercitarse con los ejemplos y problemas ya resueltos que se presentan en cada unidad, es
recomendable que en un inicio no vea la solucién, sino que lo resuelva y después verifique su
respuesta con la solucién que se muestra, posteriormente ir al conjunto de ejercicios y problemas
propuestos, todos ellos con su solucion, una vez que sientas que has aprendido la teoria y tengas la



d)

practica necesaria, al final se muestran dos examenes extraordinarios con su solucion, estos
examenes son una forma de autoevaluacion de los conocimientos que vas adquiriendo y puedan ver
su avance, también los examenes extraordinarios estan totalmente resueltos.

Formas de autoevaluacion o verificacion del aprendizaje.

Como se menciond en el parrafo anterior, se muestran dos examenes extarordinarios, que ya se han
aplicado en sus respectivo periodo y afio, para que se autoevalues y verifiquen tu nivel de avance, si
no alcanzas el puntaje minimo para aprobar estos exdmenes, debes de ver en que ejercicios te hace
mas practica y reforzar estos temas nuevamente, recuerda siempre realizar el ejercicio o problema
por ti y posteriormente ver la soluciéon.

Bibliografia basica y complementaria.

La bibliografia se presenta al final de la guia.

Atentamente los coautores.
Francisco Javier Hernandez Velasco.
Juan Pablo Cordero Santiago.
Roberto Dominguez Hernandez.
Servando Rafael Cortés Gonzalez.
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UNIDAD 1

DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES.
PROPOSITOS GENERALES.

e Ampliara su conocimiento de la derivada, a las funciones trigonométricas, logaritmicas y
exponenciales y reforzara el estudio de la variacion al resolver problemas que se modelan con
ellas.

DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

La palabra trigonometria proviene del griego y significa “medida del triangulo”, como sabemos la
trigonometria es la ciencia que estudia las relaciones que existen entre los lados y los angulos de este, y al
mismo tiempo aplica estas relaciones en la solucién de diversos problemas. En la antigliedad
aproximadamente 100 afios antes de Cristo, los griegos aplicaban este conocimiento para resolver
problemas de astronomia, actualmente la trigonometria se aplica a la solucién de problemas tanto estaticos
como problemas en donde hay variacion, en esta seccion consideraremos problemas del segundo tipo.

o Funciones trigonométricas y el estudio de su variacién.

Las funciones trigonométricas nos ayudan a modelar fenomenos en donde hay ciclos que se repiten,
como; el dia y la noche, las mareas, la circulacion de la sangre en el cuerpo humano, entre otras
aplicaciones de las diferentes ramas del conocimiento humano. Por ejemplo, consideremos los
problemas siguientes:

Ejemplo 1.

Un objeto que se encuentra en el extremo de un resorte vertical se desplaza hacia abajo 4 centimetros
mas alla de su posicion de reposo, para estirar el resorte y se deja en libertad en el instante t = 0 nota
que la direccion hacia abajo es positiva. Su posicion en el instante t es

s = f(t) = 4 cost

Encuentra la velocidad y la aceleracién en el instante ¢t y empléala para analizar el movimiento del
objeto.

Ejemplo 2.
El desplazamiento de una particula en una cuerda que vibra lo representa la funcion

1
s(t) =10+ Zsen(lOnt)

En donde s se mide en centimetros y t en segundos. Encuentra la velocidad y la aceleracion de la
particula después de t segundos.



Ejemplo 3.

Una escalera de 5 metros de largo esta apoyada sobre una pared vertical. La pared forma un angulo

recto con el suelo. Si y es la distancia entre la parte superior de la escalera y el suelo y 6 en el &ngulo

formado entre la escalera y el suelo, encuentra la razén de cambio de y respecto al angulo 8, cuando
T

6 =7

Ejemplo 4.

Un péndulo de 12 centimetros de longitud oscila de modo que 6 es la medida en radianes del &ngulo

formado por el péndulo y una recta horizontal, como se muestra en la figura.

12 4

h(6)

Si h(0) es la altura vertical del extremo del péndulo por arriba de su posicién mas baja. Determina la
razon de cambio instantanea de h(6) cuando 6 = g
Algunas veces un problema se puede modelar con funciones algebraicas como con funciones
trigonométricas, por ejemplo:

Ejemplo 5.
Encuentra las dimensiones de un rectangulo de &rea maxima que se puede inscribir en una
semicircunferencia de radio 4

Consideremos la figura siguiente:
Sean x la longitud de la base, y la longitud de la altura,

queremos que el area A del rectdngulo sea méxima, es
decir, queremos encontrar el maximo de la expresion

y A=xy

Por el teorema de Pitagoras se tiene

Sustituyendo la variable y en A, se tiene
X
A= E\/64 — x2
Pero si consideramos el angulo 8 como se ilustra en la figura, se tiene

sen(0) = )Z/ = y = 4sen(0)

X
cos(@) = 3 = x = 8cos (0)



El area buscada es
A(B) = 32en(0) cos(f) = 16sen(26)

Esta tltima expresion es més sencilla de derivar que su equivalente algebraico.
Derivada de las funciones seno y coseno.

Hemos mostrado algunos ejemplos en donde se aplican las funciones trigonométricas y principalmente
su variacion, es decir su derivada, las derivadas de las funciones trigonométricas se pueden deducir de
varias maneras, iniciaremos con las derivadas de las funciones seno y coseno. Primero lo haremos de
una manera cualitativa y después de manera algebraica.

Recordemos de la cuarta unidad de nuestro primer curso la forma en que se traza la gréfica de la
derivada de una funcién dada la grafica de la funcion y con base en ella conjeturemos la derivada de la
funcién seno.

Consideremos a la funcién
f(x) = senx

Entendemos que sen x el seno del angulo cuya medida en radianes es x, iniciemos trazando la grafica
de la funcion sen x.

En los puntos maximos y minimos la derivada es cero, asi tenemos los primeros puntos de la derivada

de la funcion seno (grafica debajo de la,grafica de la funcién seno, los puntos estan sefialados en rojo).
y
X
—2 3 - T 0 n T 3_H T 51 3
T2 2 2 2 2
y
@ @ @ @ @ X
—2 3 7 T 0 n s 3_H 21 5w 3
T2 2 2 2 2

Primeros puntos de la derivada de la funcién sen x

Ahora analicemos la forma que debe de tener la derivada de la funcion por intervalos, iniciemos con el
intervalo [— g 0], en este intervalo la funcién es creciente, asi f“(x) > 0. La funcion en ese intervalo
es convexa, por lo que f"(x) > 0, por lo tanto f"(x) es creciente (curva azul). En tanto en el intervalo
[0, %] la funcion sigue creciente pero ahora es coéncava, por lo que su derivada f”(x) decrece, como
se muestra enseguida.



21 3 - 2w 5t 3n

Ahora, en el intervalo E n] la funcion es decreciente, por lo que f“(x) < 0, también es concava, es

decir f”"(x) < 0 por lo que f“(x) decrece, se muestra con la curva roja, mientras que en el intervalo
3w . s ’, ’,

[n, 7], la funcién decrece y es convexa, entonces f“(x) < 0y f’(x) crece.

Una vez que hemos completado un periodo, este se repite, en cada intervalo de longitud 27, se muestra
la gréfica de la derivada de la funcion seno.

Yy

—2r 3

Podemos conjeturar que su derivada tiene la forma de la funcion coseno.

Continuamos deduciendo la derivada de la funcion f(x) = sen x, pero ahora lo haremos de manera
algebraica.

La forma clasica es a través de; primero, calcular la derivada de la funcién seno y coseno en el origen,
con este fin tracemos la funcién seno y calculemos la pendiente de la recta tangente en el origen,

(observa la gréfica del lado izquierdo), como recordaremos la pendiente de la recta tangente en un
punto es la derivada de la funcién en ese punto.

P(x,senx

7(0,0)

19
=)
3
19
=)

NS

La recta (que llamaremos secante) que pasa por el origen T/(0,0) y un punto genérico P (x, sen x)

tiene pendiente m
senx—0 senx

x—0  x
Ahora, x # 0, asi que no podemos evaluar a la pendiente m en x = 0, hay varias formas de saber
este valor, aqui lo haremos por medio de una aproximacion (del lado izquierdo, se muestra



geométricamente el proceso), con este fin se te invita a llenar la tabla siguiente en donde se han puesto
algunos valores de la pendiente m

x 05 01 | -001 | -0001 | -0.0001 0 | 000001 | 0.0001 | 0.01 01 |05
0.95885 9999998 0.999983

m

Podemos conjeturar que:

€0) = 1i senx_l
f()_xl—I;% X B

Por otra parte, la derivada de la funcion coseno en el origen, la conjeturaremos de la misma manera.
Tracemos la gréfica de esta funcién y volvamos a realizar el mismo procedimiento.

y
7(0,1)

P(x, cosx)

N
(=)
N _
(
ol g
=
|
N _
(=)
N
/
<
=

Trazamos la recta que pasa por los puntos T'(0,1) y un punto genérico P(x, cos x), la pendiente m
de esta recta se calcula de la manera siguiente:

cosx—1 <cosx—1
x—0 X

m =

con x # 0, pero queremos saber el valor de la pendiente m cuando x es cero, ahora es sencillo ver

que la recta tangente en el punto T es cero, ya que la recta es horizontal porque en este punto hay un
maximo la de funcién, asi podemos concluir que:

cosx —1

m = lim =0

x—0 X
Ahora recordemos el seno y coseno de la suma y diferencia de dos angulos, a saber
sen(x +y) = senx cosy + cosx seny Yy cos(x +y) = cosx cosy — sen x seny
sen(x —y) = senx cosy —cosx seny Yy cos(x —y) = cosx cosy + sen x seny

Con base en ellos podemos probar la identidad siguiente

sen(x +y) = senx cosy + cosx seny

sen(x —y) = senx cosy — cosx seny
Calculamos la diferencia
sen(x +y) — sen(x —y) = 2 cosx seny
Ahora consideremos

x+y=A4

x—y=8B
Resolviendo el sistema para x y y, se obtiene



obtenemos la diferencia de senos,

A+ B A—B
senA—senB=Zcos< > )sen( > )

Ahora mediante la definicién de la derivada de una funcién.

x)—J(a
@) = tim L= 1@
x-a X —a
obtenemos la derivada de la funcién seno.
(sen(@)’ = tim Eermsen s _ g, 20005 sen(5)
x—-a xX—a xoa x—a

= lim cos (%) ser;(;xa%a) = cos (ﬂ) (1) =cosa

N 2
x-a 2

Por lo cual (sen x)” = cos x.

Utilizando la relacion pitagérica
sen?x + cos’x =1

y recordando la regla (f2)” = 2ff" se obtiene
2sen x(senx)”+ 2 cosx(cosx) =0

Despejamos a (cos x)” y obtenemos

2senx (cosx)

(cosx) =———= = —senx
2cosx
Concluimos que:
(senx) = cosxy(cosx) = —senx
EJERCICIOS RESUELTOS.
Con base en los limites vistos en esta seccion, a saber
“m senx 1 lim cosx—1 _ 0
x>0 X - y x-0 X -
Calcula los limites.
1 lim sen5x
' x-0 X
Solucion.

El limite calculado nos indica que tanto el argumento como el denominador deben ser igual y ambos
tender a cero, por esta razén igualamos al denominador al argumento, multiplicando por 5y a su
vez dividiendo entre 5, para no alterar la igualdad.



. senbx  5senbx _ Ssenbx
lim = lim——— =51lim =5(1)=5
x->0 X x—-0 S5x x-0 bx
. sen9x
2. 9151_13(1) sen2x
Solucion.
Primero dividimos entre x, tanto numerador como denominador, para llevarla a la forma
conocida
9 sen9x 9sen9x o) 9
. sen9x x . 9x _9
o~ A enzx ~ M enax 2(1) 2
X 2x

Como en el caso anterior multiplicamos por la cantidad que iguale al numerador con el
argumento, después aplicamos la regla del cociente de los limites.

. sen(cosx
3. lim ZC0%)
x—0 secx

Solucion.
En este caso el denominador no es cero, asi podemos calcular el limite directamente

sen(cosx) sen(l) sen(1)

x-0  Ssecx 1

. Senx—cosx
4, lim——=
x—0 C0S2x

Solucion.
Como en el caso anterior, el denominador no es cero cuando x = 0, asi se puede calcular el limite
directamente

senx—cosx 0-—1
lim = =-1
x—0 cos2x 1

. senx
5

1
x—0 x+tanx

Solucion.
Dividimos tanto numerador como denominador por x, para llevarlo a la forma conocida

sen x sen x
sen x 1 1
im———— = lim—%—— = |lim—=% = -
x—0x +tanx «x-0Xt+tanx x_,ol_l_tanx 1+1 2
X X
6. lim sen(x—1)

x—1 xX2+x-2

Solucion.
Factoricemos el denominador x? + x — 2 = (x — 1)(x + 2), entonces

sen(x —1) sen(x —1) ( 1 )_1
M2 tx—2 a@-Dx+2) \1+2/ 3



e Derivada de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante.

Mediante las identidades trigonométricas ya sea pitagéricas, de cociente o de reciprocidad, aunado a
las reglas de derivacion podemos deducir las derivadas de las funciones trigonométricas restantes, por
ejemplo:

Deduzcamos la derivada de la funcién tangente, con este fin debemos recordar tres resultados, primero
las identidades

sen x

_9f-97f

tanx = 72

y

CosXx CosXx

= sen x Y laregla de la derivada del cociente, a saber (i) !

Con base en las derivadas obtenidas, procedamos a calcular la derivada de la funcion f(x) = tan x
(sen x) . cosx(senx) —senx (cosx)” cosxcosx+ senxsenx

CoSs x cos?x cos?x

cos?x + sen®x 1

= sec?x

cos?x " cos?x

Procede de la misma manera para obtener la derivada de la funcién cotangente, debes de obtener
(cotx)” = —csc?x

Ahora calculemos la derivada de la funcion secante, mediante la identidad

1 + tan®x = sec®x
derivamos ambos miembros

0+ 2tanx (tanx)” = 2secx (secx)’
despejando a (sec x)’, se obtiene

. tanx (sec?x)
(secx)’ = ———  =secx tanx
secx

finalmente, te invitamos a que obtengas la derivada de la funcién csc x, mediante la identidad
1
cscx = —— 01+ cot?x = csc?x
sen x

debes de obtener que (cscx)” = — cscx cotx.

Ahora ya tenemos las derivadas de las funciones trigonométricas, hagamos un resumen de ellas en la
tabla siguiente.

Funcién Derivada
cos x
senx
—sen x
cos x
sec’x
tan x
—csc?x
cotx
sec x tanx
secx
—cscx cotx
cscx




EJERCICIOS RESUELTOS.

1. Encuentra la derivada de las funciones siguientes:
sen x
a) f(x) =

Solucion:

. b) f(x) =xcosx c) f(x) =6senxcosx

, xcosx—1(sen x) X Ccosx—sen x
Q) f(x) = Zoxllsen) _ xeosx

b) f'(x) = 1cosx + x(—sen x) = cosx — xsen x

¢) f'(x) = 6[sen x (—sen x) + cos x cos x] = 6][—sen?x + cos?x]

2. Encuentra la derivada de la funcion f(x) = —2%
1-tanx
Solucion.
£ = (1 —tanx)sec?x — (1 + tanx)(—sec®x)  sec’x(2) 2sec’x
B (1 —tanx)? (1—-tanx)? (1 —tanx)?

. 'y t +
3. Derivaa lafuncion f(x) = =X

CosXx

Solucion.

cos x(sec?x + cosx) — (tanx + sen x)(—senx) secx + cos?x + sen xtanx + sen’x

f)=

cos?x cos?x

14+ senxtanx + secx

cos?x

4. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion dada por f (x) = tan x en

el punto T (% 1).
Solucion.

Primero debemos verificar que el punto esta en la grafica de la funcién, para este fin se evalta a

la funcién en el punto dado, en este caso

1)) -1

El punto esta en la grafica, asi que su derivada seré la pendiente de la recta tangente, una vez

obtenida, sélo aplicaremos la forma de la recta punto pendiente.

f'(x) = sec?x =

Asi cos?x
Sl
cos ( ) <g> Z

La ecuacion de la recta es:

5. Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién dada por

f&x) =

sen x + cosx
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en el punto T(0,1).

Solucion.

Primero debemos verificar que el punto esta en la grafica de la funcion, para este fin se evalta a
la funcién en el punto dado, en este caso

1 1
f(0) =

= =1
sen0+cos0 0+1

Igual que en el caso anterior, calculemos a la derivada de la funcién y evaluémosla en el punto
indica para obtener su pendiente y finalmente apliquemos la ecuacion de la recta en su forma
punto pendiente.

cosx — senx

fe)=- (senx + cos x)2
La pendiente m tiene el valor
(0) = cos0 — sen0 _ 1-0 _ 1
me) = (sen0 + cos0)2  (0+1)2 1

=1

La ecuacion de la recta es:
y—1==1x-0)=—-x=>y=—x+1
e Regla de la cadena para funciones trigonométricas compuestas.

En ocasiones debemos derivar no sélo a la funcion trigonométrica o bien algebraica, sino funciones del
tipo
f(x) = sen(x?)

Que si bien, sabemos que la derivada de la funcion seno es la funcion coseno y (x?)” = 2x ;Coémo
podremos derivara a la funcién f?

Lo que hemos estudiado hasta ahora no nos permite derivar funciones de este tipo, en donde hay dos
funciones relacionadas de esta manera, este tipo de funciones se llaman funciones compuestas, en
este caso se tienen las funciones seno y el cuadrado de equis. Hay funciones compuestas de dos, tres
y mas funciones, para poder derivar a este tipo de funciones, se requiere de una regla a la que se le
nombra regla de la cadena, pero primero, hagamos un resumen.

La funcién compuesta de dos funciones, a las que llamaremos f y g se denota por fog y se define
como:

(fog)(x) = f(g(x))

la funcion g se aplica primero y después la funcion f, por su posicion a la funcién g se le llama funcion
interna (la de adentro) y a la funcién f la funcion externa (la de afuera), en nuestra funcién inicial,
llamémosla funcion h, se tiene

h(x) = sen(x?)

la funcion interna es g(x) = x?2 y la funcion externa f(x) = sen x, efectuemos las siguientes
composiciones

Calcula fog(x) y gof (x),endonde f(x) = tanxy g(x) = =

x2’

Solucion:
Por definicion

fog(x) = f(g() = f(,%z) = tan (x_12>

mientras que
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gof () = g(f(x)) = g(tanx) =

tan?x
podemos observar que

fog(x) # gof (x)
es decir, la composicién de funciones no es conmutativa

La derivada de la composicion es el producto de la derivada de la funcién externa en la funcion interna
multiplicada por la derivada de la funcion interna. Se considera uno de los resultados mas importantes
en las reglas de derivacion, aunque no se demostrara la regla de la cadena, veamos su plausibilidad.

Consideremos a la derivada en una de sus formas, es decir, como razén de cambio, asi se tiene ﬁ
; \ ‘z dy p . .
como la razén de cambio de la funcidn u con respecto a x y - la razon de cambio de y con relacion

alafuncionuy ﬁ, la raz6n de cambio de y en relacion con x. Si u cambia el doble de rapido que x y

y tres veces mas rapido que u, entonces resulta razonable que y cambie seis veces més rapido que
X, por consiguiente, esperamos que

dy dydu
dx dudx

REGLA DE LA CADENA.

Si f y g son dos funciones derivables y h = fog es la funciéon compuesta definida por h(x) = f(g(x)),
entonces h es derivable y h” se expresa mediante

R(x) = f(gx))g’(x)

En la notacion de Leibniz, siy = f(u) donde u = g(x) son funciones derivables entonces
dy dydu
dx dudx

EJERCICIOS RESUELTOS.
Encuentra la derivada de las funciones siguientes:
1. f(x) = sen(x?)

Solucion.
f'(x) = cos(x?)(2x) = 2xcos(x?)

2. f(x)=cos3(3x—2)
Solucidn.

f'(x) = 3cos?(3x — 2)(—sen(3x — 2))(3) = —9cos?(3x — 2)sen(3x — 2)

3. f(x) = tan®x
Solucion.

f'(x) = 2tanx sec?x

4. f(x) =1+ tanx

Solucion.
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00 sec?x
xX) = —F——
2V1 +tanx

f(x) = xsen G)

Solucion.

f(x) - sen (%) + xcos (%) (_ x_12> = Ssen (%) — %cos (%)
f(x) = (1 + cos?x)®
Solucion.

f/(x) = 5(1 + cos?x)*(0 + 2cosx (—sen x)) = —5sen(2x)(1 + cos?x)*

e Resolucion de problemas en diversos contextos.

Existe una variedad de problemas cuya solucién requiere de las funciones trigonométricas y de sus
derivadas, en esta seccidn resolveremos algunos de estos ejercicios como ejemplo de las aplicaciones
que estas funciones tienen, iniciemos con las aplicaciones geométricas.

1.

Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion f (x) = sen x + cos 2x, en
el punto T (% 1).
Solucion.

Primero debemos de verificar el punto este en la grafica de la funcién, con este fin calculemos la
imagen de la funcién dada en el punto dado.

T T T 1 1
f(g) =sen(g)+cos(§) =E+E= 1
Ahora, derivamos a la funcién con el fin de calcular su pendiente m

m(x) = f'(x) = cosx — 2sen (2x)
En particular

mzm(%)ZCOS(%)_ZSB"(2)=§—2§=_‘/§

La ecuacion de la recta en su forma punto pendiente es:

Un objeto que se encuentra en el extremo de un resorte vertical se desplaza hacia abajo 4
centimetros mas alld de su posicion de reposo, para estirar el resorte y se deja en libertad en el
instante t = 0 nota que la direccion hacia abajo es positiva. Su posicion en el instante t es

s = f(t) = 4 cost
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Encuentra la velocidad y la aceleracion en el instante ¢ y empléala para analizar el movimiento del
objeto.

Solucion.
La velocidad v del objeto es la derivada de la posicidn, asi

v(t) = f'(t) = —4sent

El objeto oscila desde el punto mas bajo, s = 4 ¢cm, hasta el punto més alto s = —4 cm, su
periodo es 27 el cual es el periodo de la funcidn coseno.

La rapidez, el valor absoluto de la velocidad es |v| = 4|sen t|, es maxima cuando sent = 1, es
decir cuando cost = 0, lo que significa que el objeto se mueve mas rapido cuando pasa por su
posicion de equilibrio. Su rapidez es 0 cuando sen t = 0, es decir, en los puntos mas abajo y mas
arriba.

3. Labase de un cuadro sobre una pared esta a 2 metros por encima del ojo de un observador. El
lado vertical del cuadrado mide 1 metro. ;A qué distancia de la pared ha de colocarse el observador
para maximizar el angulo visual que ese cuadro subtiende?

Solucion.
Sean los angulos a, By 6 = B — a, como se muestra en el dibujo, x la distancia de la pared al
ojo del observador.

3 2
entonces tanf = ~ tana =~y

3 2 1 1
_ _ _tanfp-tana _ Y x _ ¥ _ x _ X
tand = tan(ﬁ a) " 1+tanatanf 1+§(%) - 1+xi2 - L;ﬁ T x2+6
X
derivando
d(tanf) x?+6 —x(2x) 6 — x?
dx ~ (x?2+6)2  (x2+46)2
sus puntos criticos son:
X = i\/g

Como se trata de una longitud elegimos x = /6, el cual es claro que corresponde a un maximo,
se puede aplicar el criterio de la primera derivada.

4. Encuentra el punto P en el eje x tal que el a&ngulo APB de la figura sea maxima.



s LIChY

[ A

P('(), x) 0

Debemos optimizar el &ngulo 6, llamemos « al angulo APO y por S al angulo BPO como se
muestra en la figura

tenemos que
1 2
tanf = .,y tana =~

2 1 24+2x—-XxX
_ _ X d%x _ _x(+x) _  2+x
porlotanto tan 6 = tan(a — B) = *5" = mimes = 2rers
x 1+x x(1+X)
derivamos a la funcion
dtan() x*+x+2—-2+x)2x+1) x? + 4x
dx (x2 + x + 2)2 T (x24+x+42)2

el punto critico, se encuentra cuando

> +4x=x(x+4)=0=x=0,x = —4
en x = 0 hay un méximo, mientras que en x = —4, hay un minimo. El punto buscado es P(0,0).
La sefial de un faro situado a medio kilémetro de la costa gira a razén de 2 revoluciones por minuto
(rpm). Supongamos que la linea de la costa es recta, a qué velocidad se desplaza el rayo de luz

al pasar por un punto que dista 1 kilometro del faro?

Solucion.
Consideremos el angulo 6 (en radianes) y sea x en kildmetros como se ilustra

1

Sabemos que % =202m) = 4n %, calculemos la tangente del angulo 6, asi

= x =—tané

tand =
an >

Nl | R
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d o . . . .
queremos saber d—’; cuando vale x, cuando hay un kilémetro de distancia hacia el faro, con este fin,
apliquemos la derivada a la funcion aplicando la regla de la cadena.

dx_dxd9_1 29d9_ 29(4 )km_z 29 km
dt _dode 2°%¢ 7 qr 2%t T AT i

aplicando el teorema de Pitagoras, cuando la distancia a la costa esta a un kildmetro

o e 2 3, 3_+\/§
Ty T TyTY TR TR
elegimos el valor positivo, ya que x lo es, se cumple
V3 1 T
7=Etan9=>tan9=\/§=>9=§
. . . . 1 T 1 1
empleando las identidades por reciprocidad sec 68 = —og = sec (g) = (n) =1=2
cos\— =
2
por lo tanto
dx km km
—=2n1(4)— =8m—
dt mi min

Un globo se eleva del suelo a 43 % es seguido por un telémetro situado en el punto A a una

distancia de 150 m del punto de despegue. Encuentra la razon de cambio del angulo en el punto
A cuando el globo esta a una distancia de 150 m del suelo.

Solucion.
Denotemos por y a la altura del globo y por 6 al &ngulo en el punto A, como se muestra en la

figura.
¥

0
Ae A
150m

Queremos saber el valor de Z—f cuando la altura del globo sea de 150 m (y = 150), con este fin
calculemos la tangente del angulo 6.

y
tanf = —
Yy =150
y después su razén de cambio
d(tan®) 1 dy 1 43
it " 1s0ar 150 P =150
mediante la regla de la cadena
d(tanf) d(tanf)do ,, a0

dt o ar ¢ %ar
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encontramos la igualdad

2 do 43
S T 150
= = E 2 E = L = L = l =
Cuando y = 150m, entonces 6 = L) sec (4) COSZG) (%2 z 2, por lo cual

dG_ 43 =>d0_ 43 rad
dt 150 dt 300min

DERIVADAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS.

El estudio de las funciones exponenciales y logaritmicas proviene de siglos atras. Se cuenta la historia del
tablero de ajedrez en donde se deberia poner un grano (arroz o trigo) en la primera casilla, dos en la
segunda, cuatro en la tercera y asi, en cada casilla subsecuente el doble de la anterior, el patron donde a
cada paso se multiplica por la misma cantidad (progresiéon geométrica), van formando a la funcion
exponencial, las progresiones geométricas se remontan a la antigua Grecia y fue hasta el siglo XVIII, donde
finalmente la funcién exponencial fue descubierta, sin embargo para hablar de la funcién exponencial, es
necesario también estudiar a la funcion logaritmo.

Los logaritmos fueron creados de manera independiente por los matematicos John Napier (escoses) y por
Jost Biirgi (suizo), se tenia el objetivo de simplificar los calculos en la trigonometria esférica. Los logaritmos
vinculan la multiplicacién en los nimeros reales positivos y la suma en los nimeros reales.

e Derivada de las funciones e*, e*, 10* y 10,

En los niveles basicos nos han ensefiado las operaciones del tipo 42 = 16, en donde el nimero 4 se
le llama base, al nimero 2 exponente y al niumero 16 potencia, cuando el exponente es un numero
natural éste indica el nimero de veces en que debe de multiplicarse la base, por ejemplo: 43 =
4.(4)(4), el cuatro debe ser multiplicado tres veces.

También se nos dijo que, si el exponente es negativo, entonces se puede realizar la operacion siguiente:

— 1 1 , . . . ,
372 = Z =g yasise da sentido a las expresiones del tipo a™, cuando a > 0 y n es un numero

entero negativo, posteriormente, nos indicaron que se puede definir el nimero a™ cuando a > 0 y el
numero n es numero racional, por ejemplo:

2: = V2,894 = V&5,
2
En general ae = Va?P (g #0).

Para el caso del ajedrez en donde se pone un grano de arroz (o trigo) en el primer cuadro y por cada
cuadro subsiguiente se duplica el numero de granos, en el primer cuadro 1 grano, en el segundo 2
granos, en el tercero 4 granos, ..., hagamos un resumen en la tabla siguiente:

n 1 2 3 4 5 n
Granos | 1=2° | 2=2' | 4=22|8=2%|2=2% 2n-1

Podemos deducir que en el cuadro n hay 21 granos, a esta funcion la podemos graficar, como se
muestra a continuacion
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n

Nos damos cuenta de que la grafica tiene muchos espacios, aunque en estos momentos nos interesa
saber que es creciente esta propiedad sucede para toda funcién del tipo f (x) = a* cona > 1y sera
decreciente cuando 0 < a < 1. Una pregunta muy importante es ;qué sucede con el numero a*

cuando el exponente es un numero irracional? Por ejemplo, ¢ cuanto vale 4V3 0 2™ Para estos casos
podemos aprovechar el hecho de que la funcién a* es creciente de la manera siguiente, supongamos

que queremos dar sentido al nimero 2V3 .

sabemos que

1.7<vV3< 18
entonces

217 < 23 < 218

como 1.7 y 1.8 son niimeros racionales entonces conocemos los valores de 217 y 218, asi podemos
iros aproximando al valor de 2¥3 dando valores cada vez mas cercanos al valor de v/3, el valor
aproximado es 2¥3 ~ 3.321997 y dar sentido a este tipo de nimeros.

Con las observaciones anteriores podemos definir a la funcion 2* en donde la variable independiente
x es un nimero real y la grafica esta completamente llena, ya no tiene huecos.

Yy

A

0 1

Podemos conjeturar varias propiedades de la funcion f(x) = 2%, por ejemplo, como es una funcién
creciente, entonces f” > 0, también es convexa por lo que f** > 0, también lim 2* = oo y

X—00

lim 2* = 0, debemos tener en claro que la funcién £ (x) = 2* es una funcién exponencial, porque

X——00
la variable, x, es el exponente (existen definiciones mas formales), no se debe de confundir con la
funcion potencia (funcion algebraica) f(x) = x2, aqui la variable x es la base.
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Hagamos un resumen de las propiedades de la funcién exponencial, donde estamos considerando que
a>1.

Propiedades de la funcion exponencial f (x) = a”*.

a* 1
a)a® =1 b)al =a c)a*tY =a*a¥ d)a* 7V = > e)a™ = e
a\* a*
N@)*=ab* g (7) =7z  W@)F=a? D@ >0
J)(@®)”>0 k) lim a* = o D lim a*=0
X—00 X—>—00

Histéricamente el numero llamado e surgié de varios problemas, entre ellos el calculo del &rea de la
hipérbola equildtera xy = 1, pero principalmente en aplicacién de problemas de interés compuesto
continuamente, aunque hay varias formas de definir a este importante nimero, aqui daremos la

siguiente:
1 n
e = lim (1 + —)
n

n—-oo

El cual tiene un valor aproximado de e = 2.71828182, se sugiere estudiar su historia, un importante
resultado es la derivada de la funcién exponencial con base este nimero, que como hemos visto por
ser e > 1, su gréfica es creciente y convexa, ahora calcularemos su derivada, primero en el origen y
posteriormente en cualquier punto.

Definimos la funcién f (x) = e*, entonces la derivada en el origen esta dada por

. e¥—e  e¥—-1
f(0) = lim——— = lim

x-0 x—20 x-0 X

realicemos la tabla siguiente

x -0.5 -0.1 -0.01 —0.001 —0.0001 0 0.0001 0.001 0.01 0.1 05

e*—1 |0.78939 | 095163 | 0995 | 0.9995 | 0.99995 1.00005 | 1.0005 | 1.005 | 1.052 | 1.2974

Podemos observar que tanto por el lado izquierdo como por el lado derecho la derivada se acerca al
valor de uno.

es decir,
e*—-1
lim =1
x—0 X

en general, la derivada en el punto x = a, es.

i o ef—e®  e%e*?-1) - |
f'(a) = lim = lim =e?lim——— =e%(1) = e%
x->a X—a  x-oa xX—a x-a X—a

hemos deducido el importante resultado que la derivada de la funcién exponencial es ella misma, en
simbolos
Si f(x) = e*, eontonces f'(x) = e*.

Mediante la regla de la cadena, si f (x) = e* y g es cualquier otra funcion en donde se pueda efectuar
la composicién
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fog(x) = f(g(x))
Se tiene, que si definimos por h(x) = f(g(x)), con f(x) = e*, entonces

a) h(x) = e9®
b) h,(X) = eg(x)g’(x) = g'(x)eg(x)

b) se suele escribir como (e*)” = e*u” = u'e™.

Ejemplo.
Encuentra la derivada de las funciones siguientes.

a) f(x) = e™*/? b) f(x) = e’ ¢) f(x) = x%e*’
Solucion.
1 _x

Q) () =e*?(=3) = =7 b) f'(x) = ¥ (2x) = 2xe*’
Aplicamos la regla del producto
) f(x) = 2xe*’ + x2e*’(3x2) = xe* (2 4 3x3) = x(2 + 3x3)e*’

Ejemplo.
Encuentra los maximos y los minimos de la funcion f (x) = x2e*
Solucion.
Localizamos los puntos criticos
f(x) = 2xe* + x%e* = xe*(2 + x)
entonces los puntos criticos son:
x=0,x=-2

para saber si corresponden a un maximo o minimo, aplicamos el criterio de la segunda derivada, asi
derivamos nuevamente.

f7(x) = 2e* + 2xe* + 2xe* + x%e* = e¥(x? + 4x + 2)
ahora

f7(0) = 2 > 0 hay un minimo,
f7(=2) = e %(4 — 8+ 2) = —2e~2 < 0 hay un maximo.

Derivada de las funciones Inx, Inu, logx, logu.
Las funciones exponencial y logaritmo son funciones inversas una de la otra, por eso tienen propiedades
también reciprocas, las propiedades de la funcion logaritmo se deducen de las propiedades de la funcion
exponencial. Recordemos la definicion clasica de logaritmo que nos ensefiaron en la escuela secundaria

Sia, b y x son numeros positivos y a* = b, entonces x = log,b
siempre y cuando b # 1.
Asi, se define a la funcion logaritmo de x, como

f(x) =logax

cuando a = 10, se escribe logx, pero si la base es a = e, entonces se escribe Inx, como logaritmo
natural (al parecer no tiene nada de natural, pero asi se nombra).



20

en la tabla siguiente se hace un resumen de las propiedades de la funcién logaritmo con base en las
propiedades de la funcion exponencial.

Propiedades de los exponentes | Propiedades de los logaritmos.
ao =1 1n(1) =0
Y = g* Y In(xy) = Inx + Iny
(ax)y = a*y ln(xy) = ylnx
X
< _ In (;) —In(x) —In ()
ay

Hemos definido a la funcion logaritmo con base 10 y con base el nimero e, pero ;como se calcula el
logaritmo de un niimero diferente a ellos?

Supongamos que queremos calcular logs(7), para este fin recurrimos a la forma
a*=b=x=1log,b

Tomamos logaritmo natural en ambos lados

Inb
In(a*) =b = xlna =lnb = x = —
Ilna
Por lo que
] b= Inb
0§ab = Ilna

Sabemos que la funcion exponencial es la funcion inversa de logaritmo, es decir
elnx =x
Al derivar, via la regla de la cadena

1
1 . ‘_ _
e™(lnx) =1= (lnx)" = P

Ahora, aplicando nuevamente la regla de la cadena, se obtiene, para la composicién de la funcion
logaritmo con cualquier otra funcién, en donde pueda llevarse a cabo la composicién, la derivada de la
funcion compuesta, es decir, supongamos que la funcion f se puede componer con la funcion in y
ademas es derivable, entonces

Si h(x) = In (f(x)), entonces h'(x) = %f’(x) - %

Ejemplo.
Derive a la funcion h(x) = In (x? + 3x — 1).

Solucion.

ahora ya tenemos la forma de calcular la derivada de la funcion y = 10*, pues una forma de hacerlo
es mediante la derivacion logaritmica.

Deriva a la funcién y = 10%, calculamos el logaritmo en ambos lados
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Iny = xIn10
derivamos
y, , x
5= In10 = y’ = yIn10 = 10*In10

en general, si y = a*, entonces y" = a*Ina, se procede de la misma forma para obtener este
resultado.

Ejemplos.
Encuentra la derivada de las funciones siguientes.

a)y = a3’ b)y = x%3* )y =e*Inx
Solucion.
@)y’ = a®"(6x)lna = 6xe3* Ina b)y = 2x3* + x?3%In3 = x3%(2 + x%In3)

)y =—-e*Flnx+e™* G) =e™* (—lnx + %)

Ejemplo.
Encuentra los maximos y los minimos de la funcion y = x?Inx.

Solucion.
Calculemos los puntos criticos
Yy =2xlnx +x = x(2lnx + 1)

so6lo hay un punto critico ya que x = 0, no esta en el dominio de la funcién, asi
2k +1=0=x=e"1/2

es el unico punto critico el cual corresponde a un minimo, esto se puede probar con el criterio de la
primera derivada.

Resolucion de problemas en diversos contextos.

En esta seccion se plantearan y resolveran varios ejercicios y problemas, para apropiarse de los temas
que se han estudiado.

1. Encuentra una ecuacion de la recta tangente a la curva dada por la funcion f(x) = x2 + 2e* en
el punto T'(0,2).

Solucion.

Primero debemos verificar que el punto dado este en la grafica de la funcion, con este fin,
calculamos £ (0) = 02 + 2e° = 2, por lo tanto, el punto esta en la gréafica, ahora para encontrar
la ecuacién de la recta debemos derivar y asi calcular su pendiente.

f'(x) = 2x + 2e*, la pendiente es m(0) = 2(0) + 2e° = 2, empleando la forma de la recta
punto pendiente, se obtiene
y—2=2x—-0)=2x=>y=2x+2

2. ¢En cual punto sobre la grafica de la funcién y = 1 + 2e* — 3x la recta tangente es paralela a
larecta3x —y = 5?
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Solucion.

Dos rectas son paralelas si sus pendientes son iguales, asi que igualaremos la pendiente de la
recta con la derivada de la funcion, la pendiente de la recta es el coeficiente de la variable x cuando
se expresa de la forma y = mx + b, asi

3x—-y=5=y=3x-5
la pendiente de la recta es m = 3, ahora la derivada y* = 2e* — 3, por lo tanto

2 =5 =3=e*=—-=2=x=In(2)

Calculemos laordenaday = 1 + e @ —31In(2) =1+ 2 —-31In(2) = 3 - 3In (2)
En punto es (In(2), 3 — 31In (2)).

| o

Considere una poblacion de bacterias en un medio nutritivo homogéneo. Suponga que, por medio
de la toma de muestras de la poblacion a ciertos intervalos, se determina que esa poblacion se
duplica cada hora. Si la poblacién inicial es de 100 bacterias jcual es la tasa de crecimiento
exactamente a las 4 horas?
Solucion.
Aunque este es un modelo discreto, podemos hacer la suposicion de continuidad asi se tiene que
el modelo es
f() =100(2%

La tasa de crecimiento es la derivada

£7(t) = 100In (2)2¢

bacterias
f(4) =100In(2) 2* ~ 1104 ————
hora

La poblacién crece aproximadamente en 1104 bacterias cada hora en la cuarta hora.

4.

Encuentra los méximos y minimos de la funcion f (x) = xIn(x).

Solucion.
Primero calculamos los puntos criticos
f'(x)=In(x)+1
igualando a cero, se tiene
Ih(x)=-1=x=¢"1
s6lo hay un punto critico.
La segunda derivada
1

f(x) = %yf”(e‘l) = e% = e > 0 por lo tanto hay un minimoen x = e™".

Deriva la funcion f(x) = x*.

Solucion.
Primero obtengamos su logaritmo
ln(f(x)) = xIn(x)
derivamos
) =1 1 ‘(x) = 1+1 =x*[1+1
o0 n(x) + 1= f'(x) = f()[1+In(x)] =x*[1 + In (x)]

. ‘ 2
Deriva a la funcién y = x*".

Solucion.



23

Tomamos logaritmo en ambos lados
Iny = x?In (x)
Ahora derivamos

y; =2xIn(x) +x =y’ = y[2xin(x) + x] = xxz[len(x) + x]

Encuentra la derivada de las funciones siguientes:

a)y =lIn (xf_fil) b) y = In(x5sen(x)cos(x))

Solucion.
Primero apliquemos las propiedades de la funcion logaritmo y después derivemos.

a)y =4In(x) —In(x*+1) =y =2 — 5x°

x  x5+1

5 5
b)y =5In(x) + ln(sen(x)) +In(cos(x)) =y = p + cosx _ Semx _ ~ + cotx — tanx.

senx CcoSX

Un cable de telégrafo tiene un ndcleo interior y una cubierta exterior que lo rodea. Si x denota el
radio del nucleo interior dividido entre el radio exterior, la velocidad de transmision es proporcional

as(x) = x%In (;) ¢ Qué valor de x hace maxima la velocidad de transmision?

Solucion.
Primero escribamos a la funcién como

s(x) = x%In (%) = —x?%In (x)

ahora, calculemos los puntos criticos de la funcidn, con este fin derivemos a la funcién.

1
s’ (x) = —2xIn(x) — x? (;) = —2xIn(x) —x = —x[21In(x) + 1]

al igualarla a cero, se obtiene
x=002In(x)=—-1=x=e"1/2

descartamos x = 0, ya que no esta en el dominio de la funcion, ahora derivamos nuevamente a la
funcion

f7(x) =-2In(x) —2—1=-2In(x) — 3
luego

1 B 1
r7(e72)=-2in(e2)=3=—2(-3)-3=2-3=-1<0

x = e~1/2 gs un maximo.

Sea 1 (x) el nimero de enteros primos menores o iguales que x. Por ejemplo, ©(6) = 3, porque

2,3, 5 son primos. Se ha demostrado que para x muy grande, (x) = ﬁ six > 10, calcula

"y ", Interpreta estos resultados en términos de la distribucion de los nimeros primos.

Solucién.
Calculemos las derivadas
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In? In(x)-1)1
n“(x) 2(n(x)—-1)In (x) 3 lln (x)[_ In(x)-2]

yn'(x) =—=% x =

In*(x) x In*(x)

, In(x)-1
n (X) = In2(x)

Podemos observarque m” > 0y ©™* < 0, lo que quiere decir, los nimeros primos aumentan pero
cada vez mas lentamente.
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LA DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES.

UNIDAD 1.

Niveles cognoscitivos (Bloom)

TABLA DE ESPECIFICACIONES

1. Conocer, 2. Comprender, 3. Aplicar

Niveles Cognitivos

en diferentes contextos.

e Aplica la derivada a funciones
exponenciales y logaritmicas a
problemas en diversos contextos.

Tema Aprendizaje 1 2 3
DERIVADA DE
FUNCIONES 1,2,3
TRIGONOMETRICAS.
¢ Relaciona en diversos contextos la 45678

e Funciones variacién de las funciones seno y A
trigonométricas y el coseno a través procedimientos
estudio de su variacion. graficos, numéricos o algebraicos.

o Derivada de las ¢ Reconoce que las derivadas de las 10, 11,13
funciones seno y coseno. funciones trigonométricas involucran 9,12

variacion periédica.

o Derivada de las o Utiliza las derivadas de las funciones
funciones tangente, seno y coseno, y reglas de derivacion 14,15, 16,
cotangente, secante y para obtener las derivadas de las 17,
cosecante funciones: tangente, cotangente,

secante y cosecante.

e Regla de la cadena para  |e Utiliza la regla de la cadena para 18,19,20 | 21,22, 23,
funciones derivar funciones trigonométricas 24
trigonométricas compuestas.
compuestas

33,34,35 | 25, 26,27, | 30, 31,37,

 Resolucién de problemas 28,29, 32, | 38, 39, 40,

en diversos contextos. e Aplica las derivadas de funciones 36 41,42, 43,
trigonométricas a problemas en diversos 44,45
contextos.

DERIVADA DE e Relaciona en diferentes contextos la
FUNCIONES variacion de funciones exponenciales a | 46, 47,48 | 49, 50, 52, | 51
EXPONENCIALES Y través de procedimientos graficos, 53, 54, 55,
LOGARITMICAS. numéricos o algebraicos. 56, 57
58, 59,

e Derivada de las funciones | e Infiere la derivada de las funciones 60,
e*,e%,10*y 10%. logaritmicas. 61,62, 63

e Derivada de las funciones | e Utiliza la regla de la cadena para
Inx,Inu,logx,log u obtenerla dgerivada de funciones 64,65,66, | 71,72,73,

exponenciales y logaritmicas 67,68,69, | 74, 75,76,

o Resolucion de problemas compuestas. 70 ;(7)’78’ 7,
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PROBLEMAS UNIDAD 1.
DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES
Aprendizajes: Ampliara su conocimiento de derivada, a las funciones trigonométricas, logaritmicas y
exponenciales y reforzara el estudio de la variacion al resolver problemas que se modelan
con ellas.

1. Algunos campos en donde se aplican las funciones trigonométricas son:
a) Navegacion. b) Astronomia c) Geodesia

Menciona al menos otros tres campos de aplicacion de las funciones trigonométricas.

2. Un problema tipico en donde se aplican las funciones trigonométricas es:

a) Encuentra dos niumeros no negativos cuya suma sea 10 y cuyo producto sea maximo.

b) Encuentre los puntos Py Q enla curvay = %xz, 0 < x < 2+/3, que esta mas cercano y
lejano del punto (0,4).

c) Unhombre parado en la cima de un acantilado vertical esta a 500 metros encima de un lago.
Observa un bote de motor que se aleja directamente del pie del acantilado a razén de 60
metros/segundo ¢Qué tan rapido cambia el &ngulo de depresidn de su linea visual cuando el
bote esta a 380 metros de la base del acantilado?

d) Encuentre el volumen méas grande de la caja sin tapa que se puede hacer con una hoja
cuadrada de cartdn, de 24 centimetros de lado, cortando cuadrados iguales en las esquinas
y doblando después.

3. Enlafigura siguiente, determine cuantas rectas tangentes horizontales tiene la funcién sen(x) y

en qué puntos. ‘

—2

4. Observa la gréfica de la funcion f (x) = sen(x) yalafuncién g(x) = 2 + sen(x), es decir se
ha trasladado hacia arriba a la grafica de la funcién en dos unidades ¢ qué diferencia hay entre la
derivada de la funcién f con respecto a la derivada de la funcion g?

3 gx) =2 + sen(x)

f(x) = sen(x) /\
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5. Considera a la funcion f(x) = cos (x) y a la funcién g(x) = 2cos (x) como se muestra a

s

continuacion, observa el punto x = " ¢hay

g?

g(x) = 2cos (x)/“

e

diferencia entre la derivada de la funcion f y la funcién

f@) = cos ()

-2

6. Considera la tabla siguiente, en donde se muestran algunos valores de las funciones seno y

coseno.
X 0 0.01 0.02 0.03 0.04
sen(x) 0 0.00998 0.01999 0.029995 0.039989
cos (x) 1 0.99995 0.99980 0.999550 0.999200

Aproximadamente el valor de la derivada de la funcién seno en x = 0, es:

a) 0.998.  b)0.00998.

01 d)0 e) 0.999

7. Con base en los valores de la tabla mostrada en el ejercicio 7, el valor de la derivada de la funcién
coseno en x = 0, aproximadamente es:

a) 0.998.  b)0.00998.

o) -1 d) 0 e) — 0.0005

8. Con base en los valores de la tabla mostrada en el ejercicio 7, el valor de la derivada de la funcion
coseno en x = 0.02, aproximadamente es:

a) —0998.  b)0.0998.

¢) — 0.015 d)0 e) — 0.005

Tema

Aprendizajes

Derivada de las funciones seno y coseno.

Reconoce que las derivadas de las funciones
trigonométricas involucran variacion periodica.

9. Semuestrala grafica de la funcion coseno en el intervalo [0,27], observa la grafica de su derivada
que se muestra en el lado derecho.
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IBNEE sEE e

-1

H y =tos (x)

Derivada de la funcién coseno

En el intervalo [27, 47] ¢,qué forma tiene la derivada de la funcién coseno?

10. La funcién coseno es periodica ¢ por qué su derivada también lo es?

11. Con base en (sen G)) = g ¢Qué valor tiene (sen (% + 471)) 2

12. La derivada de la funcién seno en el origen se calcula a través del limite siguiente:

-1

sen(x)

sen’(0) = lim 1

x-0
Con base en la figura mostrada y el limite dado, calcula el limite siguiente:

sen(x)

sen ) = Jip

13. Observa la grafica de la funcion tangente en el intervalo [0,37], asi como las rectas tangentes en

o
8
6
4
2
y 2 4 / r 10

los puntos x =~y x = =~.

4
-4

-6

¢,Cual de las dos rectas tiene su pendiente mayor?
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Tema Aprendizajes

Derivada de las funciones tangente, cotangente, | Utiliza las derivadas de las funciones seno y coseno,
secante y cosecante. y reglas de derivacion para obtener las derivadas de
las funciones tangente, cotangente, secante y
cosecante.

Sabemos que la derivada de las funciones seno y coseno son:

f(x) =sen(x) = f'(x) =cos (x)yg(x) = cos(x) = g'(x) = —sen (x).

14. Se puede definir a la funcién tangente como: tan(x) = ) on base en esta definicion y las

cos (x)’

reglas de derivacion, encuentra la derivada de la funcion tangente.

15. Se puede definir a la funcion cotangente como: cot(x) = €05 " con base en esta definicién y

sen (x)’

las reglas de derivacion, encuentra la derivada de la funcion cotangente.

1
cos (x)’

reglas de derivacion encuentra la derivada de la funcion secante.

16. Se puede definir a la funcion secante como: sec(x) = con base en esta definicién y las

1
sen (x)’

reglas de derivacion encuentra la derivada de la funcion cosecante.

17. Se puede definir a la funcién cosecante como: csc(x) = con base en esta definicion y las

Tema Aprendizajes

Regla de la cadena para funciones trigonométricas | Utiliza la regla de la cadena para derivar funciones
compuestas. trigonométricas compuestas.

En el primer curso de Calculo diferencial e integral, estudiaste la regla de las potencias, por ejemplo, cuando
se tenia una funcion f con exponente 2;

y = (f(x)?

Nos preguntamos por su derivada, una manera de obtener su derivada fue por medio de la regla del
producto

y) = () =fC) f) =y () =f ) fC)+f () f(x) =2f"(x) f(x)

Es decir, empleando la notacion de Leibiniz
y() = (F@))? = Z =2 () f(x) (1)

, y . d p
Recordemos la derivada de la funcion y(x) = x?2 cuya derivada es é = 2x, podriamos esperar que
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Siy(x) = (f(x))?, entonces Z—z = 2f(x), pero no es asi, existe un factor adicional, este es f"(x), este
factor lo podemos escribir de la manera siguiente:

Hagamos y = u? conu = f(x), entonces

dy _

= = D(f(0)?
dy

E = 2u.

du

T f(x)

Por lo que la forma de la expresion (1), se puede escribir como:

dy dydu
dx  dudx

Esta Ultima relacion recibe el nombre de regla de la cadena, es una forma general para cualquiera dos
funciones que se puedan componer y sean derivables en el lugar adecuado.

Se acostumbra a escribir también de la forma siguiente:

Si h(x) = f(g(x)), entonces h'(x) = f'(g(x))g’(x), decimos derivamos a la funcién externa y
dejamos a su argumento (a la funcion g) después multiplicamos por la derivada del argumento (la funcion
9).

De esta manera se tiene con respecto a la regla de la cadena con las funciones trigonométricas las
relaciones siguientes:

sen(u) cos() T sen(g(x)) cos(g(x)) g'(x)

cos (1) —sen(w) % cos (g(x)) —sen(g(x))g’'(x)

tan (u) sec?(u) Z—Z tan (g(x)) sec’(g(x))g’(x)

cot () —ese?(u) oo cot () ~ese2(9()g @)

sec (1) sec(w) tan (1) % sec (g(x)) sec(g(x)) tan(g(x)) g'(x)
csc () — esc(u) cot (w) % csc(g(x)) | —ese(g(x) cot(g(x)) g’ (x)

18. La derivada de la funcion f(x) = cos (vx) es:

- % d) — sen (L> e)cos (Vx)

1 1
a) cos(Vx) WE: b) cos (—) 0) o

2Vx
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19.

Solucion c).

Consideremos a la funcion g(x) = v/x, entonces g’ (x) = ﬁ; por lo tanto la derivada de la
funcion es:

_ sen(vx)
2vx

, _ 1 _
f'(x) = —sen(Vx) o

La derivada de la funcién f (x) = cos(3x) + sen(2x) es.
a) — sen(3x) + cos(2x)  b) cos (3) +sen(2) c¢) 3cos (3x) + 2sen(2x)

d) — 3sen(3x) + 2cos (2x) e) 3sen(3x) + 2cos (2x)

Solucion d).

d(3x) d(2x)
+ cos(2x) = —3sen(3x) + 2 cos(2x).
dx dx

f'(x) = —sen(3x)

20.

La derivada de la funcion f(x) = \/csc (x) es:

1 By = csc(x) cot (x)

%) 2,/csc (x) 2,/csc (x)

) 3 (esc (1)) 17

c) (csc (x))/? d) /csc(x) cot (x)

21.

Respuesta b).

En este caso se deriva primero la raiz cuadrada y después la funcion csc(x), de esta manera se
obtiene

—csc(x) cot (x)

2,/csc (x)

fx)=

La respuesta correcta es el inciso b).

Sea f(x) = sen(x)cos (3x), el valor de f~ (g) es:

a)—% b) % ) 0. d) 1. e)3—

Respuesta a)
Primero debemos de encontrar la derivada de la funcién teniendo en cuenta que es un producto,
asi

f'(x) = cos(x) cos(3x) — 3sen(x)sen(3x), entonces
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i (g) = cos (g) cos(m) — 3sen (g) sen(m) = —% -3 g 0) = —%
22. Laderivada de la funcion f(x) = sen3(3x — 5) es:
a) sen3(3x — 5)(3) b) 3sen?(3x — 5) c)3sen?(3x — 5)(3)

d) cos3(3) e) gsen(Sx — 5)sen(6x — 10)

Respuesta e)

f'(x) = 3sen?(3x — 5) cos(3x — 5) (3) = 9sen?(3x — 5) cos(3x — 5)
= 9sen(3x — 5)sen(3x — 5) cos(3x —5) = ;sen(Sx — 5)sen(6x — 10)

23. Laderivada de la funcion f(x) = x2sen3(x*) es:
a) 2x[3sen?(x*)](4x?) b) 2x + 3sen?(x) + 4x3 c) 8x°sen?(4x?)

d)2x[3sen?(xH)](x*) e) 2xsen?(x*)[6x*cos(x*) + sen(x?)]

Respuesta e)

Se tiene el producto de dos funciones, asi debemos de derivar con la regla del producto, pero la
segunda funcion esta compuesta, ahi se debe de aplicar la regla de la cadena.

Dy (x?sen3(x*)) = x2D,(sen3(x*)) + sen3(x*)D,(x?)

= x2[3sen?(x*)]Dy(sen(x*)) + sen®(x*)(2x)
x?[3sen?(x*)]cos(x*)D, (x*) + 2xsen3(x*)
= 3x2sen?®(x*)cos(x*)(4x3) + 2xsen3(x*)
= 12x°sen®(x*)cos(x*) + 2xsen3(x*)
= 2xsen?(x*)[6x*cos(x*) + sen(x*)]

24. La derivada de la funcién f(x) = cot(sec (5x))
a) — cot(sec(5x)) (5) b) — cot (x)csc (x)(5)  ¢) — cot (5x)csc (5x)(5)

d) — 5csc(sec(5x)) cot(sec(5x)) sec(5x) tan(5x) e) — csc (5x)cot (5x)sec (x)tan (x)

Respuesta d)
d(sec(5x))
f'(x) = —csc(sec(5x)) cot(sec(5x)) —
d(5x)
= — csc(sec(5x)) cot(sec(5x)) sec(5x) tan(5x) Ix

= —csc(sec(5x)) cot(sec(5x)) sec(5x) tan (5x)(5)
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Tema

Aprendizajes

Resolucion de problemas en diversos contextos.

diversos contextos.

APLICACIONES GEOMETRICAS.

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcién se requiere de un punto y la
pendiente (o bien dos puntos, pero en Calculo se estudia la razdon de cambio), la ecuacién se podra
encontrar en la forma de la recta llamada punto pendiente, esta es la forma mas usual, ya que la derivada
de la funcién nos proporciona la pendiente de la recta, se pueden presentar al menos dos casos, primero
cuando el punto esta en la grafica de la funcion, figura a) y el segundo cuando el punto no esta en la grafica
de la funcion figura b), para cada caso hay al menos una forma de encontrar la ecuacion de la recta

tangente.

y

y=f

<

a)

EN PUNTO ESTA EN LA GRAFICA DE LA
FUNCION.

En este caso, es sencillo encontrar la
ecuacion de la recta, ya que la pendiente m
de la recta tangente la proporciona la
derivada de la funcién asi se tiene m(a) =
f’(a) y el punto de tangencia esta dado por
T(a, f (a)), empleando la forma de la recta
en su forma punto pendiente, se obtiene la
ecuacion pedida

y—fl@)=f(a)(x-a)

b)

EN PUNTO NO ESTA EN LA GRAFICA DE LA
FUNCION.

En este caso se calcula la pendiente de la recta
tangente de dos maneras, una con los dos puntos
dados, el punto T de tangencia (al que hay que
encontrar) y el punto P (a, b) dado, asi se tiene

fG)—b
_f@-b

X —
Por otra parte, la derivada de la funcion nos
proporciona la pendiente general m, de esta manera
la pendiente es la misma, asi se tiene la ecuacion
f&x)—-b |
mE W

La cual se debe de resolver, una vez que se obtiene
el valor de la incognita x, se encuentran los demés
datos que permiten encontrar la ecuacion de la recta
tangente.

25. La ecuacion de la recta tangente a la funcion seno en el punto (7, 0) es:

a)y = cos(x) (x —m) b)

d)y=x—-m

y—n=(x-0) y=—-x+m

e)y —sen(x) = —(x + m).

Respuesta c¢)

Aplica las derivadas trigonométricas a problemas en
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26.

Primero debemos verificar si el punto pertenece a la grafica de la funcién, con este fin evaluamos
a la funcion seno en el punto dado.

f(m) =sen(m) =0

Como el punto esta en la grafica de la funcién, este ejercicio corresponde al primer tipo, debemos
encontrar la pendiente en x = m.

Pendiente general m(x) = f'(x) = cos(x), pendiente particular m(m) = f'(w) =
cos(m) = —1, considerando el punto dado, la ecuacion de la recta tangente es

y—0=—-1x—n) =>y=—x+m.
La ecuacion de la recta tangente a la funcién tangente en el punto G \/§) es:

a)y=tan(g)(x—\/§) b)y—\/§=secz(x)(x—g) c)y=4x—4?n

4m T
d)y=4x—?+\/§ e)y—4x=§

27.

Respuesta d)

Primero verificamos si el punto dado esta en la grafica de la funcion, con este fin, evaluamos a la
funcién en el punto dado
/A A
f(3)=1tan(3) =3

También pertenece al primer caso, calculemos la derivada general

m(x) = f'(x) = sec?(x) = m(g) = sec? (g) =(2)?%=4

Aplicando la ecuacion de la recta punto pendiente, se tiene

T 4T 41
y—\/§=4(x—§)=4x—?=>y=4x—?+\/§

La ecuacion de la recta normal a la gréfica de la funcién f(x) = 2cos (x) en el punto donde

1
X = =T €es:
6

a)y=—x+%+\/§ b)y=Zsen(x)(x—%) c)y—%=x+\/§

d)y—Zsen(x)=—(x+%) e)y—%=—x—\/§

Respuesta a)

Primero encontremos la imagen del punto dado, y = f G n) = 2c0s (g) =2 (ﬁ) = /3,

2
ahora la pendiente esta dada por su derivada
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m(x) = —2sen(x) = m (g) = —2sen (g) =-2 (%) =-1

Aplicamos la forma punto pendiente de la recta, asi obtenemos
T T
y—\/§=—(x—g)=>y=—x+€+\/§

28. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = 2sen(x) + 3cos (x) en el
punto (0,3) es:

a) y = [2cos(x) — 3sen(x)](x — 0) byy=2x+3 )y =2x
d) y — [2 cos(x) — 3sen(x)] = x. e)y=x—1
Respuesta b)

Primero verificamos que el punto este en la grafica de la funcién £ (0) = 2sen(0) + 3 cos(0) =
2(0) + 3(1) = 3, asi el punto esta en la grafica de la funcién, ahora

m(x) = f'(x) = 2 cos(x) — 3sen(x) = m = f’(0) = 2 cos(0) — 3sen(0) = 2
Aplicamos la ecuacion de la recta en su forma punto pendiente.
y—3=2x—-0)=2x=>y=2x+3
Daremos un ejemplo de cdmo encontrar la ecuacion de la recta tangente, cuando el punto dado no esta en
la grafica de la funcién, cabe decir, que cuando hay una ecuacién con funciones algebraicas y

trascendentes es casi imposible de resolverlo, este ejercicio se resolverad mediante inspeccion.

29. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = sen(x) en el punto P(2,2),

es.
a)y —2=cos(2) (x —2) byy—2=x+2. c)y=cos (x)(x—2)+2
d)y—2=cos(x)(x—2) e)y =x.

Respuesta e)

Primero debemos checar si el punto esta en la grafica de la funcién, en este caso es evidente que
el punto P, no pertenece a la grafica de la funcion ya que el rango de la funcion seno es [—1,1],
entonces consideremos al punto de tangencia T (x, sen(x)), entonces hay dos maneras de
calcular la pendiente de la recta tangente, las cuales son las misma

_ sen(x) — 2

— = cos (x)

Entonces
sen(x) — 2 = (x — 2)cos (x)

Por inspeccion podemos conjeturar que una solucion es x = 0, una vez obtenido el valor de la
incognita x, evaluamos en la funcion £(0) = sen(0) = 0y la pendiente m(0) = cos(0) = 1,
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asi tenemos el punto de tangencia T/(0,0) y la pendiente m = 1, empleando la forma de la recta
en su forma punto pendiente, se obtiene
y=-0=1x-0)=>y=x
PROBLEMAS DE APLICACION.
30. Un bote anclado sube y baja en la superficie del mar. La distancia vertical, y entre el lecho del mar
y el bote esta dado como funcién del tiempo, ¢t en minutos, con
y = 15 + sen(2mt)
La velocidad vertical, v del bote en el tiempo t es:
a) cos(2m) b) cos(2mt) ¢)2sen(2m)  d)2m cos(2mt) e) — sen(2mt)
Respuesta d)
La velocidad se encuentra con la derivada de la funcion, asi
(t) = v _ 2 27t
v == ncos (2mt)
31. Los puntos sobre la curva dada por f (x) = % en los cuales la recta tangente es horizontal
son:
1 7 11
a)m+n. b) —gn. c) grr + 2n7‘r,?rr + 2nm. d) cos (x) = 0.e) 2 +sen(x) =0
Respuesta c¢)
Primero derivamos a la funcién
,( ) _ —(2+sen(x))sen(x)—cos(x)cos (x) _ —2sen(x)—sen?(x)—cos?(x) _ —2sen(x)-1
f x)= (2+sen(x))? - (2+sen(x))? T (2+sen(x))?
Resolvemos la ecuacion resultante al igualar a cero esta derivada
—2sen(x) —1 0 2sen(x) —1=0
_— = - — —_ =
(2 + sen(x))? semx
@) z
e e —
sen\x ) X 6 ] .
Con apoyo del circulo trigonométrico se encuentra que los valores para x son ot 2nm, — T+
2nm
32. Sea f(x) = x — 2sen(x), 0 < x < 2m. ;En qué intervalo la funcién f es creciente?

a) [0,27] b) (0,2m) ) (%n,Zn) d) (0,%1‘[) e) (%TL’,;TL’)

Respuesta e)
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33.

Sabemos que una funcion es creciente cuando su derivada es positiva, es decir f"(x) > 0, asi
derivamos a la funcién
f'(x) =1—2cos (x)

Una manera de saber en donde es positiva es igualando a cero y posteriormente verificar el signo
de la derivada de la funcion en los intervalos que nos indiquen las soluciones de la ecuacion.

1—2cos(x) =0

1 1
cos(x) = 2 =x= §7‘[,§T[

Ahora verificamos el signo de la derivada en los tres intervalos dando un valor de prueba

Intervalo | Punto de prueba Signo de £~ Conclusién
1 1 .
it —— 1 5
[0, 3 7'[[ x==n 1 — 208 (_ ﬂ) ~ —0.732 La funcion decrece
6
1 5 .
(5 1'[,51'[) X=T 1—2cos(m) =3 La funcioén crece
5 11 11 .
]§ T, Zn] x = ?n 1—2cos (?n) ~ —0.732 La funcion decrece

.y . . 1 5
Entonces la funcion es creciente en el mtervalo(; > 1'[).

Los maximos y los minimos de la funcion f(x) = 2 cos(x) + sen(2x),0 < x < m, son:
T - 5m ., . 3w . L. . T 5m ...
@) = méximo, == minimo, =~ ni mximo ni minimo b) = minimo, = méaximo
- . ;. .. 3 ;. ;. 3 ;o
¢) m méximo, no tiene minimo. d) = méximo, =~ minimo. e) = Minimo, == Minimo

Respuesta a)

Para encontrar los méaximos y los minimos de una funcion, primero se encuentran los puntos
criticos y después mediante el criterio de la primera o0 segunda derivada se prueba si estos son
maximos 0 minimos.

Puntos criticos.
f'(x) = —2sen(x) + 2cos (2x)

Igualamos a cero a la derivada de la funcién y resolvemos tomando en cuenta que: cos(2x) =
1 — 2sen?(x). Previamente cancelamos el nimero 2.

—sen(x) + cos(2x) =0
Sustituyendo
2sen?(x) + sen(x)—1=0
Aplicando la formula tradicional, se obtiene
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—1+./1+4(2)
4

sen(x) =
Se obtienen dos soluciones
sen(x) =% y sen(x) = —1

. 1 5 3 . . ..
En el primer caso x = o7, -, para el segundo caso x = >, para determinar si son maximos
0 minimos, derivamos nuevamente

f7(x) = =2 cos(x) — 4sen(2x)

Y evaluamos en los puntos criticos
il (%) = —2cos (g) — 4sen (g) = —3+/3 < 0 hay un maximo
i (5?”) = —2cos (5?") — 4sen (5?”) = 3+/3 > 0 hay un minimo

3T\ _ 3m\ _ G -
f (7) = —2cos ( . ) 4sen(3m) = 0 no hay ni méximo ni minimo.

34. Los méximos y los minimos de la funcion f(x) = 2x — tan (x),0 < x < 7, son:

£ . 3 ;o - 3 ;.
@) 0,> Méximos y 7,7 Minimos. ~ b) ~Méximoy >m Minimos
. 3 . 5 - 3 7 ;.
d) 0,~Minimos 7,>m Méximos.  d) 7,5~ Maximos ==, Minimos

5 - 3 7 , .
e) %,Tﬂ Minimos TH’TH Maximos

Respuesta d)
Primero calculamos los puntos criticos f'(x) = 2 — sec?(x), hacemos cero a la derivada

2 —sec?(x) =0
1

Como sec?(x) =

cos2(x)
2~ sec?(x) = 2~ —— =
sec”(x) = cos2()
2 = cos?(x) !
—_— = cos“(x) ==
cos?(x) 2
) =+ 1 m 7m 3m 57w
= 1 = — — — —
cos(x 5 x A A

Apliquemos el criterio de la segunda derivada

f7(x) = —2sec(x) sec(x) tan(x) = —2sec?(x)tan (x)

f G) = —2sec? G) tan G) = —4 < 0, por lo tanto, hay un méaximo
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f (%") = —2sec? (%T) tan (%”) =4 > 0, por lo tanto, hay un minimo

f (—) = —2sec? (%n) tan (%n) = 4 > 0, por lo tanto, hay un minimo

f (%") = —2sec? (%”) tan (%”) = —4 < 0, por lo tanto, hay un maximo

PROBLEMAS SOBRE CRECIMIENTO DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

35. Lafuncion f(x) = sen(x) — sen?(x),0 < x < 2m, es creciente en:

2(37)  wbHeGT)TE 0 GTEF )
) [of]u(®T) o G)v(EI)
Respuesta b)

Calculemos los puntos criticos
f'(x) = cos(x) — 2sen(x) cos(x) = cos (x)(1 — 2sen(x))

cos(x) (1 — Zsen(x)) =0=cos(x) =001—-2sen(x)=0

Asi
() =0 w 3T 1_> () = 0 T 5T
COoS\x) = = X=—-,— — LSenix) = =X =—=,—
2’2 7 6" 6
Geométricamente tenemos 5 intervalos en el dominio dado
0 il T S5t 3r 2n
6 2 6 2
Hagamos un resumen en la tabla siguiente:
Intervalo Signo de f* Conclusién sobre f
l0.5] f'(35) ~ 04659 > 0 Crece
6 12
ff 'E~—O366<0 Decr
(6'2) f (3) ~ —0. ecrece
m 5w ,(2m
(—,—) f (—) ~ 0.366 >0 Crece
3
m 3w T
—,— |—]=-v3<0 Decrece
I
14 T
]7,271] f (12 ~ 1.7071 > 0 Crece

)
Por lo tanto, la funcién f crece en [0,%[ U (g 5”) U ]3—", 271]

36. La funcion f(x) = 2sen(x) + cos(2x),0 < x < 2m, es creciente en:
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Respuesta a)

Primero derivamos a la funcién para determinar a sus puntos criticos y poder determinar los
intervalos, después su comportamiento en cada uno de ellos.

f'(x) = 2cos(x) — 2sen(2x)
Igualamos a cero para obtener sus puntos criticos.

2 cos(x) — 2sen(2x) = 2 cos(x) — 4sen(x) cos(x) = 2cos (x)(1 — 2sen(x)) =0

5t 4m

Porlo tanto cos(x) = 0 = x = %37" osen(x) = =5

N =

s
=X =-,
6

Hagamos un resumen del comportamiento de f” en la tabla siguiente:

Intervalo Signo de f* Conclusién sobre f
s T

[o,g[ f (E) ~ 0.93185 > 0 Crece
T T T

(E'f) f (5) =1-+/3<0 Decrece
T 5m 21

- 1—)=—-14++v3>0 Crece
£ I B

5_” 4'_” (28 2 —2.93185<0 Decrece
6 '3 f 12

(471 371) 3 (1771) 1.5176 < 0 Decrece
3’2 f 172 -

3 T

]7, 27'[] f (T) =2+v2>0 Crece

PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MiNIMOS.
37. Los lados iguales de un triangulo is6sceles miden 6 centimetros. El angulo 6 entre los lados
iguales aumenta a razon de 2° por minuto. La razon de crecimiento del &rea en el instante en que
6 = 30°es:

a) 1. b) 0.5. ¢).—0.5. d) 0.544. e) 1.2345

Respuesta d)

Dibujemos un triangulo con las caracteristicas dadas.
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) Denotemos por x a la mitad de la base mostrada en la figura del
6 > lado derecho y por h a la longitud de la altura, entonces
h— 6
7)=5=x=6sen(3)
sen|—-—|=—=—x = obsen|—
X (2 6 2

38.

cos(0/2) =h/6 = h = 6¢cos(0/2)
El &rea A del triangulo como el descrito, esta dado por la relacién
A = xh = 36sen(68/2)cos(8/2) = 18sen(0)

Asi el area A esta en funcion del angulo 8, ahora escribamos el angulo 2° en radianes, su
equivalente es % sabemos que

do _m
dt 90
Mediante la regla de la cadena
dA  dAdo

_ 18cos () %2
dt - dgar - Beos (O

Sustituimos los valores de 6 'y d6

a4 _ (3 (”)—3” 0.544139809
dt (2) 90/ ~ 10

Un avidn vuela con una velocidad constante a una altura de 3 000 metros a lo largo de una
trayectoria que lo hard pasar exactamente arriba de un observador que esta en el suelo. En un
instante dado el observador nota que el angulo de elevacion del avién es de 60° y éste aumenta
arazon de 1° por segundo. ¢ Cual es la velocidad del avion?

3 100w 200m
a) 2m b) — 2" €)v/3000 — x? d) 5 e) — 5

Respuesta e)

Realicemos un dibujo que nos ayude a encontrar una relacién entre los datos dados.

Avion

3000 metros

Denotemos por x a la distancia que hay entre el observador y la proyeccion ortogonal del avidn al
nivel del suelo (como se muestra en la figura), segun la figura es conveniente emplear la funcion
tangente, de esta manera se tiene
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an(6) 3000 3000 2000 cot (9
= — = =
an x tan(@9) cot (6)
Derivamos, aplicando la regla de la cadena
dx dxdf 3000sec?(6 do
dtdodt sec”(®) g
Sabemos que
T do T . dx 4 T 2001
0= 3V = o € obtiene prl —3000 (5) (E) =——
39. La luz de un faro giratorio est4 localizada en una isla a 2 kildmetros del punto més cercano P en

linea recta de la playa del continente. El faro arroja un rayo de luz que se mueve a lo largo de la
playa conforme el faro gira. Si la velocidad del rayo de luz es de 57 kilémetros por minuto cuando
se encuentra a 1 kilometro de P, ;,con qué rapidez gira el faro?

kildbmetros 1 kildbmetros 4  kilometros kilbmetros
a)ym ——— b)) —-m —— -1 — d)2m ——
minuto 2 minuto 3 minuto minuto
5 kilometros
e) -m ——————
2 minuto
Respuesta d)

Para fijar ideas consideremos la figura siguiente:

Denotemos por x a la distancia entre el extremo Q del rayo de luz que esta en la playa y el punto
. . o
P, 6 el angulo entre las lineas que van de la base del faro a P y Q, queremos encontrar = oon

este fin la funcién que relaciona a la variable con los datos conocidos es la funcion tangente, de
esta manera

X
tan(0) = 3 = x = 2tan ()

Por lo tanto
dr_dxdd o040 _ 1 dx
dt —dodr G T At T 2sec2(8) de
dx kilometro 1
Sabemos que cuando x = 1, — T oM ——— tan(0) = 5 con este valor de la tangente

podemos calcular el cuadrado de la secante
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2(9) = >
sec = -
4

Mediante la identidad

1 5
sec’(@)=1+tan*() =1+-=-
4 4
Por lo tanto
deo 1 kilobmetros
—=—x-5n=2n ——
a (E) minuto
4
40. Un rectangulo esta inscrito en un semicirculo de radio R ¢Cuél es el area méaxima posible de tal
rectangulo?
R
a) R? b) 2nR ¢) R?m. d) e) SR

Respuesta a)
Llamemos x a la mitad de la longitud de la base y a la longitud de la altura del mismo, entonces

sen(0) = % = y = Rsen(0)

X
cos(@) = z = x = Rcos(0)
el area A del rectangulo es

A = 2xy = 2R?sen(8) cos(8) = R%sen(26)

derivamos con respecto al angulo 8, A"(8) = 2R?cos (20)
puntos criticos

cos(20) =0 = 20 = %o 0= %(recuerda que0 <6 < %)

Empleemos el criterio de la segunda derivada

A”(8) = —4R?sen(20)
Evaluamos en el punto critico

A (%) — —4R%sen (%) = —4R? < 0

Asi concluimos que en 8 = %el area es maxima, de esta manera el area maxima es:

A (%) = R%sen (g) = R?

41. Se va a construir un abrevadero mediante una banda larga de metal de 6 metros de ancho,
doblando con un &ngulo 6 una tira de 2 metros a cada lado, como se muestra en la figura, con
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corte transversal un trapezoide ;Cual es el valor del angulo que maximiza el area transversal, y
con ellos el volumen del abrevadero?

00"
2
T b T T d 21T 5
Ol )3 2 )3 )%
Respuesta b)

Con base en la figura, llamemos x a la
longitud de la altura del trapecio y denotmeo
2 con y a la longitud de la base mostrada,
entonces empleando las funciones seno y
coseno se obtiene lo siguiente:

0 X
sen(0) = 3 = x = 2sen(0)

y
De manera similar

cos(@) = % = y = 2cos (0)
Sabemos que el area A de la salida del abrevadero es:

base menor + base mayor

A= ~alt
> altura

2+ 2y +2) (4 + 2y)x
A=— =

=2+ y)x =2x+2xy

Sustituimos los valores de x e y, obtenemos
A(B) = 2(25en(9)) + 2(25311(9))(2 cos(6)) = 4sen(0) + 2sen(26)

Para encontrar el &ngulo que maximiza el area, primero debemos encontrar los puntos criticos,
después verificar que corresponde a un maximo, con este fin, derivamos e igualamos a cero.

A’(8) = 4 cos(0) + 4cos (20)
Empleando la identidad cos(26) = 2cos?(0) — 1, se tiene
cos(0) + 2cos?() —1=0

De esta manera
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42.

cos(8) = ~1+ 14— 42D _ —141 3

cos(f) =—1= 6 =mocos(9) = % = % =0 = g considerando el &ngulo mas pequefio

Observando la naturaleza del problema, descartamos la raiz 6 = m, asi solo verificamos la otra
raiz.
Emplearemos el criterio de la segunda derivada.

A”(0) = —4sen(8) — 8sen(260)
Evaluamos el punto critico

A7 (g) = —4sen (g) — 8sen (%T) = —4? - 8? =-2V3-4V3=-6V3<0

Asi por el criterio de la segunda derivada, hay un maximo en 6 = g

El volumen IV minimo posible de un cono circular recto, de altura h y con radio de la base r en el
que se inscribe una esfera de radio R es:
47R3 5nR> 6mR> 8nR> 9nR3
Y3 b) =3 ) 3 4 =3 ©) =3

Minimiza V' como funcién del angulo 6, como se te muestra en la figura.

Respuesta d)

Realicemos un corte del cono y la esfera como se muestra en la figura siguiente, por ser el cono
y la esfera tangentes, el radio de la esfera es perpendicular al cono en el punto D de tangencia,
se puede probar que los triangulos AAED y AABC son semejantes.
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Del triangulo AAED

—(h _ R(+cos(8)
R=(h—R)cos(8) = h = p—es (1

Del triangulo AABC

tan(0) = g = h = rtan(0) (2)

Igualemos (1) y (2)

R(1+cos(9))
W = rtan(G)

Por lo tanto

1+ cos (0)
sen (8)
Ahora con los valores de h y r encontrados, podemos calcular el volumen del V del cono
/4 T T m (R(1 + cos (6
V= §r2h = §r2rtan(9) = §r3 tan(9) = (M

3 sen(0) ) tan (6)

_ R?r(1 + cos (6))°
~ 3sen2(6)cos (0)

La derivada con respecto a 6 es:

V() = R3m 3(1 + cos(8))2(—sen(8))sen?(6) cos(8) — (1 + cos (8))3(2sen(8)cos?(8) — sen®(H))
T3

sen*(0)cos?(9)

_ R3m(1+cos(9))%sen(8)[—3sen?(0) cos(8)—(1+cos (0))(2cos?(8)—sen?(8))]
- 3sen*(0)cos?(0)

La expresion que esta en los corchetes lo podemos escribir de la manera siguiente

—3sen?(0) cos(8) — (1 + cos(8))(2cos?(8) — sen?(0)) =

= —3sen?(0) cos(8) — 2cos?(0) + sen?(8) — 2cos3(0) + cos (8)sen?(H)
—2sen?(0) cos(8) — 2cos?(0) + sen?(0) — 2cos3(0)

—2cos(0) [sen?(0) + cos?(0)] — 2cos?(0) + sen?(0)

—2cos(8) — 2cos?(0) + 1 — cos?(6)

—3c0s%(0) — 2cos(0) + 1

(3cos(8) —1)(—1 + cos (0))

De esta manera la deriva de la funcién se puede escribir de la manera siguiente

7(8) R37 (1 + cos(8))?sen(6)(3 cos(8) — 1)(—1 + cos (0))
@) = 3 sen*(6)cos?(0)

Calculo de los puntos criticos

V'(6) =0= (1+cos(8))?=0,sen(8) =0,(3cos(d) —1) =0,—1 + cos(8) =0
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La primera ecuacién nos da & = 1 la cual no satisface por las condiciones del problema,
La segunda ecuacion nos proporciona 6 = 0, igual que la primera ecuacion, no satisface las condiciones

del problema, la tercera ecuacion
1
cos(f) = 3 = 60 ~ 1.23 rad

Este valor del angulo 8, nos proporciona un minimo, ahora

4

1+ cos (6 3
h=prits® _p3_4p

cos (0) 1

3

1 + cos (6) :

cos 3

= 3 = RV2

sen (8) J1—cos?(0)

De esta manera el volumen minimo es:

3

V=2r2p = ZR2(2)(4R) =
3 3 3

43. Lalongitud de la varilla mas larga que se puede cargar horizontalmente dando vuelta a la esquina
de un pasillo de 2 metros de ancho hacia otro con un ancho de 4 metros es:

e —>

a) 5m. b) 6 m. c) 6.5m. d) 8 m. e)8.30m

Respuesta e)

Llamemos 6 al angulo entre la pared del pasillo y la varilla, denotemos por L a su longitud y
dividdmosla en dos partes llamadas L, y L, como se muestra en la figura
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4= p—

Mediante la funcién seno, se obtiene

4
sen(f) =—=1

= =4 0
L, 1™ sen() csc (6)

Ahora, mediante la funcién coseno aplicado al otro triangulo se obtiene

2
cos(@) = . =L, =

3 —cos(9) = 2sec (0)

De esta manera la longitud L de la varilla, se puede expresar en términos del éangulo 6, de la
manera siguiente:

L(@) =L, + L, = 4csc(B) + 2sec (0)

Para encontrar el minimo de esta funcién, primero calculemos los puntos criticos y después
mediante el criterio de la primera o segunda derivada, verifiquemos si €s un maximo o0 un minimo.

Puntos criticos, derivamos e igualamos a cero esta derivada
L(0) = 4csc(B) + 2sec(f) = L'(6) = —4 csc(0) cot(6) + 2 sec(B) tan (0)
—4 csc(0) cot(0) + 2sec(f) tan(f) = 0 = 2 sec(@) tan(8) = 4 csc(B) cot (0)
sec(0) tan(6) = 2 csc(6) cot (0)

1 sen(d) 2 cos(0)
cos (0) cos (8)  sen() sen()

sen()

sen3(0) = 2cos3(0) = w053(8)

2

tan3(0) = 2 = tan(9) = V2
6 = tan™*(¥/2) ~ 0.8999 rad 0  ~ 51.5°
Para 6 = 0.8, se tiene
L’(0.8) = —4 ¢sc(0.8) cot(0.8) + 2 sec(0.8) tan(0.8)

~ —4(1.394)(0.971) + 2(1.435)(1.0296) = —2.459344 < 0
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44,

Parag = 0.9
L’(0.9) = —4 ¢sc(0.9) cot(0.9) + 2 sec(0.9) tan(0.9)
~ —4(1.2766)(0.794) + 2(1.609)(1.26) = 0.0001984 > 0

Por el criterio de la primera derivada hay un minimo en 6 = tan‘l(i/f) (y por ende la longitud
maxima) para este valor del &ngulo 6.

Finalmente, para calcular la longitud de la escalera, sustituimos el valor del angulo encontrado en
la funcion L.

L(B) = 4¢sc(0.8999) + 2sec(0.8999 ) ~ 4(1.2767) + 2(1.6085) =8.3238
Si se dispara un proyectil desde el nivel del suelo, con una velocidad de v, y un angulo de

inclinacion a y si se puede ignorar. La resistencia del aire, entonces su alcance D (la distancia
horizontal recorrida) esta dada por

D(a) = %vésen(a)cos (a)

El valor del &ngulo a que maximiza a D es:

wl
NN

T /A /A
a) Z b) E C)

Respuesta a)

Para obtener el maximo de la funcién D, primero debemos encontrar sus puntos criticos y después
verificar si s un maximo o minimo a través del criterio de la primera 0 segunda derivada, con este
fin, derivemos a la funcion D e igualémosla a cero

Sabemos que sen(2a) = 2sen(a)cos (a), asi podemos escribir

1 1
D(a) = Evésen(a) cos(a) = Ev%sen(Za)

Primera derivada
1
D'(a) = Rvécos a)
Ahora

T T
cos(2a)=0=204:5=;.a:Z

(consideramos s6lo 0 < a < % por las condiciones del problema)

Apliquemos el criterio de la segunda derivada

1 T 1 T 1
D”(a) = —gvgsen(ZOz) = D" (Z) = —gvgsen (5) = —§v§ <0

Por lo tanto, hay un maximoen a = %.
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45. Dos carreteras forman angulo de noventa grados en el punto de interseccidn, se encuentran cerca
de un lago, la primera esta a una distancia de 256 metros y la segunda a 108 metros del punto
mas cercano al lago como se muestra en la figura

Primera carretera 256

e}
(o)}
i

Segunda carretera

La longitud de la carretera (AB) mas corta que une las dos carreteras y pasa por el borde (P)
del lago es:

a) 300 m. b) 350 m. c) 400 m. d) 450 m. e)500m

Respuesta e)

Denotemos por D a la distancia de la carretera AB, la podemos calcular mediante la longitud de
los segmentes BP y PA, con base en la figura, se tiene

256 256
cos(@) = T BP = c0s(@) 256sec (0)
De manera similar
PA = 108csc (6)
Asi
D(6) = BP + PA = 256 sec(0) + 108csc ()

Primera carretera 256 0

e}
(o)}
i

Segunda carretera

Ahora, procedamos a encontrar el &ngulo 6 que minimiza a la funcion D.

4D _ 256 sec(8) tan(§) — 108 cse(8) cot(g) = 2203 9) = 108c0s7(6)
46 - sec an CSC CcOo - Senz(Q)COSZ(B)

Asociamos a la ecuacion
256sen3(0) — 108cos3(0) = 0 = tan3(9) = 108 _ 27
- T 256 64
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entonces

3 3

tan(@) = 2 = 6 = arctan (Z) ~ 0.6435
dD . . iy . . . , -
Como - tiene denominador positivo, para investigar su signo, sélo lo verificaremos en su
numerador
En radianes, consideramos 8 = 0.5 < 0.6435, entonces
256sen3(0.5) — 108co0s3(0.5) ~ —44784 < 0

Para 6 = 0.7, se tiene

256s5en3(0.7) — 108c0s3(0.7) =~ 20.123 > 0

o . . P 3
Por el criterio de la primera derivada, hay un minimo, como tan(@) = " entonces, con base en
el tridngulo rectangulo siguiente, se tiene
Por el teorema de Pitagoras, la hipotenusa tiene longitud 5,
asi tenemos
4

5 sen(f) = Zy cos(9) = z

La longitud del camino més corto es:
0 D(0) = 256 sec(f) + 108 csc(H)

4 —2565+1085—500
= 2 3=
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UNIDAD 1.

LA DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES.

TABLA DE ESPECIFICACIONES

Unidad 1. DERIVADA DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS. | 16 horas

Propdsito:
Al finalizar la unidad el alumno:

Ampliara su conocimiento de la derivada a las funciones trigonométricas, logaritmicas y exponenciales y
reforzara el estudio de la variacion al resolver problemas que se modelen con ellas.

Tema

Aprendizajes

e Derivada de las funciones
e*,e*, 10y 10%

Relaciona en diversos contextos la variacién de
funciones exponenciales a través de procedimientos
graficos, numéricos o algebraicos.

o Derivada de las funciones
Inx, lnu, logx,logu

o Infiere la derivada de las funciones logaritmicas.

o Utiliza la regla de la cadena para obtener la
derivada de funciones exponenciales y
logaritmicas compuestas.

Resolucion de problemas en diversos contextos.

Aplica la derivada a funciones exponenciales y
logaritmicas a problemas en diversos contextos.
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Tema

Aprendizajes

e Derivada de las funciones
e*,e*, 10y 10%

Relaciona en diversos contextos la variacién de
funciones exponenciales a través de procedimientos

graficos, numéricos o algebraicos.

46. Considera la grafica de la funcién f(x) = e”*.

y

_/

¢ Cual de las graficas siguientes, representa a la grafica de su derivada?

R o, 0
. / s
X / X
d) y €) y
— N

Respuesta c¢)

La grafica es creciente y convexa asi la funcién tiene derivada y segunda derivada positiva, es
decir f*> 0y f” > 0, la segunda desigualdad implica que la primera derivada es creciente, por
lo tanto, la grafica mostrada en ¢) cumple con las condiciones.

47. El valor del limite siguiente (donde e es la constante de Euler)

eh —1

lim
h—-0

h
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es.
a)—1 b) 0 c)% d)1 e)2

48.

Respuesta d)

Hay varias formas de obtener este limite, por ejemplo se puede emplear la regla de L 'Hopital que
dice lo siguiente, sean f'y g dos funciones tales que f(a) = g(a) = 0, derivables en x = a,
entonces

tim 28— L)
x>ag(x) x-ag'(x)
Asi

lim i
h-0 h h-0 1
Otra forma es por medio de aproximaciones.

Considera a la funcion dada por f(x) = e™ cuya grafica es convexa en el intervalo

a) (—oo, ) b) (0, ) ¢) (=,0) d) (0,1) e) (=1.1)

49.

Respuesta a)

La segunda derivada nos indica la concavidad de una funcién, asi derivemos a la funcion dos
veces,

) = e

Esta funcién siempre es positiva, asi la segunda derivada es positiva y por ende la funcién en
convexa en todo su dominio (en R)

1_62)( ,
T2 entonces f7(0) es:

Si la funcion f tiene regla de correspondencia f(x) =

a)—5 b) — 4 )0 d)—1 e) 2

50.

Respuesta d)
Apliquemos la regla del cociente

oo (Lt e?)(=2e?) —2e**(1 —e?™)  2e**(—1—e* —1+e*)
f (x) - (1 + ez;c)z - (1 + er)Z

—4e2x —4e%x 4

“remye SO =grayE=

Considera la funcion f(x) = e%¢™*) con ayuda de la regla de la cadena calcula el valor de

5)
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a) eson(3) b)—1 c)0 d)e e) —e

51.

Respuesta c¢)

Aplicamos la regla de la cadena, esta se puede realizar de dos maneras, primero
Consideremos a las funciones g(x) = e* y h(x) = sen(x), entonces

f(x) = g(h(x))
La regla de la cadena nos dice que
f(x) =g’ (h(x))h"(x)
Como
9'(x) = e*yh'(x) = cos (x)
Se tiene

T T T
’ = Sen(x) =) = Ssemz — ) = 1 =
f'(x)=e cos(x) = f (2) e (2)605 (2) e (0)=0
Por otra parte, podemos definir como u(x) = sen(x) y se tendria

f(x) = e*®™ con % = el yj—’; = cos (x)

Mediante la notacién de Leibniz

df dfdu u
277 pu) — psen(x)
T - dudx e cos(x) =e cos (x)

Con lo cual se obtiene el mismo resultado
La concentracion C en partes por millon, de un medicamento en el cuerpo durante t horas

después de la ingestion esta dada por la funcion C(t) = 10t%e~¢. Encuentre el valor maximo
de la concentracidn y en donde se presenta.

40
a)t=0,0 b)t=110 c¢)t=2,40 d)tzz,e—2 e)t=1,10e !

Respuesta d)
Calculemos a la primera derivada
C'(t) =20te ™t —10t?e t =10te!(2-t) = 0=t =2
Ahora para determinar si el punto critico es un maximo o minimo, derivemos nuevamente a la
funcién C.
C”(t) = 20e~t —20te™t — (20te™t — 10t2e™t)
=10e t(—t2 — 4t +2)
Evaluamos el punto critico

C”(2) =10e 2(—4 —8+2) = —100e 2 < 0

Entonces por el criterio de la segunda derivada hay un maximo en t = 2, cuya imagen es
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40

C(2) =10(2)%e 2 =—
e

52. Encuentra los puntos criticos de la funcion £ (x) = x%e~* en el intervalo [0,4].

a) 0,4 b) 0,1 ) 2,4 d) 2,3 e) 0,2

Respuesta e)
Primero derivamos a la funcion

f(x) =2xe ™ —x%e™ = xe *(2 — x)
Los puntos criticos son x = 0, 2,

53. La pendiente de la recta tangente a la curva dada por la funcion f(x) = cos(2x) — e ** enel
punto x = 0 es:

a)l b) 2 c)e? d) cos(0) — 1 e) 2.5

Respuesta b)
Primero encontremos a la derivada, con el fin de saber el valor de la pendiente de la recta tangente
f'(x) = —2sen(2x) + 2e™**

Asim = m(0) = —2sen(0) + 2e° = 2.

54. Los puntos de inflexion de la funcién
F) = e
V2m

son:

a)x=-101 b)x= —1241971,1.241971 ¢)—1,1 d)x=-2,2 e)x=0

Respuesta c¢)

Los puntos de inflexion se encuentran en donde la segunda derivada es cero, para localizar estos
puntos derivemos dos veces a la funcién

F() = = ()2
Vo
1 2

fx) = E<—e_x72 - x(—x)e_7> = \/%e_x;(—l + x2)

Cuyas raices son x = —1, 1.
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55. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x~2e?* enel punto x = —1,

56.

es:

a)3x —e?y+4=0 b)x+e?y=0 )2x—e?y+3=0
d)4x —e?y+5=0 e)3x+e’y+4=0

Respuesta d)

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente, requerimos un punto el cual nos dan y la pendiente
de la recta tangente, es decir la derivada de la funcion evaluada en ese punto dado, con este fin
calculemos la imagen del punto dado y la derivada de la funcién

y=fQ) = (D2 =e
Asi el punto de tangencia es (—1, e~2), ahora calculemos a la derivada de la funcion
f(x) = —2x"3e?* +2x72e?* = 2x73e?(—1 + x)
Evaluemos la derivada en x = —1, entonces
m=f'(-1) =2(-1)3e7%(-2) = 4e?
Usando la ecuacion de la recta en su forma punto pendiente
y—e?=4e?(x+1) = ye?—1=4x+4
Por lo tanto la ecuacion de la recta tangente es:
4x —ye?+5=10

La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(x) = cos (3x) + e*, cuando x =
0, es:

aA)y—x—2=0 b)y+x+2=0 ¢) y—x+2=0 d)x+y+3=0c)x—y+3=0

Respuesta a)
Calculemos la imagen del punto dado
f(0) = cos(0) +e° =2

El punto de tangencia es (0,2), para calcular la pendiente, derivamos a la funcion y la evaluamos
en el punto de tangencia.

f'(x) = —3sen(3x) + e*
Por lo tanto

m=f'(0) = —3sen(0) +e® =1

Usando la ecuacion de la recta, en su forma punto pendiente, se tiene
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y—2=x
asi
y—x—2=0

57. Considera la funcion £ (x) = e™" gen qué intervalo la grafica de la funcion f es convexa?

7 2
1 o) O (=11 e (—%%)

@) (—o,0)  B)O0® o =

Respuesta e)

Recordemos que la grafica de una funcion es cdncava cuando su segunda derivada es positiva,
asi para determinar el (los) intervalo(s) en donde es céncava, calculemos la segunda derivada de
la funcion, a saber

F(x) = —2xe™ = f'(x) = —2e™* + 4x2e™" = 2e7* (-1 + 2x?)
La funcion f tiene dos posibles puntos de inflexién, a saber, x; = — % yx, = % su dominio
natural se divide en tres intervalos, que se muestran a continuacion

1 1

V2 V2

\ . 1 ’r -
Evaluamos a la segunda derivada en el intervalo (—oo, — ﬁ)’ f(-1)=2e1(-1+2)>0,
asi la funcién f es concava en este intervalo, hagamos lo mismo en los otros dos intervalos

f7(0) =2(—1) = -2 < 0, f es convexa en el intervalo (—%%

la funcion en x = 1, (1) = 2e~1(—1 + 2) > 0, asi la funcién es concava en el intervalo
(i oo) Por lo tanto, la grafica de la funcién es convexa en el intervalo (—i 1)
7). Por lo tanto, la grafica de la funcion e 57%)

), finalmente, evaluemos a

vz
Tema Aprendizajes
o Derivada de las funciones o Infiere la derivada de las funciones logaritmicas.
Inx, Inu, logx, logu o Utiliza la regla de la cadena para obtener la
derivada de funciones exponenciales y
logaritmicas compuestas.

58. Considera la gréafica de la funcion f(x) = Inx.
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¢ Cual de las graficas siguientes, representa a la grafica de su derivada?

a) v b) y c) Y
X X X
d Y e) y
e
X X
Respuesta b)

Por ser creciente la gréfica de la funcion su derivada es positiva f* > 0, asi la gréfica de la
derivada siempre esta por arriba del eje x, también es convexa, es decir f** < 0 lo cual implica
que f” es decreciente, la Unica grafica que cumple con las dos condiciones es la grafica mostrada
en el inciso b)

59. Elvalor del limite siguiente

I Inh
ol h—1
es:
1
a)—1 b) 0 C)E d)1 e)2
Respuesta d)

Podemos calcular este limite por medio de aproximaciones, también por la regla de L"Hopital, asi

60. Empleando derivacion logaritmica la derivada de la funcion f(x) = 4% ) es:

@) 47 Wsec2(x)In(4) b) 4PN D )4 sec2(x)  d) 0 e) 05 )

Respuesta a)
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Hagamos y = 4" () tomemos logaritmos en ambos lados
In(y) = in(42"® ) = tan(x) In (4)
Derivando ambos lados
y; = sec?(x) In(4) = y" = ysec?(x) In(4) = 42" ®sec?(x) In(4)
3 2
61. Para poder derivar a la funcion f(x) = In [%S;;‘O] las propiedades de los logaritmos se
deben de aplicar en el orden:
a) Ellogaritmo de un producto, logaritmo de un exponente y el logaritmo de un cociente.
b) Ellogaritmo de un cociente, logaritmo de un exponente y el logaritmo de un producto.
c) Ellogaritmo de un cociente, logaritmo de un producto y el logaritmo de una potencia.
d) Ellogaritmo de un exponente, logaritmo de un producto y el logaritmo de un cociente.
e) Se puede aplicar en cualquier orden.
Respuesta c¢)
62. ¢Cual de las funciones siguientes es creciente en todo su dominio?
@) f@x)=—In(x) b)f@)=e™ o)f(x)=e™ d)f(x)=sen(x) e)f(x) =Inx
Respuesta e)
Recordemos que el dominio de la funcién f(x) = In (x) es el intervalo (0, o), su derivada es
f'(x) =§> Osix > 0.
63. El minimo de la funcion £ (x) = x2 In(x) se encuentra en:

a) e"1/2 b) e° c)e d) e3/? e) e?

Respuesta a)

Encontremos los puntos criticos de la funcién.

f(x) = 2xin(x) + x? (%) = 2xIn(x) + x = x(2In(x) + 1)

1
f'(x)=0=x=001n(x)=—E=>x=e‘1/2

Como x = 0, no esta en el dominio de la funcion, consideraremos al punto critico x = e ~1/2

La segunda derivada es f'(x) = 2In(x) + 2 + 1 = 2In(x) + 3, evaluamos en el punto
critico
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f(e7¥?)=2in(e"1/?)+3 =2 (— %) +3=2>0, por lo tanto, por el criterio de la
segunda derivada hay un minimo en este punto critico.

Tema Aprendizajes

Resolucién de problemas en diversos contextos. | Aplica la derivada a funciones exponenciales y
logaritmicas a problemas en diversos contextos.

PROBLEMAS GEOMETRICOS.

64. Laecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion f'(x) = In(x +1) en el punto (0,0) es:

A)y=-x+1 D)y+x=0. c.y=x d)2x+y-1=0 ex-y=1

Respuesta c¢)
Primero verificamos que el punto pertenece a la grafica de la funcion, con este fin evaluamos a la
funcién en el punto x = 0, asi f(0) = In(0 + 1) = In(1) = 0, en efecto el punto pertenece a

la grafica de la funcién, ahora, procedamos a calcular la pendiente de |a recta tangente, calculemos
la deriva de la funcién

, _ 1 £ R —
f(x)—m:m—f(())—o_'_l—l

Asi, se tiene la pendiente m = 1 y el punto de tangencia T'(0,0), ahora empleando la ecuacién
de la recta en su forma punto pendiente, se tiene:

y=x
65. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion y = x3" en el punto (1,3) es:
a)y = (3 +1n(27))x —In(27) b) y = 3x +1n (27). Ay=In27)x+3

d)y—3=x3*(x—-1) e)y—3=(03*+x3*In(3))(x — 1).

Respuesta b)

Verifiquemos que el punto pertenece a la grafica de la funcion, £ (1) = 1(31) = 3, asi se verifica

que le punto pertenece a la gréafica de la funcién, ahora, procedamos a calcular la pendiente de la

eca £/(x) = 3% + x(3%)In (3)

La pendiente la encontramos evaluando a la derivada en el punto dado
m=f(1)=3"+13Y)In3) =3+ 3In(3) =3 +1n (27)

Empleamos la ecuacion de la recta en su forma punto pendiente.

y—3=0B+1In27))(x—1) = 3+ 1In(27))x —3 —1In (27)
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y = (3 +1In(27))x —In(27)

66. La abscisa del punto sobre la graficade y = 2" en el cual la recta tangente es paralela a la recta

dada por la ecuacion 2y —8x + 3 = 0, es:

a) 2. b) 2.5288. c) 3.567. d) 4.0123. e)In (2)

Respuesta b)

La abscisa la podemos encontrar igualando las pendientes de la recta dada y de la recta tangente,

asi pendiente de la recta dada m = 4, mientras que la pendiente general de la grafica de la

funcion es su derivada

y = 2%In (2)
Al igualarlas se tiene
2"1n(2)—4=>2x—i=>x—;ln< 4 )
- "~ 1n(2) " In(2) \In(2)
=1 @ =1 @) = 2 - 2D) _; s28766
*“hott n(In(2)] = m@ -
1

67. Una ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion y = xe* +1In(2 —x*) en el punto

(1,e)es:

a)y=—-2(1+e)x+ 2+ 3e. b)y=—-x+e. cy—e=4(x—-1)

d).y—e=(xex_13+ln(2—x2)>(x—1) e)y=x+e

Respuesta a)
Primero verificamos que el punto esta en la grafica de la funcion,

1
F() =1 (eF> FIn@2—12) =e+In(1) =e
Ahora, calculemos su pendiente

i L3 3 L3 —2x % 3 2x
fo) =ex +x<—x—4>ex +2_x2=ex (1_x_3>_2—x2

La pendiente es
‘(1) =e(1-3) 2 _ 2e — 2
f =e 1= e

La ecuacion de la recta tangente es
y—e=-20+e)x—1)=-2(1+e)x+ 2+ 2e

y=—-21+e)x+2+3e
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68. La ecuacion de la recta normal alacurva y =Inx que es paralelaalarectax —2y —1 =10
es:
1 1
a)y=;(x—2) b)y—ln(x)=;(x—1) )y—In(2)=2(x—-1)
d)2x +y—1n(2) = 4. e)2x—y+In(2)=1
Respuesta d)

69.

Recordemos que dos rectas L, y L, son perpendiculares si sus pendientes m; y m,
. . r . 1
respectivamente, satisfacen la relacion m;m, = —1. La pendiente de la recta dada es m; = >

como la recta normal es perpendicular a la recta tangente, su pendiente debe de ser m, = —2,
para encontrar el punto de tangencia (o el punto por donde passa la recta normal), para ello
calculemos la derivada de la funcién, a saber

y - X
. 1
E igualamos a 5
—_=—_-— X = 2
x 2
Una vez encontrado el valor de la abscisa, encontremos el valor de la ordenada, evaluando el
valor encontrado en la funcién

y=f(2)=In(2)
Asi el punto de tangencia es T'(2.1n (2)), la ecuacién punto pendiente de la recta normal es:
y—In(2)=-2(x—-2) =2x+y—In(2) =4

¢ En qué punto la recta tangente a la grafica de la funcién f (x) = In (x) en el punto x = e cruza
alejey?

a) (e, 1) b) (1,e) c) (0,e) d) (e, 0) e) (0,0)

Respuesta e)
Primero encontremos el punto de tangencia, evaluamos en la funcién el valor de la abscisa
y=In(e) =1

Asi el punto de tangencia es el punto T (e, 1), ahora calculemos la pendiente, con este fin
derivamos a la funcion y la evaluamos en x = e,

1

1
fl)=_—=m=fle)=-

La ecuacion de la recta tangente en su forma punto pendiente es

1 1( ) X 1 X
— = — —_ = —— == - -
Y ex ¢ e Y e
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Enelejey, x = 0,porlotantoy = g = 0, asi la recta tangente cruza al eje y en el origen.

APLICACIONES DE VARIACION.

70. El minimo de la funcién f (x) = xin(x) es:

|
Q

—
|

a)e?! b) e c) 1. d) ;

Respuesta a)

Primero encontremos los puntos criticos
f'(x)=In(x)+1

E igualemos a cero esta primera derivada

hx)+1=0=x=e""?
Calculemos a la segunda derivada

1
f@=-=flhH=e>0

Por el criterio de la segunda derivada, hay un minimo en el punto critico.

71. ¢Para qué valores de a y b tendra la funcion f(x) = a(x — bln(x)) un minimo local en el
punto (2,5)?

a)a=1,b=323 b)a=2,b=154 c)a=8.147,b =2
d) a = 4.56, b=23 e)a=3.12,b =3.21

Respuesta c¢)
Como la funcién pasa por el punto (2,5), entonces
f(2)=a(2-bn(2)) =5

Por otra parte, en ese punto la funcion tiene un minimo, es decir, la derivada en x = 2, es cero
b b
£ = a(1 —;) = f@2) = a<1—§> =0

Suponiendo que a # 0, entonces 1 —% =0 = b = 2, sustituimos este valor en f(2) y

obtenemos
5
~ _ - ~8147
a2-2@)=5=a= 55— e

72. El valor minimo de la funcién f (x) = 2*¥ —In (2%) es:
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a)—1. b) 0. c) 0.5. d) 1. e) 1.5
Respuesta d)

Escribamos a la funcion de otra forma y derivémosla:
f(x) =2*—xIn(2) = f'(x) =2¥In(2) —In(2) =In (2)(2* - 1)
Asi
f(X)=0=2*-1=0=x=0.

La segunda derivada

f7(x) =1n(2) (2¥In(2)) = (In (2))22*

f7(0) = (In (2))? > 0, por el criterio de la segunda derivada hay un minimo en x = 0, ahora
f£(0) =2°-01In(2) = 1, el valor minimo es 1.

73. Un lago es repoblado con 500 peces y su poblacién crece segun la curva logistica

10000

P() = T3 19015

¢A qué ritmo crece la poblacién de peces al cabo de un mes?

a) 50. b) 60. ¢) 80.56. d) 102.435. e) 113.506

Respuesta e)
La velocidad de crecimiento se da con la derivada de la funcién, asi

38000et/5

(g — 38000e7t/5
P(O) = T 10075y

Ahora evaluamos esta derivadaen t = 1, asi

38000e~1/5

p’' (1)

74. El area del mayor rectangulo que puede inscribirse bajo la curva f(x) = e " enel primero y
segundo cuadrante es:

0.5

) 0.2453 b) 0.556 ¢) 0.8 d) 0.858 €)0.987
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Respuesta d)
Llamemos 2x a la longitud de la base, asi la longitud de la altura del rectadngulo esta dado por
y = e~*" y el area A del rectangulo es:
Alx) = 2xe™*’
Ahora calculemos el minimo de la funcion area A, primero calculemos los puntos criticos
A'(x) =2e7*" —4x2e™™" = 2¢7*" (1 — 2x?)
A(x) = 0 1 1
N=0=>x=—-——,—
VZ'Vz
Calculemos la segunda derivada
A7 (x) = —4xe ™ (1 — 2x2) + 2% (—4x) = —4xe™*" (3 — 2x?)
Evaluando en el punto critico
1 4 1 1 8
A" (—) =——e¢2 (3 - 2—) =-——eY2<0
V2 V2 2 V2
Por el criterio de la segunda derivada hay un méximo en el punto critico, por lo que el area es
1 1
A (—) =2 (—) e 1?2 ~ 0.85776
2 \\2
75. Una poblacion P(t) de bacterias (en millones) en el instante t (en horas) es inicialmente (en el
instante t = 0) de un millén. Si la poblacion se triplica cada hora, entonces la poblacion en el
instante t > 0 esta dada por P(t) = 3¢. ¢Cudl es la razén instantanea de crecimiento de esta
poblacién después de 4 horas?
a)3* b) 88.9876 ) 99.543 d)102.324 e) 123.987
Respuesta b)
La razén de cambio instantanea esta dada por la derivada de la funcion, asi la razon de cambio
instantanea en el tiempo ¢, es
P’(t) = 3%In (3)
Asi, en 4 horas, la raz6n de cambio instantanea es de
P’(t) = 3*In (3) ~ 88.9876
76. Parat > 0 ;Cual es el valor maximo de la funcion £ (t) = te~2¢?

1 , 1
a) 3 b) b )b d) 75 e) 2b
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7.

Respuesta a)

Calculamos el punto critico, £'(t) = e™2¢ — bte™P* = e~Pt(1 — bt), el punto critico es t =
%, ahora la segunda derivada esta dada por

F7(t) = —bePt(1 — bt) + e Pt (=b) = e Pt(—b + b%t — b) = be Pt (bt — 2)

Sustituimos el punto critico

f (%) =be™'(1-2) = —be™! <0

o . , . 1
Por el criterio de la segunda derivada hay un maximoen t = .

La concentracion, C (t) en mg/ml, de cierto medicamento en el torrente sanguineo de un paciente
se ha modelado con

C(t) = 20te~0-03¢

a) 1 b)5 ¢) 15 d)20.45 e) 33.33

Respuesta e)

El tiempo necesario para que la concentracidn alcance un maximo es:

\ L . ’o: 1
Por el ejercicio anterior el maximo se encuentraent = rvrta 33.33.

78. Si el tiempo t en horas y la concentracién C es en mg/ml, la curva de concentracion para cierto
medicamento se encuentra con
C(t) = 12.4te %2t
¢ Cudl es la concentracion maxima que alcanza la concentracion?
a)22.8 b) 28.2 c)31.2 d) 34.5 e) 37.2
Respuesta a)
Sabemos que el tiempo en que alcanza la concentracion maximase daent = % = 5, es decir,
a las cinco horas, sustituimos este valor en la concentracién
C(5) = 12.4(5)e™%20) = 62¢~1 = 22.8 mg/ml
79. Una particula se mueve en una linea recta conforme a la relacion s(t) = (¢t + 1)2In (¢t + 1)

metros en donde s es la distancia dirigida de la particula desde el punto de partida en t en
segundos. La aceleracion cuando t = 3 es:
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a)3.45 b) 4.763 )5 d)5.773 e) 6.034
Respuesta d)

La aceleracion esta dada por la segunda derivada de la funcién, asi derivemos a la funcion dos
veces

‘() =2(t+ DIn(t+ 1) + (t + 1)? ! 1= (t+D[2In(t + 1) + 1]

t+
2
() =2In(t+1) + 1+ (£ +1) [t-}-—l] = 2In(t+1) +3
Ahora evaluamos en t = 3,

a(3) =s”(3) = 2In(4) + 3 ~ 5.773

80. La funcién de posicion de un punto que se esta moviendo sobre una recta coordenada esta dada
por s(t) = t? — 4In (t + 1),donde 0 < t < 4. Lavelocidad en t = 2 es:

8 9 3
a) 3 b)§ ) 3 d)4—41In(4) e) 4

Respuesta a)

La velocidad se encuentra en la primera derivada, asi

i 7 _2 4
v(t) =s(t) = t—t+—1

Evaluamos en el punto pedido.

4 8
3 3

4
v(2)=2(2)—§=4—
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UNIDAD 2.

LA INTEGRAL DEFINIDA.

PROPOSITOS GENERALES.

¢ Interpretara el concepto de integral definida, analizando situaciones dadas en diferentes contextos
para construir su significado. Relacionara los conceptos de derivada e integral a través del
Teorema Fundamental del Célculo y lo aplicara.

EL AREA BAJO UNA CURVA.

e El drea bajo la grafica de una funcion constante o lineal.

Supongamos que Manuel tiene un tinaco vacio. Este tinaco tiene una llave que al ser abierta vierte agua
para llenarlo. Manuel sabe que la llave abierta tiene un flujo constante de 4.8 It /min (4.8 litros por cada
minuto) y le gustaria conocer cuanta agua tendra el tinaco si abre la llave por 10 minutos. Para responder
esta cuestion podemos abordarla utilizando la siguiente tabla:

Tiempo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
[min]

Volumen | 0 48 96 | 144 | 192 | 24 | 288 | 336 | 384 | 432 | 48
[1t]

Por tanto, el tinaco tendra 48 litros de agua después de 10 minutos. Este es un caso de una variacién
directamente proporcional y es muy sencillo resolverlo asi; pero también se puede tratar de otra forma.

Ahora considera la siguiente grafica:

[Flujo [It/min]

5| f(t) = 438

4

3

2

1

t [min]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M

Figura 1.

En esta gréfica el eje horizontal corresponde al tiempo medido en minutos, mientras que el eje vertical
corresponde al flujo de agua que vierte la llave. Observa que la funcién £ (t) = 4.8 indica el flujo de agua
de la llave, el cual es constante y por esa razén su gréafica es solo una recta horizontal. Manuel noté lo
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siguiente: el area del rectangulo con base el subintervalo [0,1] y altura 4.8 it/min (esta altura
corresponde al flujo de agua en todo este subintervalo) es

. It
Area del rectangulo 1 = (4.8 —) (1 min) = 4.8 It.
min

Es decir, el “area” de este rectangulo es igual a la cantidad de agua depositada en el tinaco durante el
primer minuto y este rectngulo tiene como base un subintervalo del eje horizontal y como altura el valor
del flujo.

Manuel también noté que el flujo de agua al inicio es £ (0) = 4.8, y que al término del primer minuto es
f(1) = 4.8 (sin tomar en cuenta unidades); esto no es sorprendente porque esta es una funcion
constante. Sin embargo, el area del primer rectangulo se puede escribir como

Area del rectangulo1 = f(1)- (1—0)=4.8-1=4.8

Donde, recordamos que f(1) = 4.8 es el flujo al momento 1 minutos con 0 segundos y (1 — 0) es la
“extension” o “tamafio” del subintervalo [0,1]. El &rea del rectangulo 2, cuya base tomaremos como el
subintervalo [1,2], también se puede escribir como

Area del rectangulo2 = f(2)-(2—1)=48-1=4.8

Donde f(2) es el flujo al momento 2 minutos. Esta misma idea se puede aplicar con los demas rectangulos.
Entonces el area total de los 10 rectangulos se puede expresar de la siguiente manera

Areatotal = f(1)- (1= 0)+ f(2)-2—1) + f(3)- 3 —2) + -+ f(10) - (10 — 9)
Areatotal =48-1+48-1+48-1+--+48-1=48

Esta cantidad es igual que el volumen de agua que se ha vertido en el tinaco durante 10 minutos. De esta
manera, Manuel concluy? lo siguiente: /a cantidad total de agua que ingreso al tinaco durante 10 minutos
es igual al “area bajo la grafica” de la funcion f (t) = 4.8 sobre el intervalo [0,10]. Esto es consecuencia
de que cada rectangulo representa un aporte de agua al tinaco durante el lapso de un minuto, que
corresponde a la extension o tamafio de los subintervalos de tiempo mostrados en la figura 1. Al sumar
todas las areas de estos rectangulos matematicamente estamos “acumulando” estos aportes de agua.

Podria pensarse que tratar este problema con este enfoque es engorroso; pero de hecho, este método para
calcular “el area bajo una grafica” es muy Util. Por ejemplo, Manuel pens6 lo siguiente: ; Cuanta agua tendria
el tinaco al término de 10 minutos si la funcion de flujo de agua fuera f(t) = 0.75t (este flujo también
tiene unidades [t /min. Observa que ahora la funcion de flujo ya no es constante, pues la funcion f asigna
un valor de flujo distinto para cada instante de tiempo; por ejemplo, cuando t = 0 minutos f(0) =
0 It /min por tanto en el instante 0 el flujo de agua es 0; pero cuando t = 0.5 minutos, f(0.5) = 0.375
y por tanto a los 0.5 minutos el flujo de agua es 0.375 It /min. Con forme transcurre el tiempo, el flujo
que sale de la llave va aumentando. En esta situacion el flujo esta cambiando, ya no es fijo como en el caso
anterior. Aun con esto es posible calcular la cantidad de agua, considerando f(t) = 0.75t, después de
10 minutos, y para esto utilizaremos la idea de los rectangulos en la siguiente seccién.

e Aproximacion numérica al cidlculo del area bajo la grafica de una funcion, mediante
rectangulos.

Como ya hemos visto en el ejemplo anterior, una manera de calcular la cantidad de agua que ingresa al
tinaco es dividiendo el tiempo total en varios subintervalos y calcular el &rea de cada rectangulo bajo la
grafica de la funcién de flujo f, tomando como base la extensidn de cada subintervalo.
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Sin embargo, en el caso en que f(t) = 0.75t no es tan sencillo porque ahora el flujo aumenta conforme
pasa el tiempo. Aun asi podemos utilizar la idea del caso anterior; para esto observa la siguiente figura en
la que se muestra la grafica de la funcion de flujo £ (t) = 0.75t.

. [Flujo [It/min] f()=0.75t
(10,7.5)
7 .
(9,6.75)
6 (8,6)
5 /(7,5.23)
[ 6,4.5
4 [ (
(5,3.75)
3 43)
2 (3,2.25)
215)
1
1,0.75 .
! ) t [min]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M1 12

Figura 2.

A partir de la figura anterior, Manuel observa que el agua que ingresa al tinaco durante el primer minuto es
aproximadamente igual al area del primer rectangulo de izquierda a derecha; es decir, durante el primer
minuto ingresa aproximadamente

Area del rectangulo1 = f(1)- (1 —-0) = 0.75-1 = 0.75

Donde f(1) = 0.75 es el valor que toma la funcién f en t = 1. Es importante advertir que esta es una
aproximacién que supone que la cantidad de agua que ingresa al tinaco durante el primer minuto es en
todo momento 0.75 It /min; lo cual no es cierto porque el flujo no es constante, pero nos da una idea de
cuanta agua ingresa al primer minuto.

Del minuto 1 al minuto 2, ahora Manuel estima que la cantidad de agua que ingresa al tinaco es
aproximadamente igual al &rea del segundo rectangulo

Area del rectangulo2 = f(2)-(2—-1)=15-1=15

Aqui f(2) = 1.5 es el valor que toma la funcién f en t = 2. Otra vez esto es una aproximacion que
considera que el flujo durante el segundo minuto es en todo momento 1.5 It /min, y esto nuevamente no
es cierto porque el flujo esta aumentando instantaneamente, pero da una idea de cuanta agua ingresa al
tinaco en este lapso. Notese que al hacer estas aproximaciones, Manuel supone que el flujo “cambia a
saltos” cada que transcurre un minuto completo.

Estas aproximaciones también se pueden realizar sobre los demas rectangulos; de tal manera que el agua
total que ingresa al tinaco después de 10 minutos serd aproximadamente igual a la acumulacion del agua
ingresada en cada subintervalo de tiempo, es decir, corresponderia a la suma de las areas de todos los
rectangulos:

Areatotal = f(1)- (1= 0)+ f(2)- 2 =1 + f(3)- 3 —2) + -+ f(10) - (10 — 9)
Areatotal =0.75-1+15-14+225-1+4 -4+ 75-1=41.25
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De esta manera, Manuel estimé que el agua que ingresé al tinaco después de 10 minutos fue
aproximadamente 41.25 It.

Manuel también se dio cuenta que las aproximaciones anteriores consideran “excesos de area”, ya que al
observar la grafica de la figura 2, el &rea de cada rectangulo corresponde a una aproximacion del area bajo
la gréfica de la funcion f en cada subintervalo. Por tanto, en cada subintervalo se esta considerando “area
de mas’, lo que resulta en que se esta tomando en cuenta més agua de la que realmente ingresé al tinaco.
Para evitar esto, Manuel ahora considerd la siguiente figura

\F|Uj0 [It/min] f(t)=0.75¢

(9,6.75)

6 (8,6)

5 (7,525

(6,4.5)

3 @3)

(ZH15)

(1,0.75

t [min]
00) 4 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

Figura 3.

En la figura anterior se observa que los rectangulos ahora estan totalmente por debajo de la grafica de la
funcion f(t) = 0.75t. De esta manera la cantidad de agua que ingresa al tinaco en el primer minuto seria
aproximadamente igual al &rea del primer rectangulo, es decir,

Area del rectangulo1 = f(0)-(1-0)=0-1=0

Esto evidentemente no es cierto, pero hay que recordar que se trata de una aproximacion del calculo del
agua vertida por la llave durante el primer minuto. Durante el segundo minuto, el agua que entra al tinaco
seria aproximadamente igual al area del segundo rectangulo
Area del rectangulo 2 = f(1)- (2—1) = 0.75-1 = 0.75
Mientras que la cantidad de agua introducida al tinaco durante el tercer minuto seria aproximadamente
igual a
Area del rectangulo3 = f(3)-(3—-2)=15-1=15

Entonces, Manuel se percatd que la cantidad de agua que entro al tinaco durante 10 minutos es
aproximadamente igual al area de los 10 rectangulos de la figura 3; es decir,

Areatotal = fF(0)-(1—-0)+f(1)- -1+ f(2)-B3=2)+-+f(9):(10-9)

Areatotal=0-1+0.75-14+15-1+4 -+ 6.75-1 = 33.75
Por tanto, el agua que ingresé al tinaco durante los 10 minutos fue aproximadamente 33.75 [t. Sin
embargo, esta aproximacion tiene la desventaja de que en el calculo del rea de cada rectangulo se esta

considerando “menos area” bajo la grafica de la funcion f(t) = 0.75t, por lo que se esta tomando en
cuenta menos agua de la que realmente se introdujo en el tinaco.

De todo lo realizado anteriormente podemos destacar lo siguiente:
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e Con la aproximacion correspondiente a la figura 2 se obtuvo que 41.25 [t ingresaron al tinaco
e Con la aproximacion correspondiente a la figura 3 se obtuvo que 33.75 It ingresaron al tinaco.

Manuel noté que una manera de calcular el agua que ingres6 al tinaco durante los 10 minutos es
considerando que el area bajo la grafica de la funcién f(t) = 0.75t corresponde al area de un triangulo
rectangulo cuya base mide 10 y su altura mide 7.5; de tal manera que
0-7.5

2
Por tanto, la cantidad de agua total es exactamente 37.5 It. De este resultado, Manuel concluy6 que, si

bien, las estimaciones realizadas con los rectdngulos no son exactas, si son del mismo orden y de hecho
son cantidades similares entre ellas, por lo que dichas estimaciones no estdn muy alejadas del valor exacto.

=375

Area total bajo la grafica =

Como ya hemos visto, el calculo del area bajo una gréafica de una funcién puede ayudar en la resolucion de
problemas, entre ellos estan: calculo de areas, volimenes, cantidad de fluido, distancias recorridas, energia
potencial, etc. En las situaciones anteriores, el calculo del area bajo una grafica no resulté muy complicado;
sin embargo, hay muchas situaciones donde esto no es asi por lo que se recurre a aproximaciones 0 a
teoremas que facilitan el calculo; todo esto se vera adelante.

A continuacion, se daran algunas definiciones y uso de notacion que seran de mucha utilidad

Definicion. Particion.

Sea un intervalo cerrado [a, b] donde a < b, una particion del intervalo [a, b] es un conjunto finito de
numeros reales de dicho intervalo de tal manera que cumplen lo siguiente:

Xo=a<x <x, <+ <x,=h.

Ejemplo. Si consideramos el intervalo [0,10], entonces una particion de este intervalo seria el conjunto
P ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Otra particion seria el conjunto Q = {0,2, r, 5,9.5,9.75,10}.

Ejercicio. Escribe tres ejemplos de particiones para los siguientes intervalos

a) [0,5]
b) [-2,m]

Notacion de suma
La letra griega 2 “sigma” se utiliza para denotar sumas de la siguiente manera:
n

2,41- =Ap +Apyq + o+ Ay

i=m
Donde m, n e i son numeros enteros que cumplen m < i < n,y A; es un numero real. Al nimero i se
le conoce como indice ya que indica el orden en que se presentan los sumandos A;.

Ejemplo. A continuacién, daremos algunos ejemplos del uso de la notacion anterior

a)
5

2i=0+1+2+3+4+5=15

i=0
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2i2 = 2(1)%2 4+ 2(2)% + 2(3)% + 2(4)? = 60

i
5

2
2 3i = 3(—=2) +3(=1) +3(0) + 3(1) + 3(2) = 0

i=—2

Ejercicio. Escribe las siguientes sumas utilizando la notacién del simbolo X “sigma”.

a) 1+2+3+4+45
b) 0%+ 12 + 22 + 32+ 42 + 52 + 62

Definicion. Aproximacion por la izquierda del area bajo una grafica
Sea f una funcion real definida sobre el intervalo [a, b], sea P = {xg, x4, x5, ***, X, } Una particion de

[a, b]. Definimos la aproximacion por la izquierda del area bajo la grafica de f sobre el intervalo [a, b]
como

Ef(xi—l) “(X = xi—1) = (o) s (1 — x0) + -+ f(Xn_1) - (xn — Xp_q)
i=1

Observa que el indice i va desde 1 hasta n, por lo que esta suma tiene n sumandos.

Ejemplo. Observa que el calculo del area total de los rectangulos mostrados en la figura 3 corresponde a
una aproximacion por la izquierda del area bajo la grafica de la funcién f(t) = 0.75t sobre el intervalo
[0,10] y cuya particion es {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. El unico aspecto distinto es el intercambio de la
variable t por x, pero esto no afecta el resultado final. Nota que la suma efectuada tiene 10 sumandos,
cada uno corresponde al &rea de un rectangulo.

Ejercicio. Considera la funcion f(x) = x2 sobre el intervalo [0,1], tomemos la siguiente particion
P ={0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1}

Observa que esta particion tiene 11 puntos equidistantes (la separacion entre cualesquiera dos puntos
proximos es igual). Consideremos x, = 0, x; = 0.1, x, = 0.2,..., x;0 = 1. Entonces, la aproximacion
por la izquierda del area bajo la grafica de f(x) = x? sobre el intervalo [0,1] requiere de 10 sumandos y
se puede escribir como

Zf(xi-d (= X-1) = f(x0) - (%1 = X0) + o+ f(Hn—1) - (X = Xn—q)
i=1

10
2(%’—1)2 (= xi-1) = (x0)* (g — x0) + (x1)*(x2 — x1) + -+ + (x9)? (19 — Xo)
i=1

10
Z(xi_l)z - (x; — xi—1) = 02(0.1 — 0) + 0.12(0.2 — 0.1) + -+ 0.92(1 — 0.9)

=1
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Desarrolla la suma anterior y muestra que:

10
Z(xi_l)2 - (x; — x;_1) = 02(0.1) + 0.12(0.1) + - + 0.92(0.1) = 0.285

=1

Definicion. Aproximacion por la derecha del area bajo una grafica
Sea f una funcion real definida sobre el intervalo [a, b], sea P = {xg, x4, x5, ***, X, } Una particion de

[a, b]. Definimos la aproximacion por la derecha del area bajo la grafica de f sobre el intervalo [a, b]
como

Z fe) - (o= xim1) = f1) - (i = X0) + -+ + f ()~ (X = Xn—1)
i=1

Observa que el indice i va desde 1 hasta n, por lo que esta suma tiene n sumandos.

Ejemplo. Observa que el area total del calculo del area de los rectangulos de la figura 2 corresponde a una
aproximacién de por la derecha del area bajo la grafica de la funcién f(t) = 0.75t sobre el intervalo
[0,10] y cuya particion es {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. El unico aspecto distinto es el intercambio de la
variable t por x, pero esto no afecta el resultado final. Nota que la suma efectuada también tiene 10
sumandos, cada uno corresponde al &rea de un rectangulo.

Ejercicio. Considera la funcion f(x) = x2 sobre el intervalo [0,1], tomemos la siguiente particion
P ={0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1}

Consideremos x, = 0, x; = 0.1, x, = 0.2,..., x10 = 1. Entonces, la aproximacién por la derecha del
area bajo la grafica de f(x) = x? sobre el intervalo [0,1] requiere de 10 sumandos y se puede escribir
como

Zf(xi) SO = xim1) = flen) - (o = xo) + o+ f (o) - (K — Xno1)
i=1

10

D0 (= 2a) = (1) - (0 = o) + -+ (51007 - Coro = Xo)

=1
Desarrolla lo anterior y muestra que el resultado de esta aproximacion es 0.385.

Las aproximaciones de los ejercicios 3 y 4 corresponden a la estimacién del area bajo la grafica de la
funcion f(x) = x? sobre el intervalo [0,1]. En ambos ejercicios se dividio el intervalo [0,1] en diez
subintervalos iguales y cada uno represento la base para un rectangulo. Sin embargo, es posible obtener
mejores aproximaciones si se divide dicho intervalo en partes més pequefias, de esa manera se espera
que los rectangulos en las aproximaciones no tengan mucha “area de méas” o “area de menos” y la
estimacion total del &rea bajo la gréfica sea mas cercana. En la siguiente seccion se mostrara como obtener
mejores estimaciones para el calculo del area bajo la grafica de f(x) = x2 en el mismo intervalo [0,1].
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e Cilculo del area para funciones de la forma f(x) = kx™ donde k es una constante.

Ejemplo. Consideremos nuevamente la funcion f(x) = x? definida sobre el intervalo [0,1], pero ahora
tomemos la particion P = {0,0.02,0.04,0.06, ---,0.98,1}; es decir, esta particion contempla puntos cuya
separacion es 0.02, por lo que contemplaremos 50 subintervalos (habra 50 rectangulos para nuestras
aproximaciones). Una buena forma de denotar a los puntos de esta particion es mediante la expresion

x; = 0.02i

Donde el indice i toma los valores i = 0,1,2,3, --+,50. Asi, por ejemplo, el punto 0 de esta particion es
Xo = 0.02(0) = 0,0¢elpunto 3es x3 = 0.02(3) = 0.06, y el punto 50 es x5, = 0.02(50) = 1. Por
otro lado, la aproximacion por la izquierda del area bajo la grafica de £ (x) = x? se puede expresar como

50
Ef(xi—ﬂ (= xi-1) = (0)2 (g — x0) + -+ () * (i1 — X)) + -+ (X49)* (K50 — X49)
i=1

Como los puntos estan separados entre ellos por 0.02; entonces x; — xo = 0.02, x, — x; = 0.02,...,
Xs50 — Xa49 = 0.02. Ademas x; = 0.02i; por tanto, la expresién anterior resulta en

50
Zf(xi_l) (x; — x;—1) = (0)2(0.02) + -+ (0.020)2(0.02) + -+ + (0.02 - 49)2(0.02)

=1

Aunque esta suma es muy larga se puede simplificar haciendo algunas maniobras; por ejemplo, el término
0.02 es un término comun en todos los sumandos, entonces es posible factorizarlo. Luego,

50
flxiz1) - (g — xi-1) = 0.02((0)% + - + (0.02i)? + --- + (0.02 - 49)?)
i=1
Notemos que (0.02i)? = 0.0004i? (recuerda que i toma valores desde 0 hasta 49), entonces
50
fxi—1) - (x; — x;_1) = 0.02(0.0004 - 02 + --- 4+ 0.0004i2 + --- + 0.0004 - 492)
i=1

Y nuevamente aparece un término comun en los sumandos, el nimero 0.0004, y podemos volver a
factorizar, a partir de esto se obtiene

50
Ef(xi_l) (X = X1_1) = 0.02 - 0.0004(02 + - + 2 + - + 492)
i=1
Ahora, notemos que encontrar el valor de la suma anterior ya se ha simplificado bastante pues la expresion

02+ -+ i% + --- + 492 corresponde a la suma de los numeros enteros consecutivos elevados al
cuadrado comenzando desde el 0 hasta el 49, esto porque i toma valores desde 0 hasta 49. Por ahora nos
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concentraremos en esta suma y para esto utilizaremos la siguiente identidad

Suma de los primeros numeros naturales elevados al cuadrado

Sim > 1 es un numero natural, entonces

_m(m+1)2m+1)

1% + 22 4 -+ m? c

Luego,
49(49+1)(2-49+1) 242550

= 40425.
6 6

0+ -4+ +492=0+12+--+49% =

Y en conclusién
50
fxi—1) - (x; — x;_1) = 0.02 - 0.0004(40425) = 0.3234.

=1

Por lo tanto, la aproximacion por la izquierda del area bajo la grafica de f(x) = x2 en el intervalo [0,1]
es igual a 0.3234.

Ejercicio. Siguiendo el desarrollo anterior, de manera similar, obtén la aproximacion por la derecha del
area bajo la grafica de f(x) = x? utilizando la particion P = {0,0.02,0.04,0.06, ---,0.98,1} (la misma
particion utilizada para la aproximacion por la izquierda). Para lograrlo desarrolla la expresion

50
Ef(xi) (0 — x-1) = ()20 — x0) 4 -+ ()20 — x-1) + -+ + (x50)% (x50 — X40)
i=1

Recuerda que x; = 0.02i. El resultado correcto de esta aproximacién es 0.3434.
La siguiente definicion es una generalizacion de las aproximaciones usadas para la estimacion del calculo

del area bajo la gréfica de una funcién f en un intervalo [a, b].

Definicion. Suma de Riemann

Sea f una funcion real definida sobre el intervalo [a, b], sea P = {xg, x4, x5, ***, X, } Una particion de
[a, b]. Se define la suma de Riemann como la aproximacién del area bajo la grafica de f sobre el
intervalo [a, b] de la forma

Z G- (o= xim1) = f(R1) - (rr = X0) + -0+ f(Xn) - (Xn = Xn—1)
i=1

Donde X; es algun punto del subintervalo [x;_q, x;] parai = 1,2, -+, n.

Observa que la aproximacion por la derecha del area bajo la grafica de alguna funcion f es un tipo de suma
de Riemann si escogemos X;,, como el extremo derecho de cada subintervalo [x;, x; 1 |; mientras que
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la aproximacion por la izquierda del area bajo la grafica de f también es un tipo de suma de Riemann si
€scogemos X;,., como el extremo izquierdo de cada subintervalo [x;, x;41]. De aqui en adelante se
utilizara suma de Riemann con puntos por la izquierda para referirnos a una aproximacion por la izquierda,
y suma de Riemann con puntos por la derecha para referirnos a una aproximacion por la derecha.
Utilizaremos una suma de Riemann en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sea la funcion £ (x) = 4x3 definida en el intervalo [0,2]. Encontraremos una aproximacion del
area bajo la grafica de esta funcién en dicho intervalo mediante una suma de Riemann con puntos por la
derecha. Consideremos la particion P = {0,0.05,0.1,---,1.95,2}; de este modo los subintervalos

generados tendran una longitud de % = % y ademas habra un total de 40. Los puntos de esta particion
se pueden expresar mediante

X, — Xg)l 2—0)i i
Con = x0)i _ 2= 0)i _
n 40 20

X;i = Xg +

Donde i = 0,1,---,40. El punto xq = 0 y x49 = 2; por tanto x; = % = 0.05, x, = 2= 0.1, etc.

20
Entonces la suma de Riemann con puntos por la derecha se puede escribir como

Zf(xi) C( = xim1) = f(en) - (0 = xo) + o+ f (o) - (K — Xno1)
i=1

40
2 4(x;)% (= xi-1) = 4(x1)3 - (21 — x0) + -+ 4(x40)> * (Xa0 — X39)
i=1

. . 1
Pero la longitud de cada subintervalo es > entonces,

40

24(x-)3-(x- —xi_1) = 4(x )3.i+...+4(x )3.1
- L 14 i-1 1 20 40 20
1=

Nota que se pueden factorizar que cada sumando tiene como factor comdn a 4(0.05); por lo que se
puede simplificar de la siguiente manera

40

3 1 5
24(351') . (xi - xi—l) =4 'E(xl + 4 x40 )
i=1

Ademas, x; = -, entonces,

% 1 /7133 i\3 40\3
;4<Xi>3'(Xi‘xi—1>=4%<(ﬁ) #+(5) ~+ () )

S 4 (1° i 403
24(%’)3 (X —ximq) = %(W-}_ ot +ﬁ>
=1

1 , .
Observa que 7oz &S Un factor comun en la suma de la parte derecha; luego podemos factorizar

40 4 1
2 40 (g = i) = 5550z (13 ok 13 4 40%)
i=1
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Ahora la suma de Riemann esta expresada en términos de la suma de los primeros numeros naturales
elevados al cubo. Para esta suma utilizaremos la siguiente identidad

Suma de los primeros numeros naturales elevados al cubo

Sim > 1 es un numero natural, entonces

m(m + 1))2

13+23+---+m3=( 5

Con ayuda de esta identidad podemos terminar de calcular la suma de Riemann

4 (40(41)

40 2
2 46 (= %10 = 507 (— ) — 1681
i=1

Por tanto, el area bajo la grafica de f (x) = 4x3 sobre el intervalo [0,2] es aproximadamente 16.81.

Ejercicio. Siguiendo un ejemplo similar al del ejemplo 6, calcula la suma de Riemann con puntos por la
izquierda de la funcion f(x) = 4x3 sobre el intervalo [0,2].

Hasta el momento se ha aproximado el valor del area bajo la grafica de funciones de tipo f(x) = kx™,
conn = 0,1,2,3. Esto porque el area bajo una curva, o en nuestro caso “el area bajo una grafica”, es una
cantidad que muchas veces esta relacionada con magnitudes de interés para las Matematicas y la Fisica:
longitud, area, volumen, distancia recorrida, energia potencial, velocidad, etc.

Al rea bajo la grafica de alguna funcién real f, sobre un intervalo [a, b], se le conoce como integral de la
funcion f en [a, b] y se denota con el simbolo “ ” de la siguiente manera:

be(x)dx

Lo anterior se lee “la integral de la funcién f con respecto a la variable x en el intervalo [a, b]". Mas
adelante se dara una definicién mas formal de la integral.

e Interpretacion del signo de la integral con el area bajo la curva.

Ya hemos estudiado la integral de una funcion f en un intervalo [a, b] cuando la gréfica esta arriba del eje
x; pero es posible que la grafica de alguna funcion también esté debajo del eje x. En este caso, el area
que se toma en consideracion es de aquella regién que se encuentra entre el eje x y la gréfica de la funcion.
Por ejemplo, considera la figura 4, en la que se observa la grafica de la funcion f(x) = 2x en el intervalo
[—2,3]. La regién de color azul es la que se considera para el célculo de la integral de esta funcion en
dicho intervalo.



80

fx)=2x

-2t

-4}

Figura 4.

Sin embargo, a diferencia del area geométrica que siempre es positiva, en el calculo de integrales es posible
tener “area negativa”; asi por ejemplo, en la figura 4 la integral de la funcién f(x) = 2x en [—2,3] se
puede ver como el area de dos regiones: la region del intervalo [—2,0] y la region del intervalo [0,3]. En
la primera region, el area sera

base - altura (0 — (—2))(—4) _2(-4)
2 - 2 -2

Area del triangulo 1 =

Nota que el resultado que se obtuvo fue negativo. Esto se debe a que los valores que toma la funcion sobre
[—2,0] son negativos (excepto en x = 0, ahi f(0) = 0). Para argumentar mejor este resultado,
calcularemos una suma de Riemann con puntos por la derecha con la particion P = {—2,—2.01, ---,0},
es decir, esta particion tiene 201 puntos los cuales se pueden expresar como

X=X+ 55 200 200 100
Donde i toma valores enteros desde 0 hasta 200. Observa que cuando i = O se obtiene xq = —2;y
cuando i = 200, x,00 = 0. Ademas la separacion entre cualesquiera dos puntos consecutivos es Flo;

entonces, la suma de Riemann con puntos por la derecha sera:

Zf(xi) SO = xim1) = f(en) - (0 = xo) + o+ f o) - (K — Xno1)
i=1

%2 L bt 2 gt 2
£, X700~ “ 100 X100 *n 700
i=

200

Zz Lol bt ety

£, *i'To0 ~ “100 *i n

l:
200
22 L 2 (e Vi (24 ) g (2422
£, X700 ~ 100 ( 100) ( 100) ( 100)
l:

Observa que en la suma de la derecha cada término tiene un —2 que es sumado 200 veces porque el
indice de la suma va desde 1 hasta 200. Tomando en cuenta esto, reacomodaremos la suma como
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220(:)2 D+t D+ D+ ! 20
X700 100 100 T 100

200

Zz 200+ —— 4o b 4 20
i ( 100 100 100)

200

ZZ L1 ooy e (g 200
£, %700 ~ 50 50(100 100 100)
i=

200

1 N
Z " 700 50 10 LT A H200)

Ahora la suma de Riemann ha quedado expresada en términos de la suma de los primeros 200 nimeros
naturales, para lo cual utilizaremos la siguiente identidad

Suma de los primeros nlimeros naturales

Sim > 1 es un numero natural, entonces

m(m +1)

142+--4+m
2

Y en conclusion,
200

ZZ L _ g, 1 200(201) 208
£ X700~ 50 100\ 2 '
i=

Por tanto, mediante esta suma de Riemann, la aproximacion del area sobre el intervalo [—2,0] (la
aproximacion de la integral sobre [—2,0]) es -3.98. Nota que este resultado es muy préximo a —4, el
correspondiente al calculo del &rea del tridngulo 1, sobre el intervalo [—2,0], de la figura 4.

Finalmente, terminaremos de calcular la integral de la funcién f (x) = 2x en elintervalo [—2,3], que como
ya habiamos mencionado se puede ver como el area de la region sobre el intervalo [—2,0] y el area de la
region sobre [0,3]. Procederemos con el calculo del area de la segunda region-
base - altura (3 —0)(6) 3(6) B

2 2 2

Area del triangulo 2 =

Y por lo tanto,

3 3
f)dx = J 2xdx = Area del triangulo 1 + Area del tridngulo2 = —4+9=75
-2 -2

A continuacion, procederemos con una definicién mas formal de la integral de una funcion.
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LA INTEGRAL DEFINIDA.

Hasta el momento se han calculado aproximaciones de integrales por medio de sumas de Riemann, las
cuales implican la suma de &reas de muchos rectangulos inscritos o circunscritos, y parece ser que mientras
mayor sea el nimero de estos rectangulos, mejor sera la aproximacion del “area bajo una grafica”, lo cual
se acerca al concepto de integral; pero ;qué tantos rectangulos se requieren para obtener el verdadero
valor de una integral? En la gran mayoria de los casos, se requiere una cantidad infinita de rectangulos que
pareciera algo imposible porque tendriamos que efectuar una suma infinita de areas y ello podria tener un
valor infinito; sin embargo, esto no es asi para muchos casos y se debe al concepto de limite.

Definicion. Integral definida
Sea f una funcion con dominio un intervalo cerrado [a, b]. Si existe

lim f(x)Ax;
2

|P|-0

donde || es la longitud de cada uno de los subintervalos generados por alguna particion del intervalo
[a,b] y Ax; = x; — x;_1; se dice que f es integrable en [a, b]. Ademas, llamada integral definida
(o integral de Riemann) de f entre a y b, es el valor de dicho limite, es decir,

b n
J, reoe = pm, > rewons

Nota que en la definicion anterior, mientras mas pequefios sean los subintervalos generados por alguna
particion, mas pequefia seré la cantidad || por lo que ésta tenderé a cero. Pero esto también hace que el
numero de subintervalos generados sea cada vez mayor y tienda a infinito. Sin embargo, como veremos
adelante, el concepto de limite permitird encontrar el valor de muchas integrales. Mas aun, una manera de
facilitar los calculos es tomando particiones que generen subintervalos del mismo tamafio, tal y como lo
hemos venido haciendo. Ahora se presentan algunos ejemplos del uso de la definicion anterior.

Ejemplo. Utilizando la definicién de integral definida, calcula

4
J xdx
0

La funcion en cuestion es f(x) = x y el intervalo es [0,4]. Tomaremos una particiéon con n + 1 puntos,
P = {xg,x41,*+, x,}, donde n es un numero natural cualesquiera; entonces, los puntos de esta particion
se pueden expresar mediante
X, — Xg)l 4-0)i 4i
Con = %o)i _ , (4=0)i _ 4
n n n

Xi = Xg +
donde i toma valores desde 0 hasta n; de esta manera, la longitud Ax; de los subintervalos es la misma y

es igual a %, por lo que |P| = %. Para hacer muy pequefa la cantidad || podemos hacer que n — co.
Luego, por definicion de integral definida,

4 n
J xdx = lim Ef(xi)Axi = lim x;*—=lim— ) x;
0 |P|-0 = . —
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41 “ Ul I3 . 4 , , .
El ultimo paso efectuado fue “sacar” el término — porque es un factor comdn en todos los términos de la
. . 4i .
suma de Riemann. Continuando con el desarrollo y recordando que x; = f se obtiene

4 n i n n

4 4i 4 4 ] 16 ]

dex=lim— —=lim—-—21=hm—2 i
0

n-on n n-on N n-oon
i=1 i=1 i=1

4 ; ’ . . “ ”
Nuevamente —esun factor comun en los términos de la suma de Riemann y por eso se pudo “sacar”.

Ahora, la Ultima expresion esta en términos de la suma de los primeros n numeros naturales; entonces, de
la identidad antes mencionada resulta que

n

) nn+1)
Zl=1+2+3+--~+n=T
i=1
Entonces,
4 .16 n(n+1) = 16 _ 8n? _
J xdx = lim —-————=lim-—=®*+n) = lim —+—==1m8+—-=38
0 n-on 2 n-o 2n n-oo N n n—oco n
Por lo tanto,

4
dex=8
0

Este es el resultado exacto de la integral de f(x) = x sobre el intervalo [0,4]. Nota que de manera
implicita se consider6 una infinidad de puntos que dividen al intervalo en cuestion, a este método se le
conoce como Método de exhaucién de Eudoxio. Compara con lo que se observa en la figura 5.

flx)=x

w
s

1 2

Figura 5.

En esta figura se observa la grafica de la funcién f(x) = x sobre el intervalo [0,4]. El area bajo esta
grafica es
] (4-0)4) 16
Area= ————=—=38.
rea D) >

Lo cual coincide con lo que obtuvimos con la definicion de integral definida.

Ejercicio. Desarrollando la definicion de integral definida comprueba que
6
J x%dx =72
0
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Ayuda: en algun momento del desarrollo de tus calculos deberas llegar la suma de los cuadrados de los
primeros nimeros naturales, usa la identidad correspondiente.

Como ya hemos visto, el calculo de integrales suele ser un poco engorroso; pero afortunadamente las
integrales tienen propiedades que resultan muy utiles, las cuales se enlistan abajo.

e Propiedades.

Consideremos dos funciones, f(x) y g(x), integrables en un intervalo [a, b]. Entonces se cumplen los
siguientes enunciados:

1. Si ¢ es un nimero real, entonces la funcion cf (x) es integrable en [a, b] y su integral es

chf(x)dx = cjbf(x)dx

a

2. Lafuncién (f + g)(x) es integrable en [a, b] y su integral esta dada por

ja " + 9)@)dx = j s + j g

3. Siresunnumero real tal que a < r < b; entonces

be(x)dx = Jrf(x)dx + be(x)dx

Estas propiedades se pueden deducir a partir de la definicién de integral y de las propiedades de las sumas
de Riemann; pero aqui nos enfocaremos en que en su utilidad en el proceso de integracion de funciones.

Ejemplo. Considera las siguientes integrales:

L 1 1 1
xdx== 'y J x%dx ==
Jire=g v [

Ambas integrales se presentan con su valor exacto (un valor aproximado de la segunda integral se dio en
el ejemplo 5), més adelante se daré una herramienta muy Util para calcular cada una de ellas. Observa que
ambas integrales estan calculadas sobre el intervalo [0,1]. Entonces, a partir de estas integrales se puede
calcular la siguiente

1
J 2x + 5x%dx
0
Para esto observa que por la propiedad 2

1 1 1
J 2x + 5x%dx =J 2xdx+J 5x?dx
0 0 0
Luego, por la propiedad 1

1 1 1
J2x+5x2dx=2jxdx+5jx2dx
0 0 0

1 1 1 1
Pero sabemos que [ xdx = -y que [ x*dx = Z; entonces,

le + 5x2d —21+51 —1+5—8
p X TRrer= (2) (3)‘ 373

También se puede calcular



85

1
J 4x% — xdx
0

Y esto resultaria como

1 1
J 4x? — xdx = J 4x?% 4+ (—=1)xdx = 4J
0 0 0

1 1

1 1
xzdx+(—1)J xdx =4J xzdx—J xdx
0 0 0

Y finalmente,

Ejercicio. Considera la siguiente integral

1
1

J x3dx = -
0 4

Utilizando las propiedades mencionadas y con ayuda del ejemplo 8 calcula las siguientes integrales:
a) fol 3x3 + 4x2dx
b) fol 2x3 — Txdx
c) fol 5x3 — 3x2 + 4xdx

El Teorema Fundamental del Calculo

La obtencion del area bajo una gréafica, o0 mejor dicho, la obtencion de la integral de alguna funcién real en
un intervalo puede resultar muy laborioso mediante limites aplicados a sumas de Riemann;
afortunadamente existe un teorema muy importante que puede facilitar mucho el célculo de diversas
integrales. Veremos las ideas mas basicas que permiten la formulacién de este teorema.

A

En la figura 6 muestra la
grafica de una funcién
F (x) que supondremos
como derivable. Observa
F(x;) el tridangulo rectangulo que
----------------------------------------------------------- esta sobre el intervalo
[xi—1, x;], este triangulo
Fxiy) I F'(xi_1)(x; — x;_,) tiene como hipotenusa la
-1 recta de color verde, esta
es una recta tangente a
la gréfica de color rojo en
el punto (x;—y, F (x;-1))
y por tanto la hipotenusa
> de este triangulo tiene
pendiente igual a:

Xi-1 Xi

Figura 6. F'(x;_1).

Entonces, el cateto vertical de este triangulo rectangulo mide F'(x;_1)(x; — x;_1). Entonces se sigue la
siguiente aproximacién:

F(x;) = F(x;—q1) + F' (1) (x; — x;—1).
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Esta aproximacion suele ser mejor mientras el intervalo [x;_1, x;] sea mas pequefio. Otra manera de ver
esta aproximacion es de la forma

F'(xi—1) (i — xi-1) = F(x;) — F(xi-1)
Esta manera de escribir la aproximacion la utilizaremos en el siguiente razonamiento.

Ahora, supongamos una funcion f (x) integrable en un intervalo [a, b], supongamos también una particion
de n + 1 puntos P = {x¢, X1, X2, **, X}, con n algn numero natural. Entonces la integral definida de
esta funcion es por definicion

b n n
J, roos = ym B rexomxi = tm, B0 =0

Recuerda que la cantidad |P| representa el tamafio de cada uno de los subintervalos [x;_4, x;] (no
necesariamente tienen que ser del mismo tamafio). Ademas supongamos que existe una funcién F(x)
cumple que f(x) = F'(x) para cualquier nimero real x en [a, b]. Entonces,

b n n
J, roos = ym D =3 = fm, D i = i)

Pero como se expresa en el limite, |2| — 0, por lo que los subintervalos [x;_4, x;] son extremadamente
pequefios y por lo visto anteriormente, la aproximacion deducida de la figura 6 se vuelve exacta, luego

F'(x)(x; — xi-1) = F(x;) — F(x;_1)
Por lo tanto,

b n
| o= i, 2 P = PG

Sin embargo, la suma que esta dentro del limite se puede desarrollar, término a término, de la siguiente
manera

2 F(x;) — F(xi—1) = (F(x1) - F(xo)) + (F(xz) - F(x1)) + (F(x3) - F(xz)) + -
i=1

Observa que el término F(x;) se cancela con —F(x;), F(x,) se cancela con —F(x;), y asi
sucesivamente y solo quedan los términos F (x,) ¥ —F (x). Entonces,

n
D PG = Flxi) = FGe) = F(xo) = F(b) = F(@)
i=1
Sustituyendo esto en el calculo de la integral
b
[ reds = tm F®) - £ @
Observa que la cantidad dentro del limite no depende de ||, por lo tanto:
b
[ reax = k@) - Fe@
a
Este importante resultado se conoce como “Teorema Fundamental del Calculo” y representa una poderosa
herramienta para obtener integrales. Es importante aclarar que el razonamiento realizado no es una
demostracion de este teorema, pues carece de rigor, pero contiene sus ideas fundamentales. Si observas

con atencion la ultima ecuacién notaras que si queremos calcular la integral de una funcion £ (x) en un
intervalo [a, b] y por alguna razén conocemos una funcién F(x) tal que F'(x) = f(x) en este mismo
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intervalo, entonces la obtencion de esa integral resulta muy sencilla porque equivale a realizar la resta
F(b) — F(a). A la funcion F(x) se le suele llamar antiderivada de f o primitiva de f. Las primeras
personas que dedujeron este importante teorema fueron los matematicos Gottfried Wilhelm Leibniz e Isaac
Newton, junto con Isaac Barrow (este ultimo fue profesor de Newton). Veremos algunos ejemplos del uso
de este teorema, pero antes daremos un enunciado del mismo.

Teorema. Teorema Fundamental del Calculo

Sea f una funcién integrable y con dominio un intervalo cerrado [a, b]. Si existe una funcion F con
dominio en [a, b] tal que f(x) = F'(x); entonces

b
[ reax =r) - F@

Ejemplo. Utiliza el Teorema Fundamental del Célculo para obtener las siguientes integrales
a) f_zl xdx
b) | 13 x?dx
o [ 05 x3dx
d) ff x™dx para cualquier numero entero n > 1y numeros reales a y b tales que a < b.

Solucion. En el a) observa que si tomamos f(x) = xy F(x) = x;; entonces F'(x) = x = f(x), y por
el Teorema Fundamental del Calculo:

JZ 22 (—1)? 1 3
1 2 2 2 2

Enelc) sitomamos f(x) = x3y F(x) = ’;—4; entonces,

x3dx ==

JS 54 02 625
0 4 4 4

n+1
En el inciso d), habras notado que si tomamos f(x) = x™y F(x) = );T entonces

b bn+1 an+1
x"dx = — .
L n+l n+1

Ejercicio. Utiliza las propiedades de la integral y el Teorema Fundamental del Calculo para obtener las
siguientes integrales.

a) f_52 3xdx
b) f_33 4x%dx
c) f_55 2x3dx
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Hasta el momento hemos visto como calcular integrales, en la siguiente seccion veremos algunas de sus
aplicaciones.

APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA.
En esta seccion veremos algunas situaciones para las cuales es util la integral.
e Area comprendida entre dos funciones.

Considera la siguiente figura

— x*#1

05 10 15 20~

Figura 7.

Se muestran las graficas de las funciones f(x) = x3 + 1y g(x) = x? en el intervalo [0,2]. Mediante
el célculo de integrales es posible conocer el area encerrada entre las graficas de dichas funciones.
Observa que esta area sera igual al area bajo la grafica de f(x) = x3 4+ 1 menos el area bajo la grafica
de g(x) = x2. Entonces:

2 2

x3 + 1dx — J x%dx

Area encerrada = J
0

0
Y utilizando las propiedades de las integrales y el Teorema Fundamental del Calculo obtenemos:

2 2 2
Area encerrada = J x3dx + J 1dx — J x? dx
0 0

0

i da = 2% 04 +(2—-0) 23 03 10
reaencerrada = |-~ 773"

p 10 . . . . . .
Por lo tanto, el &rea encerrada es SV tiene unidades 1?2, donde u es una unidad arbitraria de longitud.

e Cilculo de la distancia a partir de la velocidad.

Supongamos que un objeto tiene una velocidad dada por v(t) = 3t% — 5t medida en m/s y en un
intervalo de tiempo que va desde t = 2 s hasta t = 8 s. ;Cual sera la distancia recorrida por este objeto
en ese intervalo de tiempo?

Solucion. Supongamos que [2,8] representa el intervalo de tiempoy sea P = {ty, t;, ***, t;, } una particion
de este intervalo. Si la particion es muy fina y los subintervalos de tiempo son muy cortos; entonces, en
algun subintervalo [t;_4, t;] (donde i es un indice que puede tomar un valor desde 0 hasta n) podriamos
decir que la distancia recorrida sera:

"Distancia recorrida en [t;_1, t;]" = v(t;)(t; — ti_1)

Entonces la distancia total recorrida sera aproximadamente igual a la suma de todas las distancias
recorridas en los subintervalos de tiempo; es decir:
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n n

Distancia total ~ 2 v(t)(t; —ti_1) = 2 v(t;)At;.

=0 =0
Pero, si el nimero de puntos de la particion P tiende a infinito; entonces los At; — 0, y la suma de Riemann
anterior se convierte en integral:

tn

8 8 8
Distancia total =J v(t)dt=J 3t —5tdt=J 3t2dt+J (=5)tdt
2 2 2

to

8 8 83 23 82 22
Distancia total = BJ t2dt — SJ tdt=3|——-—|-5(——-—] =354
, , 33 2 2

Por lo tanto el objeto recorrio 354 m en total.
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CCH PLANTEL ORIENTE
ACADEMIA DE MATEMATICAS

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL Il
GUIA EXAMEN EXTRAORDINARIO

LA INTEGRAL DEFINIDA.

UNIDAD 2.

Niveles cognoscitivos (Bloom)

TABLA DE ESPECIFICACIONES

1. Conocer, 2. Comprender, 3. Aplicar

Tema

Aprendizaje

Niveles Cognitivos

1 2 3
EL AREA BAJO UNA
CURVA. 1,2 6 3,4,5
o El drea bajo una curva | Asocia el area bajo una curva con la
constante o lineal. solucién de una situacion dada en
diversos contextos.
e Aproximacion numérica  |e Realiza aproximaciones para el calculo | 7,9 8,10, 11
al célculo del area bajo del area bajo una curva utilizando
la gréfica de una sumas de &rea a través de rectangulos
funcion, mediante inscritos y circunscritos y reconoce esta
rectangulos. aproximaciéon como un método general. 12,13, 14
¢ Relaciona el método de aproximacion
numeérica para calcular el area con un
proceso infinito
15, 16
e Calculo del area para e Calcula el &rea bajo una curva de la
funciones de la forma forma f(x) = x™ como un limite de
f(x) = kx™ donde k sumas infinitas paran = 1,2 y 3.
es una constante.
17,18
e Interpretacion del signo  |e Determina el area bajo la grafica de
de la integral con el una funcion constante o lineal en
area bajo la curva. intervalos de la forma [0, x] y calcula
con ella el area en el intervalo [a, b].
LA INTEGRAL o Identifica a la integral definida como | 15, 16
DEFINIDA. el limite de sumas infinitas.
o Definicién.
o Utiliza propiedades de la integral 30, 31
o Propiedades. definida.
o Identifica una funcion area como una
* Funcion area como una antiderivada o primitiva. 19,20, | 27,28 21
antiderivada. 26, 41
e Interpreta la relacion que se establece | 22 23
en el teorema fundamental del
Célculo.
24,25, 26
o Formulacion del Teorema
Fundamental del Calculo.
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o Descubre las ventajas de la existencia 24,25,26, | 42,43

de una antiderivada para encontrar la 40,
integral definida.

Aplicacion de la integral | o [dentifica los elementos que

definida sustentan el teorema fundamental del | 27,36, | 28, 29 35

calculo. 37, 38

o Area comprendida entre
dos funciones. 30, 31, 39 32, 33, 34

e Calculo de la distanciaa | e Interpreta la solucion de un problema
partir de la velocidad. como el calculo del area bajo una

curva.

o Calculo de una poblacion 44 45 46, 47, 48,
a partir de la tasa o Interpreta la solucién de un problema 49
instantanea de como el calculo del area bajo una
crecimiento o funcion velocidad.
decrecimiento. 50, 51, 52

¢ Identifica a la velocidad de
crecimiento de una poblacion y con
ayuda del TFC calcula la funcién del
crecimiento de la poblacion.
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PROBLEMAS UNIDAD 2.
LA INTEGRAL DEFINIDA.
Aprendizajes: Al finalizar la unidad el alumno:
Interpretara el concepto de integral definida, analizando situaciones dadas en diferentes contextos para
construir su significado. Relacionaré los conceptos de derivada e integral a través del teorema
Fundamental del Calculo y lo aplicara.

TEMA APRENDIZAJES

Asocia el drea bajo una curva con la solucién de una situacion
dada en diversos contextos.

El area bajo una curva.

1. Considera a la funcion constante f(x) = 3, cuya grafica se muestra abajo.
y

f)=3

1 2 3 4 X 5

Considera el area A del rectangulo desde el origen hasta el punto x (positivo), el valor de A(4)
es:

a) 8 b) 9 o) 11 d) 12 e) 14

Respuesta: d)
Utilizamos la formula de area para el rectangulo

2. Considera a la funcion f(x) = 2x, cuya grafica se muestra abajo.

y
flx) =2x

4

&

1 2 3X4

Considera el area A del triangulo desde el origen hasta el punto x (positivo), el valor de A(2.3)
es:

a) 3.2 b) 3.57 ¢) 4.49 d) 5.00 e) 5.29

Respuesta: e)
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Obtenemos un rectangulo con las siguientes medidas:
Utilizando la férmula del area del triangulo tenemos

2(2.3)
A23) - (2.3)(2)(2.3)

10.58
A(2.3) = — = 5.29 23

3. Suponga que un estudiante viaja en un automavil, primero viaja a una velocidad y posteriormente
con otra velocidad mayor, un amigo hace la gréafica de la trayectoria de la velocidad durante las
seis horas que estuvo viajando, la grafica se muestra abajo, con base en ella, calcula la distancia
que recorrio el auto.

v
90 -
U —
2 6 t
a) 400 b)500 ¢) 550 d) 600 e) 650

Respuesta: b)
. . . d . . ,
Haciendo un despeje de la formula v = " tenemos que la distancia seria en este contexto la

velocidad por el tiempo (d = vt), también lo podemos ver geométricamente como las areas de
los rectangulos que se ven en la figura.

Distancia = Area rectangulo 1 + Area rectangulo 2

En este caso Distancia = 2(70) + 4(90) = 140 + 360 = 500

4. En la gréfica siguiente se muestra la velocidad, v, de un objeto (en m/s). Una estimacion de la
distancia total que el objeto recorrid entre t = 0y t = 8, es:

v(m/s)
40
/
30 //
/
20 /7/
10 A
t
1 2 3 4 5 6 7 8

a) entre 155y 175 b) entre 100y 110 ¢) entre 120y 130 d) entre 185y 195 e) entre 180y 200
Respuesta a)
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Cada rectangulo tiene un area de 10 unidades, debajo de la grafica hay del puntot = 2at = 8
y debajo de la velocidad 20, 12 rectangulos (120 metros) de t = 5at = 8, entre las velocidades
20y 30, hay 3 rectamgulos (30 metros), y la parte de los rectdngulos restantes
aproximadamente son otros dos rectangulos (20 metros), asi en total hay aproximadamente
120+30+20 = 160 metros

5. Se muestra la grafica de la velocidad de un automovil al frenar. Emplea esta grafica para estimar
la distancia que recorre durante la aplicacion de los frenos.

v(m/s)
30

24
18 \
12 \

6

a)entre 40y 70 b)entre50y 80 c)entre100y 130 d)entre 105y 115 e) entre 120 y 130

Respuesta a)

Cada rectangulo tiene un area de 6 unidades, el area representa la distancia recorrida por el
automavil, ahora calculemos aproximadamente el nimero de rectangulos,det =0at =4y
velocidad entre 0 y 6, hay 4 rectangulos (24 metros),entret =0yt = 1, y velocidad 6 a
18, hay aproximadamente 2 rectangulos, es decir 12 metros, entre t = 1y t = 2, velocidad
entre 6 y 12, hay otro rectangulo, es decir 6, metros mas, el area restante aproximadamente
tiene otro rectangulo, es decir 6 metros mas, en total aproximadamente hay 24+12+6+6=48
metros.

6. La region del plano cartesiano limitada por las curvas asociadas a: f(x) = 4x3,x = =2,x =
2y el eje x tiene un area de:

a)4u? b) — 16u? )32 u? d) 0 u? e) 16u?
Respuesta: d)

Podemos observar que la funcion 4x3 es /
simétrica con respecto al eje de las x (ver
figura de la derecha) por lo cual el &rea

positiva (x > 0) y el area negativa (x <
0) tendrén la misma area y al restarlas el /‘/ '

resultado sera 0.
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TEMA APRENDIZAJES

Aproximaciéon numérica al célculo del | Realiza aproximaciones para el calculo del &rea bajo una curva
area bajo la gréafica de una funcion, | utilizando sumas de area a través de rectangulos inscritos y circunscritos
mediante rectangulos. y reconoce esta aproximacion como un método general.

Relaciona el método de aproximacién numérica para calcular el area
con un proceso infinito

Axﬂ

7. El area del poligono indicado, inscrito es:
A
v

v

|
Q
-
|

d5
)2

|
o
-
N

3
a) 1 b) 3

Respuesta e)

Las bases de cada rectangulo tienen una longitud de 0.5, el poligono esta por debajo de la recta
con ecuacién y = x+1, los puntos que consideraremos para calcular las alturas de dichos

rectangulos son x, = 0,x; = 0.5,x, = 1,x3 = 1.5, las alturas son respectivamente
f(0) =1,f(0.5) =1.5,f(1) = 2, f(1.5) = 2.5 el area A del poligono es

7
A=051+15+2+25)=05(7)=35=7

8. El area del poligono indicado, inscrito es:

y

a) 1 b) 2 ¢) 2.87 d) 3.14 e) 3.46

Respuesta ¢)
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Las bases de los rectangulos tienen una longitud de 0.5, los puntos a considerar para calcular las
alturas son
Xg = 0,x1 = O.S,XZ = 1,.X3 = 15
las alturas son: £(0) = 1, f(0.5) = 1.125, f(1) = 1.5, f(1.5) = 2.125 y en consecuencia
el area A del poligono es
A=05(1+1.125+ 1.5+ 2.125) = 2.875
9. Una aproximacién de la integral f; (x? — 3x) dx, usando una suma de Riemann con los puntos
extremos de la derechayn = 8. es:
y
X
a) — 2 b) - 15 c)—1 d)0 e) 0.5
Respuesta: b)
Debido a que tenemos una particion de 8 segmentos, cada uno tiene una longitud de 0.5
necesitamos obtener el &rea de cada uno de los rectdngulos que se forman en la gréfica.
Realizando las operaciones y evaluando la funcién en los puntos; 0.5,1,1.5, ..., respectivamente
obtenemos lo siguiente:
0.5 -1.25 -0.625
1 -2 -1
1.5 -2.25 -1.125
2 -2 -1
2.5 -1.25 -0.625
3 0 0
3.5 1.75 0.875
4 4 2
Suma de Areas -1.5
10. Empleando las sumas superiores para aproximar el area de la region comprendida entre el grafico

de la funcion f(x) = v/x y el intervalo [0,1] del eje x. toma el nimero n = 4 subintervalo, el
area aproximada es:

a) 0.5623 b) 0.69345 ¢) 0.76828 d) 0.89123 e)1

Respuesta: c¢)
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Al hacer cuatro divisiones con bases de la misma longitud,

tenemos para el poligono inferior una longitud de las bases
A de 0.25, los puntos a considerar para calcular las alturas
Xg = 0,x1 = 0.25,x2 = O.S,X3 = 075

cuyas imagenes son respectivamente

£(0.25) =05,  £(0.5) = 0.707106781
£(0.75) = 0.86625403, f()=1

la longitud de la base de cada rectangulo es de 0.25, por lo
cual el &rea A del poligono inferior es

A = 0.25(.5+.707106781 + .866025403 + 1)
X = 0.25(3.073132184) = 0.768283046.

11. Empleando las sumas inferiores para aproximar el area de la regiéon comprendida entre el grafico
de la funcion £ (x) = vx + 1 yelintervalo [0,2] del eje x. toma el nimero n = 5 subintervalo,
el area aproximada es:

a) 3.555 b) 4.0404 ¢) 5.987 d) 6.0324 e) 6.2345

Respuesta: a)

Célculo del area del poligono inferior la longitud de la base de cada rectangulo es de 0.4, los puntos
a considerar para calcular las alturas son:

Xo=0,x,=04,x, =08,x3=12,x, =1.6
las alturas respectivas
f(0) =1, f(0.4) = 1.632455532, £(0.8) = 1.894427191
£(1.2)2.09544115, f(1.6) = 2.264911064
el area A del poligono inferior es

A = 04(1+ 1.632455532 + 1.894427191 + 2.095445115 + 2.264911064)
= 0.4(8.887238902) = 3.554895561

12. Evalla la suma de Riemann para f(x) = 2 — x2, 0 < x < 1 con cuatro subintervalos de la
misma longitud, toma los puntos extremos de la derecha como los puntos muestra. Esta suma
tiene el valor de:

35 49 166 1667
933 )33 ©) )T000

50 €)1.66667
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a

AL . Debido a que tenemos una particion de 4
segmentos, cada uno tiene un ancho de 1/4

necesitamos obtener el &rea de cada uno de los

rectdngulos que se forman en la gréfica.

El &rea de cada rectangulo sera

1
A= (5)reo
Realizando las operaciones y evaluando la funcion

11 3 .
en los puntos; Z'E'Z'l respectivamente
obtenemos lo siguiente:

1@ HE-(-6)E %6 -5
1@ =06 (-0)0) =10 %=
1@)-rQE)-(-()6) %6 -5

A = £ )=(2—(1))G)—_:_

Respuesta: b)

[ 35

SRS

Sumando obtenemos

4 1 4 1 A 3 +A(1)_31+28+23+16_98_49
(4) (2) (4) B 64 T 64 32

13. Aproxima el area bajo la curva y = x3 entre x =0y x = 2.
Divide el dominio en 4 partes iguales, llama a los puntos de division
pOr X, X1, X2, X3, X4, (pero da el valor de ellos) después calcula
f(x;), para i = 1,2,3,4. Ahora calcula la longitud de cada
subintervalo de [0,2]. Multiplica esta longitud por su altura f(x;)
correspondiente, suma estos productos. Esa suma es la
aproximacion pedida. Observa la figura.

El area asi aproximada es:

a)?2 b) é ) 1 d)- e)4
4 4
Respuesta: b)
Los puntos de division son:
X0 =0,x1 = E,xz =1,x; = ;,x4 =2

luego entonces

1 27
fla) =5, fl2) =Lf(x3) =5 f(xa) =8
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entonces, recordando que cada rectangulo tiene ancho de longitud 1/2 la suma que se pide es:

100 25

16 4

“le+1+>=+38
Slgtitgt

171 27 ] 1 100]
8

14. Empleando las sumas inferiores para aproximar el area de la regiéon comprendida entre el grafico
de la funcion f(x) = ol elintervalo [1,2] del eje x. toma el numero n = 5 subintervalo, el area
aproximada es:

a) .3555 b) 40404 c) .5987 d) .60324 e) 0.64563492
Respuesta: e)

Célculo del area del poligono inferior
Longitud de la base de cada rectadngulo 0.2, los puntos a considerar para calcular las alturas

Xo=12,x1 =14,x, =1.6,x3 =18,x, =2
las alturas son:
f(1.2) = 0.8333, f(1.4) = 0.714285714, f(1.6) = 0.625, f(1.8) = 0.555, f(2) = 0.5
asiel area A es

A = 0.2(0.833333333 + 0.714285714 + 0.625 + 0.55555555 + 0.5)
= 0.2(3.228174602) = 0.64563492

TEMA APRENDIZAJES

, , . Calcula el area bajo una curva de la forma
Calculo del area para funciones de la forma f (x) = kx™ I £ = 2

donde k s una constante como un limite de sumas infinitas paran = 1,2y 3.

Determina el area bajo la grafica de una funcion
constante o lineal en intervalos de la forma [0, x] y
calcula con ella el area en el intervalo [a, b].

Interpretacion del signo de la integral con el &rea bajo la
curva.

Iniciemos esta seccion dando la definicién de la integral definida en un intervalo [a, b], a continuacion, se
muestra.

Definicion: INTEGRAL DEFINIDA

Sea f una funcion con dominio un intervalo cerrado [a, b]. Si existe

n

m, ) b
i=

se dice que f es integrable en [a, b]. Ademas,

be(x)dx

llamada integral definida (o integral de Riemann) de f entre a y b, es el valor de dicho limite, es decir,
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b n
J, rooe = pm, > rewons

Es conveniente hacer ejercicios desde el calculo de la longitud de la base de cada rectangulo asi como sus
alturas, después calcular las areas respectivas de estos rectangulos, para posteriormente calcular el limite
de esta suma y obtener la integral definida.

Realicemos el ejemplo siguiente:

Ejemplo: Calcula la integral siguiente por medio del método de exhaucion de Eudoxio.

2
J (Bx+2)dx
0
Solucion.
Primero calculemos las x; asi como Ax;, es claro que el dominio es el intervalo [0,2], por lo que:

X =—,Axi = —
n n

por medio de la definicion.
[ rzyan=m > (%)
O(x ) x_nl—l>rc>loi:1f(n>n

n
2 2i T
=11m—2 3(—>+2
TL—)OOn n i
i=1
_— noo-
o2 6i
=11m—2—+22

6
= lim (10 + —)
n—-oo n

ahora se observa el comportamiento de la suma de las areas conforme n se hace cada vez mas grande,
se concluye finalmente que la integral tiene un valor de 10.

. 3 . P —_
15. Para calcular la integral f_1 5 dx se requiere calcular el limite siguiente:

n n n
1
Dlm5 B Im Y20 ) 1lim20> =  d) lim 52 e) lim ) 5
n-oo n-oo
i=1

i=1

S|k

n—oo n—oo n n—-oo
=1 =1

Respuesta: c¢)

Empleando la definicion anterior se tiene
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n

3
J 5dx = lim f(x)Ax;
n—-oo

-1 i=1

Ahora f(x;) =5y Ax; = % = %, asi
n

3 n n
4 1
J 5dx = lim Ef(xi)Axi = lim 2 5 (—) — lim 20 ) - =20
1 n—-oo e n—-oo e n n—-oo n

i=1

16. Cuando se calcula el area debajo de la grafica de la funcion f(x) = x2, entre x = 0,x = 2,
empleando el método de exhaucion de Eudoxio, la expresion en términos de n (numero de
rectangulos) esta dada por

2 o 42n3+3n?+n 2 o 2n3+43n%+n
a)Jx dx = lim - ————— b)Jx dx = lim —————

0 n—-oo n 0 n—-oo n

2 o 42n3+3n2-n 2 o 42n®-3n%?+n
C)Jx dx = lim o —————— d)Jx dx = lim ————

0 n—)co7 n 0 n—-oo n

2 o 82n3+3n%+n
e)Jx dx = lim - —————

0 n—oo n

Respuesta: a)

Introduzcamos n rectangulos con base de igual longitud, como el
y dominio de la funcion es [0,2], entonces, la base de cada

. . . 2 .
rectangulo tiene una longitud de —, asi, las alturas de los
respectivos rectangulos son
&)
) ) n )

GG @) )]

En notacion sigma, la suma de las areas de los rectangulos se puede escribir como

() GG

por lo que la suma de sus areas es

n3 4 n3 6 3 n3

i=1

i

S 220> 8% 8n(n+1)(2n+1) 42n°+3n%+n
2] g preeanh
_11’1 n

el area debajo de la region la encontraremos cuando n se haga cada vez mas y mas grande, es
decir,

4
area nl—I:Iolon' ’ m 3 3() 3
i=

2% (21’)2 42n3 +3n2+n 8

n n—oo 3

de esta manera
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2
8
szdx=—
0 3

17. Cuando se calcula el area debajo de la grafica de la funcion f(x) = 1+ 2x,entre x = 0,x =
5, empleando el método de exhaucion de Eudoxio, la expresion en términos de n (nimero de
rectangulos) esta dada por:

_ n+1 _ n+1 ~10n? —-2n
a) 5 lim [1 + 5—] b) lim [1 + 5—] c) lim ——
n—-oo n n-oo n n—coo n
n+1 n+1
d) lim 2 e)5 lim [1 +—]
n-oo n n—-oo n

Respuesta: a)

En este caso el dominio [0,5] tiene una longitud de 5, al introducir n rectangulos del mismo ancho,
cada uno de ellos debe de tener una longitud de % y los puntos de la division son de la forma

x; = % y sus imagenes son f (%) =142 (%) =1+ 10% por lo que la integral esta dada
por

5 n N 1 n 10 n
J(1+2x)dx=lim <1+10—)—:511m_[ 1+—2i]
0 n n

n—-oo n n-oon
i=1

i=1 i=1

i 10n(n+1)
=5 lim — n+——]

n+1
= 5 lim [1+5—]=5(1+5)=3o
n-on n 2 n

n—-oo

18. Cuando se calcula el area debajo de la grafica de la funcion f(x) = x3, entre x = 0,x = 1,
empleando el método de exhauciéon de Eudoxio, la expresion en términos de n (nimero de
rectangulos) esta dada por:

n

_ 4 oon+1 o nd+2n2+n
a) lim i b) lim ¢) lim ————
n—00 n—-oo n n—-oo n
=1
D i 2n* +3n2 +1 i n* + 2n3 + n?
) nl—I>rolo n4 e) nl—I}olo 4n4

Respuesta: e)

El dominio se divide en n partes iguales, asi la base de cada rectangulo tiene una longitud de %

i i i3
asi los puntos de division son de la forma x; = % las alturas son: f (i) = # por definicion la
integral esta dada de la manera siguiente:

Jl S 1 /3 i nz(n+1)2_l_ n4+2n3+n2_1
Ox x_nl—IBolln _nl—ll}o 4n4 _nl—l;If}o 4n4 _4
l:

n
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TEMA APRENDIZAJES
Funcidn area como una antiderivada. Identifica la funcién area como una antiderivada o primitiva.

Interpreta la relacion que se establece en el teorema
fundamental del Calculo.

Descubre las ventajas de la existencia de una antiderivada

. ara encontrar la integral definida.
Formulacion del Teorema Fundamental del P 9

Calculo. _
Identifica los elementos que sustentan el teorema

fundamental del calculo.

Aplica el teorema fundamental del calculo.

19. La derivada de la funcién g"(x) = f(x) = 6x, si g(2) = 4 entonces g(x) es:
a)3x? — 8 b)3x? + 2 c)3x? -2 d)3x*+9 e)3x?
Respuesta: a)

Como f(x) = 6x, su primitiva g(x) seria 3x? + C para determinar el valor de la constante
utilizamos la condicién dada en el enunciado g(2) = 4, por lo cual, si sustituimos la condicién,

tendremos:
g2 =32)¥+C=4
Se sigue que:
12+C=4 = C=12—-4=8
Entonces:

gx) =3x2-8

20. Lafuncion F que satisface las condiciones siguientes F(3) = —1y F'(x) = 8x — 10 estadada
por:

a)F(x) = 4x? —10x — 15 b)F(x) = 4x?> —10x c¢)F(x) = 8x%2 —10x —7
d)F(x) = 4x?*—-10x—7 e)F(x) = 4x%? + 10x + 15
Respuesta: d)

Procedemos a encontrar a la funcién F(x), la antiderivada de F’(x) y después buscaremos la
constante utilizando la condicién dada.

En este caso
F(x) = 4x%>—10x +C

Evaluando tenemos:
F(3) =43 -103)+ C = —1

Entonces:

F(3)=4(9)—-103)+C
=36—-30+C
=6+C

=-1

Por lo cual C = —7 dandonos como resultado el inciso d.
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21. Si C y F denotan las temperaturas en grados Celsius y Fahrenheit respectivamente, entonces la
tasa de variacion de F con respecto a C esta dada por z—}; = % SiF = 32cuandoC = 0,usa
antiderivadas para obtener una férmula general para F en términos de C.

a) F = 9C + 32. b) 5C = 9F + 32 ¢)F=9C—-32 d)9C =5F+21
9

e)F ==C+32

Respuesta: e)

Anti derivemos como F* = g =F= SC + ¢, ahora por las condiciones iniciales, se tiene
F(0) =§(0) +c=32=c=32ylarelacionentre Fy C es F =§+ 32.

22. Sila derivada de la funcién f esta dada por f“(x) = —6x + 18, el valor méximo de la funcién
si f(5) = 30es:

a) 32 b) 37 c) 42 d) 48.2 e) 52.4
Respuesta: c¢)

El punto critico es x = 3 para verificar si es un maximo, derivamos nuevamente a la derivada de
la funcién f"(x) = —6 < 0, por lo tanto hay un maximo en el punto critico, por el criterio de la
segunda derivada, la primitiva de la funcion en forma general es f(x) = —3x2 + 18x + ¢
mediante las condiciones iniciales se tiene f(5) = —75 + 90 + ¢ = 30 = ¢ = 15 porlo que
la funcion es f(x) = —3x2 + 18x + 15y laimagen del punto critico es
f(3)=—-27+54+15=42

23. Encuentra la solucion particular de la ecuacién determinada por las condiciones iniciales.
f =x%—4x—4,f(3) = —6.

1
a)f(x)=§x3—2x2—4x+15 b)f(x) =x3—2x? —4x +c
1 1
c)f(x)=§x3—2x2—4x+c d)f(x)=§x3+2x2—4x+c

1
e) f(x) = §x3 —2x%2—4x+9
Respuesta: a)

» . ‘s 1
La funcion general estd dada por la funcion f(x) = §x3 — 2x? — 4x + ¢, emplenado la
condicion inicial, hacemos lo siguiente

f(3)=%(3)3—2(3)2—4(3)+c=9—18—12+c=—6=>c=15
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La solucién particular es f(x) = §x3 — 2x% — 4x + 15.

2

. Encuentra la solucién particular de la ecuacion determinada por la condicion inicial.
ff=x*-3x+ x—12,f(1) = 0, con base en ella, el valor de f(0) es:
3 b 5 13 4 23 3.4
@) )13 28T )10 e)3.
Respuesta: d)
La funcién en su forma general esta dada por f(x) = §x5 — %xz — i + ¢, empleando la
condicion inicial se obtiene f(1) = % — % —14c= —% +c=0 =>c= g asi la solucién

. 1 3 1 23 23
particulares f(x) = Ex5 — Exz -+ ahora evaluemos en x = 0, f(0) = o

25.

El punto (3,2) se encuentra en la gréfica de una funcién f y en cualquier otro punto de ella la
recta tangente tiene pendiente igual a 2x — 3, la funcién f es:
a) f(x) =x*—3x+2 b) f(x) =2 ¢) f(x) =x%-3x
d) f(x) =x? e)f(x) =1

Respuesta: a)

Dado que la pendiente a la recta tangente en todos los puntos es 2x — 3, la funcion que buscamos
pertenece a la familia de funciones:

J(Zx—B)dx=x2—3x+C

Pero como sabemos que f(3) = 2, tenemos que:
32-33)+C=2
Entonces;
9-9+(C=2=C=2
La funcion buscada es entonces:
x? —3x +2

26.

Obtener una posible antiderivada de y’ = 4x3 + 3x? + 2x + 1
aA)y=x*+x3+x2+x+5 b)y=12x*+6x3+2x>+x ¢)y =10x°®
dA)y=4x*+3x34+2x2+1x e)y=12x*+6x3+2x*+1x+1
Respuesta: a)

Procedemos a encontrar a la funcion y, dado a que es un polinomio, la antiderivada de cada
entrada (sumando) es de la forma

xn+1

n+1

J axdx =a
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Por lo cual, haciendo las operaciones tenemos:
y=x*+x3+x2+x+C

La Unica opcién con la estructura mencionada es el inciso a.

27.

Encuentra la solucion particular de la ecuacion determinada por la condicién inicial.
f =+vx+5,f(—1) = —1, con base en ella, el valor de f(—4) es:
10
a)—5 b) — 3 c)—3.5 d)0 e) 1.4

Respuesta: b)

La solucién general es f(x) = %w/ (x + 5)3 + ¢, mediante la condicion inicial, se tiene

2 2 8
f(—1)=§ (—1+5)3+c=§(4)+c=§+c=—1=>c=—4

Asi la soluci6n particular es

2

f) =2JG+57 —ayf(-9=2/(-4+57-4=2-2=-2

3 3

28.

Qué funcién F (x) cumple las condiciones siguientes; F(2) = —2, con derivada F'(x) = 6x —
4

a)F(x) =3x2—4x+6 b)F(x)=3x2—4x—-2 ¢) F(x)=3x2—4x—6
d)F(x) =6x2—4x—6 e)F(x) =3x%—4x+2

Respuesta: ¢)
Debidoaque F'(x) = 6x — 4

F(x) =J(6x—4)dx=3x2—4x+6
Pero como sabemos que F(2) = —2, tenemos:

322 -4()+C=12-8+C= -2

C=-2-4=-6

Por lo tanto
F(x) =3x2—-4x—-6

29.

Si f'(t) = t? + 6t — 2 Determinar f(t) cuando f(1) = 3.

1
a) f(t) =2t3+6t2—2t+3 b)f(t)=§t3+3t2—2t

1 5
c)f(t)=§t3+3t2—2t+§ d) f(t)=2t+9 e) f(H)=t*+6t+1

Respuesta: ¢)
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Sabemos que f'(t) = t2 + 6t — 2 por lo que:
t3
f@)=Ja2+6n—mdt=§~+&2—2t+c

Pero como sabemos que f(1) = 3, utilizamos esa informacion para obtener el valor de la
constante C

(1) )
_ﬂD=j?+3U)—KD+C=3

1

=§+3—2+C=&
c=3-1 1.5

B 3 3
Entonces
(o-—1t3+3t2 2t+5
f 3 3

TEMA APRENDIZAJES

Aplicacion de la integral definida

Area comprendida entre dos funciones. Interpreta la solucidén de un problema como el calculo del area
bajo una curva.
Calculo de la distancia a partir de la velocidad. Interpreta la solucidén de un problema como el calculo del area

bajo una funcién velocidad.

Calculo de una poblacién a partir de la tasa instantanea | Identifica a la velocidad de crecimiento de una poblacién y con
de crecimiento o decrecimiento. ayuda del TFC calcula la funcién del crecimiento de la
poblacion.

30. Al resolver correctamente la integral | 12(3x2 + 2x — 1)dx el resultado es:
a) 3 b) 1 c) 2 d)9 e) —1
Respuesta: d)
Resolvemos:

20

2
J (Bx?+2x—1Ddx=x3+x>—x
1 10

=(234+22-2)-(13+12-1)

=84+4-2-1=9

31. El area de la region acotada por la recta dadapory = 2x — 1,elejex ylasrectasx = 1y x =
5 esigual a:

1 5
a)JZx -1 b)J5 (2x — 1)dx c)15 d)20 e)J1 (2x — 1)dx

Respuesta: d)
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Buscamos el area delimitada por la funcion y y las dos
rectas dadas, (ver figura). De acuerdo con lo que viste en
tu curso, esto se puede expresar con la integral definida

5
J (2x — Ddx
1
Misma que al resolver nos da:

° 5
J (2x — Ddx = x? — x
1 1

=(52-5)—-(12-1)=25-5-0=20

32. El &rea de la region que se encuentra entre las gréficas de las funciones f(x) = —x% + 8y
g(x) = x*> + 3es:

a) 9.55 u? b)10.54 u? €)12.11 u? d)22.66 u? e)37.44 u?

Respuesta: b)

El primer paso es encontrar los puntos donde estas
funciones se intersecan, esto para conocer los valores de
integracion de nuestra integral definida.

Con este fin, igualamos las dos funciones para encontrar

el valor en x de nuestras intersecciones, esto es:
—x?2+8=x%+3

Por lo cual, despejando a la incdgnita x

2x2 =5 = x? ==
X X >

vez obtenidos nuestros puntos de interseccién procedemos a plantear la integral definida, la cual
seria de la forma:

5 5 5
J_\\/%f(x)dx _J_\\/%g(x)dx = J_\\/%(f(x) —g(x))dx
Sustituyendo en las funciones f'y g tenemos:

r r
J_é(—xz +8)—(x2+3)dx=J_é—2x2+5dx
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Integrando obtenemos

3 3
2 5 3 2[5 . [5 2[5 |5
3% T 5| 732 2 3 |2 2
2
3 3
45 5_ 45 P45 5, 0 [P
3 |2 2732 2 3(2)2 2

33. El area de la region comprendida entre la parabola y = 4 — x2, y las recta y = %x +2ylas
rectas verticales x = —1y x = 1 (ver figura) se puede calcular mediante:
1
a)A = J (2x — Ddx
/ 51 1 1
. b)A=J (—x+2>dx+J (4 —x¥)dx
_1\2 -1
1 1 1
c)A =J (4—x2)dx—J (—x+2>dx
/ -1 —1\2
1 1 1
1 d)A=J (4—x2)dx+J (3x+2)ax
_11 1 _11
e)A =J (—x+2>dx—J (4—x2)dx
-3 }lz 1 0 1 X 3 -1 2 -1
Respuesta: ¢)
Lasrectas x = —1y x = 1 determina la regién bajo la cual vamos a integrar, es decir, los
limites de nuestra integral.
Podemos ver en laimagenquey = 4 —x2 >y = %x + 2 en nuestra region, asi que para
hallar el area hay que hacer la resta.
1
4 —x?% — (Ex + 2)
Entonces el area estara dada por
1 1 1 1 1
A =J 4 — x? —(—x+2>dx=J (4—x2)dx—J (—x+2>dx
-1 2 -1 _1\2
34. Determina el area bajo la funcion f(x) =1 —+v1 —x?,entrex =0, x = 1.

a) T2 b)1-— Tz c) T2 d) 0.7854u? e) ﬁuz
2 4 8 ' 2

Respuesta: b)



110 CCH PLANTEL ORIENTE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL Il
ACADEMIA DE MATEMATICAS GUIA EXAMEN EXTRAORDINARIO

Recordemos que x? + y? = 1 es la ecuacion del circulo unitario con radio 1y centro en (0,0)
Entonces — 1 — x2 es la semicircunferencia inferior (ver imagen).

al sumar 1 como en la funcién original del problema nuestro semicirculo se desplaza una unidad
hacia arriba (imagen derecha).

Podemos ver que el area buscada con la integral es la regiéon sombreada en la segunda grafica.

Por lo cual procedemos a calcular el rea del cuadrado de lado 1y a eso restar %4 del area del
circulo unitario.

Sabemos que el area de un circulo de radio 1 es 7, por lo tanto, el area buscada seria 1 — %

35. Determina la integral definida de

1
J (4x? — 5x + 3)dx
-1

Respuesta: a)

Realizamos la integral definida

1 5 4x3 5x2 )

J (4x —5x+3)dx=———+3x|_1

1 3 2
—(4 > 43 SIS U S S
“\5 2 ) (3 2 ) 3 2 3 2
_8+6_26
3 3

36. Dado que
2x*> -8 = J f(t)dt

Un valor para f (x), es:
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a)f(x)=x>+C b) f(x) = 2x? ¢) f(x) =4x
d) f(x) =vx—8 e)f(x)=x-38

Respuesta: c¢)

Supongamos que existe una F(x) tal que F(x) = [ f(x)dx entonces f; f®)dt = F(x) —
F(a) de donde, se obtiene la siguiente ecuacion:

2x2—8=F(x)—F(a)
2x>=F(x)—F(a) +8

Derivando por ambos lados de la ecuacién llegamos a que:

4x =F'(x) = f(x)

37.

La solucion de la integral siguiente

dx

J42\/3x—5
3 3

Es:
a) 0.09 b) 1.56 c)3.51 d) 3.93 e) 7.01
Respuesta: b)

Realizamos el siguiente cambio de variable u = 3x — 5 = du = 3dx
Entonces:
sz/3x—5d 1J2\/ﬂ 2

3 =3 Td“ajmu

_9<3u) “o7t

Por lo cual
40

J4 2v/3x — 5d 4 3
3 30

=—(3x—5)2
3 X 27(3x 5)

38.

Si f(x) es una funcién continua en todo su dominio, entonces su integral indefinida es:

a) Cualquier funcion b) Cualquier funcién que tiene derivada

c) Cualquier funcion cuya derivada es f (x) d) Cualquier funcién que no tiene derivada
e) Es exactamente f(x) mas una constante

Respuesta: c¢)

Como la integral es indefinida, existe una familia de funciones que pueden ser la integral de f (x)

39.

Hallar el valor del area comprendida por la grafica de la funcion y = x2 — 8x + 12 con
x €[0,6]
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64 19 41 28
2 2 2 2 2
a u b u c u d u e) Ou
) ) ) 5 ) = )

Respuesta: e)

f(x) 2’ —8x+12 , .
“ Para hallar esta area (ver figura) basta con resolver la
siguiente integral definida.

6
f (x* — 8x + 12 )dx
0

3

b 60
A2
2 =3 4dx= + 12x .0
-2 0 4 8 10 6 3
= (3) —4(6)2+12(6)
- 216
:T—144+72=0
40. Encontrar el valor de:
1 1
J(ex+—x)dx
0 e
0 b +1 ! d ! 1+1
a) )e A c) e p )e e e) p
Respuesta: c¢)
1 1 1 1 1
J (ex+—x>dx=J exdx+J —xdx
0 e 0 o €
1 1 1 1
_ 0 |0
= e"dx+Jexdx=e" —e*
Jo 0 00 00
=(e—-D—-(e1-1)
1
=—e ——
e

41. Si f(x) es una funcién continua en todo su dominio, entonces su integral indefinida es:
b) Cualquier funcién b) Cualquier funcién que tiene derivada
d) Cualquier funcion cuya derivada es f (x) d) Cualquier funcién que no tiene derivada
f) Esexactamente f(x) mas una constante

Respuesta: c¢)

Como la integral es indefinida, existe una familia de funciones que pueden ser la integral de f (x)

42. El valor mas préximo a
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2 x3
J x%e2 dx
0
es.
a) 35 b) 45 ¢) 25 d) 30 e) 40

Respuesta: a)
3 2
Tomamos el siguiente cambio de variable: u = x? entonces du = % dx, donde
o 2 2 2
szeZ dx=§Je”du=§eZ +C

Por lo cual

w

2 B3 283, 2 2
2,7 5 4 ~ ~
JO x*eZ =ze |0 =3 (e*-1)= 5 (53.59) =357

La respuesta que mas se aproxima es 35

43. Sievaluas
2 1
d
L2x+1 X
obtienes:
1 b 1l 5 1l 5 d 1l 2 1l 2
a) )Sn c)zn )Zn e)5n

Respuesta: c¢)

Procedemos a hacer un cambio de variable;
Seau=2x+1=>du=2dx=>dx=%du
Por lo cual

J L —1J1d = = S+ +C
x4 1T g Ty =S

Entonces:

JZ U =i+ D)2 = i)
s 2+ 1 T Vg T

La antiderivada tiene varias aplicaciones como las que hemos descrito anteriormente, una

aplicacion més es cuando se tiene un movimiento rectilineo, supongamos que una particula se

mueve en un movimiento rectilineo, el movimiento de la particula queda descrita por su funcién de

posicion s = s(t), en donde s es la distancia y t el tiempo, la velocidad v es la derivada de la
particula, con respecto a su posicion

ds

v(t) = T

y la aceleracion a es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo

(t)_dv_dzs
W= T @z
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En problemas tipicos se tiene la informacion siguiente:

a(t) La aceleracion de la particula
s(0) = s, La posicion inicial
v(0) = v, La velocidad inicial.

Correspondiente a la funcion velocidad v. conociendo v(t) podemos resolver el problema con
condicién inicial

ds

7=V, s =5

Para la funcién de posicion s de la particula.

Ejemplo. Las marcas de derrape de unos neumaticos indican que se han aplicado los frenos
durante una distancia de 30 metros antes de detenerse el automévil. Supongamos que el auto en
cuestion tiene una desaceleracion de 20 m/s? bajo las condiciones del derrape ¢ A qué velocidad
viajaba el auto cuando comenzd a frenar?

Solucioén.
Consideramos que s, = 0 en t = 0, entonces la funcion v es una funcién decreciente con
respecto al tiempo t, asi su aceleracion es negativa, en este caso a = —20 m/s?, por lo que

tenemos la ecuacion

dv_

—=-20
dt

Anti derivamos
v =J—20dt =-20t+c

Aunque la velocidad inicial no se conoce sabemos que en t = 0, v = v, implica que ¢ = vy, asi
la funcion velocidad del auto es

v(t) = =20t + v,
Volvemos a anti derivar

S =J—20t+v0dt = —10t2 + vyt + ¢4

Para calcular el valor de la constante, evaluamos con los datos conocidos, es decir, t = 0,s =
0, obtenemos el valor de ¢,

s(0) = —=10(0)2 +vy(0)+ ¢, =0=1¢; =0
Por lo que la funcién de posicion s esta dada por
s(t) = —10t? + vyt

El hecho de que las llantas tengan 30 metros de derrape nos dice que
s=30cuandov =0

Sustituimos estos valores en la velocidad y en la posicion, obteniendo dos ecuaciones simultaneas
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44,

—20t+v, =0, —10t?+ vot =30
Resolvemos estas ecuaciones y obtenemos

t = V3 seg, vy = 20V3 ~ 34.64 m/seg
La velocidad del auto era de 34.64 m/seg cuando aplica los frenos por primera vez.

Una particula se mueve en linea recta, s representa la distancia dirigida de la particula desde el
origen a los t segundos, v metros/segundo es la velocidad de la particula a los t segundos y
a metros/segundos? la aceleracion. Con base en lo anterior ¢ quién es la distancia s si a =
800, v = 20, cuando s = 1?

a)s(t) =1 b)s(t) =20t +1 c)s(t) =9.8t2 + vyt + 1

d) s(t) = 800t% + 20t e) s(t) = 400t% + 20t + 1

Respuesta: e)

y 1
Cuando la aceleracion es constante se puede probar que v(t) = at + vy, s(t) = Eat2 +ty +
So, en donde v, es la velocidad inicial y s, es la distancia inicial, asi se tiene

s(t) = 400t% + 20t + 1

45.

Una particula se mueve en linea recta, s representa la distancia dirigida de la particula desde el
origen a los t segundos, v metros/segundo es la velocidad de la particula a los t segundos y
a metros/segundos? la aceleracion. Con base en lo anterior ;quién es la velocidad v sia =
40,v = 10, cuando s = 57?

a) v(t) =10 b) v(t) =20t + 10 c) v(t) = 40. d) v(t) = 40t
e)v(t) =40t +5

Respuesta: b)

Como la aceleracion a es la derivada de la velocidad v se tiene

dv
a=E=>v(t)=J40dt=20t+c

Sustituyendo los valores conocidos
v(0) =20(0)4+c=10=c =10

Asi la velocidad en funcién del tiempo t es v(t) = 20t + 10.

46.

Una piedra se lanza verticalmente hacia arriba, desde el suelo, con una velocidad inicial de
20m/seg. La velocidad con que la piedra llega al suelo es:

a) 0 b) — 2.3 ) — 10 d) — 15 e)—20

Respuesta: e)
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Sabemos que la aceleracion a es la derivada de la velocidad v, es decir

dv
a@®) = —=v() = J —9.8dt = —9.8t + v,

Ya que la velocidad es constante e igual a 9.8m/seg?, el signo menos es por que se hace
referencia que se lanza desde el suelo, de esta manera la velocidad es

v(t) = —9.8t + 20

Necesitamos el tiempo en que llega al suelo, como la velocidad es la derivada de la distancia, se
tiene

ds
v(t) = = s(t) = J —9.8t + 20 dt = —4.9t> + 20t + ¢
Como la piedra se lanza desde el suelo, la distancia inicial es cero, asi la distancia es

s(t) = —4.9t% + 20t

La piedra llega al suelo cuando la distancia es cero, es decir
20
—49t2 4+ 20t =t(—49t+20)=0=t =00t = 75~ 4.08

Asi el tiempo que tarda en llegar al suelo es aproximadamente en 4 segundos, la velocidad con
que llega al suelo es
v(4) = —9.8(4.08) + 20 = —19.984 m/seg

47.

Alejandro arroja una piedra hacia arriba con una resortera desde el suelo, la piedra alcanza una
altura de 500 metros. ¢ Cual fue la velocidad inicial de la piedra?
m m m m m
a) 20 — b) 40 — ) 65— d) 87 — e) 99 —
seg seg seg seg seg

Respuesta: e)
Como Alejandro arroja la piedra desde el suelo su distancia inicial es de cero, asi la funcion es de
s(t) = —4.9t? + vyt
Con velocidad
v(t) = —9.8t + v,
La altura que alcanza la piedra es de 500 metros, en ese tiempo t, la velocidad es cero, asi que
1) —9.8t + vy =0y2) —4.9t% + vyt = 500

Tenemos de 1) t =2 sustituyendo en 2) —4.9 ("—0)2 +v (&) = 500, resolviendo la
Y y " \os 0\os ’

segunda ecuacion para v, se tiene

,  500(9.8)

vy = 29 = 9800 = v, = 98.995
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Es decir, la velocidad inicial debe ser aproximadamente de 99 m/seg

48. ;Desde qué altura sobre la superficie de la tierra debe dejarse caer una pelota para que golpee el

piso con una velocidad de 130 m/s.?
a)832m b) 623 m c) 456 m d)210m e)130m
Respuesta: a)
La funcion de desplazamiento esta dada por s(t) = 4.9t2 + s, ya que la pelota se deja caer,
es decir la velocidad inicial es de cero, ahora la velocidad esta dada por v(t) = 9.8t y queremos
que sea de 130, por lo que se tiene
130

v(t) =98t=130=t = 98~ 13.265 seg
de esta manera '

s(13.265) = 4.9(13.265)% ~ —862.2 metros
La pelota debe dejarse caer desde una altura de 862 metros.

49. Se lanza una pelota cuesta abajo sobre un plano inclinado con una aceleracion de 0.6 m/s2. Si la
pelota no se le da ninguna velocidad inicial, ;qué distancia recorre ent segundos? ;Qué
velocidad inicial debe darsele a la pelota para que recorra 30 metros en 5 segundos?

m 4.5m m m m
a) 4— b) c)5— d) 55— e)6—
seg seg seg seg seg
Respuesta: b)
Enestecasoa = 0.6 m/seg? y tanto la velocidad inicial como la distancia inicial con cero, por
lo que la funcion distancia es de
s(t) = 0.3t2
por otra parte, supongamos que la velocidad inicial es de v, % la funcién de desplazamiento seria
s(t) = 0.3t% + vt
y Se quiere que
s(5) = 0.3(5)% + v,(5) = 30
por lo que
30 — 0.3(5)2 225 m
vy = = =45—
5 5 seg
se requiere de una velocidad inicial de 4.5 m/s.
50. El uranio se descompone a una velocidad proporcional a la cantidad presente. Si inicialmente hay

10g y después de 2 horas se ve que ha perdido 5% de su masa original. ;,Qué cantidad de uranio
hay después de 5 horas?

a)9.55u? b)10.54u? c)12.11u? d)22.66u? e)8.82u?
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Respuesta: e)
Sea f(t) la cantidad de uranio en un tiempo t, la velocidad a la que cambia la cantidad de uranio

es entonces f7(t).
Dado que la velocidad de descomposicién es proporcional, podemos decir que

f(®) = —kf(®)

Donde k es la constante de proporcionalidad, entonces tenemos que:

d

T =k
Entonces:

df = —kf(t)dt = j—lrdf = —kdt
Integrando
Jidf = J —kdt = In(f(t)) = -kt + C
f@®
Por lo tanto
f(t) = g kt+C — oCp—kt

asi

t) = Cpe ™kt
En donde C, = e¢ D=6

Sabemos que inicialmente hay 10g, asi que f(0) = 10, enel tiempo t = 0, habia 10 g

£(0) = Coe® = 10
Co = 10

Como se perdi6 5% de la masa original a las 2 horas, en simbolos

f(2)=9.5
Por lo que
f(2) =10e %2 =95
10e7%2k =95
9.5
e %k = 0= 95 = —2k =1n(0.95) = —0.05
k =.02
Entonces

f(5) = 10e~00256) = 10e~125 = 8.82

51.

En cierta poblacion de bacterias, su ritmo de crecimiento es directamente proporcional al nimero
de bacterias. Si F (t) representa el nimero de bacterias en un cultivo en un instante t y k es la
constante de proporcionalidad. Entonces lo anterior se presenta como:

k k =F
e)m— ®)

o) F'(t) . F(t) F’]Et) F(t)

RO by 75— =F® o =F'(t) d) FO -

Respuesta: a)
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Si F(t) es el nimero de bacterias, el crecimiento estaria representado por F’(t).
Si el crecimiento es proporcional a la cantidad por una variante k, entonces:
F'(t)
F(t)=kF(t) > —<=k
(O =kF(D) = 55

52.

El uranio se descompone a una velocidad proporcional a la cantidad presente. Siinicialmente hay
10g y después de 2 horas se ve que ha perdido 5% de su masa original. ;,Qué cantidad de uranio
hay después de 5 horas?

a)9.55u? b)10.54u? c)12.11u? d)22.66u? e)8.82u?
Respuesta: e)
Sea f(t) la cantidad de uranio en un tiempo t, la velocidad a la que cambia la cantidad de uranio

es entonces f7(t).
Dado que la velocidad de descomposicién es proporcional, podemos decir que

f(®) = —kf(®)

Donde k es la constante de proporcionalidad, entonces tenemos que:

d

d—f = —kf (D)
Entonces:

df = —kf(t)dt = j—lrdf = —kdt
Integrando
Jidf = J —kdt = In(f(t)) = -kt + C
f@®
Por lo tanto
f(t) = g kt+C — oCp—kt

asi

t) = Cpe ™kt
En donde C, = e¢ D=6

Sabemos que inicialmente hay 10g, asi que f(0) = 10, enel tiempo t = 0, habia 10 g

£(0) = Coe® = 10
Co = 10

Como se perdi6 5% de la masa original a las 2 horas, en simbolos

f(2) =95
Por lo que
f(2) =10e %2 =95

10e 2k =95

9.5
e 2k = 0= 95 = —2k =In(0.95) = —0.05

k =.025
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Entonces
f(5) = 10e70025) = 10e~125 = 8.82
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UNIDAD 3.

LA INTEGRAL INDEFINIDA.

PROPOSITOS GENERALES.

o Establecera mediante el andlisis de situaciones de variacion la integral de diversas funciones,
utilizara las férmulas inmediatas y algunos métodos de integracion.

FORMULAS INMEDIATAS DE INTEGRACION.

Como hemos visto en la unidad anterior, se pueden ir deduciendo las integrales a partir de la definicion
dada por el matemético Bernard Riemann (aunque Arquimedes de Siracusa (287 — 212 AC). ya habia
resuelto problemas relativos a lo que hoy llamamos calculo integral, Eudoxo ya habia inventado el método
de exhaucion) e ir construyendo formulas de integracion. Primero se deducen las integrales de los
polinomios y con ayuda del teorema fundamental del calculo (TFC) se pueden obtener férmulas cada vez
mas complejas.

Una funcién que tiene una formula directa para resolver la integral se le llama integral inmediata pues
para integrarla sélo se sustituye los valores de acuerdo con la férmula correspondiente y realizar las
operaciones pertinentes

Por ejemplo, sabemos que la derivada de la funcién f(x) = kx™ con k una constante y n un niimero
natural, tiene como derivada a la funcion f”(x) = nkx™* con el apoyo del TFC podemos deducir que:

k
ka"dx = x4 ¢
n+1

En donde c es una constante y n # —1.

Con el apoyo del TFC podemos escribir para cualquier funcién f derivable,

[rear=re+e

Por esta razon podemos realizar las integrales que a continuacion se indican.

si f(x) = e*, entonces f'(x) = e* nos conduce a
Jex dx=e*+c

Hagamos, en la tabla siguiente, un resumen de algunas de las integrales inmediatas.

Funcion y su derivada Integral
f(x)lef(x)=1 de=x+c
— n g — n-1
f(x)_kx ,f(x)—‘l’lkx ka‘l‘l.dxz xn+1+C,n¢_1
n+1
— X 7 — X
) = e f ) =e [etar=esac
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1 1
f(x)=ln(x),f’(x)=; J;dx=1n|x|+c
f(x) = senx, f'(x) = cosx Jcosxdx=senx+c
f(x) =cosx, f'(x)=—senx Jsenxdx=—cosx+c

o oy L 1
f(x)—\/f,f(x)—zﬁ Jzﬁdx—ﬁ+c

Ejemplos.

Calcula las integrales siguientes

a) Jx3dx b) J(x+\/§)dx c) J(%—g>dx d) J3x2+2dx

Solucioén.
1 1 2
a)Jx3dx=Zx4+c b)J(x+\/§)dx=§x2+§x3/2+c

En el inciso b), podemos escribir vx = x1/2 asi la integral sera

1 1 1 2
T X +c=?x3/2+c=§x3/2+c

2 2
3 x 11 1 _1 1 1 1
C)J<———>dx=J3x‘1/2——x2dx=3 X 2+1——1 xz +c.
Vx4 4 —5+1 421
2 2
1 1\ 3 8 3
= —_ 1/2— —_ 2 = ——x2
3 I x 4 3 X2+ ¢ = 6Vx 3x2+c
2 2
dj 2 d —21 |3x + 2| +
) | gz =3 ¢
Recordemos de la primera unidad que
,_f
(nf)y ="~

f

Nos percatamos que la funcién f (x) = 3x + 2, tiene derivada f"(x) = 3, por lo que, sélo requerimos el
numero 3, en la integral para obtener su derivada.

2 2 3 2 2
d dx =7 dx == | (In 3x + 2)) “dx = =1n|3x + 2
)J3x+2x 3J3x+2x 3J(n(x+)) x 3n|x+ | + ¢

Ejemplos.

Encuentra las integrales siguientes.

cosx
a) J(le4 — 2sec?x) dx b) J >— dx
sen?x
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Solucion.

10
a) J(le“’ — 2sec?x) dx = ?xS —2tanx + ¢ = 2x> —2tanx + ¢

cosx 1 cosx
b)J dx=J( )( )dx=Jcscxcotxdx=—cscx+c

sen?x senx/) \sen x

RELACION ENTRE LA CONDICION INICIAL Y LA CONSTANTE DE INTEGRACION.

Iniciemos definiendo a la funcién que llamamos primitiva.

DEFINICION.
La funcion primitiva F (x), se representa por
F(x) = Jf(x) dx

es el conjunto de funciones F cuyas derivadas son iguales a f, es decir, F es una primitiva (o antiderivada)

de fsiF'(x) = f(x).

Observa que F(x) = x2+ 4y G(x) = x? + 5 son primitivas de la funcion f(x) = 2x, ya que la
diferencia entre las funciones F y G es una constante, no sabremos cual es la primitiva de la funcién f si
solo hay una constante que las hace diferente. Por esta razon cuando resolvemos una integral indefinida,
siempre escribimos la constante (llamada constante de integracion), esta constante puede ser cualquier
valor, su valor se determina si nos dan alguna condicién que deba de cumplir la funcién primitiva. Esta
constante puede ser cualquier numero real, cominmente se denota con la letra ceRR.

Observemos que la letra c, sugiere un desplazamiento vertical en todas las graficas que representan a las
primitivas de una funcion, como se indica en la grafica siguiente:

)
(«

El valor de la constante se puede encontrar en diversas formas segun distintas condiciones iniciales.
Ejemplo.

Determina la funcién de posicién s si la funcién velocidad v es v(t) = —12t + 3 y la posicién inicial es
s(0) = 3.

Solucion.

Como hemos estudiado en el primer curso la velocidad es la derivada de la posicion, es decir v'(t) =
s(t), entonces

S=J—12t+3dt=—6t2+3t+c
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Ahora, para encontrar a la constante ¢, debemos evaluar a la funcion de posicion en el origen
s(0) = —-6(0)>+3(0)+c=3
Por lo tanto ¢ = 3 y la funcién de posicion es.
s(t)=—6t2+3t+3

Ejemplo.

Encuentra la funcién de posicion s si la funcién aceleracion a(t) = 3 sent + 1, la velocidad inicial
v(0) = 0, y la posicion inicial es s(0) = 4.

Solucion.

Sabemos que la aceleracién a es la doble derivada de la funcién posicion y a la vez la derivada de la
funcion velocidad v, asi primero calculemos la velocidad

v=J(3sent+1) dt =—=3cost+t+c

Evaluamos a la velocidad en cero, para determinar el valor de la constante,
v(0) = —-3cos(0)+0+c=-3+c=0=c=3

Ahora, encontremos a la funcion posicién
1
s = J(—Bcost +t+3)dt = —SSent+Et2 +3t+ ¢

Evaluamos a la funcionen t = 0, s(0) = —3sen(0) + % (02 +20)+¢c;=¢;, =0
Por lo tanto, la funcién de posicion es:
1
s(t) = —3sent + Etz + 3t
Ejemplo.
Encuentra la funciénf tal que f"(x) = 2x — 2y pasa por el punto P(3,2).

Solucion.

Integramos a la derivada de la funcion para encontrarla
f=J(2x—2)dx=x2—2x+c
Evaluamos a la funcién en x = 3,
f3)=32-23)+c=9-6+c=3+c=2=c=-1
La funcion buscada es:
flx)=x2-2x—-1

METODOS DE INTEGRACION.
e (Cambio de variable.
Este método consiste en un cambio de la variable de manera adecuada que permita convertir a la

funcion que se integra (integrando) en una funcion sencilla de integrar (integral inmediata). Este método
es lo opuesto a la regla de la cadena.
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REGLA DE CAMBIO DE VARIABLE (SUSTIT UCION).
Siu = g(x) es una funcion diferenciable cuyo rango es un intervalo y la funcion f es continua
en ese intervalo, entonces

[ rtgen g @ax = [ re au

Debemos tener en cuenta que, siu = g(x), entonces du = g’ (x)dx lo cual es una forma de recordar
la regla de sustitucién es pensar en dx y du.

Ejemplo (polinomios).
Encuentra
J(x3 —2x% +3x +3)°°(3x% —4x + 3) dx

Solucion.
Podemos observar que se presenta un polinomio y su derivada, es decir, si hacemos la propuesta

u = x3 — 2x% + 3x + 3, entonces du = (3x? — 4x + 3)dx, tendremos que la integral se puede
escribir como:

1 1
f(x3 —2x% +3x +3)°°(3x% —4x + 3) dx =fu5°du =ﬁu51 +c =ﬁ(x3 —2x2+3x+3) +¢
\ )\ )
Y Y

u du

Ejemplo (potencia dentro de un seno).
Halla la integral

J3xzcos(x3) dx

Solucion.
Observamos, como en el caso anterior que siu = x3, entonces du = 3x2dx, asi el cambio sugerido
es el que hemos observado y la integral se convierte en

J 3x%cos(x3) dx = J cosudu =senu+c = sen(x3) +c

Ejemplo.

No siempre se tendra la derivada exacta, pero si s por una constante no debe haber problema ya que
en las integrales ella puede entrar o salir.

Realiza la integral siguiente.

J x3sen (x*) dx

Solucion.
En este caso si hacemos la propuesta u = x*, entonces du = 4x3dx, pero el niumero 4, no lo
tenemos en la integral, asi que procedemos de una de dos formas.

. ~ . T 4 ,
Primera forma, se lo afiadimos, pero se lo quitamos, al multiplicar por 1, de la forma 4 asi de esta
manera tendremos

3 4 _l 3 4 _l __1 —_1 4
xsen(x)dx—4 4xsen(x)dx—4 sen (u)du = 4cos(u)+c— 4cos(x)+c

Segunda forma.
Despejamos x3dx de la igualdad en la diferencial

1 .
u = x*, entonces du = 4x3dx = x3dx = Jduy integral toma la forma
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Jx3sen (x)dx = Jsen(x“) (x3dx) = Jsenu G du) = %J senu du

que ya fue integrada anteriormente.
Ejemplo, una funcién trigonométrica dentro de un exponente.
Encuentra la integral

J(4 + senx)” cosx dx

Solucion.
Se tiene a la funcion seno y a su derivada la funcion coseno, como la derivada de una constante es
cero, se propone el cambio
u=4+senx = du =cosxdx
asi

1 1
J(4+senx)7cosx dxju7du=§u8+c =§(4+senx)8+c

Ejemplo Raiz dentro de una funcion trigonométrica.

Halla la integral
2
sec?(Vx) "
Vx

Solucion.
. 1 .
Sabemos que si u = Vx = du = ﬁdx, podemos observar que nos hace falta el nimero 2,

procedemos como la hicimos en un ejemplo anterior, la integral toma la forma.

sec?(Vx)
Vx

Ejemplo, cuando el numerador es la derivada del denominador.
Halla la integral
Bt
X
x*+3
Solucion.

Proponemos la funcion u = x* + 3 = du = 4x3dx, asi se obtiene

dx = ZJseczu du=2tanu+c= 2tan(\/E) +c

J 4 —1J1d = Dnul + ¢ = St + 31+
x4+3 X—4 uu—4nu C—4nx Cc

En general, para cualquier funcion f, se cumple

NGO
Jf(x) dx =In|f(x)| + ¢

Ejemplo.
Encuentra la integral siguiente:

J tanx dx

Solucion.
La integral la podemos escribir como

senx —senx
tanx dx = dx = — dx = —In|cosx| + ¢
coSx coSsx
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e Integraciéon por partes.

En el apartado anterior, trabajamos con la importante técnica de cambio de variables que, aunque no
se hizo exhaustivamente nos ayuda a encontrar muchas integrales, sin embargo hay una infinidad de
integrales en las que requerimos de otra técnica para poder resolverlas, por ejemplo, la integral

J xsenx dx

Aun no podemos integrarla con lo que hemos visto.

Sabemos que la derivada y la integral estan estrechamente relacionadas y las técnicas de derivacion
nos ayudan a encontrar técnicas de integracion, por ejemplo, la regla del producto, en donde se tienen
dos funciones derivables f y g, se quiere obtener la derivada de su producto, como sabemos,

d
09 = £ g6 +F (g (@)
Al integrar, se obtiene
d
[ S regeldx = [ Fwgwdr+ [ £ g @

La integral de izquierda es f(x)g(x), asi podemos escribir

ﬂ@ﬂ@=jf@M@ﬁu+jﬂmJQMx

Despejamos a la segunda integral

[ reg @ ax = g0 - [ Feoge ax

La forma en que hemos poder escribir a la integral recibe el nombre de integracion por partes la
notacion que es la mas comun y que todos los libros manejan es la siguiente:

cambiamos u = f(x),v = g(x), por lo que du = f'(x)dx y dv = g’(x)dx, de esta manera

podemos escribir
Judv=uv—Jvdu

stenx dx

Ejemplo.
Encuentra a la integral

Solucion.
En la regla de integracion por partes, se elige una funcion u a la que debemos derivara y a una funcion
dv a la que debemos de integrar

elegimos
u=xydv =senxdx

por lo tanto du = dx y v = cos x, se acostumbra escribir lo anterior de la manera siguiente:

u=x dv = sen x dx
du=dx v=cosx
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e integramos

stenx dx=Judv=uv—Jvdu
uoodv = —xcos x — [(— cosx) dx

= —xcosxt+senx+c
¢ Qué ocurre si no elegimos bien a nuestras funciones?

Ejemplo.
Encuentra la integral

stenx dx

Solucion.

Esta integral es la misma, pero supongamos que ahora invertimos la eleccion de las funciones, entonces
tendremos

u = senx, dv = x dx

1
du =cosxdx, v= Exz
la integral toma la forma

1
stenx dx=§xzsenx—zjx2cosxdx

La Ultima integral es mas complicada que la original, asi que nuestra eleccién de las funciones no fue
correcta.

Una sugerencia para elegir a las funciones en la integracion por partes, es por medio de la palabra
ILATE, que son las letras iniciales para elegir a las funciones, estas letras sugieren que primero, en
caso de presentarse se elija a la funcion u como una funcién inversa (I), logaritmo (L), algebraica (A),
trigonométrica (T), exponencial (E), en ese orden, en nuestro caso se eligié primero a la funcion
algebraica u = x y como dv = sen x dx a la trigonométrica.

En ocasiones la integral pareciera tener una sola funcion.

Ejemplo.
Halla
J In(x) dx

Solucion.
En este caso hay una funcién que esta “escondida” y es la funcion 1, la cual es algebraica, segun la
sugerencia debemos elegir

u=Inx, dv=1ldx
du=%dx, v=x

1
Jln(x) dx=xlnx—Jx(;)dx=xlnx—x+c

En este tipo de integracion, a veces es necesario aplicar la integracidn por partes dos o méas veces,
porque la segunda integral resultante asi lo requiere.

Ejemplo integral iterada.
Encuentra la integral

sz cos x dx

Solucion.
u=x? dv = cosx dx
du=2xdx, v=senx
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szcosxdx=xzsenx—2stenx dx

La segunda integral la debemos integral nuevamente, pero ya la hemos calculado asi que s6lo daremos
su solucion.

sz cosx dx = x?senx — 2(—xcosx + senx) + ¢
= x%sen x + 2xsen x — 2senx + c
Ejemplo.
halla
J e?* senx dx
Solucion.
Por la sugerencia, hacemos la eleccion siguiente:
u = senx, dv = e**dx

1
du=cosx dx, v =Eezx

J e* senx dx = Eezxsenx - EJ e%* cosx dx

procedemos de manera similar con la segunda integral

U =cosx, dv = e**dx

1
du=—senxdx, v= Eezx

1 1
J e?* cosx dx = Eezx cosx — EJ e?* (—sen x)dx = Eezx cosx + EJ e?* senx dx

reunamos la informacion

1 1
J e?* senx dx = Eez"senx - EJ e%* cos x dx

= 1ez"senx —1<lezx cosx + lj ezxsenxdx>
2 2\2 2

= 1ez"senx - 1ez"cosx - lj e?* senx dx
2 4 4

observamos que tenemos al final una integral similar a la que estamos integrando, pero
afortunadamente tiene un factor diferente de uno, asi podemos escribir

J e?* senx dx = Eezxsenx - Zezxcosx - ZJ e?* senx dx

2X 1 2x 1 2x 1 2x
e senxdx+Z e“*senxdx =—-e“*senx ——e“*cosx

2 1, 1,
— | e“*senx dx = —e“*senx — —e“* cosx
4 2 4

Jezxsenxdx =f 1ez"senx——ez"cosx +c
512 4

1
Jezxsenxdx = gez"senx —gezx cosx +c¢
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Hay un método que se llama método tabular el cual, si una de las funciones al derivarla reiteradamente
en algun momento es cero, entonces se puede aplicar.

Ejemplo.
Calcula
J x3 cosxdx
Solucion.
Integremos de la manera usual
u=x3 dv = cos x dx

du = 3x%dx, v = senx

Jx3 cosxdx = x3senx — 3 J x%senx dx

Nuevamente
u=x? dv = senx dx
du=2xdx, v=-—cosx
szsenxdx = —x%cosx + Zchosx dx
Finalmente
u=x, dv = cosx dx
du = dx, vV = senx

JXCOSX dx =xsenx—Jsenxdx = x senx + cosx + ¢

Reunimos en una sola integral
3 — 43 — 3(—x2
Jx cosxdx = x°senx — 3(—x* cosx + 2(x senx + cosx)) + ¢
= x3senx + 3x%cosx — 6xsenx — 6¢cosx + ¢
El método tabular consiste en hacer una tabla en donde se ubica en la primera columna el signo, se

inicia con positivo, continua negativo y se alternan, en la segunda columna se sita la funcién u y sus
derivadas y en la otra columna a la funcion dv y sus integrales, como se muestra a continuacion.

Signo u y sus derivadas | @V y sus integrales

" %3 cosx

32 T senx
6x T —cosx
6 T~ —senx

0 cosx

Se multiplica como muestran las flechas, respetando el signo.

Jx3 cosxdx = x3senx + 3x%cosx — 6x sen x — 6¢cosx + c.
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PROBLEMAS DE APLICACION EN DIFERENTES CONTEXTOS.

En esta seccidn se daran algunos ejemplos de aplicacién de la integral, principalmente al calculo de areas,
pero también se daran en otros contextos, pues la integral, aunque nace en el calculo de areas, no solo se
ocupa de calcular areas.

Calcula el area acotada por las gréficasy = —x + 3ey = x2 — 9.
Solucion. Como se muestra en la figura. )

—x+3

encontremos los puntos de interseccion, para este fin se igualan las dos funciones y se resuelve
la ecuacién resultante.

x2—-9=—x+3=x2+x-12=(x-3)(x+4)=0

los puntos de interseccién se localizan en x = 3 y x = —4. Ahora debemos checar cual grafica
esta arriba y cual abajo, como se ve en la figura, la recta esta por arriba en el intervalo [—4,3], de
esta manera el &rea A esta dada por

3

3
A=J (—x+3)—(x2—9)dx=J —x%2 —x+12dx
-4

—4

—[ a1 2+12]3 —[ Lo 132+123] [143 142+124]
|73 T2 |4 T173° 72 ®) 37 72 )

343

Encuentra el area de la region comprendida entre las graficas dadas por las funciones y = x?2y
3
las rectas y = —%,x =2.

Solucion. Se tiene f(x) = x?y g(x) = —%x con xe[0,2], podemos observar que la funcion
que esta arriba es la parabola y la de abajo es la recta.

El area A esta dada por
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1. 3 92

— 1ZA3 1242
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3

La integral también nos ayuda a encontrar el volumen de sélidos en el espacio, enunciaremos una
definicion de volumen

DEFINICION DE VOLUMEN.

Sea S un s6lido que se encuentra entre las rectas x = a, x = b. Si el area de la seccién

transversal de S en el plano P, que pasa por x y es perpendicular al eje x, es A(x), donde
A es una funcion continua, entonces el volumen de S es

V= JbA(x) dx

3. Encuentra el volumen de una esfera de radio r.

Solucién. Coloquemos a la esfera, sin perder generalidad, de tal forma que su centro este en el
origen, como se muestra en la figura. y

Entonces el plano P, corta a la esfera en un circulo cuyo radio es y = vr? — x2. Por o tanto, el
area de la seccion transversal es

Ax) =my? =n(r? — x?)
Aplicamos la definicién de volumen, cona = —ry b = r, resulta

V= JTA(x)dx = J_Trr(rz —x¥)dx

-r

=1 |rix — 1x3 r
[ 3 ]—r
R A

=§r
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4. Encuentra el volumen que se obtiene al girar alrededor del eje x la region bajo la curva y = x,
con xe[0,1]. Haz un dibujo que ilustre la definicion de volumen dibujando un cilindro de
aproximacién tipico.

Solucioén. Realicemos la gréfica de la funcion, iluminado su area respectiva.

Yy Yy

—_—

2|
=
=
=
o
=
=

Al girar alrededor del eje x obtenemos un sélido como el que se muestra del lado derecho, al
cortar una rebanada que contenga a x se obtiene un cilindro (disco) con radio v/x. Por lo que el
area A de esta seccion transversal es

Alx) = n(\/E)Z =mx

El volumen del sélido (llamado paraboloide) se encuentra en el intervalo [0,1] de manera que su
volumen V' es

V—Jl ax =Tz !
—OT[xx—sz 2

El trabajo W efectuado al mover un objeto de a a b se define como:

W = be(x)dx

Donde f es la fuerza

5. Cuando una particula esta a x pies del origen, actua sobre ella una fuerza igual a f (x) = x2 +
x libras ¢ Cuanto trabajo se efectua al moverlade x = 1ax = 3?

Solucion.

w=[ e v vdr= (35 +27) ]
—1x xX)ax = 3x Zx 1

-oeda)- G-
R
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UNIDAD 3.

LA INTEGRAL INDEFINIDA.

TABLA DE ESPECIFICACIONES

Niveles cognoscitivos (Bloom)
1. Conocer, 2. Comprender, 3. Aplicar

Niveles Cognitivos

Tema Aprendizaje 1 9 3

e Férmulas inmediatas de integracion. | e Explica el caracter inverso de 1,2,3, |56
las operaciones de derivacion e
integracion para obtener las
féormulas inmediatas de

integracion.
¢ Relacion entre la condicion inicial y | e Reconoce la relacion existente | 7, 8,9,10
la constante de integracion. entre la antiderivada y la integral

indefinida, asi como su notacion.

o Utiliza la condicion inicial para
encontrar el valor de la ", 12,13, 15, 16
constante de integracion. 14
Reconoce que al modificarse la
condicion inicial las funciones
difieren.

e Identifica la formula de la 17
integral inmediata que requiere
utilizar para resolver una
integral dada.

Métodos de integracion.

o Cambio de Variable. e Construye una tabla de 18,19,
integrales inmediatas que 20
incluyan funciones
trigonométricas y

exponenciales.
o Realiza las simplificaciones 21,22,
algebraicas pertinentes para 23

convertir una integral a una
forma inmediata.

e Identifica y realiza el cambio de | 30 24,25, | 31
variable apropiado para resolver 26, 21,
una integral mas sencilla. 28
e Integracion por partes. ¢ Reconoce que el método de 32 33, 34, 35, 36,
integracion por partes amplia 38, 39, 37
las posibilidades para integral 40
algunos productos de
funciones.
e Problemas de aplicacion en e Selecciona el método de 41,42, | 44,45, | 47,48,
diferentes contextos. integracion apropiado para 43,63 | 46, 50, 49, 55,
calcular integrales que resultan 51, 52, 96, 57,
de modelar problemas en 53, 54, 58, 59,

diferentes contextos. 61, 62 60, 64
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GUIA EXAMEN EXTRAORDINARIO

PROBLEMAS UNIDAD 3.
INTEGRAL INDEFINIDA.

Propésito: Establecera mediante el analisis de situaciones de variacion la integral. de diversas funciones,
utilizara las férmulas inmediatas y algunos métodos de integracion.

Tema

Aprendizajes

e Formulas inmediatas de integracion.

Explica el caracter inverso de las operaciones de
derivacion e integracién para obtener las formulas
inmediatas de integracion.

e Relacion entre la condicion inicial y la
constante de integracion.

Reconoce la relacion existente entre la antiderivada y
la integral indefinida, asi como su notacion.

Utiliza la condicién inicial para encontrar el valor de la
constante de integracién. Reconoce que al
modificarse la condicién inicial las funciones difieren.

INTEGRALES INMEDIATAS.

En la unidad 2, se ha mostrado el Teorema Fundamental del Célculo, a saber

Primer Teorema Fundamental del Célculo

Sea f una funcion continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b] definamos a la funcién F mediante

F(x) :J f(t)dt

Entonces F (x) es derivable en [a, b]. Ademas, para todo x de [a, b] se tiene F'(x) = f(x).

Definicion. Antiderivada o primitiva.

Una antiderivada o primitiva de la funcion f es una funcién F tal que

F'(x)=f()

Siempre y cuando la funcién f este definida.

La primitiva mas general.

Si F'(x) = f(x) en cada punto del intervalo abierto (a, b), entonces cada primitiva G de f en (a, b)

tiene la forma

Gx)=Fx)+c

Donde ¢ es una constante.

En los cursos henos trabajado con las integrales de las funciones siguientes

n+1

kx™dx =k
a)Jx * n+1

c) Jsen(x) dx = cos (x) + ¢

+c,n+—1,

1
b) J; dx =In|x| + ¢

d)Jexdx=ex+c
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X
e) Jax dx = lna(a) +c D) Jcos (x) dx = —sen(x) + ¢
Entre otras integrales.

1. Laintegral indefinida f Vx (x? — 3x + 5)dx es igual a:

3 2 6 10
a) x5/ —3x2 + 5Vx +c. b) ;\/x7+§\/x5+?\/x3+c
(2x —3) + d)\/_< 32245 )

X — C. x3—=x2+5x)+c
2\/_ 2

2 6 10
e) 5\/7—5\/F+?\/F+C
Respuesta e)

Para calcular la antiderivada escribamos los exponentes de manera fraccionaria o negativa

Vx(x? —3x +5) = x5/ —3x2+5xl/2
De esta manera

3
J\/E(xz —3x+5)dx = J <x5/2 —3x2 + 5x1/2>dx

3
=Jx5/2dx—3jx5dx+5jx1/2dx

5 3

2 x2

+5?+C
2

x7/2 x

= __3-
7/2 75
2

N N RN

2
2. Elvalordela mtegraljn—ﬂhdt es:
3 13
a)3t—2+t2—t‘2+c b)5t2—2t—§t2—t‘1+c
2
3 2 1 13
c)ztz—Zt—g\/;+?+c d) 3¢% = 2t + 512~ In(t?) + ¢

e) In(¢2)(9¢? — 4t + 2t\t) + ¢
Respuesta ¢)
Primero escribamos a la funcién como

3t3 —2t2 + 2\t — 1

Z =3t—2+t/2—¢2
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Ahora integremos, empleando la linealidad de la integral

3t3 —2t2 + 2\t -1 1
J > dt=J3t—2+t2—t_2dt

1
= SJtdt—ZJdt—thdt—Jt'zdt

2 1 E -1
:Et —Zt—§t2+t +c

2
3 2 1
=—t?-2t—=t3+-
> 3 +t+c

3. Laintegral indefinida

sen(x)
J cos?(x) dx

a)sec(x) +c b) tan(x) + ¢

Es:

¢) In(cos?(x)) + ¢ d)

cos (x)
e)csc(x) + ¢

Respuesta a)

_ . sen(x) _ sen(x) 1 _ ;
Escribimos el equivalente 0520~ cos (D) o5 ) tan(x) sec (x), asi

J :03:2((3;)) dx = J sec (x) tan(x) dx = sec(x) + ¢

4. Elvalor de la integral [ =222 %)

sen?(x)

dx es:
a) 2In(sen(x)) (x — sen(x)) + ¢ b) — cot(x) + csc(x) + ¢
o s :,Efz:) SIS | - gy ese?(x) — cot(x) ese(x) + ¢

1 1 cos(x)
) sen?(x) B sen(x) sen(x)

Respuesta b)
Escribamos la funcion de la manera siguiente

1 — cos (x) 1 cos(x) 5
sen?(x) ~ sen? ()  sen? (%) = csc”(x) — cot(x) esc (x)

Por lo tanto
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1—cos (x
JT(JC())dx = Jcscz(x) —cot(x) csc (x)dx = Jcscz(x)dx — J csc(x) cot (x)dx

= —cot(x) + csc(x) + ¢

5. Aplica el Teorema Fundamental del Célculo para determinar el valor de la integral siguiente

1043 45
J > dx
1 x

a) 42 b) 48 ¢) 52 d) 54 e) 60.23
Respuesta d)
Escribamos a la funcion de la manera siguiente

x3+5

" =x+5x2

Aplicando el teorema fundamental del calculo

10

1023 45 10 1.5 1 1
J - dx=J x+5x72 dx= (322 =) = (50-3)—(5-5)=54
1 x 1 2 x/q

6. Aplica el Teorema Fundamental del Célculo para determinar el valor de la integral siguiente

J1X3 +8
dx
0o X+2
7 10
a)3 b) - c)3.78 d) = e) —
3 3
Respuesta e)
Recordemos la identidad
x3+8=(x+2)(x?—-2x+4)
Entonces
1x3+8 ! 1 S| 10
J dx=J(x2—2x+4)dx=<—x3—x2+4x> =-—14+4=—
0 X+2 0 3 o 3 3
7. Lafuncion F que satisface la condicion dada
F'(x) =Vx,F(1) = 2,
es:
4 b 5 6 J 7 8
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Respuesta a)

Mediante bel teorema fundamental del Célculo

2 3
F(x)=§x2+c

ahora
F(1 2 1 % + 2 2 2_4
= — = f— = _——_——= =
D 3 Dz +c c 373
8. Elvalor de t para que la ecuacion f: x3 dx = t3 seacierta es:
)1 b) 2 )3 d)4 e)5

Respuesta d)
Calculemos la integral dada

Y4

4 1
3d :<_ 4)
Jox X 4X 0

Entonces la ecuacion 43 = t3 tiene como solucion t = 4.

X

1/2 . i ]
—Zs_xz) dx, la funcién F’(t) esta dada por:

9. Sealafuncion F(t) = f:(

¢ 1/2 ¢ 1/2 ¢
a) (25—t2> b) (25—t2> —4 ) g5zt
25 — 3t2
d (25 —t2)2 25 — 3t? 1( t )‘1/2 A
) , [t 2VE@5 -2 ) 3\zs e
25 —t2

Respuesta a)

Mediante el teorema fundamental del calculo, se tiene

1/2

10. Supongamos que h es una funcion tal que
h(1)=2,h(1)=2,h"(1)=3,h(2) =6,k (2) =5h"(2) =13

El valor de la integral

L 2h"(u) du

es:

a)—1 b)0 o)1 d) 2 e)3
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Respuesta e)
Por el teorema fundamental del calculo
2
J R'(wdu=h@>=h2)-h1)=5-2=3
1
11. La grafica de una funcion pasa por el punto (3,2) y su derivada es f'(x) = 5x2 —x + 1, la
funcion esta dada por:
5 1
a)5x%> —x+3 b) 10x — 1 c)§x3—§x2+x—3
1 1 83
3.2 _ N3 a2 —_—
d) 3x 2x +x—2 e) 3x Zx +x >
Respuesta e)
Como f"(x) = 5x? — x + 1, entonces f(x) = [ 5x% — x + 1 dx, integrando la funcion, se
obtiene
5 1
f(x) =J5x2—x+1 dx=§x3—§x2+x+c
Como pasa por el punto (3,2), se debe de cumplir
5 1
f@B) = 5(3)3 —5(3)2 +3+c=2
Por lo tanto
5(3)3 1(3)2+3+ =45 9+3+ =2=c= 83
3 2 cT=®T3 cTeTeETy
La funcién esta dada por
()= 2x3 L2y, B3
flx) = 3x 2x X >
12. Lagrafica de una funcion f pasa por el punto (3,7) y tiene pendiente 4x2 — 3 enel punto (x, y),

el valor de f(0) es:

d) 12 e) 15

N| O

a)—20 b) —10 c)

Respuesta a)

La funcién esta dada por su integral, asi

4
f(x)=J4x2—3 dx=§x3—3x+c

Como pasa por el punto (3,7), se debe de cumplir

f(3)=g(3)3—3(3)+c=7=>c=—20
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La funcién f es
4
fx) = §x3 —3x—20
Por lo tanto

£(0) = =20

13. El' minimo de una funcion g es 8, si su derivada esta dada por la funcién

gx)=3x—-7
El valor de g(5) es:

56 62
a)6 b) 8 c) 12 d) 3 e) —

Respuesta d)
e 7 y .
El punto critico se encuentraen x = > para encontrar a la funcién g integramos

3
g(x)=J(3x—7) dx=§x2—7x+c

Sabemos que en g (g) =8,asi g G) = %(Z)z -7 (g) +c=8=c= % por lo tanto la

3
funcion g esta dada por

S et L o g(5) = (5) - 7(5) + L = 2
g =gx Tt =906)=5 6 3

14. Si la derivada de una funcién f esta dada por
f'(x) =—6x+18

y £(5) = 30, entonces el maximo de la funcién se encuentra en:
92
a)x =30 b)x=? c) 38 d) 40 e) 42

Respuesta e)
La funcién f esta dada por

flx) = J(—6x +18)dx = —3x%2+18x + ¢
Con la condicion

F(5) = —3(5)% + 18(5) + ¢ = 30 = ¢ = 15

El punto critico es x = % =3,asi f(3) = —-3(3)2 + 18(3) + 15 = 42

15. Suponga que el ritmo al cual se consume petréleo en el mundo se puede modelar con

r = 32¢%05¢
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Donde r esta en miles de millones de barriles por afio, t esta en afiosy t = 0 es el 1 de enero
de 1990.

a)100 b) 149.34 ¢) 175.345 d) 181.77 e) 201.34
Respuesta d)
La cantidad total de petréleo consumida entre el principio. De 1990 y el principio de 1995 es:

Hay 5 afios desde el inicio de 1990 y el inicio de 1995, asi el consumo se puede calcular a través
de la integral

J532 oost g = 2_goost] > 640[e%2° — 1] ~ 181.776
, e —005°  lo” MM e

16.

En la figura siguiente se muestra la grafica de la derivada F” de una funcion F. Dado que F(20) =
150, el valor maximo de F es:

20

// F'(x)
10 /
20

x
40 5(\ 60
-10

a) 300 b) 350.23 ¢) 400.564 d) 430 e) 450

Respuesta e)

Sabemos que F (x) aumenta para x < 50 (porque F” es positiva), también F (x) decrece para
x > 50. Por lo tanto, la gréfica de F sube hasta el punto en que x = 50 y luego inicia a
descender. Por consiguiente, el punto mas alto esta en x = 50 y el méximo valor alcanzado por
F es F(50). Como F(20) = 150, utilizando el segundo teorema fundamental del célculo

evaluemos a F(50)
50

F(50) — F(20) =J F'(x) dx
20

asi
50

F(50) = 150 +J F'(x) dx
20

La integral definida es el area de la superficie sombreada, debajo de la grafica de la funcién F*
que es aproximadamente igual al area del rectangulo de altura 10 y ancho 30. Por lo tanto, el &rea
achurada es alrededor de 300 y el maximo valor alcanzado por la funcion F es

F(50) ~ 150 + 300 = 450
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METODOS DE INTEGRACION. CAMBIO DE VARIABLES.

Contamos con una buena base de funciones integrables y sabemos como realizar su integral, las hemos
llamado integrales inmediatas, a saber, consideremos las siguientes:

n+1

+en# -1
1 c,n

a)ka"dx=k
n+

b)Jexdx=ex+c

1
) J—dx =In|x|+ ¢
X

Con ayuda de las propiedades de la integral y de la regla de la cadena, podemos realizar integrales de
aspecto mas complicado, sdlo basta con llevarlas a una de las formas que hemos enunciado.

Enunciamos el teorema del cambio de variables.

Método de sustitucion o cambio de variable.

Sea g una funcién derivable y suponga que F es una antiderivada de f. Entonces, siu = g(x)

[ reoe» g dx = [ faau =@ +c = Flgw) + e

Ejemplo. Calcula la integral siguiente:
J x2+/x3 —5dx

Una idea para llevar a cabo la integracion de una funcion por medio de un cambio de variables, es “ver’ a
la funcion y su derivada, en este caso la derivada de la funcion x3 — 5 es 3x2, como el integrando tiene
el factor x2 s6lo debemos multiplicar por el niimero 3, aunque también dividir entre el mismo niimero, asi

szx/x3—5dx=%J3x2\/x3—5dx

Podemos hacer el cambio de variable

u=x3-5=du = 3x%dx

1 1 1 12
EJ3x2\/x3—5dx=§J\/ﬂdu=—Ju1/2du=§§u3/2+c

3

Por lo que

2
=§(x3—5)3/2+c

La idea central en la integracién por cambio de variable es “ver” a la funcién y su derivada, es ahi en donde
radica el cambio de variable, las constantes se pueden sacar o bien introducir en la integral ya que la integral
es lineal
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17. Laintegral
Jxe"2 dx

1
a)xex2+c b)ex2+2x2ex2+c c)zex2+c d)x+ex2+c e)ex2+2x+c

Es:

Respuesta ¢)
Podemos observar que la derivada de la funcion x2 es 2x, asi el cambio de variable adecuado es
u=x?= du = 2xdx

Por lo tanto

x2 _1 x2 _1 u _lu _1 x2
xe dx—2 2xe dx—2 edu—ze +C—26’ +c

18. El valor de la integral

1
J xvx2+ 1dx
0

es:

a)%(\/g—l) b) 1 ) V2 d)VvV2+1 e)5

Respuesta a)

Hagamos el cambio de variables u = x? + 1 = du = 2xdx, la integral la podemos escribir

como
1 12 1 (2 12 2 1 1
J xVx2+1 dx=—J \/ﬂdu=—J ut/?2du =s-ud?| T ==(2%2-1) =—(\/§—1)
o 2), 2, 23 1 3 3
19. El valor de la integral siguiente
/2
J sen(x) cos(x) dx
0
es:
1 3
a)0 b) > o)1 d) 5 e)?2
Respuesta b)

Como la derivada de la funcién seno es la funcién coseno, conviene hacer el cambio siguiente

u = sen(x) = du = cos(x) dx
Por lo tanto
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/2 1 1,1 1
sen(x)cos(x)dx = | udu=-u =—
[ sentoycostoyax = | L=

20. El valor de la integral

/4
J tan (x)sec?(x) dx
0
es:
0 b ! ! d 3 2
a) ) 3 c) > ) > e)

Respuesta ¢)

como la derivada de la funcién tangente es la funcién secante cuadrada, es conveniente hacer el
cambio siguiente

u = tan(x) = du = sec?(x)dx
Por lo tanto

1

/4 1 1
J tan (x)sec?(x) dx = J udu = = u?
0 0 2 0

1

2

21. Mediante un cambio de variables adecuado, el valor de la integral

J xlij(cx)

1 11
a) o +c b)In(x) + ¢ c) Zx +c d)In(x)+c e) In(lnx) +c¢

es:

Respuesta e)
Hagamos el cambio de variable siguiente

dx
u=ln(x)=du=7

dx du
J =J7=1n(lnx)+c

xln(x)

Por lo tanto

22. Elvalor de laintegral

2e*
Jg—exdx
es
In(3 — e¥) + py 28D —2e™ 3% +
a) In e c ) (3= e%)2 c c) e c
d)2In(3—e*) +c¢ e) x+c

Respuesta d)
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Hagamos el cambio u = 3 — e* = du = —e*dx, podemos escribir a la integral como

Jzex d —zj 4 —zjdu—21 +c=2In(3—e") +
3_ ex X = 3_ ex X = u— nu Cc = n e C

23. Elvalor de la integral

sec?(x)
J 1 —tan (x) x
Es:
a) sec?(x) + ¢ b) —In(1 —tan(x)) + ¢ ¢)In(1+tan (x)) +c
2(1 - — sec3
g 22 tan (xgs_ectg?(t;l)(f) sec” () e) 2In(sec (x)) + ¢
Respuesta b)

Mediante el cambio u = 1 — tan(x) = du = —sec?(x)dx, por lo tanto

sec?(x) 3 du 3
dex = _JT_ —In(u) + ¢ =—-In(1 —tan(x)) + ¢

24. Laintegral

J 1—1n(x) dx
X
Esigual a:
a) In(x) [1 — %ln(x)] +c b) In(1 —In(x)) +c¢ ¢)In(x) (1 —In(x)) + ¢
1
—=)—-(1-1 _
d)x( x) ;2 rl(X))+ _—Z-I;Clzn(x)+c e)ln(%>+c

Respuesta a)

Escribamos a la integral como
1-1 1 1 1
Jﬂdx = J—dx —J rl(x)dx = In(x) —J n(x)dx
X X X X

En la ultima integral hagamos

1
u=Inlx)=du= ;dx

In (x 1
J ()dx=Judu=§u2+c

X

Por lo tanto

Por lo cual

J 1—1In(x) 1 1
————dx =In(x) —=(In(x))? + c = In(x) [1 - —ln(x)] +c
X 2 2
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25. Calcula el valor de la integral

J sen(x) dx

cos (x)
a) sec?(x) + ¢ b) cos?(x) + ¢ ¢) In(cos (x)) + ¢

cos?(x) + sen?(x)

cos?(x)

e) In[sec (x)| + ¢

Respuesta e)

Hagamos u = cos(x) = du = —sen(x)dx, por lo que

J‘ sen(x)

du
= — _— = - = — = -1 =
cos (@) dx = f ” Inu| + ¢ In|cos(x)| + ¢ = In|(cos(x))~*| + ¢ = In|sec (x)| + ¢

26. Elvalor de laintegral

3 3x2-1
L 5 =02 dx
es
1 1 1 3
a) 16 b) 3 ) > d)1 e) >
Respuesta b)

Hagamos el cambio de variable

u=x3—x=du=3x%-1dx
La integral toma la forma

33x2—1d _J“du_J“ 2 g, = 124_ 1+1_1
L2 T T M T T ule T 2476 8
27. Elvalor de la integral
/2
J sen®(x) cos(x) dx
0
es
0 b 1 1 4 1 1
@) )12 g )6 ) 3
Respuesta d)

hagamos el cambio siguiente

u = sen(x) = du = cos(x) dx
Por lo tanto
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T L 1,1 1
sen’(x)cos(x)dx = | uwdu=-u =—
[ sent oy cosorax = [ S

28. Una primitiva de la funcion F, dada por

jeea”,
—_—aX
Vx
es
4
a) In(vVx+1)+c b) (Vx + 1)3/2 +c c) 5(\& + 1)1/2 +c
4
d) 5(\/5 + 1)3/2 +c e) In(vVx + 1)1/2 +c
Respuesta d)
Mediante el cambio de variable
u=+vVx+1
Se tiene
du =——=dx
2Vx
Por lo tanto

1/2 1/2
(Vx+1) (Vx+1) . 4
ASME S AT T gy = 124y = —1,3/2

J N dx ZJ oNES dx ZJu du 3u +c

3/2

3 4(Vx+1)"" ¢
- 3
29. Laintegral
J dx
1+e*
es
_e_x
a) Inle* + 1| +¢ b) In|ll+e ™| +¢ c) _(1+e—x)2+c
) — -
" —_
)1+ex ¢ 2 1+e™™ ¢

Respuesta a)
Primero, multipliquemos al integrando por e*, asi se obtiene

1 e* e*

1+e‘xe_x e*+1

J dx _J e* J
1+e* | 1+eX x

Por lo tanto
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Hagamos u = e* + 1, entoncesdu = e*dx, asi

e* du
J dx:J—=1n|u|+c=ln|1+ex|+c
1+e* u

30. El valor de la integral

sec?(x)
J 1 + tan (x) x
es:

2 sec(x) tan(x)sec?(x) — sec3(x)
(1 + tan (x))?

b) In|tan (x)| + ¢ c) sec?(x) + ¢

d) In(sec?(x)) + ¢ e) Inla +tan (x)| + ¢

Respuesta e)
Mediante el cambio de variable u = 1 + tan (x), se tiene du = sec?(x)dx, por lo tanto

J sec’) —Jdu—l [ul + ¢ = In|1 + tan ()] +
1+ tan (0) x = u—nu c=1In an (x)| +c¢
31. Laintegral
J 1 1\* dx
( x) x?
Esigual a
1 13+ b ! 1 15+ In (1 ‘+
a)( x) ¢ )5< x) ¢ €) In ¢
d) 4(1 (L + L= @)+
) ( x) <x2> ¢ e)4x n))+e
Respuesta b)

Mediante el cambiou = 1 — % se tiene du = :—’;, por lo tanto

1\ dx . 1. 1/, 1y’
J(l——) —=Ju du=-u +c=—<1——> +c
x) x? 5 5 x

INTEGRACION POR PARTES.

Primero, establecemos el teorema de la formula de la integracion por partes, a saber:

Teorema. (Férmula de integracion por partes). Si u y v son funciones de x con derivadas continuas,

entonces
Judv=uv—Jvdu
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En los ejercicios que se presentaran trabajaremos Unicamente con el cambio que nos llevaré al resultado
que buscamos. Una manera de lograr esto es recordar la palabra ILATE, la cual nos permite tener un criterio
para escoger a la funcién u y a la diferencial dv. Pero hay que tener en cuenta la traduccion de las letras.

I=Inversa, L=logaritmo, A=algebraica, T=trigonométrica y E=exponencial

Por ejemplo, cuando aparece un integrando de la forma (algebraica) (logaritmo), se sugiere elegir a la
funcion u, como el logaritmo y a la diferencial dv a la funcion algebraica (en el orden en el que aparecen
las letras de la palabra ILATE).

Ejemplo. Encuentra la integral (justifica las operaciones realizadas, en caso necesario realiza las
operaciones faltantes).

J x In(x) dx
Solucion.

Como se menciond, elegiriamos a la funcion u como la funcién logaritmo y como la diferencial dv a la
funcion algebraica dv = xdx, de esta manera se obtiene

u =In (x),dv = xdx
du=§dx y v=%x2

Asi

Jl d—lzl() 1Jd—lzl()12+
x In(x) x—zx n(x > xx—zx n(x 4x c

32. Laintegral

Jx\/x + 1dx
Esigual a
a)x(x+ 132 + ¢ b)\/x—+1+—x +c c) 1xz[z(x+1)3/2]+c
2Vvx +1 2 3
2 3 2 3
d) z(x+1D2Bx—-2) +c e) 3(x+1)2Bx - 2) +c
Respuesta d)
Hagamos

u=uxdv =vVx + ldx

entonces
2
du = dx,v = §(x + 1)3/2
De esta manera
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2 2 3 2 3 22 5
Jx\/x+1dx=§x(x+1)3/2—Ej(x+1)5dx=§x(x+1)5—§§(x+1)5+c

2 2 2 3x—2
—§(x+1)3/2 [x—g(x+1)]+c=§(x+1)3/2%+c

2 3
=E(x+1)5(3x—2)+c

33. Elvalor de la integral

J x? sen(x)dx.

es:

a) — x? cos(x) + 2xsen(x) + 2 cos(x) + ¢ b) 2xsen(x) + x2cos (x)

— x2 1 2 1 3
c)—x cos(x)+2x sen(x) + d) 3 X" cos x)+c

1
e) §x3 —cos (x)+¢
Respuesta a)

Hagamos
u = x2,dv = sen(x)dx
entonces
du = 2xdx,v = —cos (x)
Por lo tanto

szsen(x) dx = x?(—cos (x)) — J(— cos(x)) (2xdx) = —x? cos(x) + 2 J xcos(x) dx

Debemos de integral latltima integral, por partes nuevamente, en este caso hacemos

u = x,dv = cos(x) dx

Integrando se obtiene

szsen(x) dx = x?(—cos (x)) — J(— cos(x)) (2xdx)dx

= —x2 cos(x) + 2 J xcos(x) dx

= —x?cos(x) + 2 (xsen(x) - J sen(x) dx)

= —x?cos(x) + 2 (xsen(x) — J sen(x)dx)
= —x? cos(x) + 2xsen(x) + 2 cos(x) + ¢

sz e3*dx

1 2
a) §x3e3x +c b) §x2e3x ——xe3* + ¢

34. Laintegral

Es igual a:

2
2,3x 3x 3x
c)=x“e’ —=xe>* +e>*c
)3 3
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1 1
d)ﬁe3x(9x2—6x+2)+c e) §e3x(x2+4x+2)+c
Respuesta d)

Realicemos el cambio de variables u = x2, dv = e3*dx
Por lo tanto

1
du = 2xdx,v = §e3x
La integral se convierte en

1 2
sz e3*dx = §x2e3x - §Jxe3x dx

Integremos la Gltima integral, nuevamente por parte, haciendo u = x, dv = e3*dx, asi

1
du=dx,v= §e3x
Por lo tanto, se tiene

1 2 1 2 /1 1
sz e3*dx = §x2e3x - §Jxe3x dx = §xze3x —§<§xe3x _§J e3xdx>

2/1 1 1 2 2
— 2,3 x _ " Z 3x _ 3x — _42,3x _ _ 3x 3x
=—x*“e 3(3xe gje dx) 3xe 9xe +—27e

— _ ,3x Z_E E _i 3x 2 _
=—-e*|x x+ +C—27e (9x*—6x+2)+c

35. Elvalor de la integral

J In (In(x)) 4
—, &
es
xwl(x) —In (In (x) 1
a) (In (x))?>+¢ b) = +c ) = ) +c
d) In(In(x)) + ¢ e) In(x) [In(In(x))] — In(x) + ¢

Respuesta e)

Sea

, v =1n(x)

dx
xIn(x)

1
u = In(In(x)),dv = ;dx = u=

Entonces

In (In(x)) 1
Jde = In(x) [In(In(x))] — J ;dx = In(x) [In(In(x))] — In(x) + ¢
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36. Laintegral
Jsen(ln(x)) dx

es igual a

cos (In(x)) e

a) cos(In(x)) + ¢ b) 7

¢) sen(In(x)) — cos(In(x)) + ¢
—cos (In(x)) e

d) %x[sen(ln(x)) —cos (In(x))] + ¢ e) .

Respuesta d)
Sea

cos(In(x))
=— Vv
X

u = sen(In(x)),dv = dx = du

entonces

Jsen(ln(x)) dx = xsen(In(x)) — J cos (In(x)) dx
La calcular la segunda integral, hagamos el cambio

—sen(In(x))
_ v
X

u = cos(In(x)),dv=dx = du =
Asi tendremos
Jsen(ln(x)) dx = xsen(In(x)) — J cos(In(x)) dx
= xsen(In(x)) — (xcos(ln(x)) + J sen(In(x) dx)

= xsen(In(x)) — xcos(In(x)) — Jsen(ln(x)) dx

La integral al final es la misma que estamos integrando, pero aparece con signo menos (—)
pasamos sumando y asi tenemos

J sen(In(x) dx = % [xsen(In(x)) — xcos(In(x))] + ¢

37. Laintegral

Jx3 1+ x2dx
es igual a
a)3x? = +c b 1x‘*(l +x2)32 + ¢ o)x?(1+x%)3?% - i(1 + xz)g +c
2V1 + x2 4 15
1 1 1 5
d) E(l +x2)3/2(3x2 = 2) +¢ e) §x2(1 + x2)3/2 4+ Ex(l +x2)2+c
Respuesta d)
Sea

1
u=x2dv=xyJ1+x2dx = du = 2xdx,v =§(1+x2)3/2
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entonces
1 2
Jx3 V14 x2dx = §x2(1 + x2)3/2 — §Jx(1 + x2)3/2 dx
= lx2(1 +x2)3/2 — i(1 + xz)g +c
3 15

1 2
=§(1+x2)3/2 [x2—§(1+x2)] +c

1
= E(l +x2)32(3x2-2)+c¢

38. Elvalor de la integral

J e* cos(x) dx

es

a) %ex(cos(x) + sen(x)) + ¢ b) —e*sen(x) + ¢ c)e* —sen(x)+c

1
d) e*(cos(x) — sen(x)) + ¢ e) Eex(cos(x) —sen(x)) +c¢
Respuesta a)
seau = cos(x),dv = e*, porlo que du = —sen(x), v = e*, entonces
Je" cos(x)dx = e* cos(x) + J e*sen(x) dx

Para la segunda integral, hagamos el cambio

u = sen(x),dv = e*dx = du = cos(x),v = e*

De esta manera se tiene

J e* cos(x) dx = e* cos(x) + J e*sen(x) dx = e* cos(x) + e*sen(x) — J e*cos (x)dx

La integral al final es la misma que estamos integrando, pero aparece con signo menos (—)
pasamos sumando y asi tenemos

J e*cos (x)dx = %ex(cos(x) + sen(x)) + ¢

39. Calcula el valor de la integral

J sec3(x) dx

a) 3sec?(x) sec(x) tan(x) + ¢ b) %sec“(x) +c ) %(lnlsec(x) + tan (x)])*
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d) %(sec (x) tan (x) + In|se c(x) —tan (x)|) +c. €) %(sec (x) tan (x) + In|sec (x) + tan (x)|) + ¢

Respuesta e)

Sea
u=sec(x), dv=sec?(x)
du = sec(x) tan(x), v = tan (x) sec®(x)dx = sec(x) tan(x) — J sec(x) tan®(x)dx

Entonces

Para calcular la segunda integral, recordemos que

tan?(x) = sec?(x) — 1
De esta manera, se tiene

Jsecg'(x)dx =sec(x) tan(x) — J sec(x) tan?(x)dx
= sec(x) tan(x) — J sec(x) (sec?(x) — 1) dx.
= sec(x) tan(x) — Jsec3(x) dx + J sec (x) dx
= sec(x) tan(x) — J sec3(x) dx + In|sec(x) + tan (x)|
Por consiguiente
2 J sec3(x) dx = sec(x) tan(x) + In|sec(x) + tan (x)|

Asi
J sec3(x)dx = %(sec (x) tan (x) + In|sec (x) + tan (x)|) + ¢

40. Determina la integral siguiente:

Jx3e2xdx

2,2x

a)3xze +c b) ix4%ezx+c c) e**(4x3 —6x% + 6x — 3) + C.
1 1

d) gezx (4x3) +c e)gezx(4x3 —6x2+6x—3)+c

Respuesta e)
Como nos sugiere la palabra ILATE, hacemos

u = x3y dv = e?*dx, para aplicar el método tabular hacemos una tabla de tres columnas
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Signo | uy sus derivadas | vy sus primitivas
+ x3 er

1

_ 3x2 \ E e2x
1

+ 6x \ —e2x
N 4

—_ 6 \ ler
8

+ 0 i e?x
el 16

Se deriva hasta obte/r\e/

una derivada 0.

1 3 6 3
Jx3e2xdx = Ex3ezx —szezx + gxezx —gezx +c

1
= gezx(4x3 —6x2+6x—3) +c.

Tema Aprendizajes
e Problemas de aplicaciéon en diferentes | e Selecciona el método de integracion apropiado para
contextos. calcular integrales que resultan de modelar problemas
en diferentes contextos.

En esta seccion daremos varios problemas en donde se aplica la integral, entre ellas esta el calculo
de area que es de donde nacio (en la antigua Grecia), afortunadamente, no sélo se aplica al calculo de
areas, sino tiene varias aplicaciones, daremos un paseo por estas aplicaciones.

Area comprendida entre la grafica de dos funciones.

Aefenicion. El drea A de la superficie S comprendida entre las gréficas de las funciones fy g y
las rectas verticales x = a y x = b, esta dada por la integral definida

b
A(5)=j If — gldx

41. El area de la region comprendida entre las graficas de las funciones f(x) = —x3 + 4x2 — 3x
yg(x) = x3 —3x% + 2xes:

a) — 20,45 b) 0 c) 20.45 d) 27.83 e) 33.89
Respuesta e)
Primero podemos encontrar los puntos de interseccion igualando a las dos funciones
x3—3x2+2x=—x3+4x*>-3x = 2x3 - 7x*> +5x = x(2x* —=7x+5) =0

Cuyas raices son x = 0,x ==, x = 1 en una recta ubiquemos a estos puntos

N |

N| vl
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Ahora evaluemos a las dos funciones en cada intervalo para saber, que grafica esta arriba y cual abajo

f-D) = (-1 + 412 =3(-D =8,  g(-1) = (-1)° =3(-1)? + 2(~1) = =6
3 2 3 2

(0= ) 05 oD ) ()
Q-0 ) 03 00 ) =0

f3)=-0B)°+4(3)?*-303) =0, gB3) =03 -33)?*+23)=6

] Wl w

En el intervalo [0,1],g(x) = f(x) vy g(x) < f(x), en el intervalo [1, 2] entonces el area
buscada es:

A(S) = JO
5/2

1
= J (2x3 —7x% +5x) dx + J (—2x3 4+ 7x? — 5x) dx
0 1

5/2 5/2

1
f - gl dx=j0 (g—f)dx+j1 (f - g)dx

x*  7x3 5x%\|1 x* 7x3 5x%\|5/2
=|=-—=—-=]|| |-+ =—+—=
2 3 2 0 2 3 2 1
_3253 33.89
96 T

42. Elareade laregion A que se encuentra en la figura siguiente es

y
fx) =x3

flx) = —x? + 2x

1 3
a) 0.23 b) 7 c) — d) — e) —
Respuesta e)

Los puntos de interseccidn son:
—x?+2x=x3=x3+x?2-2x=x(x*+x—-2)=x(x—1D(x+2)=0

Como la funcion cuadratica esta por arriba de la funcién cubica, la integral que proporciona el area
es
1 1

1 1 1 1 5
—x?+2x—x3%)d =(—— o 4>J =—cs+1l-—-=—
Jo(x x—x°)dx 3X txt -2t 3 1= 12
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43. Elareade laregion acotada por las rectas y = x, x = 2y por la gréfica de la funcién f(x) = iz

X
esta dada por

a) 1 b) 1.5 )2 d) 2.5 e) 3

Respuesta a)
Primero encontremos el punto de interseccion entre la recta dadda por y = x y la grafica de la

‘z 1 . .
funcion f(x) = —» Con este fin, igualamos las dos funciones

—2=x:)x3=1$x=1
X

En el intervalo [1,2] la grafica de la funcion y = x, esta por arriba de la grafica de la funcién
flx) = xiz asi el area de la region esta dada por

(o) = e D= (D) G ) -

44. Elarea A de laregion R acotada porlarectay = %x y por la parabola y? = 8 — x es:

y
1
y=zx
—
\\\
TN(8,0)
X
///—\/ﬁ
(-8,—4) -
//
a)l2 b) 15 c) 25 d) 36 e) 42
Respuesta d)

Primero encontremos los puntos de interseccion, con este fin igualamos a las funciones

Elevando al cuadrado
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Multiplicando por 4 y arreglando los términos, se tiene
X’ +4x-32=0=x=4,x=-8

En el intervalo [—8,4], la funcién y = %x esta arriba de la gréfica de la funcién y = —v8 — x,

y en el intervalo [4,8] las graficas van de y = —V/8 — x a y = V8 — x, asi el area se calcula
mediante las integrales

2

4 1 8
A=J (—x+\/8—x>dx+J2\/8—xdx
8 4

T BRI |

[ (- -

45. El &rea bajo la grafica de la funcién f(x) = 10x(3™*) entrex = 0y x = 3, es:

Yy

1 2 3

Primero calculemos la integral indefinida

Jx(?,‘x) dx

La cual es clasica de la técnica llamada por partes, hacemos u = x, dv = 3 *dx por lo cual
—-X

In (3)

du=dx,v=—

La integral toma la forma

gy x3~% 1 3% gy = x37% 1 37
Jx(g =t ln(S)J T ThE) m@®hE)

3-x
- In(3) [x +

lnéS)] te

46. Elvalorde m de tal forma que la region sobre larecta y = mx y bajo la parabola f (x) = —x?2 +
2x tenga un &rea de 36 unidades es

a)—5 b) — 4 )0 d) 1 e) 3

Respuesta b)
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Encontremos los puntos de interseccién de la parabola y la familia de rectas,
mx=—-x>4+2x=>x*-2x+mx=x(x—2+m)=0=>x=00x=2—m

la grafica de la parabola esta por arriba de las rectas, por esta razon, el area es

Jz_m( 2 4o ) dx = 2-m , 1 3)2—m

i x X —mx x—( S X% =3 0
2—m 1
=T(2—m)2—§(2—m)3=36

ahora, resolvamos la ecuacion

(2-m)*

c =36=6’=>2-m3=6=2-m=6.-.m=—4

47. Elvalor de m de tal forma que la region sobre la curva y = mx” (m > 0), a la derecha del eje
v, Yy por debajo de la recta y = m tenga un area de k unidades cuadradas, donde k > 0, es:

a) k b) 2k ¢) 3k d) 4k e) 5k
Respuesta ¢)
El area pedida es fol mx?dx = (% x3)| o= ? queremos que valga k unidades cuadradas de

area, entonces % =k = m = 3k.

APLICACIONES DE LA INTEGRAL AL CALCULO DE VOLUMENES.

48. Elvolumen del sdlido generado por la region limitada pory = 1 — x? e y = 0, al girarla en torno
al eje x es:

4 5 7
a)m b) §TL’ ) §7‘r d) 2m e) ETL’

Respuesta b)
Como se gira alrededor del eje x, el volumen V esta dada por

1 4

1 1
V=T[J (1—x2)dx=rr<x——x3>
» 3

49. La region encerrada por la elipse 9x” + y* = 25, se gira alrededor del eje v, de esta manera
genera un sdlido de revolucion. El volumen de este sdlido es:

2507 b 3007 2507 4 5007 2507
O 9 ) 757 )57 ¢) 7
Respuesta d)

En este caso el volumen V esta dado por
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5/3 AT g
V=2J 21 25—9x2dx=——J —18x+/25 — 9x2 dx
0 18 Jo

Para resolver la Ultima integral, hagamos el cambio u? = 25 — 9x? = 2udu = —18xdx,
entonces

5 0
4T (3 4 3 500
—T
>5 27

18x/25 — 9x2 dx = Zﬂjoz 24 —(
180 X X X = 9 ; u u = 27u

50. ¢Cual es el volumen de la figura generada al girar la region bajo la curva y = cos(x?) entre x =
Oyx = % alrededor del eje y?

3
a)m b) Err c)2m d)7.23 e)3n
Respuesta a)
El volumen V' esté dado por la integral
n?/4
V= J 2mxcos(x?) dx
0
La integral es una integral por cambio de variables, hagamos u = x2, entonces du = 2xdx, asi

w2 /4 /2
J 2mxcos(x?) dx = T[J cos(u) du = nsen(u)lg/z =
0 0

51. El volumen del sdlido que forma la region delimitada por las gréficas de las funciones f(x) = x?
y g(x) = 4x — x? al girarlas alrededor del eje x

y
x2
4x — x?
X
3 » 1 32 p 2 32
a)4rc ) c)67'[ )37‘[ e)37‘c

Respuesta e)
Primero encontremos los puntos de interseccion, con este fin igualemos las imagenes

X’ =4x—x?=2x2—4x=2x(x—-2)=0
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Tiene raices x = 0,x = 2 que son los puntos de interseccién de las dos parabolas, asi el
volumen V esta dado por la integral

2 2
V= T[J (4x — x?)? — x*dx = T[J (16x% — 8x3) dx
0 0

(16 242_ 16, 5, _32
- (3 x>0_”(3 )=7m

52. La region acotada por las graficas de las funciones f(x) = 2 + sen(x), x =0y x = 2m se
gira alrededor del eje y. El volumen del sélido es:

a)m—1 b)2+3n  c¢)4n?(2m + 1) d) 4n?(-2r+1) e)m?—-1
Respuesta ¢)

El volumen V' esté dado por la integral

21
V= ZnJ x(2 + sen(x)) dx
0

Calculemos a la integral

2
V= ZTTJ x(2 + sen(x)) dx = 2m U
0 0

2T 21

2xdx+J

xsen(x) dx]
0

La Ultima integral la realizaremos por partes, hagamos u = x, dv = sen(x)dx, por lo tanto
du = dx,v = cos (x), asi

sten(x)dx = xcos(x) — J cos (x) dx = xcos(x) — sen(x) + ¢

Por lo que la integral toma la forma

21 2m
V=2n U 2x dx +J xsen(x)dx] = 2m[x? + xcos(x) — sen(x)]|3"
0 0

= 2n[4m? + 2w cos(2m) — sen(2m)] — 2m[0 + 0 cos(0) — sen(0)]

= 2n[4n? + 2] = 4n?(2w + 1)

53. El volumen del solido que resulta al girar la regién acotada por las graficas de las funciones
f(x) = sec(x),x = —%,x =7,y = 0, alrededor del eje x es:

a) 1 b) mV3 c) %1‘[\/5 d) 3m e) 2mV3

Respuesta e)

El volumen V' esté dado por la integral
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V= anB sec?(x) dx = mtan (x)”/3 =7 [tan (E) — tan (— E)] = 2mV3
/3 -m/3 3 3

APLICACION DE LAS INTEGRALES PARA CALCULAR SUPERFICIES DE REVOLUCION.

54. El area de la superficie de revolucién generada al girar la curva dada por la funcion f (x) = 9x,
con 0 < x < 6, alrededor del eje x, es:

1 3
a)123V8m  b)324mV82 ) 24mV80 d) Em/@ e) Zm/%
Respuesta b)

La primera derivada de la funcion f'(x) = 9 ~ 1 + (f'(x))? = 1 + 81 = 82, de esta manera
el area A de la superficie esta dada por la integral (por que se gira alrededor del eje x)

6 6
A= Zﬂj 9xV82dx = 18\/827TJ xdx = 9V82m(x?)§ = 324nV82
0 0

55. El area de la superficie de revolucion de la funcion f(x) = 4 — x2,0 < x < 2, cuando. La
grafica se gira alrededor del eje y, es:

a) 20.12 b) 36.18 ¢) 42.45 d) 52.39 e) 60.32

Respuesta b)
Calculemos la primera derivada de la funcion f'(x) = —2x asi 1 + (f'(x))? = 1 + 4x2, por
lo tanto, el &rea A, estd dada por la integral

2
A=2TL’J x+/ 1+ 4x?dx
0
Para calcular la integral hagamos el cambio de variable u = 1 + 4x2, du = 8xdx, asi

2 1 17 1 17
A=27TJ x 1+4x2dx=z7'r \/ﬂdu=gﬂ(u)3/2|l
0 1

= %7‘[[173/2 —1] ~ 36.18

56. El area de la superficie de revolucion de la funcion f(x) = §x3, 1 < x < 3, cuando se gira
alrededor del eje y es:

a) 110.547 b) 128.96 ) 132.546 d) 14598 ) 150.32
Respuesta b)

La derivada de la funciones f"(x) = x2y 1 + (f'(x))? = 1 + x*, asi el area A esta dada por

3
A=27'rjx 1+ x*dx
1
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Primero realicemos la integral indefinida y después la evaluaremos, hagamos el cambio u = x2,
entonces du = 2xdx y la integral toma la forma

JZx\/1+x4=J\/1+u2du

Ahora hagamos el cambio u = tan (@), por lo tanto V1 + u2 = /1 + tan?(@) = sec (9),
por otra parte du = sec?(®)d®, entonces

2xy/ 1+ x*dx = 1+u?du = | sec(@)sec?(®)dp = | sec®(d)do
J J+

Esta ultima integral ya la hemos realizado en el apartado de integracién por partes, siendo su
integral la siguiente:

[sec(®) tan(®) + In|sec(@) + tan (@)|] + ¢

N =

Jsec3((2))d(2)=
= VI m VT b e
=%[mx2+ln| 1+x4+x2|]+c

Por lo tanto

A=2nJ3x 1+x4dx=%["1+x4x2+l”| 1+"4+x2”|3
) 1

= 5[9V82 + In(V82 +9) ~ (V2 + In (V2 + 1)] ~ 12896

CALCULO DE PRESIONES.

57. Un tanque cénico reposa sobre su base, que esta al nivel del suelo y su eje es vertical. El tanque
tiene un radio de 5 pies y una altura de 10 pies, la fuerza total que ejerce el agua sobre la superficie

del cono (p = 62.4 ”Z:ZS clbico) es:

a) 10400 libras b) 11300 libras ¢) 12000 libras
c) 12450.23 libras e) 13230.32 libras

Respuesta a)

Debemos calcular la longitud L, es claro que y toma los
valores en el intervalo 0 < y < 10, mediante semejanza de
triangulos

L L > 10
- = - = — —
z 10( y)

Entonces la fuerza f, esta dada por

10
5

f=624 (10-y)—(10—y) dy
. 10




CCH PLANTEL ORIENTE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL II 165
ACADEMIA DE MATEMATICAS GUIA EXAMEN EXTRAORDINARIO

entonces

10 10

1
f=312| (100-20y+y?)dy =31.2 (100y —10y2% + §y3>
0

0

1000
=31.2 (1000 — 1000 + T) ~ 10400 libras

58. Un tanque cilindrico de 9 pies de diametro y 5 pies de largo yace de costado. Suponte que el
tanque esta lleno hasta la mitad con aceite que pesa 60 libras/pie®. La fuerza que ejerce el aceite
sobre uno de los extremos del tanque es:

a) 1000 libras b) 2000 libras c) 2560.2 libras d) 3500.132 libras e) 3645 libras

Respuesta e)

Podemos deducir que

81 L?
T=y2+Z=L=81—4y2
4.5
Ahora —4.5 <y < 0, por lo que la fuerza f, esta
dada por la integral y

0 L/2
f= 6OJ 5(0 —v){/81 — 4y?dy /
4

Hagamos el cambio de variables u = 81 — 4y? = du = —8y dy, asi se tiene

15 81
f=5| Vudu= 5(u?/2)[7" = 5812 = 3645 libras
0

59. Una piscina rectangular tiene 12.5 metros de ancho y 25 metros de largo. La profundidad del agua
aumenta uniformemente de 1 metro en un extremo a 3 metros en el otro extremo. La fuerza total
que ejerce el agua sobre una cara lateral de la piscina es:

a) 60 kg b) 67 kg c)73 kg d) 79 kg e) 823 kg
Respuesta d)
Con base en la figuras que representa las
condiciones del problema, tenemos que la ecuacién
(TNGNONOTON de la recta que pasa por los puntos (0,0) y (2,25)
3-y es
25 2
(2,25 y=7x=x=ﬁy

Esta ecuacion es vélidapara 0 < y < 2, para

Y 2 <y < 3, x vale 2, de esta forma, la fuerza esta
dada por
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2 2 3
f=62.4J (3—y)—ydy+62.4j B-=y)2dy
0 25 2

2 3
=4.992J (3y—y2)dy+124.8j B —-y)dy
0 2
= 4,992 5 2 ! 3 2+1248 3 ! 2
- <2y 3y)0 '(y 2y>
8 9
— 4.992 (6—§)+124.8[<9—E>—(6—2)]
=16.64 +62.4 =79.04Kg.

3

2

60. Los extremos de un abrevadero tienen la forma de la region acotada por las gréficas de y = x2,
y = 4 donde x e y se miden en metros. Supénte que el abrevadero esta lleno de agua. La fuerza
sobre uno de estos extremos es:

a) 12000 b) 13000.34 c)14230.45 d) 17066.67  e)18000
Respuesta d)

Con base en la figura L = 2x pero y = x? y

por lo tanto L = 2,/ ahora los valores que

puede tomar la variable y estan en el intervalo

[0,4], en este caso p = 1000, asi se tiene

que la fuerza esta daada por

4-y L

4
f=1000J(4—y)2\/§dy y
0

4
= 2000J (4y1/? —y3/2) dy
0

8 2 4 64 64
— —.3/2 _Z2.5/2 — i
2000(33/ Y )0 2000(3 5)
2000(2)(64
= 2000(2)(64) ~ 17066.67
15
APLICACIONES AL TRABAJO.

61. Suponga que un resorte tiene una longitud natural de 10 cm. y que se necesita una fuerza de 5
dinas para tenerlo comprimido a una longitud de 5 cm. ¢ Cuanto trabajo se realiza al estirar el
resorte desde su longitud natural hasta una longitud total de 20 cm?

1 1 3 5

Respuesta b)
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f=0 Observa que f(—5) =5 = k(—5) = =5,
( E E E E E E E E é por lo tanto k = 1, asi la fuerza esta dada por
-10 0
fx)=x
f(=5)=-5 El trabajo por

T s
_10 e W = Jo xdx = >

) /)

-1 20

62. ¢Cuanto trabajo se requiere para levantar un satélite de 500 Kg de manera vertical desde la
superficie de la Tierra hasta una o6rbita 1 600 Km sobre la superficie?

a) 250 000 b) 300 000 ¢) 450 000 d) 500000 ) 600 000
Respuesta e)

Sabemos que f = 500 Kg cuando r = R = 6370 Km, por lo tanto

=——— =500= k = 500(6370)2 ~ 2(10)1°
f@) (6370)2 = ( ) (10)
De esta manera
W= 7970 k b ky 7970 . 1 1\ 16k K(3)(10)10
=) 2T ( r) 6370 (6370 7970) ~ 507689

~ 6(10)° = 600 000 Km — Kg

63. Un mddulo espacial pesa 15 toneladas en la superficie terrestre, ¢cuanto trabajo requiere el
elevarlo a una altura de 800 millas?

a) 9000 b) 10 000 ¢) 10500 d) 11 000 e) 11 500
Respuesta b)

Por la ley de la gravitacién de Newton tenemos

15 = ——— = k = 240 000 000
(4000)2
Por lo cual
W= 4800 k i = kJ4800 _ 1 1 _ k
B e (4800 4000) = 24000

—————=10000 millas — ton
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UNIDAD 4.

MODELOS Y PREDICCION.

PROPOSITOS GENERALES.

e Concluira el estudio de la derivada y la integral, con la construccion de un modelo que las relacione
para hacer predicciones sobre el comportamiento de situaciones planteadas.

Una forma de explicar el crecimiento de la poblacion es a través de la ecuacion logistica, en 1798 Thomas
Malthus propone el modelo de la poblacién de la forma “la poblacion crece directamente proporcional a
poblacién presente”, en simbolos si P(t) es la poblacion en el tiempo t, entonces

dP(t)
dt

= kP(t)

En donde k es una constante, llamada constante de proporcionalidad. La solucién de este modelo no es
muy adecuada a largo plazo ya que entonces la poblacion creceria exponencialmente e indefinidamente,
por esta razén se buscoé y encontré otro modelo que fuera mas acorde a la experiencia cotidiana.

Un modelo mas completo estd basado en que la poblacion crece segun la razén de cambio de crecimiento
menos la razon de cambio de la mortalidad. Fue Pierre Francois Verhulst alrededor del afio 1838 quien
concibio el modelo

oot

En donde N es la capacidad de soporte, k velocidad de crecimiento

Llamado modelo logistico, siendo un mejor modelo, para el crecimiento de poblaciones, al de Thomas
Malthus llamado modelo exponencial, sin embargo, el modelo exponencial sirve para explicar varios
fendmenos de la naturaleza, que se veran mas adelante.

e Situaciones de variacién cuya rapidez de cambio se comporta como:

dP(t)
dt

= kP(t)

El modelo de Thomas Malthus, el modelo exponencial, funciona muy bien en una variedad de casos,
mostraremos algunos de ellos.

Crecimiento de poblaciones.

Supongamos que P (t) es el numero de individuos en el tiempo t, (pueden ser bacterias, insectos, ...)
que tienen indices de crecimiento y mortalidad constantes digamos « y £, por unidad de tiempo At,
entonces en esta unidad de tiempo ocurren aproximadamente aP (t)At nacimientos y SP(t)At
fallecimientos, por lo que el cambio de P(t) esta dado aproximadamente por

AP(t) = (a — B)P(t)At
En consecuencia
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dp_ AP _
dt  atso At

Endonde k = (@ — B).
Interés compuesto.

También encontramos que sirve de modelo en el calculo de los intereses cuando se ahorra una cantidad
A(t) (t en afios) a una tasa fija r y el interés es continuamente compuesto. Interés compuesto significa
que, durante un pequefio intervalo de tiempo AA = rA(t), por lo cual

da_ . BA_
dt  atsoAar

Desintegracion radiactiva.

En este caso suponemos que una sustancia radiactiva tiene N (t) atomos de cierto isotopo radiactivo
en el tiempo t. Se ha observado que una fraccion de estos atomos se desintegra en cada cierto lapso
de tiempo. De esta manera el nimero de atomos se comporta como una poblacién, con un indice
constante de mortalidad, claramente no ocurren nacimientos. La ecuacién que modela a N(t) es la
misma que

dp_ AP _
dt  atso At

Endonde k = (a — B),pero 8 > 0y a = 0, por lo que se obtiene

dN

—_ —_BN
dt B

El valor de 8 depende del isétopo en particular.

Eliminacion de medicamentos.

Un medicamento es eliminado una vez ingerido, principalmente por los rifiones, la dosificacién del
farmaco depende sobre todo de la funcion renal, supongamos que A(t) es la cantidad de cierto
medicamento en la sangre, medida por el exceso sobre su nivel natural, dismunuird de manera

proporcional a la cantidad excedente actual, es decir

dA A
dt

Enlaque A > 0. El parametro 4 se llama constante de eliminacién del medicamento.
Método de separacion de variables.

Primero definiremos lo que es una ecuacion diferencial.

Una ecuacion diferencial de primer orden es una ecuacioén para una funcién desconocida en términos
de su derivada.

Los ejemplos dados en la seccion anterior, también son ejemplos de ecuaciones diferenciales de primer
orden, ya que aparece solo la primera derivada de la funcién.

En el caso del interés compuesto, la ecuacion diferencial es:
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dA_ "
ac

En donde la “incognita” es la funcion A. La solucion es una funcién que cumpla con la ecuacion.
En general una ecuacion diferencial de primer orden es de la forma

dy
—=H
dx (x’y)

en donde la ecuacién se llama separable si H(x,y) se puede escribir como el producto de dos
funciones, una en funcion en la variable x, la segunda en funcion de la variable y, por ejemplo

dy
— = 8x?2
dx Y

Es separable, porque la funcién H es el producto de dos funciones una depende de x, y la otra de y.

Este tipo de ecuaciones se llaman separables, porque se pueden separar, es decir, en un miembro
s6lo aparece la variable x y en el otro la variable y, en el ejemplo anterior

d 1
d_z = 8x%y = ;dy = 8x%dx

en el lado izquierdo sélo aparece la variable x, en el lado derecho aparece sélo la variable y.

Debemos hacer dos observaciones, primero estas ecuaciones son las mas sencillas de resolver, pero
la facilidad depende de la naturaleza de las funciones, segundo la diferencial de la variable x, pareciera
que pas6 multiplicando, esto no es cierto, pero la equivalencia es verdadera, es decir

d
% =H(x,y) = dy = H(x,y)dx

es verdadero, pero decir dx esta dividiendo pasa multiplicando es falso.

Ejemplo.
Resuelve el problema con condicién inicial

Y _ _g ) =7
ax = % Y=
Solucidn. Primero separemos las variables
cd = —6xdx
y
Ahora integremos cada miembro
d
cd =—6 J xdx
y

In|y| = =3x% + ¢

Para encontrar el valor de la constante ¢, empleamos la condicion (llamada condicion inicial) como
y(0) = 7, podemos deducir y que cerca de cero es positiva por lo que In|y| = In y, entonces
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Iny = —3x2 + ¢ = y = e 3%"+¢ = f¢=3%
en donde A = e€ (sigue siendo una constante), ahora
y(0) = Ae 30" = fe® =4 =7
por lo que la solucién particular es:
y(x) = 7e*”
Ejemplo.
Encuentra una curva que pase por el punto (0, —6), de tal forma que la pendiente de la recta tangente

en cualquiera de sus puntos sea igual a la ordenada del punto mas 7 unidades.

Solucion. Sabemos que la pendiente de la recta tangente es la derivada de la funcion, llamemos por y
a la funcion que estamos buscando, por las condiciones del problema, podemos construir la ecuacion

dy
A 7
dx y+

para resolver la ecuacion, separemos las variables.

d
My
y+7
e integramos cada miembro.
dy J
——==|dx
y+7

Inly+7|=x+c
como pasa por el punto (0, —6), se obtiene

In[-64+7|=0+c¢
In|l]=0=c¢

La solucion particular es:
Inly+7|=x=y+7=e*=>y=e*-7
Condiciones iniciales aplicadas al modelo.
P(t) = Cekt
Hemos dado varios ejemplos en donde se utiliza el modelo
dP(t)

dt
primero resolveremos esta ecuacion y después daremos ejemplos en donde se utiliza este modelo.

= kP(¢)

Iniciamos separando las variables.
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dP(t)
P(t)

| “;”((Tt)) ~ | kat

In|P(T)| =kt +c

integramos ambos lados

despejamos P (t)
P(t) = gkt+c — ogktoc — Poekt

endonde P, = e€

Ejemplo.
Usted deposita $5000.00 pesos en una cuenta de inversidn con una tasa de interés del 5% compuesto
continuamente, ¢cuanto dinero tendra a los 10 afios?

Solucion. Como vimos en nuestra primera seccion la ecuacion diferencial, si A(t) denota la cantidad
de dinero en la cuenta al tiempo t, sera

dA—OOSA
dt

Cuya solucién es:
A(t) — AOeO.OSt — 5000t0.05t

Dentro de 10 afios tendra
A(10) = 5000%510) = 5000¢%° ~ 8249.6

Ejemplo.

El material radiactivo se desintegra a una razén proporcional a la cantidad presente. Si inicialmente hay
40 mg de material y al cabo de una hora se observa que ha perdido 8% de la cantidad inicial,
encuentra:

3. Lacantidad de masa en cualquier momento t.

4. Lamasa del material al cabo de 3 horas.

5. Eltiempo que transcurre hasta la desintegracion de la mitad de la cantidad inicial.

Solucién. 1. Por las condiciones del problema se tiene la ecuacion.

dy_

=k
ac Y

cuya soluciéon como hemos visto es:
y(t) = yoe*t = 40e**
ahoraparat = 1,y = 40 — 0.08(40) = 40 — 3.2 = 36.8, se cumple

36.8 = 40e*™M = 40e*
36.8
asi
y(t) — 408_0'0834t
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2.parat = 3, secumple
y(3) = 40e700834(3) ~ 31.15mg

3. Inicialmente tenemos 40 mg, la mitad es 20 mg por lo que debemos resolver

4'08_0'0834t =20

1
e—0:0834t — 5 = —0.0834t = In(0.5) =~ —0.6931
0.6931

t=0o0g3s ~ S3Lh

Ejemplo.
En 1987 la poblacién mundial era de 4.5 miles de millones de habitantes y después crecié a razon de
380 mil personas al dia. Suponiendo que son constantes los indices de natalidad y mortalidad, ¢para
cuando se puede esperar una poblacién mundial de 10 mil millones?
Solucién. Sabemos que la poblacion P, esta dada por

P(t) = Pye*t
como en t = 0, la poblacion es de 4.5 miles de millones, la poblacién la podemos escribir como:

P(t) = 4.5e*t

el hecho de que la poblacion este aumentando 380 mil personas al dia, es equivalente a 0.00038 mil
millones personas diarias en el momento en que t = 0, es decir

P’(0) = (0.00038)(365.25) ~ 0.1388

miles de millones al afio. A partir de la ecuacion

dP(t)
= kP(t
It ®)
se tendra
dP(0) 0.1388
— = kP(0) = 0.1388 = kP(0) = k = 7o~ 0.03

la poblacion crecié a razén de 3% en 1987. Ahora para saber en cuanto tiempo habra 10 mil millones
resolvamos la ecuacién

456003t = 10
10

0.03t = —~ ~ 227
¢ 45

0.03t = In (2.22) ~ 0.798

Ejemplo.

El &cido Valproic es un medicamento que se emplea para controlar la epilepsia, su vida media en el
cuerpo humano es de unas 15 horas.

a) Utiliza la vida media para encontrar la constante k de la ecuacion diferencial d—f = —kQ.

b) ¢A qué hora quedara 10% de la dosis original?

Solucion.
a) Como sabemos la solucion de la ecuacion es Q(t) = Qe "¢, en 15 horas habra la mitad de
medicamento por lo que se tiene
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0.5Q, = Qpe~15¢
0.5 = ¢~ 15k

—15k = In(0.5) ~ —0.6931

0.6931
k =

=~ (0.0462
15

b) Para encontrar el tiempo cuando haya 10% de la dosis original, sustituimos 0.1Q, por la cantidad
restante, Q y despejamos el tiempo ¢

01Q0 — Qoe—0.0462t

0.1= e—0.04-62t

—0.0462t = In(0.1) ~ —2.3026

L 2.3026 10.84 B
T 00462

Habra un 10% del medicamento en el cuerpo después de casi 50 horas.

Ejemplo.

Suponga que la tasa de crecimiento es proporcional al tamafio de la poblacion, emplea los datos de la
tabla siguiente para modelar la poblaciéon del mundo en el siglo XX ;Cual es la tasa relativa de
crecimiento?

Solucién. Analizando la tabla, elegimos t = 0 para el afio 1900, de esta manera la poblacion P(t)
esta dada en millones de personas y P(0) = 1650.

afio 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 1996

Pr%b”'jrf;os" 1650 | 1750 | 1860 | 2070 | 2300 | 2520 | 3020 | 3700 | 4450 | 5300 | 5770

Como suponemos que la tasa de crecimiento es proporcional al tamafio de la poblacion, tenemos el

problema con valor inicial
dp

— = kP P(0) = 1650
T (0)

Como hemos visto la solucion es:
P(t) = 1650e*t

Para calcular el valor de k, elegimos cualquier valor de la poblacion, por ejemplo en t = 10, la
poblacion era de 1750 millones

P(10) = 1650e'%% = 1750

10k = In (1.06) ~ 0.0583

k = 0.00583
La tasa relativa de crecimiento es alrededor de 6%.
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UNIDAD 4.
MODELOS Y PREDICCION.

TABLA DE ESPECIFICACIONES

Unidad 4. MODELOS Y PREDICCION. | 12 horas

Propdsito:
Al finalizar la unidad el alumno:

¢ Concluira el estudio de la derivada y la integral, con la construccion de un modelo que las relacione para

hacer predicciones sobre el comportamiento de situaciones planteadas.

Tema Aprendizaje 1 Niveles CZogmtlvos >

e Situaciones de variacién cuya e |dentifica que cuando la 1,2 3,4 5

rapidez de cambio se comporta rapidez de cambio de una
como: funcién es proporcional a la
misma, se puede modelar a
dP(t) kP través de la ecuacion
at dP(t)
T kP(t)

o Modelo de separacion de variables. | ¢ Emplea el método de 6,7,
separacion de variables para 8,9
resolver la ecuacién

dP(t)
Fr kP(t)
y lo aplica en algunos
ejemplos.
¢ Identifica que la solucion 10, 17,
general del modelo P(t) = 1", 18,
Ce*t es una familia de 12, 19,
funciones definida por los 13, 20,
¢ Condiciones iniciales aplicadas al valores de C. 14, 21,
modelo 15 22,
e Considera las condiciones 23,
P(t) = Ce*t iniciales para obtener una 24,
solucion particular que 25,
representa a la situacion dada 26,
y llega a un modelo del tipo 3573
_ kt 29,
p(t) = Pye 30
o Utiliza el modelo para hacer 31
predicciones sobre el
comportamiento general y
puntual de la situacién.
 Distingue la diferencia en el
comportamiento del modelo
p(t) = Pye*t dependiendo
del signo de k y lo que esto
significa en las situaciones
modeladas.
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e Reconoce la importancia del.
Modelo
p(t) = Pyet
ESTUDIO DE LA ECUACION
dP(t)
T kP(t)
POR METODOS NUMERICOS.

Esta ecuacion diferencial se emplea como modelo de varias situaciones en las cuales la rapidez de cambio
de una funcion es proporcional a si misma, por ejemplo en interes continuo, crecimiento de poblaciones,
decaimiento radioactivo, entre otras, es un modelo de ecuaciones diferenciales que se le pueden ir
afadiendo condiciones y asi tener una ecuacién mas completa, una ecuacién que representa mejor al
fendmeno que se este estudiando.

Estudio de la ecuacién, encontrando su solucién sin emplear los métodos de las ecuaciones diferenciales.

dF -

at
Esta ecuacion diferencial fue estudiada por primera vez por Robert Malthus en 1798 en un ensayo sobre E/
principio de la Poblacion y se baso principalmente en las estadisticas de las que disponia en esa época. La
conclusion a la que llega Malthus es que la poblacion crece de manera geométrica, mientras que los
alimentos los hacen de forma aritmética y que obviamente esta forma de crecimiento nos llevaré al colapso.

Hipdtesis de Malthus: la poblacion crece de manera constante, es decir si una poblacion tiene
100000 habitantes y crece a un 2%, es decir, al cabo de un afio habra 102000 habitantes, entonces en 10
afos tendra 121900 habitantes.

Malthus denota por Py, Py, P, -++, P, al nimero de individuos en una poblacion, en los tiempos
to, t1, -, t,, respectivamente, denota por h a la diferencia t;,; — t;, que claramente es el tiempo que
trascurre entre dos mediciones, ademas utiliza las letras b y d para las respectivas tasas de natalidad y
mortandad, asi la tasa de crecimientoes ¢ = b — d.

En notacién matematica se tiene la relacion siguiente:

P.., — P
% = cP,
despejando P; . 1, tendremos

Pi+1 = ChPi + Pi = (1 + Ch)Pi

para todo i, esta forma de presentar a la sucesion P;, se llama forma recursiva y nos da pauta a tener todos
los elementos P;, en este caso de la poblacion, de la forma siguiente (recuerda la actividad que se hizo en
la unidad 1, para el modelo exponencial);

hacemos i = 0, de la ultima igualdad, y vamos incrementando en uno el valor de i.

P1 = (1 + hC)PO

PZ = (1+hC)P1 = (1+hC)(1+hC)PO = (1+hC)2P0

P3 = (1 + hC)PZ = (1 + hc)(l + hC)ZPO = (1 + hC)3P0
Es claro que

P, = (1 + ho)"P,
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recordemos que:
lim P, =Py lim(1+hc)" =e
n—-oo

n—-oo
con lo cual se obtiene el modelo continuo de Malthus, al tender n al infinito.
P(t) = Pe‘t

Recordemos las graficas de las funciones exponenciales.

p Pzpoect P
P = Pye‘t
__/PO Po\__
c>0 t c<0 t

Cuando t crece y ¢ > 0, la poblacion crece al infinito, si ¢ < 0, entonces la poblacion tiende a cero, es
decir, nos extinguiremos. Esta conclusion fue la conclusion de Malthus.

SOLUCION DE LA ECUACION EMPLEANDO METODOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES.

Estudio de la ecuacién, encontrando su solucién empleando los métodos de las ecuaciones diferenciales.

dF LF

dt
Supongamos que existe una poblacion P en donde no hay emigracién ni inmigracion. La rapidez con la que
crece la poblacion es proporcional al tamafio de la poblacion. Sila poblacion tiene una tasa de crecimiento
del 2% continuo, entonces describe cdmo crece la poblacién en el transcurso de los arios.

Solucion:
Observa que
Tasa de crecimiento de la poblacion = 2% de la poblacion actual.
En simbolos
d—P = 0.02P
ac

esta ecuacion diferencial, es de variables separables, es decir, se puede escribir de un lado una variable y
del otro lado la otra variable, en este caso, escribiremos del lado izquierdo la variable dependiente Py del
lado derecho a la variable independiente ¢.

ap 0.02P ap 0.02dt
— =0. o —=0.
dt P

(enfatizamos que la diferencial de t (dt), no pasé multiplicando del lado derecho, la doble implicacién es
cierta, pero no por ese motivo)
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Ahora integrando ambos lados

dp
Jth = J 0.02dt & In|P| = 0.02t + ¢

P(t) = e002t+c = gcg002t — (o0.02t

donde C = e®, para encontrar este valor de C, evaluemos la funciénent = 0,
P(0) = Ce®020) = ¢

por lo general, se denota a P(0) = P, y se llama poblacion inicial (en general condicién inicial), de esta
manera la solucién de la ecuacion diferencial es:

P(t) = Ppe®02t

como el exponente es 0.02t es positivo, la funcion exponencial crece indeterminadamente, es decir, en
algiin momento no habra espacio para los miembros de esta poblacién.

Propongamos una solucion al modelo planteado.

Ejemplo: Supongamos que una cantidad P, se deposita en una cuenta de ahorros en donde el interés es
compuesto de forma continua al 3.5% por afo. Es decir, el saldo P crece a la tasa dada por

ap = 0.035P
dt

a) Encuentra la funcién que satisface a la ecuacién. Relacionar con P, y 0.035.
b) Suponte que inviertes inicialmente $100.00 pesos. ¢ Cual es el saldo después de un afio?
c) ¢Después de qué tiempo se duplicara la cifra de $100?

Solucion:

a) suponemos que no sabemos resolver ecuaciones de este tipo, pero en un primer momento se
observa que 0.035 es una constante y las constantes en derivadas o integrales, se pueden
manejar “arbitrariamente”, asi que observamos la ecuacion

dP p

dat
juna funcion que al derivarla es ella mismaj, recordamos la primera unidad de este curso, donde
aprendimos que la funcién exponencial tiene esta propiedad, asi que, en un primer momento,

sabemos que la funcion P que estamos buscando es una funcion exponencial, proponemos
P(t) =et

ahora sélo debemos adecuarla para obtener la constante 0.035, recordando al regla de la cadena,
la funcién buscada es

P(t) — e0.035t
pero la funcion en general debe ser del tipo

P(t) — keo.035t

para encontrar el valor de k evaluamos la funcién en t = 0, asi obtenemos
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P(O) = ke0035(0) — [

a P(0) se le conoce con el nombre de condicidn inicial, que en este caso es Py, la solucién
particualr es:
P(t) — POeO.035t
b) En este caso particular, tenemos
P(t) = 100e%035¢
después de un afio, se tendra
P(1) = 100e%93*M ~ 103.56

c) Queremos encontrar el valor de ¢ en la cual

100e%935t = 200

£0:035t — o
0.035t = In2
t = In2 19.8
T 0035

Para duplicar la inversion inicial debe transcurrir alrededor de 20 afios.

Como se ha visto el modelo de Malthus sobre el crecimiento de poblaciones estaba (y sigue estando) mal,
por no considerar algunas variables importante en el crecimiento de poblaciones, antes de continuar
haciendo mas exacto este modelo, se sugiere que el alumno realice algunas actividades acerca de este
modelo.

En general cuando se quiere modelar un “crecimiento natural” de, por ejemplo, una poblacién con una
cantidad P (t) de personas o animales (bacterias, moléculas, dinero u otra entidad) en el instante ¢, y esta
poblacién crece directamente proporcional a la cantidad presente, esta poblacion satisface la ecuacién

ar

— = kP
dt

En donde P es la poblacion a determinar y k es la constante de proporcionalidad.

Esta ecuacion, es una ecuacion llamada de variables separables, asi se tiene

dp—kP=>dP—kdt
dt P

[E
v _

11’1|P| = kt+C = P = ekt+C — eCekt =Poekt

Integrando en ambos lados, se obtiene
Asi

En donde e = P, se conoce como condicion inicial, de esta forma, la ecuacion

dpP . 'y
P kP tiene como solucion P(t) = Pyekt
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS.

SOBRE POBLACIONES.

1.

La poblacién en una ciudad tiende a crecer a una tasa proporcional al tamafio de la poblacién. Asi
podemos representar el tamafio de la poblacion mediante el modelo exponencial.
P(t) = 180e°°13t donde t es el nimero de afios desde 1960 y P(t) es la poblacion en
millones. ¢ Cudl sera la poblacién en esa ciudad en el afio 20057

a) 300 b) 323 ¢) 350 d) 390 e)410.2
Respuesta b)

El afio inicial es 1960, para el afio 2005 han transcurrido 45 afios, evaluamos P(t) con t = 45,
asi obtenemos el resultado

P(45) = 180e%013(#5) = 180¢%-585 ~ 323.09

La tasa de crecimiento natural de una poblacidn de cierta ciudad es proporcional a la poblacion
misma. Si ésta se incrementa de 40 000 a 60 000 habitantes en 40 afios, ¢ cuanto llegara a ser de
80 000 habitantes?

a) 68.63 b) 70.34 €)75.42 d) 79.99 e) 81.21
Respuesta a)

Nos preguntan el tiempo en qué la poblacién crecera a 80 000 habitantes. El modelo matematico
es del tipo P(t) = Pye** Inicialmente habia 40 000 habitantes y en 40 afios aumenta a 60 000,
esto quiere decir que

__ 60000 _ 3

P(t) = 40 000e*t y P(40) = 40 000e*°% = 60 000 = %0k = —— ==
40 000 2

3 1 3
40k = In (5) —k=—In (E) ~ 0.0101

Nuestro modelo toma la forma
ahora de

P(t) = 40 000£%0101t = 80 000 = %0101t = 2 = 0.0101¢t = In(2)
In(2)

= 0.0101 ~ 68.63 anos

Un cultivo de bacterias crece con una rapidez proporcional a la cantidad presente. Si hay 1 000
bacterias inicialmente, y la cantidad se duplica en 1 hora, ¢ cuantas bacterias habra en 3 % horas?

a) 10 000 b) 10525 ) 11200 d) 11312 e) 12425
Respuesta d)

La condici6n inicial nos indica que nuestro modelo es del tipo
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P(t) = 1000e*t
ent = 1, se duplica la poblacién, entonces
P(t) =1000e* =2000 = ef =2=k =1n(2) = 0.6931
de esta manera nuestro modelo toma la forma
P(t) = 1 00006931t
ahora, sélo tenemos que evaluar a la funcién anteriorent = 3.5
P(3.5) = 1 000e9693135) = 1 000242585 ~ 11 311.84

habra aproximadamente 11 312 bacterias.

Una cierta clase de pajaros esta en peligro de extincion. Se estima que unicamente 900 de esas
criaturas viven todavia. Hace cinco afios se estimaba que la poblacion era de 1 200. Los expertos
aseguran que una vez que la poblacién descienda a 200, la situacién de los pajaros sera
irreversible. ¢ En cuantos afios pasaréa esto?

a) 2 b) 15 ) 203 d) 25.34 e) 26.16

Respuesta e)
Como hay 900 pajaros al inicio del estudio, nuestro modelo es de la forma P(t) = 900e*t como
hace 5 afios habia 1 200 de estos pajaros, entonces

P(-=5) =900e7 %% = 1200 = -5k—1200—4:> 5k =1 (4)
- ouve = ¢ TT900 3 -3
Por lo tanto
k= 11 4 0.0575
= 5“(3)~ '

Los pajaros no tienen salvacion cuando haya 200, esto quiere decir que

200 2
900 —0.0575t — 200 = —0.0575 — —
¢ , € ,900 9
—0.0575¢ = In(=) =t = — In(Z) ~ 26.16 ai
n (9) = 0.0575 " (9) anos

Un cierto cultivo donde la tasa de crecimiento bacterial es proporcional a la cantidad presente, el
numero se triplica en 3 horas. Si después de 12 horas hay 10 millones de bacterias, ;cuantas
bacterias habia inicialmente?

a) 1000 b) 10000 ¢) 100 000 d) 123457  e) 234567
Respuesta d)
Sabemos que la poblacion de bacterias se comporta segun la funcion P(t) = Pye*t ademas que

P(3) = Pye3* = 3P, de aqui e3* = 3. Se nos dice que después de 12 horas hay 10 millones
de bacterias y nos preguntan por la poblacion inicial, esto se traduce en
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P(12) = Pye'?k = Po(e3k)4 = P,(3)* = 81P, = 10 000 000
Por lo tanto
10000 000

= = 123456.7901
0 81

La poblacién inicial es aproximadamente de 123457 bacterias

6. Una ciudad tenia una poblacion de 25 000 habitantes en 1970 y una poblacién de habitantes de
30 000 en 1980. Suponte que su poblacién continla creciendo de manera exponencial con una
razén constante ¢ Qué poblacion esperan los planificadores de esta ciudad en el afio de 20107

a)51840 b) 52673 ) 61023 d) 68734 ) 70123
Respuesta a)

Tomemos t = 0 para el afio de 1970, nuestro modelo es de la forma P(t) = 25 000e*¢, ahora
para el afio 1980 (han pasado 10 afios, es decir t = 10) habia 30 000 habitantes, en simbolos

30000 6

~ 25000 5

P(10) = 25 000e% =30 000 = ek

Para el afio 2010, habran transcurrido 40 afios, asi calculamos a la poblacion para t = 40.

6 4
P(40) = 25 000e*°% = 25 ooo(elok)4 = 25000 (5) = 51840

Asi los planificadores esperan 51840 habitantes

7. Una ciudad tiene una poblacion fija de 10 000 personas. El 1° de enero, 1 000 enferman de gripe;
el primero de abril, 2 000 personas estan enfermas. Suponte que la tasa de crecimiento del nimero
P(t) de personas enfermas de gripe es proporcional al nimero de personas que no lo estan
¢ Cuantas personas estan enfermas el primero de octubre?

a) 2100 b) 3296 c) 3567 d) 4324 e) 4673
Respuesta b)

Supongamos que el tiempo t transcurre en meses y para el 1° de enero hacemos t = 0, nuestro
modelo toma la forma

P(t) = 10 000 — 9 000e**
Ya que la tasa de crecimiento del numero de personas enfermas de gripe es proporcional al
nimero de personas que no lo estan. Asi, para el 1° de abril han transcurrido 4 meses, es decir
t = 4, porlo cual

8000 8

_ _ 4k _ — otk — °
P(4) =10000—9000e 2000 =>e¢ 50009

Ahora, para calcular el numero de infectados el 1° de octubre (t = 10), realizamos las
operaciones siguientes:

P(10) = 10 000 — 9 000e'%* = 10 000 — 9 000(e4k)10/4'
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5
8\3
=10 000 — 9 000 (5) ~ 3295.58.

Habréa aproximadamente 3296 personas con gripe.

8. Una poblacion de bacterias crece a una razon proporcional a su magnitud. Al inicio era de 10 000
y después de 10 dias de 24 000. ¢ cuél sera la poblacion después de 25 dias?

a) 15000 b) 16000 ¢) 50000 d) 83456 ) 89234
Respuesta e)

En nuestro modelo P(t) = 10 000e*¢ con el tiempo t en dias, nos indica el problema que
después de 10 dias la poblacién era de 24 000, en simbolos

24000
10000

P(10) = 10 000e'% = 24 000 = 10k 2.4

la poblacion en 25 dias sera

25/10

P(25) = 10 000e25% = 10 000( 1) =10 000(2.4)5/% ~ 89234

Concluimos que en 25 dias habra aproximadamente 89 234 bacterias.

9. La poblacion de cierto pais crece al 3.2% anual; es decir, si al comenzar un afio su poblacion es
de es A individuos, al final del afio sera de 1.032 A. Suponiendo que ahora es de 4.5 millones de
habitantes, ¢ cual sera el nimero de habitantes al finalizar el 2° afio?

a) 4 milloes b) 4.797 millones ¢) 4.987 millones
d) 5.012 millones e) 5.234 millones
Respuesta b)

Con los datos proporcionados, se tiene
P(t) = 4.5¢%032¢
En donde t esta dado en afios, al finalizar el 2° afio habra

P(2) = 4.5 e%932(2) = 450064 ~ 4,797 millones de habitantes

PROBLEMAS DE DECAIMIENTO RADIACTIVO.

Cuando se trata de elementos radioactivos, se considera una muestra de material que contiene
un numero digamos N (t), de atomos de cierto isétopo radioactivo. En muchos experimentos se
ha observado que una fraccion constante de estos atomos radioactivos decaen de manera
espontanea en cada intervalo de tiempo, es decir la muestra se comporta como una poblacién en
donde sélo hay mortandad sin nacimientos, un modelo para N (t) es:
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dN LN
dt

Esta ecuacion diferencial, se resuelve de la manea tipica

an kN aN kdt
- == - — =
dt N

Con k > 0, Integrando ambos lados
In(N) = —kt+c
Por lo tanto
N(t) — e—kt+c — Noe—kt

En donde Ny = e€ = N(0), es el nimero de atomos radioactivos del isotopo original presentes
en la muestra en el tiempo t = 0.

La constante k llamada constante de decaimiento depende del is6topo particular en cuestion, esta
constante esta relacionada con otro parametro llamado la vida media T de una muestra de un
isotopo radioactivo es el tiempo necesario para que la mitad de esa muestra decaiga. La relacién
entre k y T se puede determinar mediante la relacion siguiente:

Parat = 1, se tiene
N, 1
N(t) = Nye ¥ = —20 = ekt = 3

Por lo tanto

(D1 1)@
T‘“(z) t= kn<2)_ K

Podemos hacer la observacion que el valor de T sélo depende de k y por lo tanto sélo depende
del isétopo radiactivo en cuestion. No depende de la cantidad de isétopo presente.

Ejemplo.

Un espécimen de carbén de lefia encontrado en Stonehenge contiene 63% de C — 14 con
respecto de una muestra de carbon actual. ;Cual es la edad de la muestra?

Solucion.

Primero, consideremos que T = 0 (en afios) como el instante de la muerte del arbol de donde se
hizo el camb6n, entonces se tiene
In (2)

T

k

Como la vida media del C —14 es de 5750 afios, entonces

@ _In@)

= ~ 0.0001205
T 5750

Ademas N = 0.63N, en el momento actual, asi tenemos la ecuacién a resolver

0.63N, = Noe‘°'°°°12°5t = —0.0001205¢t = 1n (0.63)
Asi
In(0.63)

= —m ~ 3834.31 anos
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10.

En consecuencia, la muestra de carbon tiene una antigiiedad aproximada de 3834 afios.

Suponte que habia 150 g de carbono - 14 en un organismo cuando éste estaba vivo, hace
aproximadamente 10 000 afios. ;Cuanto carbono - 14 queda actualmente, si se sabe que su
semivida es de 5750 afios?

a) 30 gramos  b) 35 gramos ¢)40 gramos  d) 45 gramos e) 50 gramos

Respuesta d)
Sabemos que T = 5750, entonces k = 1:7(520) ~ 0.0001205, en natural suponer que el tiempo
inicial t = 0, hace 10 000 afios, asi nuestro modelo es de la forma

N(t) — 15080'0001205t
Actualmente queda

N(10 000) = 150¢~0-0001205(10000) ~ 44 954 gramos

Aproximadamente 45 gramos.

1.

Suponte que habia 20 gramos de carbono - 14 en un organismo que sobrevivio hace 2 500 afios.
¢ Cuantos gramos de carbono - 14 habia en el organismo cuando estaba vivo?

a) 10 b) 12 c)13.34 d) 14.1 e) 14.8
Respuesta e)
Nos preguntan por la cantidad que habia cuando el organismo estaba vivo, sabemos que
N(t) = Noeo.0001205t
Quedan 20 gramos después de 2500 afios, en simbolos
N(2500) = Noeo.0001205(2500) = N,e030125 = 20 = N, = 20e~0-30125 ~ 14,7979

Habia aproximadamente 14.8 gramos.

12.

Suponte que sabemos que habia 180 gramos de carbono - 14 en un organismo cuando estaba
vivo, y Unicamente quedan 25 gramos actualmente. ;Hace cuanto tiempo vivié el organismo?

a) 16100 b) 16 382 c) 17432 d) 17893 e) 18000
Respuesta b)

En este problema nos preguntan por el tiempo ¢, con 180 gramos de Carbono 14 (C — 14) al
inicio, de esta manera el modelo es de la forma

N(t) — 1808_0'0001205t

Como quedan 25 gramos de C — 14, entonces

1806_0'0001205t =25 = e—0.0001205t — fTi) =0.13889
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Por lo que
0.0001205¢ = In(0.13889) =t In(0-13889) 25535
n 0.0001205

El tiempo es de 16 382 afios.

13. Si 86.2 gramos de carbono - 14 estaban presentes en un organismo cuando éste estaba vivo, y
actualmente quedan presentes 38.7 gramos ¢ Hace cuanto tiempo vivié el organismo?

a) 4000 b) 5000 ¢) 6600 d) 6630 e) 6645
Respuesta e)

Nuestro modelo es de la forma
N(t) — 86.26_0'0001205t

Hay 38.7 gramos actualmente, entonces

86 26_0'0001205t =387 = e—0.0001205t — 38.7 = 0.449
' ' 86.2 '
Por lo tanto
0.0001205t = In(0.449) t In(0.449) 6 645.08
—0. = . St=——"—=x .
n 0.0001205

El organismo vivio aproximadamente hace 6 645 afos.

14. La semivida del radio es de 1 690 afios. Si queda el 10% de una cantidad original de radio, ;,cuanto
tiempo hace que este radio se cre6?

a) 5614 b) 5890 ) 6023 d) 6132 e) 6242
Respuesta a)

Primero calculamos el valor de la constante de proporcionalidad k, nos basamos en la relacién
que hay entre el valorde T y k.

In (2)

=690 0.0004101

De esta manera nuestro modelo toma la forma
N(t) — Noe—0.0004-101t

10% de una cantidad N, se representa por (0.1) Ny, por lo que queremos encontrar el valor del
tiempo t tal que

Noe—0.0004-101t — OlNO = e—0.0004101t — 01
Por lo tanto

0.0004101¢ = In(0.1) = ¢ _InOD 469 ai
n 0.0004101 anos
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15.

¢ Qué porcion de un gramo de carbono 14 se tendra después de 3 000 afios?
a) 0.2 gr. b)0.3 gr. c) 0.7 gr. d) 0.8 gr. e) 0.9 gr.
Respuesta ¢)

El valor de la constante k para el C — 14 es de k = 0.0001205, por lo que nuestra funcion
toma la forma

N(t) — Noe—0.0001205t
Nos indican que hay 1 gramo de C — 14 en un tiempo de 3 000 afios, en simbolos
N(S 000) — Noe—0.0001205(3 000) — e—0.3615 ~ 0.69663

Asi que habra aproximadamente 0.7 gramos.

16.

Si el 20% de un elemento radioactivo desaparece en un afio, calcula la semivida.
a) 1 ahno b) 2.3 afios c) 3 afios d) 3.1 afios e) 3.5 afios
Respuesta d)

20% de un elemento radiactivo desaparece, quiere decir que el 80% de este material radiactivo
permanece aun, esto sucede en un afio, por esta razdn se tiene el modelo

N(1) = Nye™* = 08N, = e * =08
Por lo tanto

—k =1In(0.8) = k = —In (0.8) ~ 0.22314
Recordemos que la relacién entre la semivida 7 y la constante de proporcionalidad k es:

~In(2 (@
k022314

~ 3.106

Asi la semivida del elemento es de 3.1 afios

17.

De una tumba africana se extrajo pelo humano que contenia sélo 51% del carbono - 14 del tejido
viviente  Cuando fue sepultado el cuerpo?

a) 5000 b) 5 588 ¢) 5800 d) 6100 e) 6250
Respuesta b)

Permanece el 51% de C — 14 asi se tiene

N(t) — Noe—0.0001205t — 051NO
Por lo cual

e~00001205t = 0 51 = —0.0001205¢ = In (0.51)
De esta forma
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In(0.51)

= ~0.0001205 ~ > °8792

El cuerpo fue enterrado aproximadamente hace 5 588 afios

18. La semivida del Estroncio 90 (%°Sr) es de 25 afios. Esto significa que la mitad de cualquier cantidad
dada de Sr se desintegra en 25 afios. La masa restante después de 40 afios, correcta hasta el
miligramo més cercano es:

a)2.468 b)3.749 )5.172 d) 6.284 e) 7.916
Respuesta e)
La relacion entre la semivida 7 y la constante de proporcionalidad k como sabemos es:
~In(2)
Tk
En este caso T = 25, asi
k= In (2) 0.02773
25
nuestro modelo es de la forma
N(t) — 246_0'02773t
Calculemos lamasa N en t = 40.
N(40) = 24e7002773(20) ~ 7916 mg
19. Un is6topo de sodio - 24 (*Na) tiene una semivida de 15 horas. Una muestra de este isétopo tiene

una masa de 2g. La cantidad que queda después de 60 horas es:
a)0.125 gr b) 0.150 gr c)0.175 gr d) 0.345 gr e) 0.562 gr
Respuesta a)

La relacion entre la semivida 7 y la constante de proporcionalidad esta dada por

In (2)
T =

k
Asi, tendremos

In (2) In(2)
15 = P =k = 15

Asi, nuestro modelo toma la forma

~ (0.0462

N(t) = 2t700462t y N(60) = 2¢700462(60) ~ 0,125 gramos

PROBLEMAS INTERES COMPUESTO CONTINUO

Consideremos una cuenta de ahorro que se abre con un depdsito inicial de P, pesos y que obtiene
un interés con una tasa anual . Si existen P(t) pesos en la cuenta en el instante t y el interés
es compuesto en el instante t + At, esto significa que se suman rP (t)At pesos de interés a la
cuenta en ese instante. Asi
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20.

P(t + At) = P(t) + rP(t)At

Por lo que
AP P(t+At) —P(t)
E = At = T'P(t)

El interés compuesto continuo surge de considerar el limite cuando At — 0, de esta manera, se

tiene la ecuacion
dP

—=7rP
ac |
Esta ecuacion diferencial, ya la hemos resuelto y tiene como solucion a la funcién

P(t) = Poert
Ejemplo.
Si se prestan $5000.00 pesos a una tasa de interés del 12% anual compuesto continuamente y el
préstamo va a ser reembolsado en un pago final de un afio, ;cuanto debe reembolsar el
prestatario?
Solucion.
Llamemos P al monto que se va a reembolsar, como P, = 5000, = 0.12 y t = 1 nuestro
modelo toma la forma

P =5000e%1? ~ 5637.4842

Asi debe de reembolsar $5 637.50

Supongamos que se depositan $ 1000, con un interés compuesto continuo anual del 8% ¢.cuél es
su balance final. ¢Cuanto gana de intereses después de 5 afios?

a) $100.65 b) $203.45 ¢) 350 d) 491.8 e) 502.25
Respuesta d)

En este caso, tenemos r = 0.08,t = 5, P, = 1 000, asi nuestro modelo toma la forma
P(5) = 1000e°%85) ~ 1491.8246

Como invirtié $1 000.00 inicialmente y recibe $1 491.80 al final, ha ganado $ 491.80

21.

Descubres en el "cuarto de chacharas" un libro vencido de la biblioteca por el que tu tatarabuelo
debe una multa de 30 centavos exactamente hace 100 afios. Si la multa vencida crece de manera
exponencial a una tasa de interés compuesta continua anual de 5% ¢,cuanto tendria que pagar si
regresara el dia de hoy?

)$10.25 b) $15.90 ¢) $20.50 d) 40.65 e) $44.52

Respuesta e)
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El tiempo es de 100 afios, t = 100, la multa es de treinta centavos Py = 0.3 y la tasa de interés
del 5%, es decir r = 0.05, asi nuestro modelo toma la forma

P(100) = 0.3¢905(100) ~ 445239

Asi el tatarabuelo deberia pagar $44.52 pesos

22. Al nacer su primer hijo una pareja deposita $ 5000 en una cuenta de ahorros que paga un interés
anual compuesto continuo del 6%, con acumulacién de intereses ¢Cuanto dinero habra en la
cuenta cuando el hijo tenga 18 afios?

a) $13 250.2 b) $14 723.4 ¢)$15356.1 d)$20345.3 e)$25123

Respuesta b)

En este problema tenemos P, = 5 000, = 0.06,t = 18, asi nuestro modelo toma la forma
P(18) = 5000e%°°(18) ~ 14 723.39776

El hijo tendra aproximadamente $14 723.40

23. Se depositan $ 875 en un banco 4 cuanto se tendra al cabo de dos afios si el interés es de 9.5% y
se capitaliza continuamente?

a) $950.35 b) $990.25 ¢) $1020.70 d)$1058.10 €)$1100.2
Respuesta d)
En este caso se tiene Py = 875,t = 2,7 = 0.095, asi se tiene
P(2) = 875e%995(2) ~ 1 058.093
Se tendra $1 058.10
24. Si depositamos una contidad P, pesos al 8% de interés compuesto continuamente, ;en cuanto

tiempo se habraduplicado el capital depositado?
a) 2 afios b) 5 afios 3 mese c) 7 ainos 9 meses d)8 ainos 8 meses
e) 9 afios 1 mes
Respuesta d)
Nuestro modelo se puede escribir de la forma
P(t) = P,e®08t = 2p,

Por lo tanto

In(2
e%08t =2 = 0.08t =In(2) =t = % ~ 8.664 afos
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Asi, el capital inicial depositado se duplicara aproximadamente en 8 afios y 8 meses

25.

Pedro desea hacer un regalo a su hijo recién nacido, para cuando cumpla 10 afios, desea invertir
dinero en un certificado de deposito (CD). Se requiere que el CD tenga un valor de $ 120 000.00
¢ Cuanto debe de invertir si el CD paga 9% anual capitalizada continuamente?

a) 20 000 b)30245 c) 48788 d)53234  e) 60000
Respuesta ¢)

Supongamos que se invierte P, pesos, como el CD paga 9% continuamente, después de 10 afios
se tendra

120 000

0.09(10) _ e
Pye®°00) =120 000 = P, = ~005(10) 48 788 .36

26.

Siuna cantidad de dinero invertida se duplica en 10 afios a interés continuo ¢ cuanto tiempo tardara
en triplicarse la cantidad inicial?

a) 10.3 afios b) 12.4 afios c) 14.6 afios d) 15.85 ailos  e) 20 afios
Respuesta d)
Nuestro modelo es la funcion P(t) = Pye*t, como la inversion se duplica a los 10 afios, entonces
Pyel% = 2P = e'% =2 = 10k = In (2)

_In(2)
10

asi

k

~ 0.0693147

Queremos el valor del tiempo t en donde la inversion inicial se triplique, asi se tiene

In(3)
P,e00693147t — 3p  — 00693147t = In(3) = t = ———— ~ 15.85 af
0€ 0 n(3) =1t =50693147¢ anos

La inversion se triplicara en 15.85 afios

27.

Suponga que el valor de cierta antigliedad se incrementa con el paso del tiempo y la tasa de
aumento de su valor, en cualquier momento, es proporcional a su valor en este tiempo. Si el valor
de la pieza era de $25 000 hace diez afios y su valor actual es de $35 000 ;en cuantos afios se
espera que su valor ascienda a los $50 000?

a) 10.6 afios b) 12 aios c¢) 13.7 afios d) 14.2 ahos. e) 15 aios
Respuesta a)
En este caso se tiene P, = 35 000, asi nuestro modelo es la forma

P(t) = 35 000ekt

Hace diez afios su valor era de $25 000, en simbolos
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5
P(—10) = 35000e~1% = 25000 = —10k = In (7)
k= ! 1 > 0.033547
~ 10 n(7) e

Queremos el tiempo t, tal que la pieza tenga un valor de 50 000, es decir.

10
35 000e%-033547t = 50 000 = 0.033547t = In (7)
Por lo tanto

b= — 1 (20 < 10,6004
_0.033547n<7>~ '

En 10.6 afios aproximadamente, |a pieza tendra un valor de $50 000 pesos

PROBLEMAS VARIOS

Contaminacion de lagos.

Consideremos a Q la cantidad total de contaminantes en un lago con volumen de agua V' en el tiempo ¢,
en el lago entra agua limpia y sale agua contaminada, supongamos que la misma cantidad de agua que
entra es la que sale con una rapidez r supongamos también que el agua que entra se mezcla
inmediatamente con el agua del lago.

Obtencion de la ecuacion diferencial.

Rapidez con que cambia Q = — rapidez con que salen los contaminantes

El signo menos representa que la contaminacion Q disminuye. En el tiempo t la concentracion de los
contaminantes es Q /V y el agua que contiene esta concentracion sale a una rapidez r. Asi

Rapidez con que salen contaminantes = — rapidez de salida (concentracion)= r%

Por lo que la ecuacion diferencial es

dq r
v
Separamos variables
d
Q_ T4
Q |4
integrando

Q(t) = Que ™V

28. El lago Erie tiene un volumen de 0.46 miles de km?3 y una salida r de 175 km3 /afio, ¢Cuanto
tardara el 90% de la contaminacion en eliminarse?

a) 2 ahos b) 3 aios c) 5 aios d) 6 afios e) 6.4 afios
Respuesta d)

En este caso tenemos
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r_17 0.38043
Vo o460

Asi que nuestro modelo para el tiempo t es:

Q(t) = Qe

El90% de la contaminacién sea eliminado, quiere decir que queda solo el 10% de ella, en simbolos

Q =0.1Q
De la ecuacion se tendra
In(0.1
Qoe %38 =0.10, = e 38 =01 =t =— 0(38) ~ 6.06 afios

Aproximadamente en 6 afios se tendra sélo un 10% de la contaminacion.

29. El lago Ontario tiene un volumen V de 1.6 km3 y una razén de salida r de 209 km?3/afio, el
tiempo que requiere para que el 80% de la contaminacién se elimine es de:

a) 10 afios 1 mes b) 11 afos 5 meses c) 12 afios
d) 12 afios 4 meses e) 13 afios
Respuesta d)
En este caso se tiene
r 209 013
V1600 ’

Nuestro modelo toma la forma

Q(t) = Qe 1%

Si queremos que se elimine el 80% de la contaminacion, entonces sélo quedara el 20%, de esta
forma se tiene

In(0.2
Qoe—0.13t =0.2Q, = e 013t — 02 =t = — 0(13) ~ 12.38 afos

Quedara el 20% de la contaminacion, a los 12 afios 4 meses.

ELIMINACION DE SUSTANCIAS.

La cantidad N de cierta sustancia en el torrente sanguineo del cuerpo humano, medida como el exceso
sobre el nivel natural de la sustancia en la sangre, disminuye proporcionalmente a dicho exceso, en

simbolos
dN B

— = —AN
dt

Como hemos resuelto esta ecuaciondiferencial, se tiene

N(t) = Nye
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En donde A es la constante de eliminacion de la sustanciay T = S es el tiempo de eliminacion.

30. Un hombre que no ha ingerido alcohol tiene un 0% de alcohol en sangre, supongamos que este

hombre ha ingerido alcohol y tiene una recuperacion de 2.5 horas. ¢cuanto tiempo tardara en
reducir la concentracion del exceso de alcohol en la sangre del 0.1% al 0.02%?

a) 1 hora  b) 2 horas c)3.4 horas d) 3.9 horas e) 4.02 horas
Respuesta e)

Para calcular la constante de eliminacion A, se despeja del tiempo de eliminacién,

T L A L ! 0.4
— = — = — = .
A T 25

Por lo tanto

N(t) = Noe_0'4t

Queremos el tiempo que tarda la concentracion de alcohol de pasar de 0.1% al 0.02%, en simbolos

0.1e 794t = 0.02 = 704 = 0= 0.2
Por lo tanto '
In(0.2)
—0.4t =1In(02) =>t=— 0z > 4.02 horas

31.

Una compafiia ha dejado de anunciar su camioneta. La compafia planea volver a anunciarla
cuando las ventas hayan disminuido al 75% de su tasa inicial. Si después de una semana sin
promocion, las ventas han disminuido a 95% de su tasa original, ;cuando esperaria la compafiia
volver a anunciarla?

a) 10 dias b) 15.3 dias c) 25.4 dias d) 30.7 dias e) 33.65 dias
Respuesta e)
Nuestro. Modelo es de la forma

S(t) = Sge ™M
Sabemos que

S(1) = Spe™* = 0.955, = e™* = 0.95 = 1 = —In (0.95) ~ 0.05129

Queremos

In(0.75
S(t) = 506_0'05129t = 07550 = 8_0'05129 = 075 =t = ( )

~0.05129 ~ 008

Por lo tanto, se espera volver a anunciarla en 33. 65 dias.
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DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES.
1. Laderivada de la funcion £ (x) = sen®(3x — 5) es:

a) sen®(3x — 5)(3) b) 3sen?(3x —5) c)3sen’(3x —5)(3)
d) cos3(3) e)%sen(?)x — 5)sen(6x — 10)

2. La ecuacion de la recta tangente a la funcién tangente en el punto (—g \/§)
es:
_ LAY V7 = cor? _r
a)y = tan (5) (x \/§) b) y — V3 = sec?(x) (x 3)

d)y:4x—i3£+\/§

3. La concentracion C en partes por millén, de un medicamento en el cuerpo
durante t horas después de la ingestién esta dada por la funcién C(t) =

10t%e~t. Encuentre el valor méximo de la concentracion y en donde se O
presenta. Q\ ¥

40
@)t=00 b)t=110 )t =240 d)t=2,— e)t=110¢"" o)

Sy ILLYWILVIN 30 YIRY

4, La ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion|y 952(;,‘2 M 1R\
punto (1,3) es: -'
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a)y = (3 +1n(27))x — In(27) b) y = 3x + In (27).
c)y=In(27)x +3 dy—3=x3"(x—1)
e)y—3=03*+x3*In(3))(x — 1).

LA INTEGRAL DEFINIDA.

5. El area del poligono indicado, inscrito es:

A
v

/yzx+1

P

3 5 7
a) 1 b) C) 2 d) -2- e) -i

2

6. El area de la region comprendida entre la parabola y = 4 — x2, y las recta

y = %x + 2 y las rectas verticales x = —1 y x = 1 (ver figura) se puede
calcular mediante:

a)A = L ‘(ox - Dax

b)A=j:‘l(%x+2)dx+f_ll(4—x2)dx
c)A:E(4—xﬂdx—£@x+2)dx
d)A:J:_i(4«x2)dx+£11(—;~x+2)dx
e)A=£(—i~x+z)dx—£(4-—x2)dx

7. Una particula se mueve en linea recta, s representa la distancia dirigida de

la particula desde el origen a los t segundos, v metros/segundo es la
velocidad de la particula a los t segundos y a metros/segundos? la
aceleracion. Con base en lo anterior ;cuél es la velocidad v sia = 40,v =
-10, cuando s = 57

a)v(t) =10 Dy v(t) =20t + 10 o) v(t) = 40.



d) v(t) = 40t e)v(t) =40t +5
LA INTEGRAL INDEFINIDA.

8. Laintegral
fxe"2 dx

1
a) xe*’ + ¢ b) e** + 2x%e* + ¢ C)Eexz +c

es:

d)x +e* +¢ e) eX” + 2x + c.

9. Elvalor de la integral
fxz sen(x)dx.

es:

a) — x? cos(x) + 2xsen(x) + 2 cos(x) + ¢

1
b) 2xsen(x) + x?cos(x)  ¢) — x? cos(x) + Exzsen(x) +c

1 1
d) §x3cos (x)+c e) §x3 —cos(x) +c¢

10. El volumen del sélido que forma la region delimitada por las graficas de las
funciones f(x) = x?y g(x) = 4x — x? al girarlas alrededor del eje x es:

(El volumen ¥ de un sélido de revolucion girada alrededor del eje x esta dada

porV = [ (f(x))2dx).
v A

4x — x?

32

yis b)1 e) 5"

|
e

S w

d2
)3



11.La tasa de crecimiento natural de una poblacion de cierta ciudad es
proporcional a la poblacion misma. Si ésta se incrementa de 40 000 a 60 000
habitantes en 40 afios, ¢ cuanto llegara a ser de 80 000 habitantes?

a)68.63  b)7034  c)7542  d)79.99  e)81.21

12. Pedro desea hacer un regalo a su hijo recién nacido, para cuando cumpla 10
arios, desea invertir dinero en un certificado de deposito (CD). Se requiere
que el CD tenga un valor de $ 120 000.00 ¢ Cuanto debe de invertir si el CD
paga 9% anual capitalizada continuamente?

a) 20 000 b)30245 ¢)48788 d)53234 e)60000

Escala:
Numem de Calificacion
aciertos
0-6 5
7 6
8 7
9 8
10 9
11-12 10

Elaboraron el examen.

Profesores:
Ortega Cruz Arcelia.
Hernandez Velasco Francisco Javier.



SOLUCION AL EXAMEN EXTRAORDINARIO.
DERIVADA DE FUNCIONES TRASCENDENTES.
1. Laderivada de la funcion f (x) = sen®(3x — 5) es:
a) sen®(3x — 5)(3) b) 3sen?(3x — 5) ¢)3sen?(3x — 5)(3)
d) cos®(3) e)-z-sen(3x — 5)sen(6x — 10)

Respuesta e)

f'(x) = 3sen?(3x — 5) cos(3x — 5) (3) = 9sen?(3x — 5) cos(3x — 5)
= 9sen(3x — 5)sen(3x — 5) cos(3x —5) = -zsen(Sx — 5)sen(6$c —10)

2. Laecuacion de la recta tangente a la funcion tangente en el punto (13'-, w/?) es:

a)y—tan( )(x—\/-) b)y~@=secz(x)(x—g) c)y=4x~%71
d)y=4x—i;z+\/§ e)y-«4x=-§-
Respuesta d)

Primero verificamos si el punto dado esté en la grafica de la funcion, con este fin, evaluamos a la

funcién en el punto dado
F(5) = tan(3) = 3

También pertenece al primer caso, calculemos la derivada general
I - 2 T 2 e 2 =
m(x) = f'(x) = sec (x)=>m(3)-—wc () (2)* =4

Aplicando la ecuacion de la recta punto pendiente, se tiene

an 41
y—\/§=4(x~-§) dx——=y=dx——+\3

3. La concentracion € en partes por milldén, de un medicamento en el cuerpo durante ¢ horas
después de la ingestion esta dada por la funcion C(t) = 10t%e~t. Encuentre el valor maximo
de la concentracion y en donde se presenta.

40
a)t=0,0 bt=110 ¢c)t=240 d)t=2,e—2- e)t=1,10e"?

Respuesta d)
Calculemos a la primera derivada

C'(t) =20te™t — 10t?e"t = 10te™t2 - t) =0 =t = 2



Ahora para determinar si el punto critico es un maximo o minimo, derivemos nuevamente a la
funcion C.
C”(t) = 20e~t — 20te™" — (20te™t — 10t%e™")
= 10e~t(—t% — 4t + 2)
Evaluamos el punto critico
C’(2) = 10e~2(—4 -8+ 2) = —100e™2 < 0
Entonces por el criterio de la segunda derivada hay un méximo en ¢ = 2, cuya imagen es

40

€(2) = 10(2)%e™? = —
e

4. Laecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion y = x3” en el punto (1,3) es:
a)y=0B+In@7)x—-1n(27)  b)y=3x+In(27). )y =In@27x +3
dy-3=x3"(x-1) e)y—3=(3%+x3"In(3))(x — 1).

Respuesta b)

Verifiquemos que el punto pertenece a la grafica de la funcion, £ (1) = 1(3') = 3, asi se verifica

que le punto pertenece a la grafica de la funcion, ahora, procedamos a calcular la pendiente de la

oo £(x) = 3% + x(39)In (3)

La pendiente la encontramos evaluando a la derivada en el punto dado
m=f(1)=3"+1(3")In(3) =3 +3In(3) =3 +1n (27)

Empleamos la ecuacion de la recta en su forma punto pendiente.

y—3=0B+I@N)x~1) = 3 +In@27))x —3 - In(27)

y = (3 +In(27))x — In(27)
LA INTEGRAL DEFINIDA.

5. El area del poligono indicado, inscrito es:

y‘k

Axi—l

v




Respuesta ¢)

Las bases de cada rectangulo tienen una longitud de 0.5, el poligono esta por debajo de la recta
con ecuacion y = x +1, los puntos que consideraremos para calcular las alturas de dichos

rectangulos son xo = 0,x4 = 0.5,x, = 1,x3 = 1.5, las alturas son respectivamente
f(0)=1,f(05) =15,f(1)=2,f(1.5) = 2.5 el area A del poligono es

7
A=05(1+15+2+4+25)=05(7)=35= 5

El &rea de la region comprendida entre la parébola y = 4 — x?, y las recta y = —;-x +2ylas
rectas verticales x = —1y x = 1 (ver figura) se puede calcular mediante:

1
a)A =L (2x — Ddx
~1

b)A:L Gx+z)dx+f(4~—x?«)dx
1 1
c)A:£1(4—x2)dx~f_l

d)A:f1(4-x2)dx+f1 (—;-x+2)dx

-1 -1

e)A-—--f1 (%x+2)dx—fl(4—x2)dx
-1 -1

! 2)d
(—ix+)x

Respuesta: ¢)

Las rectas x = —1y x = 1 determina la region bajo la cual vamos a integrar, es decir, los
limites de nuestra integral.
Podemos ver en laimagenquey = 4 —x% > y = %x + 2 en nuestra regién, asi que para

hallar el &rea hay que hacer la resta.
1
4—x2 - (Ex + 2)
Entonces el area estara dada por

1 1 1 1 1
A:f 4—xz—(—x+2)dx=f (4—x2)dx—f (—x+2)dx
-1 2 -1 ~1\2

Una particula se mueve en linea recta, s representa la distancia dirigida de la particula desde el
origen a los t segundos, v metros/segundo es la velocidad de la particula a los ¢ segundos y
a metros /segundos? la aceleracion. Con base en lo anterior ¢ quién es la velocidad v sia =
40,v = 10, cuando s = 5?
a)v(t) =10 byv(t) =20t + 10 c) v(t) = 40. d) v(t) =40t
eyv(t) =40t +5
Respuesta: b)

Como la aceleracién a es la derivada de la velocidad v se tiene



dv
aza-gzbv(t)=[40dt=20t+c

Sustituyendo los valores conocidos
v(0)=200)+c=10=c=10
Asi la velocidad en funcion del tiempo ¢ es v(t) = 20t + 10.
LA INTEGRAL INDEFINIDA.

8. lLaintegral
] xe* dx

1
a)xe*’ +¢ b)e* +2x%e* +¢ c)ze"2+c d)x+ex2+c e)ex2+2x+c

Es:

Respuesta c)
Podemos observar que la derivada de la funcion x2 es 2x, asi el cambio de variable adecuado es
u=x?=du = 2xdx

Por lo tanto

1 i 1 1
fxexzdxz-ifoexzdx:—z- e“du=ie”+c=-é-e"2+c

9. Elvalor de la integral
fxz sen(x)dx.

es!

a) — x? cos(x) + 2xsen(x) + 2 cos(x) + ¢ b) 2xsen(x) + x*cos (x)

— y2 _1_ 2 _.]_'_ 3 _1_ 3 __
c)—x cos(x)+2x sen(x) + d) 3x cos(x)+c¢ e) 3% —cos (x)+c

Respuesta a)
Hagamos
u = x2,dv = sen(x)dx
entonces
du = 2xdx,v = —cos (x)
Por lo tanto

J x%sen(x) dx = x%(—cos (x)) — f(— cos(x)) (2xdx) = —x? cos(x) + 2 f xcos(x) dx

Debemos de integral lalilima integral, por partes nuevamente, en este caso hacemos

u =xdv =cos(x) dx



Integrando se obtiene

J x%sen(x) dx

x%(—cos (x)) — f(— cos(x)) Rudx)dx
—x?cos(x) + 2 f xcos(x) dx
—x2 cos(x) + 2 (xsen(x) - f sen(x) dx)

—x2cos(x) + 2 (xsen(x) - f sen(x)dx)
= —x2 cos(x) + 2xsen(x) + 2 cos(x) + ¢

il

10. El volumen del sélido que forma la region delimitada por las graficas de las funciones f (x) = x?
y g(x) = 4x — x? al girarlas alrededor del eje x

3 32
a) i b)1 e) 3"
Respuesta e)

Primero encontremos los puntos de interseccion, con este fin igualemos las imagenes
x2=4x —x>=2x*—4x=2x(x —2)=0

Tiene raices x = 0,x = 2 que son los puntos de interseccion de las dos parabolas, asi el
volumen V esta dado por la integral

2 2
V= n[ (4x — x?)? —x%dx = nf (16x% — 8x%) dx
0 0

(16 242_ 168 32~_32
—”(3" x)lo"”(B )‘3"

11. La tasa de crecimiento natural de una poblacion de cierta ciudad es proporcional a la poblacién

misma. Si ésta se incrementa de 40 000 a 60 000 habitantes en 40 afios, ;cuénto llegaré a ser de
80 000 habitantes?

a) 68.63 b) 70.34 €)75.42 d) 79.99 e) 81.21

Respuesta a)



12.

Nos preguntan el tiempo en qué la poblacion crecera a 80 000 habitantes. El modelo matematico

es del tipo P(t) = Pye™* Inicialmente habia 40 000 habitantes y en 40 afios aumenta a 60 000,
esto quiere decir que

60 000
40 000

P(t) = 40 000e’ y P(40) = 40 000e*°* = 60 000 = e*** =

_’%
T2

3 1 /3
40k = In (i) =k=—1In (E) ~ 0.0101

Nuestro modelo toma la forma
ahora de

P(t) = 40 000t°0101t = 80 000 = %0101 = 2 = 0.0101¢t = In(2)
In(2)

= 0.0101 ~ 68.63 aios

Pedro desea hacer un regalo a su hijo recién nacido, para cuando cumpla 10 afios, desea invertir
dinero en un certificado de depésito (CD). Se requiere que el CD tenga un valor de $ 120 000.00
¢ Cuanto debe de invertir si el CD paga 9% anual capitalizada continuamente?

a) 20 000 b)30245 c) 48788 d) 53 234 e) 60 000

Respuesta c¢)

Supongamos que se invierte P, pesos, como el CD paga 9% continuamente, después de 10 afios

se tendra

120 000

0.09(10) — ———
Poe®0°(10) =120 000 = P, = 20.00(10) 48788.36

Escala:
Numero de Calificacion
aciertos
0-6 5
7 6
8 7
9 8
10 9
11-12 10

Elaboraron el examen.

Profesores:
Ortega Cruz Arcelia..
Hernandez Velasco Francisco Javier.
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Instrucciones: Cada una de las siguientes preguntas tiene cinco opciones de respuesta,
una de las cuales es correcta; la opcién que elijas méarcala en la hoja de respuestas
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1. Una ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion
f)=x—-—1e*+3In(x)+2 enx=1
aA)y—2=(+3)(x—1) byy—-2=e(x—-1) Ay—2=(—-3)x-1)
d)ex+3x—y+1=0 e)3x—y—e—1=0

(2 puntos)
2. Se representa la gréfica de la funcién f(x) = —2sen(x)

y

¢, Cudl de las gréficas siguientes, representa a la grafica de su derivada?

a)y b) vy

AL DAL
VAR

y

N




d) ¥ e) ¥
I IV

3. El resultado de % 1In (ex“) es:
dx

e—Zx

(3 puntos)

3e* 4+ 2 —e* -2 e~ 3™ +2 3e7* =2
e*+1 e*+1 e) e*+1

a)
(2 puntos)

Aproxima el area de la regién que esta debajo y
de la gréfica de la funcién f(x) = x3 entre x = Flx) = 3
0 y x=2. Divide el dominio en 4 partes
iguales, llama a los puntos de division por
Xg,X1,%5,%3,%4 (pero da el valor de ellos)
después calcula f(x;), para i =0,1,2,3,4.
Ahora, calcula la longitud de cada subintervalo £ ez passassanes
de [0,2], multiplica esta longitud por su altura
f(x;) correspondiente, suma estos productos,
esa suma es la aproximacion pedida. - .
(1 punto) Yol X1 Xz X3 X4

25 1 9
a) 2 b) = ) d)

Z 4
4 4 e)

5. Utiliza las propiedades de la integral y los resultados dados para calcular la
integral
TL’
J (x + sen(x))%dx
0

A

j x2dx = =m3, f xsen(x)dx =m, f cos (x)dx =0 ,f sen?(x)dx = =m
0 2 0 0 0 2

1 1 1 5 1 5
a) 3w b) §n2+§n+1 c) §n3+§n d) §7‘[3—§T[ e) 2

(1 punto)



6. La regla de correspondencia de la funcién f dada en la integral

ff(x) dx =In(x®>+3) +c¢

es:
a)f(x):x3+3 b)f(x)=x2+3 C)f(x):x2+3
7. Dado que

fxf(t) dt = 2x* -8

f puede tener la regla de correspondencia siguiente:

1
DfE) =— Of6)=

(3 puntos)

a)f)=x*+c b f)=2x* ¢ f)=4x d)fx)=vx—-8 e)f(x)=x—8

8. Al efecturar la integral

f e* cos(x) dx

resulta

a) e*(sen(x) + cos (x)) + ¢

(3 puntos)

b) %ex(sen(x) + cos (x)) +c¢ c) e*sen(x) +c

d) —e*sen(x) + ¢ e) —e*sen(x) + e*cos(x) + ¢

(2 puntos)

9. El area de la regién R que estd comprendida entre las graficas de la parabola
con regla de correspondencia y = x? y larecta y = x + 2, esta determinada

por:

y
y=x*
R
y=x+2

1 2
a)fx+2—x2dx b)fxz—x—de
-2 -1

2
c)f x+2—x?dx
-1



10.

11.

12.

2 2
d)fxz—x—de e)fx+2—x2dx
-1 -2

(1 punto)
El area de la regiébn comprendida entre las graficas de la pardbola dada por la
funcion f(x) = 4x? ylarectay = 6x — 2 es:

1 1
(2 puntos)

¢ Cuanto tiempo tarda un depésito de $5000.00 en duplicarse si gana 10% de
interés anual compuesto continuamente?

a) 5.78 afos b) 5.5 afios c) 4.65 anos d) 6.93 afios e) 1 afio
(1 punto)

L dpP .z . .
La tasa de crecimiento = de una poblacion P de bacterias es proporcional a la

raiz cuadrada del tiempo t en dias (0 < t < 10).
Es decir,

dp
dt ke
en donde k es una constante.
El tamafio inicial de la poblacién P es igual a 500. Después de un dia la
poblacién ha crecido hasta 600. La poblacion P de bacterias al tiempo t esta

determinado por:

a) P(t) = 100t3/? + 500 b)P(t) = 150t3/2 ) P(t) = 150t3/2 + 500
d) P(t) = 100¢3/? e)P(t) = —100t3/%2 + 500
(1 punto)
Escala:

Aciertos Calificacion Elaboraron el examen:

Hasta 11 5

12 al1l4 6 Profesora Torres Hernandez Lidia.

15 a 16 7 Profesor Hernandez Velasco Francisco Javier

17 a 18 8

19 a 20 9

21 a22 10




Respuestas.

Pregunta | Respuesta
1 A
2 D
3 A
4 B
5 C
6 B
7 C
8 B
9 C

10 D
11 D
12 A




BIBLIOGRAFIA

BIBLIOGRAFIA BASICA.

e Cruse, Allan B. y Lehman, Millianne. Lecciones de Cdlculo 1. Fondo de Cultura
Educativo Iberoamericano, México 1987.

e Deborah Huhes — Hallett y Andrew M. Gleason, et al. Calculo aplicado. Cecsa.

e Earl W. Swokowski, Cdlculo con geometria analitica. Wadsworth Internacional
Iberoamérica, México 1982.

¢ G. Polya, Como plantear y resolver problemas, Trillas.

e Larson — Hostetler — Edwards, Cdlculo. Sexta Edicion, Volumen 1. Mc Graw — Hill,
México.

e Programas de estudio de calculo diferencial e integral 1 y II.

e Simon Mochon, Quiero entender el calculo, G. E. Iberoamérica. México 1994.

e Stewart, James. Cdlculo. Conceptos y Contextos. Thomson, México, 1999.

o Zill, Dennis G. Cdlculo con Geometria Analitica. G. E. Iberoamérica. México. 1987.

e Edwards y Penney, Cdlculo con Geometria Analitica (4° Edicion)
Prentice Hall Hispanoamericana.

e FElliott Mendelson, Introduccion al Calculo
McGraw - Hill

e Alejandra G. Bravo, et al, Cdlculo Diferencial e Integral Il (Guia para el examen
extraordinario), Departamento de Impresiones del Plantel del Oriente del CCH.

e Louis Leithold, El Calculo con Geometria Analitica, (4" Edicion)
Harla, SA de CV, Harper & Row Latinoamericana

e Morris Kline, Matematicas para los estudiantes de humanidades.
Fondo de Cultura Econémica, México.

e Alvaro Pinzon, Cdlculo II, Integral, (Edicién revisada)
Harla, SA de CV, Harper & Row Latinoamericana

Cdlculo I, diferencial.
Harla SA de CV, Harper & Row Latinoamericana



e Edwin J Purcell - Dale Verberg, Cdlculo con Geometria Analitica, (6* Edicion)
Prentice Hall Hispanoamericana, SA.

e Tom M. Apostol, Calculus, (Volumen 1, 2* Edicién)-
Editorial Reverté, SA.

e George f. Simmons, Ecuaciones diferenciales, con aplicaciones y notas historicas, Mc
Graw Hill, segunda edicion.

e C.H. Edwards, Jr. David E. Penney, Ecuaciones diferenciales elementales y problemas
con condiciones en la Frontera, tercera edicion. Prentice Hall.

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA.
e Paul Blanchard, et al, Ecuaciones Diferenciales, Thomson, 1999.

e M. Braun, Ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones, Grupo editorial Iberoamérica,
1990.

e Salinas Patricia, et al. Elementos del Célculo, Grupo Editorial Iberoamérica, primera
edicion, 2001.

e Santos Trigo, La funcion cuadratica. Trillas.
¢ Smith Roberto, Minton Roland, Céalculo, Mc Graw Hill. Segunda edicion. 2003

o Stewart, James. Cdlculo. De una variable, trascendentes tempranas . Cuarta edicion.
Thomson, México.



	b2645b40b2c53b2a78775e0ee317e69269e9e568c3d18293a644dd7010566451.pdf
	8c1e12c1601b10542a304be810826d92437c348b1c76345b238453d4a2a142c3.pdf
	b2645b40b2c53b2a78775e0ee317e69269e9e568c3d18293a644dd7010566451.pdf
	8c1e12c1601b10542a304be810826d92437c348b1c76345b238453d4a2a142c3.pdf
	b2645b40b2c53b2a78775e0ee317e69269e9e568c3d18293a644dd7010566451.pdf
	8c1e12c1601b10542a304be810826d92437c348b1c76345b238453d4a2a142c3.pdf
	b2645b40b2c53b2a78775e0ee317e69269e9e568c3d18293a644dd7010566451.pdf
	8c1e12c1601b10542a304be810826d92437c348b1c76345b238453d4a2a142c3.pdf
	b2645b40b2c53b2a78775e0ee317e69269e9e568c3d18293a644dd7010566451.pdf
	8c1e12c1601b10542a304be810826d92437c348b1c76345b238453d4a2a142c3.pdf

